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1 Einleitung

Vor iiber 200 Jahren haben unter anderem Legendre und Gaufl begonnen mit der
Methode der kleinsten Quadrate zu arbeiten (vgl., z.B., [57]). Seitdem wird diese
Methode in vielen Gebieten der Mathematik verwendet und ist heutzutage ein Stan-
dardwerkzeug der Angewandten Mathematik (vgl., z.B., [1], [6], [14], [35], [71]). In
dieser Arbeit untersuchen wir Approximationseigenschaften dieser Methode.

Die Methode der kleinsten Quadrate ist folgendermaflen definiert (vgl., z.B., [35, S.
59], [34, S. 217], [58, S. 291]):

Seien x, € [a,b] paarweise verschiedene Stiitzstellen fir p = 0,..., N. Weiter sei
w: [a,b] — R eine auf {:EM};]:]:O positive Funktion, die sogenannte Gewichtsfunktion.

Fiir ein n < N sei U ein Unterraum von C [a,b] mit dimU = n + 1 auf {xu},]:[:o-

Der Operator der Methode der kleinsten Quadrate LSY : C[a,b] — U ist eindeutig
definiert durch die Eigenschaft

> (LS (@) = £ (@) w (@) = min 3 (o (@) = f (@) (n). (L)

In dieser Arbeit untersuchen wir den folgenden Fall:

e U =P, ist der Raum der Polynome vom Hochstgrad n,

e {xg,...,xy} ist ein dquidistantes Gitter mit N + 1 Stiitzstellen auf dem In-
tervall [—1,1], d. h. z, = =14 2u/N fir p=0,...,N.

Diese Situation tritt in der Praxis haufig auf: Polynome sind seit Jahrhunderten
eine bewahrte und intensiv untersuchte Funktionenklasse zur Approximation. Zu-
dem lassen sie sich sehr effektiv auf Computern einsetzen, da fiir jede Berechnung
nur die elementaren Operationen Addition und Multiplikation verwendet werden.
Aquidistant erhobene Informationen liegen hiufig vor, insbesondere bedingt durch
Datenerhebung auf groffen (oftmals mehrdimensionalen) dquidistanten Gittern.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei in dieser Arbeit das Intervall [a, b] auf das
Standardintervall [—1, 1] normiert.

Wir untersuchen folgendes Problem:

Fiir welche Funktionen f € K C C[—1,1] und welches Verhéltnis N/n konvergiert

die Folge (LSﬁ [ f])? Dabei betrachten wir sowohl punktweise als auch gleichmaflige
Konvergenz.

Um dieses Problem zu untersuchen, driicken wir den Operator LSnN in Abschnitt 4.3
durch eine abgebrochene Reihenentwicklung einer Funktion durch Hahn-Polynome
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1 EINLEITUNG

Qk (+;a, 8, N) aus. Die Hahn-Polynome Q) = Q (; a, 8, N) sind klassische diskrete
orthogonale Polynome auf dem Intervall I = [0, N] vom Grad k. Sie sind orthogonal
auf I beztiglich des Skalarprodukts

N
(f,9), = _ f(1)g()w(i), (1.2)
=0

7

wobei die Gewichtsfunktion w gegeben ist durch

w(z) = (O‘Zg“") (5 ET;QS) (13)

(=DF(k +a+ B+ Dy (B + 1)pk!
2k+a+ 8+ 1) (a+1)(—N),N!

Sie sind durch

<Qk('§04,@N)an('%Oé,/j?N»w = (1-4)

normiert (vgl., z.B., [47, S. 204]). Weitere Eigenschaften der Hahn-Polynome disku-
tieren wir in Abschnitt 3.2 iiber diskrete orthogonale Polynome.

Es ist bekannt, dass der Operator der Methode der kleinsten Quadrate LSf:/ durch
die Verwendung von Hahn-Polynomen folgendermaflen reprasentiert werden kann
(vgl., z.B., [35, S. 62-63], [58, S. 270], [77, S. 218-232]):

" % ) —=1),Qk
ey :;; <f( <22)k7Qk)> >

v, (JQV(1 + -)), (1.5)

mit f € C[~1,1].

Wir merken zunachst in Kapitel 5 an, dass wir ohne eine zusatzliche Voraussetzung
an die Funktionen f € C[—1, 1] keine gleichméaBige Konvergenz der Folge (LS;V [ f])
garantieren kénnen.

Bezogen auf unser oben genanntes Problem ist es also vollkommen egal welches Ver-
héltnis N/n wir zwischen der Anzahl der Stiitzstellen N + 1 und dem Polynomgrad
n wéhlen: Es gibt zu jedem Verhéltnis N/n eine stetige Funktion f € C[-1,1],
sodass die Methode der kleinsten Quadrate LS [f] nicht gleichmiBig gegen f kon-
vergiert. Um die gleichméflige Konvergenz garantieren zu kénnen, miissen wir also
die Funktionenklasse verkleinern. Dies untersuchen wir in Kapitel 7.

Wir beschéftigen uns zuvor in Kapitel 6 mit der punktweisen Konvergenz und
stellen dazu einen Vergleich zum kontinuierlichen Fall an. Hierbei untersuchen wir
die Beziehung zwischen den Jacobi-Polynomen Py 7 und den Hahn-Polynomen
Q. (+;a, B, N). Die Jacobi-Polynome behandeln wir genauer in Abschnitt 3.1 iiber
stetige orthogonale Polynome. Die folgende Beziehung zwischen den Hahn-
Polynomen @y und den Jacobi-Polynomen P, = P’ # ist bereits bekannt. Es gilt

Tim <—1>’“<kj;“>@k (Vs mia.8.8) = BE@), (16)
oy

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



fur jedes x € [—1,1] (vgl., z.B., [60, S. 45]). Hier, wie auch in der gesamten Ar-
beit, sind bei asymptotischen Aussagen die Parameter o und S fest gewéhlt. Die
Jacobi-Polynome P®° sind orthogonal auf dem Intervall I = [—1,1] beziiglich des
Skalarprodukts

1

(f.9)= [ F@)g(@)e(x)da. (17)

-1

wobei

o(z) = (1 —2)*(1+x)” (1.8)
die Gewichtsfunktion ist. Sie sind normiert durch

2P (k4 a4+ 1)D(k+ 5+1)
e (2k+a+B8+1D)kT(k+a+B+1)

(vel., z.B., [47, S. 217]). Aufgrund von Gleichung (1.6) kénnen die Hahn-Polynome
als das diskrete Analogon der Jacobi-Polynome gesehen werden. Die Entwicklung ei-
ner Funktion f in Jacobi-Polynomen ist gut untersucht und wird zur Approximation
der Funktion f haufig verwendet (vgl., z.B., [3], [8], [10], [17], [42], [50], [64]). Ana-
log zur Darstellung der abgebrochenen Reihenentwicklung durch Hahn-Polynome in
Gleichung (1.5) hat die Entwicklung in Jacobi-Polynomen die Form:

Py
(gkﬂ))@Pk (1.10)

(1.9)

(2% 52

L&m—i

Bezogen auf diese beiden Reihenentwicklungen beweisen wir in Kapitel 6 folgende,
neue Abschétzung:

Sei @ > 0 und sei fir N € N

n(a, N) ::;—a+;\/(2a+l)(2a+2]\/+1). (1.11)

Fir jedes f € C[—1,1] N BV [—1,1] gilt

1) - 3 Do ()

: n3+a+max{1,a}
]

(1.12)

mit n < n(a, N), fir jedes x € [—1,1].

Hier, wie auch bei allen anderen in dieser Arbeit von uns erzielten Approximations-
resultaten, betrachten wir den wichtigen symmetrischen (sogenannten ultrasphéri-
schen) Fall & = . Aus (1.12) erhalten wir beziiglich der punktweisen Konvergenz
folgendes Ergebnis:
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1 EINLEITUNG

Die Reihenentwicklung >~ kak einer Funktion f durch Hahn-Polynome @) kon-
vergiert punktweise, wenn die Reihenentwicklung > 7, kak der Funktion f durch
Jacobi-Polynome P, punktweise konvergiert und wenn ndtetmax{lae} /N — 0 fir
n, N — oo gilt. Als Beispiel fiir die vielfaltigen Anwendungsmoglichkeiten sei hier
das folgende Ergebnis fiir den wichtigen Spezialfall @ = 0 genannt:

Sei f € K := {geC'[-1,1]: ¢ € BV[-1,1]} und sei (N,)nen eine Folge von
natiirlichen Zahlen mit

n4

Jim 3= 0. (1.13)

Dann konvergiert die Methode der kleinsten Quadrate LSQ[” [f] mit @ = 0 fiir jedes
€ [-1,1].

Es gibt viele weitere Anwendungen der obigen Abschétzung bei denen wir die punkt-
weise Konvergenz erhalten. Denn fiir etliche Klassen von Funktionen wurde in den
letzten Jahrzehnten die Konvergenz der zugehorigen Reihenentwicklungen in Jacobi-
Polynomen gezeigt. Dies ist in Kapitel 6 ausfiihrlich dargestellt.

In diesem engen Zusammenhang zwischen der Entwicklung einer Funktion nach
Jacobi-Polynomen, vgl. (1.10), und der Entwicklung nach Hahn-Polynomen, vgl.
(1.5), liegt die fiir mich grundlegende Motivation zu meinen hier vorgestellten,
von Thomas Sonar und Tom Koornwinder angeregten, Untersuchungen: Die Ent-
wicklung nach Jacobi-Polynomen ist seit Jahrzehnten eine bewahrte Methode zur
Modellierung insbesondere techno-mathematischer Fragestellungen, da hier viele
physikalisch-technische Eigenschaften bei der Modellierung mit erfasst werden kon-
nen. Allerdings miissen zur Ermittlung der Koeffizienten in (1.10) Integrale ausge-
wertet werden. Dies geschieht iiblicherweise durch Diskretisierung mit Hilfe quadra-
turtheoretischer Methoden. Da hier also bei der Integralapproximation sowieso dis-
kretisiert werden muss, ist die Frage naheliegend, ob man auf dem direkten Weg (also
ohne Berechnung von Integralen) mit Hilfe diskreter Orthogonalpolynome gleichwer-
tige Ergebnisse erzielen kann. In dieser Hinsicht untersuchen wir in Kapitel 7 die
Methode der kleinsten Quadrate auf gleichméflige Konvergenz. Das Hauptergebnis
lautet:

Sei a0 > —% und sei fir N € N

1 1
n(a, N) ::§—a+§\/(2a+1)(2a+21v+1). (1.14)
Weiter sei
2T (n4+2a+2)T (n+ a + 2) N!

D,y = . 1.15
M+ DID(2n+ 20+ 3) T (a0 + 1) N (N —n — 1)! (1.15)

Dann gilt fiir jedes f € C""! [—1,1] mit n + 1 < n(a, N)

s 1f) = 3 oo (G0 )

< D,y sup ]f<"+1 )\. (1.16)

ze[—1,1]
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Diese Abschitzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Vorausset-
zungen die Konstante D,, y in Ungleichung (1.16) durch keine kleinere Zahl ersetzt
werden kann.

Hiermit erdffnet sich nun eine direkte Vergleichsmoglichkeit zwischen dem diskre-
ten Ansatz und der klassischen (stetigen) Vorgehensweise durch Betrachtung des
Maximalfehlers (,worst case“) in den Funktionenklassen

Kot = {feC"“ ~1,1): sup [f"H ()| < 1}. (1.17)
ze[—1,1]

Dieser Maximalfehler ist gemé8 (1.16) der Wert D,, y und dieser ist iberraschen-

derweise (zumindest fiir mich) fir n+1 < 3 —a + %\/(204 +1)(2c + 2N + 1) fur

jedes so gewéahlte Verhéltnis N/n kleiner als im entsprechenden klassischen Fall,

man vergleiche hierzu Abschnitt 7.3.

Als Beispiel fiir die vielfdltigen weiteren Anwendungsmoglichkeiten des obigen
Hauptergebnisses aus Kapitel 7 sei hier das folgende Ergebnis genannt:

Sei a > 0, sei

1
nets

n—00 z€[—1,1] oannl

feK:= {g €C*[-1,1]: lim sup ‘g(")(a:)‘ = 0} (1.18)

und sei (V,,)nen eine Folge mit N,, > 2n(n + 1). Dann konvergiert die Methode der
kleinsten Quadrate LS"[f] gleichmaBig auf dem Intervall [—1,1].

Wir erhalten aus dem obigen Resultat weitere Abschatzungen, welche wir in Kapitel
7 darstellen und diskutieren. Anschlielend vergleichen wir unsere Approximationsre-
sultate mit entsprechenden Resultaten bekannter Approximationsmethoden, welche
wir in Kapitel 4 ausfithrlich darstellen.

In Kapitel 8 prasentieren wir beispielhaft numerische Resultate zur Methode der
kleinsten Quadrate. Zunéchst vergleichen wir numerisch den diskreten mit dem
kontinuierlichen Fall der Methode der kleinsten Quadrate. Auflerdem vergleichen
wir die Methode im diskreten Fall mit anderen in Kapitel 4 vorgestellten Appro-
ximationsmethoden. Weiterhin untersuchen wir, basierend auf unseren Ergebnissen
in den vorherigen Kapiteln, numerisch fiir ausgewahlte Testfunktionen bei welchem
Verhéltnis N/n der Maximalfehler bei wachsenden n und N ansteigt.

Im letzten Kapitel 9 geben wir einen Ausblick auf eine mogliche Anwendung der Me-
thode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall bei Spektralen-Differenzen-Verfahren
zur Losung hyperbolischer Erhaltungsgleichungen, die seit vielen Jahren in der
Braunschweiger Forschungsgruppe von Thomas Sonar, Martina Wirz, Philipp Offner
und weiteren Mitgliedern hochst erfolgreich untersucht werden.
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2 Vorbereitende Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir vorbereitende Grundlagen zusammen, welche wir fiir
die weiteren Kapitel dieser Arbeit bendtigen.

Wir beginnen mit der Einfithrung einiger wichtiger Funktionenklassen, wie beispiels-
weise die Klasse der Funktionen von beschrankter Variation.

Insbesondere beschéftigen wir uns mit den sogenannten ,Speziellen Funktionen®,
deren Studium ein eigenes mathematisches Teilgebiet ist. Wir stellen insbesondere
Eigenschaften der Gammafunktion und der verallgemeinerten hypergeometrischen
Funktion bereit.

Im Anschluss behandeln wir in Hinsicht auf die Kapitel 4 und 5 die Theorie der
linearen Operatoren.

Abschlieflend stellen wir ausgewéhlte Grundlagen der Quadraturtheorie zusammen,
die in Kapitel 6 ben6tigt werden.

2.1 Funktionenklassen

2.1.1 Analytische Funktionen

Im Folgenden definieren wir die Klasse der analytischen Funktionen, die aus der
Funktionentheorie wohlbekannt sind. Wir kommen spéter in dieser Arbeit auf diese
Funktionenklasse zurtick.

Definition 2.1 (vgl., z.B., [33, S. 45]). Sei D C C offen. Weiter sei eine Funktion
f D — C gegeben. Dann heifit f analytisch, falls f in jedem Punkt a € D
komplex differenzierbar ist. Weiterhin heifit f im Punkt a analytisch, falls es eine
Umgebung U C D von a € U gibt, sodass f auf U analytisch ist.

Satz 2.2 (vgl., z.B., [33, S. 106]). Sei D C C offen. Weiter sei eine analytische
Funktion f : D — C gegeben. Dann ist f auf jeder in D enthaltenden Kreisscheibe
Br(a) :={z€ C: |z—a|] < R} C D in eine Potenzreihe entwickelbar und es gilt

n!

o £ (g
f(z) = ; S )(z —a)", fir alle z € Bg(a). (2.1)

2.1.2 Funktionen von beschrankter Variation

In diesem Unterabschnitt beschaftigen wir uns mit der Klasse der Funktionen von
beschriankter Variation. Diese Klasse spielt besonders in Kapitel 6, in welchem wir
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2 VORBEREITENDE GRUNDLAGEN

uns mit der punktweisen Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate auseinan-
dersetzen, eine wichtige Rolle. Um diese Klasse zu definieren, benétigen wir zunéchst
die folgende Definition der totalen Variation:

Definition 2.3 (vgl., z.B., [41, S. 493]). Die totale Variation einer reellwertigen
Funktion f : [a,b] — R ist definiert durch

n—1
Valf] = sup > | f (wig1) — f (23)], (2.2)
PeP ;—
wobei das Supremum auf der Menge
P={P={xo,...,0n}: a=290<21 < - <p1 <z, =0, n €N} (2.3)

tber alle Partitionen des Intervalls |a,b] gebildet wird. Der Kiirze halber schreiben

wir V[f] =V, [f].
Wir konnen nun die Klasse von Funktionen von beschrankter Variation definieren.

Definition 2.4 (vgl., z.B., [41, S. 493]). Eine reellwertige Funktion f : [a,b] —
R ist von beschrankter Variation, wenn ihre totale Variation endlich ist. Wir
definieren die Klasse von Funktionen von beschrinkter Variation auf dem Intervall

[a,b] durch
BVa,b] = {f:[a,b] > R: 3C >0:V)[f] < C}. (2.4)

Es stellt sich die Frage, wie man Funktionen von beschriankter Variation charak-
terisieren kann. Zudem ist es interessant, welche gangigen Funktionenklassen Teil
der Klasse von Funktionen von beschréankter Variation sind und welche nicht. Wir
fassen einige wichtige Eigenschaften zusammen (vgl., z.B., [41, S. 496-499)):

e Die Menge BV [a, b] enthélt alle Treppenfunktionen sowie alle monotonen oder
Lipschitz-stetigen Funktionen. Insbesondere enthdlt BV [a,b] also auch alle
stetig differenzierbaren Funktionen f € C![a,b] mit beschrinkter Ableitung
f" auf [a, b].

e Es existieren stetige Funktionen f € C[a,b], die nicht von beschrankter Va-
riation sind. Ein Beispiel dafiir ist die bekannte Funktion f : [0,1] — R, die
durch

fl@) = {;”COS () . ! (2.5)

definiert ist.

e Seien f € BV [a,b] und ¢ € (a,b) gegeben. Dann gilt

ANERAVERAVE (2.6)
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2.1 FUNKTIONENKLASSEN

Funktionen von beschrankter Variation konnen folgendermaflen charakterisiert wer-
den:

Satz 2.5 (vgl., z.B., [41, S. 498]). Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann von
beschrinkter Variation, wenn sie als Differenz zweier monoton steigender Funktio-
nen dargestellt werden kann:

feBVa,b < 3fi, f2:]a,b] = R monoton steigend : f = f1 — fo.  (2.7)

Insbesondere gilt fiir stetige Funktionen, dass sie genau dann von beschrinkter Va-
riation sind, wenn sie sich als Differenz zweier stetiger und monoton steigender
Funktionen darstellen lassen.

Daraus lésst sich unmittelbar fiir eine Funktion von beschrankter Variation f €

BY [a, b] folgern (vgl., z.B., [41, S. 498]):
e Fiir alle 7 € [a, b] existieren die links- und rechtsseitigen Grenzwerte

lim, f(z) und lim f(x). (2.8)

CE*}[L’O x%xo

e Es existieren héchstens abzéhlbar viele Stellen {z;},.; C [a,b] an denen f
unstetig ist.

e f ist Riemann-integrierbar.

Unser Hauptergebnis Theorem 6.25 aus Kapitel 6 beweist eine Fehlerabschatzung
fir Funktionen der Klasse C [—1,1] N BY [—1, 1]. Mit Hilfe der soeben zusammenge-
stellten Eigenschaften lassen sich leicht Funktionen dieser Klasse angeben, auf die
wir Theorem 6.25 anwenden koénnen.

2.1.3 Stetigkeitsmodul

In diesem Unterabschnitt betrachten wir das Stetigkeitsmodul einer stetigen Funkti-
on. Das Stetigkeitsmodul wurde erstmals von H. Lebesgue im Jahr 1910 eingefiihrt
(vgl. [52]). Wir benoétigen es in Abschnitt 6.2, in welchem wir das Hauptergebnis
zur punktweisen Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate genauer diskutie-
ren. Mit Hilfe des Stetigkeitsmoduls lésst sich die Klasse der stetigen Funktionen
differenzierter betrachten.

Definition 2.6 (vgl., z.B., [63, S. 116]). Fir f € Cla,b] heifst die durch
w(f,la,b],0) = sup{|f(z) = f(O)] : =t €[a,b] und |z —1t] <3}, (2.9)
definierte Funktion w (f,[a,b],-) : Rt — R* Stetigkeitsmodul von f auf [a,].

Mit Hilfe des Stetigkeitsmoduls lassen sich gleichmafBig stetige Funktionen wie folgt
charakterisieren:
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2 VORBEREITENDE GRUNDLAGEN

Satz 2.7 (vgl., z.B., [63, S. 117]). Eine Funktion f ist im Intervall [a,b] genau dann
gleichmdf$ig stetig, wenn

(lsi_rf(l)w (f,la,b],0) =0. (2.10)

Wir fassen im Folgenden einige Eigenschaften des Stetigkeitsmoduls einer Funktion
f € Cla,b] zusammen (vgl., z.B., [70, S. 179]):

e Die Funktion w (f,[a,b],-) ist monoton steigend, d. h. fiir alle §; < 5 gilt

w (f,[a,b],61) <w(f,[a,b],02) (2.11)
o Die Funktion w (f, [a,b],-) ist subadditiv, d. h. fiir alle &, 5, > 0 gilt
w(f,[a,b],01 +62) < w(f.[a,b],01) +w(f, [a,b],6) . (2.12)
o Fiir alle m € Ny gilt
w (f,la,b],md) < mw(f,[a,b],9). (2.13)
o Fiir alle A > 0 gilt
w(f,]a,b], A8) < (A + Dw (£, [a,b], ). (2.14)

Die Funktion w (f, [a,b], ) ist stetig.

2.2 Spezielle Funktionen

In den folgenden Unterabschnitten stellen wir fiir die Beweise unserer Theoreme
wichtige Eigenschaften der Gammafunktion und der verallgemeinerten hypergeome-
trischen Funktion bereit. Diese gehoren zu den sogenannten ,Speziellen Funktio-
nen“, die nicht nur in der Analysis, sondern auch in vielen Anwendungsbereichen
eine wichtige Rolle spielen.

2.2.1 Gammafunktion

Die Gammafunktion, im Folgenden mit I'-Funktion abgekiirzt, ist eine ,Spezielle
Funktion“, von der wir im Folgenden wesentliche Eigenschaften zusammenfassen.
Die I'-Funktion ist auf der rechten Halbebene der komplexen Zahlen definiert und
wurde erstmals von L. Euler 1729/30 eingefiihrt:

Definition 2.8 (vgl., z.B., [33, S. 194]). Die Funktion

I':{ze€C: Re(z) >0} = C, (2.15)
definiert durch
I(z) = /tz—l et dt (2.16)
0

heift T'- Funktion. Dabei ist 2~ := e(*=D18®) it log(t) € R.
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