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Uber die Gitterpunkte auf konvexen Kurven.
Von

Vojtéch Jarnik in Géttingen.

§ 1.
Formulierung der Hauptsitze.

Es seien in der Ebene zwei rechtwinklige Koordinatenachsen u, v
gegeben. Es sei z > 3. Dann bezeichne ich als eine ,Kurve der Klasse
L(z)“ oder kiirzer als ,eine L (z)* jede Kurve ¢ der wu-v-Ebene, die
folgenden Voraussetzungen geniigh:

1. C ist eine stetige rektifizierbare Kurve, deren Lénge hochstens
gleich z ist.

2. C hat eine stetig veranderliche Tangente.

3. Es soll moéglich sein, auf C einen Durchlaufungssinn so zu wihlen,
daB, wenn 7 den (im positiven Sinn gemessenen) Winkel der gerichteten
Tangente mit der positiven w%-Achse bezeichnet, stets 0 <« g‘i; ist.

4. Der Winkel z soll bestindig wachsen, wenn der zugehorige Punkt
die Kurve C in dem unter 3. festgelegten Sinn durchliuft.

Analytisch 14Bt sich das Gesagte so formulieren: Eine Kurve C ist
eine L(z), wenn sie durch eine Gleichung

'“_"F(u) (4, Lw L uy)
gegeben ist, wo F (u) folgenden Voraussetzungen geniigt:

1. F(u) ist fir v, < uw < w, definiert und hat daselbst eine stetige
Ableitung?) F'(u).

!) Wenn ich von einer ersten oder zweiten Ableitung in einem Endpunkte des
Definitionsintervalls einer Funktion spreche, verstehe ich deruntsr stets die zugehorige
einsestige Ableitung.
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2. Falls u, < v’ <u” < wu, ist, so ist
0<F(u)<F(u 1L1

3. f Y1+ P wdu<a.
U;

Auf jeder Kurve C der Klasse L (z) liegt eine gewisse Anzahl g, von
Gitterpunkten; offenbar ist g, ganz und 0 <g, <[]+ 1. Die Menge
der Zahlen g, fiir alle ¢ der Klasse L (z) enthalt daher nur endlich viele
verschiedene Zahlen; ihre obere Grenze sei f(z). Offenbar gibt es wenig-
stens eine Kurve der Klasse L (x), auf welcher genau f(z) Gitterpunkte
liegen. Dann lautet der

Satz 1.

flz)= xs + 0(z%).

Der Satz 2 beschiftigt sich mit einer verwandten Frage; nur werden
andere Kurven zur Konkurrenz zugelassen. Der wichtigste Unterschied
zwischen Satz 1 und Satz 2 besteht in einer Einschrinkung der GroBe des
Kriimmungsradius fiir die zugelassenen Kurven. Der genaue Wortlaut des
Satzes 2 ist der folgende:

Es sei > 0. Ich bezeichne als eine Kurve der Klasse M(xz) jede
Kurve (' der u-v-Ebene, die folgenden Voraussetzungen geniigt:

1. O ist eine einfache, geschlossene, konvexe Kurve, die eine stetig
verdnderliche Tangente und einen stetig verinderlichen, immer von 0 ver-
schiedenen Kriimmungsradius besitzt.

2. Die Lange der Kurve C ist hochstens gleich .

8. Der Kriimmungsradius von C ist in jedem Punkte dem absoluten
Betrage nach kleiner als 7z.

Auf jeder Kurve C der Klasse M (z) liegt eine gewisse Anzahl g,
von Gitterpunkten; die obere Grenze von g, fiir alle ¢ der Klasse M (z)
sel @ (z); es gibt auch hier offenbar mindestens eine Kurve der Klasse
M{z), auf welcher genau ¢ (z) Gitterpunkte liegen. Dann lautet der

Satz 2.

DE

§ 2.
Beweis des Satzes 1.
Um den Satz 1 zu beweisen, fiihre ich zunichst folgende Definition
ein: Es sei # > 8; ein System von 7 verschiedenen Punkten (n > 2) der
u-v-Ebene P,, P,, ..., P, nenne ich ein § (x)-System, wenn folgendes gilt:
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1. P,P,,..., P, sind Gitterpunkte;

2. die Lénge des geradlinigen Streckenzuges P, P, ... P,, der dadurch
entsteht, daB man jeden Punkt P, (¢=1,2,...,n—1) mit dem Punkte
P,., durch eine Strecke verbindet, ist kleiner als z;

3. wenn «; den Winkel bedeutet, den die gerichtete Strecke P,] P,
mit der positiven u-Achse bildet, so ist 0 < <§ (1=1,2,...,n— 1)
und im Falle » > 2 noch o, < ;. , (¢=1,2,...,n—2).

Zu jedem z > 38 gibt es mindestens ein P (z)-System; denn z. B. die
Punkte (0,0), (2,1) bilden ein solches. Jedes 3 (x)-System setzt sich
also aus einer gewissen Anzahl n von Punkten zusammen. Die obere
Grenze von n fiir alle P (z)-Systeme sei g(z). Offenbar gibt es auch hier
ein P(x)-System von genau g(z) Punkten. Ich behaupte: g(z)= f(=z).
Denn erstens, wenn ich ein $f(z)-System von g (z) Punkten habe, so 148t
sich offenbar durch sie ein konvexer Kurvenzug fiihren, der zur Klasse
L(z) gehort; also ist f(x) = g(x). Zweitens, wenn auf einer L (z) genau
f(x) Gitterpunkte liegen, so bilden sie (es ist f(x) > g(x) = 2) offenbar
ein PB(x)-System; also ist g (z) > f(=).

Es seien nun u;, »; die Koordinaten von P;; ich setze

(1) k= — % L=v,,— (¢=1,2,...,n—1).
Dann ist fiir ein P®(z)-System:

J k,>0,1,>0; k;, I, ganz  (¢=1,2,...,n—1; n>2);
I L, l

<G L L <

0< -

n—1
] 2]/]0? + l1;2 < z.
=1

Umgekehrt, wenn ein System von Zahlen k1, ky, by, ..., k,_4, 1,
(2) erfiillt, so kann ich z. B. u, =v, =0 setzen und w,, v,, ..., u,, v,
aus (1) bestimmen; dann bilden die n Punkte mit den Koordinaten u;, v;
(¢=1,2, ..., n) offenbar ein P(x)-System. Also ist f(z) = g (z) = k(z),
wenn h(z) die groBtmogliche Zahl n bedeutet, fiir welche noch (2) durch
ein gewisses System von Zahlen k,,1,, ..., k,_,, ! _, erfiillbar ist.

Fir A (z) = f(z) will ich nun eine explizite Darstellung geben.

Hilfssatz 1. Es set x >3, m >3 und ganz; es bedeute U(m) die
Anzahl der Lésungen von

m=k"+1° k>1>0, k1 ganz, (k,1)=1;
es sei die ganze Zahl r > 3 so gewdhlt, daf

S U(m) ¥ <z < EU(m) Ym
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und die ganze Zahl k > 0 so, daf

r

m=

U(m) m+ kTl <e< é;U(m) Vm + (k4 1)¥r 1.

Behauptung. &A(z)= Zr' U(m)+k-+1.
m=3

Vorbemerkung. DafB die Wahl der Zahl r immer méglich ist, folgt
daraus, daB z > 3, aber U(3) =0 ist.

Beweis. EinSystem von /() —1 Zahlenpaaren k,, 1, ..., k; ) 1> b oy -1 »
die (2) mit n= h(z) erfiillen, nenne ich ein Maximalsystem; wenn iiber-
dies (k;, I;)=1 fiir +=1,..., h(x) — 1 ist, ein primitives Maximalsystem.
DaB es Maximalsysteme gibt, wissen wir schon. Es liege also ein Maximal-
system k;, I, (¢=1,...,h(x)—1) vor; es sei &,=(k;, ;). Dann bil-
den die Zahlen k; = %, I = é‘— (¢=1,..., h(x) — 1) offenbar auch ein
Maximalsystem, und zwar ein primitives Maximalsystem, da (k;,%;)=1.

Ich behaupte nun: wenn ein primitives Maximalsystem vorliegt, so
ist & 4-1f > 8 und bei gegebenem m ist die Gleichung k; -+ I = m héch-
stens fiir U(m) Werte von ¢ erfiilll. Denn erstens, wire k17 =1
bzw. = 2, so miiite £, =1, [, =0 bzw. k,=1, I, =1 sein, was (2) wider-
spricht. Wire zweitens fiir ein gewisses m > 3 die Gleichung & + 17 =m
fiir mehr als U(m) Werte von ¢ erfiillt, so wire fiir gewisse zwei ver-

L_

’ . .
B =g vas wieder mit (2)

schiedene Indizes s, t: k,=k,, I,=1,, also
im Widerspruch steht.

Es liege nun ein primitives Maximalsystem vor, in welchem folgen-
des gilt: .

Es ist k7 1]= m genau fiir U (m) Werte von ¢, wenn m =3, 4, ..., M —1
ist (fir m =23 ist dies wegen U(3)=0 immer der Fall); weiter ist
ki 17 = M fir s Werte von 7, wo 0 < s < U(M); und endlich ist fiir
ein gewisses h: k; 4 Iy > M. Ich konstruiere nun ein neues primitives
Maximalsystem folgendermafBen: ich lasse aus unserem System £k,, I, weg
und ersetze sie durch ein Zahlenpaar k, I, fiir welches BE+1= M,
0<l<k, k,! ganz, (k,1)=1 ist und welches im urspriinglichen System
nicht vorkam (das ist wegen s < U(M) moglich). Wenn ich noch die
Indizes geeignet veréindere, bildet dieses neue System wieder ein primitives
Maximalsystem, in welchem wieder %; -+ I{ = m fiir genau U(m) Werte
von 4 ist, wenn m =3, 4, ..., M —1, aber k-4 IJ = M fiir s 41 Werte
von ¢.

Durch Wiederholung dieses Verfahrens bekomme ich endlich ein primi-
tives Maximalsystem k;, l;, « .+, by ;)15 lyy—1» D Welchem folgendes gilt:
Es gibt zwei ganze Zahlen R und K, wo R >3, 0 < K < U(R+1) ist,
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so daB die Gleichung k- I7 = m fiir genau U(m) Werte von 7 erfiillt
ist, falls m=38,4,..., R; die Gleichung BE+1=R4+1 genau fiir K
Werte von ¢, und die Ungleichung %; -+ 17 > R -1 fiir kein 7 erfiillt ist.
Also ist
R
(3) h(z)= Y U(m)+ K+1.
m=3

Weiter ist fiir unser System

h@-1 R . o
D Y+ 1= Um)Vm+ KVE+1.
Daher ist = "
R —_ _—
(4) SUm)Im+KIR+1<z.
m=3

Andererseits ist aber
(5) zzv(m)er(KH)m_frT;x;

denn, wire dieser Ausdruck <z, so konnten wir zu unserem System
noch ein in ihm nicht enthaltenes Zahlenpaar k, ! hinzufiigen, fiir welches
k,l ganz, 0 <l <k, (k,1)=1, E*+1°=R 41 ist (ein solches Zahlen-
paar ist wegen K < U(R +1) vorhanden), so da auch das erweiterte
System die Bedingungen (2) erfiillen wiirde; das ist aber bei einem
Maximalsystem unméglich. Aus (4) und (5) folgt aber R=1r, K=k,
womit wegen (3) der Hilfssatz bewiesen ist.

Hilfssatz 2. Ei ses y > 0; dann st

1]

(6) 2U(m)=Zy+0@h),
.
(7) 2 U(m)¥m= 5yt +0(y).
(Fiir « < 3 verstehe ich unter Zj’s Null.)
Beweis. Es sei (fir y > 0) F(y) die Anz;hl der Lésungen von
(8) BF+1U<y, k130 ganz, (k,1)=1.
Dann ist fir y > 3
©) F(y)=8 SU(m)+8;

denn zu jeder Losung von 3<#*+1°<Ly, 0<i<wx, z,1 ganz,
(%,4)=1 gehoren acht Losungen von (8), nimlich k= +2x, I=%1
und k= +1, I=*x%, wo die Vorzeichen unabhingig voneinander zu
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nehmen sind, und dazu treten noch die acht Losungen k=0, I= +1;
k=+1,1=0; k= +1, I=+1 von (8) hinzu. Es sei (fiir y > 0)
A(y) die Anzahl der Losungen von 0 <k’ L1°<y, k,1 ganz; d. h.
A(y) ist die Anzahl der vom Nullpunkt verschiedenen Gitterpunkte im
Kreise u®-v?=y. Dann ist A(y) offenbar auch gleich der Anzahl
von Losungen von k° - 1° _S_——é, k,l,d ganz, d >0, (k,1)=1; d.h.

es ist

(y)—F(y)+F( >+F< )+ s

fir z <1 ist 4(2) = F(2)=0.
Diese Gleichung will ich nach F(y) auflésen?).

Es ist
A(%>=—§F(n'zﬂg>’
3 k) A () =3 un) 3 () = S F(4) 3 uim) = P
Also ist -
(10) Pla)= 3 u(n A (%) = 3 (w4 (%).

Ich setze nun A(y) ==y -+ R(y); nach dem Satz von Sierpinski ist
fir y>1: |R(y)| Lcy?, wo ¢ eine absolute Konstante ist. Daher ist
nach (10)

Vi vyl .
F(y)= 2 u(n)-nts+0 (y'Z n,)
n=1 n=1
Weiter ist
[\/1/ ‘u(n) o © 6 1
- ==+ 0 T
,é: g_: n=[‘/2;]’+1 4 <Vy>
da bekanntlich
e _ 1 6
» ,u(n)=0( 2i>=0<i_
n=fyairs " >V W)

%) Alle folgenden Operationen mit unendlichen Reihen sind legitim, da alle vor-
kommenden Reihen von selbst im Endlichen abbrechen.

%) Wegen der Definition der Funktion u(#) und ihrer einfachsten Eigenschaften
vgl. z. B. Landau, Handbuch der Lehre von der Vertejlung von Primzahlen, Bd. 2,

S. 567 und 575.
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ist. Endlich ist
V¥l )
3L —owh,
n=1 N

so daB )

F(y)= -y +0(y%);
daraus folgt aber wegen (9) die Behauptung (6). Aus (6) folgt aber (7)
durch partielle Summation:

) vy, m m—1

ZU(m)m=§(§ ZOEPY o)
vl , m . ly)
=23<§ U(”)) (Ym —Vm £1)+ é: U(n) V(5] £ 1
¢ m m+1
B —%2(2[](”)) %‘l'fny?‘-}-o(y) (nach 6)
L BTy " du | 3
~"12 (% U(n))ﬁ+ay%+0(y)
st
=—%f(%u+0(u%))%+%y%+o(y)

3
1 3 3 ] 1 3
= — 29y 0(y) =529+ 0(y),
w. Z. b. w.
SchlufBl des Beweises des Satzes 1. Nach Hilfssatz 1 ist

h(z)= JUMm)+k+1,
m=3
wo 0 < k< U(r41) ist; also

(11) S U(m)<b(z) < 3 U(m)

wo
ZTZ Ulm)im<z< E,’_:U(m) Vm.

m=3

Also ist nach (7)

et 0(r) <z <= (r+ 1)1+ 0(r+1),
d. h.
x =%r§—|— O(r);
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daraus r = O (z¥); also

r¥=2nz 4 O(z%),

r = (2n2)% + 0 (x¥).
Also ist, wegen (11) und (6):

GO <A@ S LD +0(r 1Y),
d. h.
3 1 3 3 4 3 .
h(z) =7+ 0(r?) = = (2nz)" 4 O (zF) =_.213/2_n z¥+ 0 (z}).

Damit ist aber Satz 1 bewiesen.

§ 3.
Eine Anwendung des Satzes 1.

Cauer*) hat folgenden Satz bewiesen:

Es sei im ersten Quadranten einer %-v-Ebene eine Kurve y gegeben,
die von einem Punkt der v-Achse, auf dieser senkrecht stehend, ausgeht
und, ohne mit einer Horizontalen oder Vertikalen mehr als einen Punkt
gemeinsam zu haben, in einem Punkt der u-Achse, auch auf dieser senk-
recht stehend, endet. y habe stetige, nicht verschwindende Kriimmung,
auch in den Endpunkten, und werde dargestellt durch eine Gleichung

flu,v)=au*+a,u*v+4... +a,0"=1 (n=2),
wo die Koeffizienten, soweit es die anderen Voraussetzungen zulassen,
beliebige reelle Zahlen sind.
Es sei A(z) die Anzahl der ganzzahligen Losungen von
f(lul, o)) L 2;
es set B(x) die Anzahl der ganzzahligen Lésungen von
flu,v)=2, u=0, ©»=0.

Es set p eine nur von der Funktion f(u,v) abhdngende Zahl, fir die
B(x) = O(=F) ist. Dann ist

(12) A(a:)=Jx§—]— 0(.'13")-{—0(:1:5_7'),

wo
J= dudv
e
28t.

4) D. Cauer, Uber die Pfeiffersche Methode (Abhandlungen, H. A. Schwar:
zum 50-jahrigen Doktorjubilium gewidmet; Berlin, Jul. Springer, 1914; S. 432447
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Ich will zeigen, daB

(13) B(z)=0(2%)
ist; damit wird (12) zu . \
(14) A(z) = Jzn + 0(2¥7)
verbessert.

Wenn ! die Lange der Kurve f(u,v)=1, u >0, v >0 bezeichnet,
so ist die Lénge der Kurve f(u,v)==2, u >0, v = 0 offenbar gleich

1
l-zn. Diese Kurve geniigt also, wie man aus den Voraussetzungen iiber

die Kurve f(u,v)=1 sieht, allen Bedingungen fiir eine Kurve der Klasse
1

L( lx;), bis auf die Bedingung 3 (vgl. § 1); wenn wir nidmlich die Kurve

von ibhrem Schnittpunkt mit der u-Achse zu ihrem Schnittpunkt mit der

v-Achse durchlaufen, so wichst der Winkel 7 von g bis zu n. Ich teile

nun unsere Kurve in zwei Teile K,, K,, so dal auf K, bzw. K, gilt:
2<e<Phw V<o <

K, und K, kann man dann durch Spiegelungen an den Koordinaten-
achsen und ihren Symmetralen — wodurch Gitterpunkte in Gitterpunkte
iibergehen — in zwei Kurven Kl', K, iiberfithren, auf welchen 0 << ;.

1
Die Kurven Kj, K, gehoren nun. offenbar zur Klasse L(lx;); also ist
die Anzahl der Gitterpunkte auf K, und K, nach Satz 1 hochstens

1 2 2
2f(lx5) =0 (xﬁ); daher ist auch B(z)=0 (xﬁ), womit (13) und (14}
bewiesen ist.
Man kann allerdings heute (14) noch auf eine andere Weise beweisen,
namlich als eine unmittelbare Folge eines allgemeinen Satzes des Herrn
van der Corput?).

§ 4.
Beweis des Satzes 2.

Den Beweis dieses Satzes zerlege ich in zwei Teile.
I. Teil. Ich will zuerst zeigen, daB

(15) 0 (2) < ozt + 0(a?)
"/2.7!

5) Siehe z. B. J. G. van der Corput, Uber Gitterpimkte in der Ebene, Math.
Annalen 81, 8. 1-20; vgl. namentlich das Korollar auf S. 5.
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ist. Das ergibt sich sehr leicht aus dem Satz 1. Es sei C' eine Kurve
der Klasse M(z). Ich teile die Kurve C in acht Bogen C; (¢ =1, 2, ..., 8),

so daB auf C, der Winkel ¢ das Intervall ((z‘ —1)%, i%) durchliuts.

Die Lange von C; sei z;. Ich kann nun C; durch Spiegelungen an den
Geraden =0, v=0, v=tu (wodurch Gitterpunkte in Gitterpunkte

iibergehen) in eine Kurve C; iiberfiihren, auf welcher 0 << % ist. Es

ist dann entweder z, > 3; dann gehort C; offenbar zur Klasse L(z,), also
ist nach Satz 1 %)
3 2 1
9o £ —— +0(2]);
¢ 2"3/2,1 ( )
oder ist z; <3, und damn ist g,, < 4.
Also ist jedenfalls

8

3 2 1
< - z® 4 0(z%).
gc_z‘,a,/ﬂg ; +0(x%)

8
Nun ist 3 2, <z, ;> 0; also ist bekanntlich
=1

daher ist

womit (15) bewiesen ist.
II. Teil. Es bleibt uns nur iibrig zu zeigen, daf

(16) ()= m 2t 4 0 (at)
Vo=

ist. Um (16) zu beweisen, geniigt es, folgendes zu zeigen:

Jedem x> c¢ kann man eine Kurve C, der Klasse M(x)
zuordnen, so daf

T

(4) l 0,2 g e +0(a)
st 7).

Der Beweis von (A) ist ein wenig umsténdlich; ich zerlege ihn in
drei Schritte.

¢) Mit g, bezeichne ich immer die Anzahl der Gitterpunkte auf der Kurve C.
) Mit ¢ bezeichne ich von nun ab positive absolute Konstanten, die ich nicht
durch Indizes voneinander unterscheide.
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1. Schritt. Ich will jedem x> c¢ ein ganz bestimmtes konvexes
Polygon @ («) der u-v-Ebene zuordnen, dessen Lénge < z ist, dessen

Ecken Gitterpunkte sind und welches ‘3/ x + o( ") Ecken bes1tzt
27

Ich konstruiere @ (z) folgendermaBen: Es sei x > ¢; dann wéhle ich
die ganze Zahl 7 >3 so, daf}’

(17) é’v(m)m<—§-g2 U(m)im.

Dann nehme ich alle untereinander verschiedenen Zahlenpaare k, I, die
folgenden Voraussetzungen geniigen: E4+12<r, b1 ganz, 0<l<k,
(k,1)=1. Thre Anzahl sei n; dann ist nach (6)

(18) n—ZUfm)———r—kO(r’f)

m=3

Ich versehe diese Zahlenpaare mit Indizes 1,2,...,7n, und zwar
so, dafl

L ly L.
(19) 0< <k2< < <1
ist, Aus (17) folgt weiter wegen (7)
S=gert o0,
also
1‘%=-Z—x+0(x’)
oder
at . )
(20) r=2_2z%+0(z}).
4%
Also ist nach (18):
3
21 n = z -|—0
(21) S Van (=*).
Ich setze nun 4, =0, v,=0; u,= _i,:kj, vi=j‘=2,’:l]. (t=1,2,...,n)

und konstruiere die Punkte P, (=0, 1,...,7) mit den Koordinaten w,, v;.
Dann konstruiere ich den Streckenzug, dessen Anfangs- bzw. Endpunkt
der Punkt P bzw. P, ist und dessen Ecken der Reihe nach die Punkte
P,P,..,P,_, sind. Durch den Punkt P, fiihre ich die Gerade mit
dem Rmhtungskoefﬁzxenten —1. Diese Gerade schneidet die v-Achse in
einem Punkt R, der notwendig ein Gitterpunkt ist. Ich verschiebe nun
die Koordinatenachsen u, v parallel zu sich selbst so, daB der Anfangs-
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punkt mit dem Punkt R zusammenfillt. Dabei behalten die Punkte
P,, P,, ..., P, ihre Eigenschaft, Gitterpunkte zu sein, offenbar bei. Nun
spiegele ich den Streckenzug Py P, ... P, an der Geraden v= — u; %)
den so entstandenen Streckenzug mit 27 Seiten spiegele ich an der
u-Achse und den so entstandenen Streckenzug mit 47 Seiten an der
v-Achse. So entsteht ein Polygon @ (z), das wirklich die verlangten
Eigenschaften besitzt:

1. Die Lénge von Q () ist gleich

8 3 Vki+1i=8 3 Uim)¥m<a (nach (17)).
=1 m=3

2. Die Ecken von @ () sind Gitterpunkte.
3. Die Anzahl der Ecken von Q(z) ist

(22) 8n = % x%—l— O(x'g) (nach (21)).

4. Q(z) ist konvex, wie man aus (19) und aus dem benutaten
Spiegelungsverfahren sogleich sieht.

Dazu besitzt @ (z) noch folgende Eigenschaften, die ich im folgenden
brauchen werde:

5. Die Geraden =0, v =0, v= 1t » sind Symmetrieachsen von
@ ().

6. Der Anfangspunkt liegt im Innern von @ (z).

Die 8n Ecken von @ () bezeichne ich der Reihe nach mit Py, P,, ...
(dabei sind die Punkte P, P,, ..., P, bereits bezeichnet worden). Dabei
setze ich fest, da P,, = P,-, sobald m =m' (mod8n=) ist.

2. Schritt. Nun will ich fiir jedes > ¢ durch die Ecken von
Q(z) eine konvexe geschlossene Kurve O, konstruieren, die eine stetig
veranderliche Tangente und einen stetig veranderlichen Kriimmungsradius,
der stets dem absoluten Betrage nach < 7« ist, besitzt; endlich soll die
Linge von O, kleiner als x4 252% sein. Um die Existenz einer solchen
Kurve nachzuweisen, muB3 ich zuniichst untersuchen, wie unser Polygon Q ()
,,gekriimmt* ist, d. h. ich muB fiir die Lange seiner Seiten und die Groge
seiner Winkel einige Abschitzungen geben, die den Inhalt der beiden
folgenden Hilfssitze bilden. '

Hilfssatz 3. Fir x> ¢ sind alle Seiten P, P, . von Q(z) kleiner
als z%.

% Von nun ab meine ich unter u,v die neu eingefiihrten verschobenen Ko-
ordinatenachsen.
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Beweis. Aus Symmetriegriinden (Eigenschaft 5 von @ (x)) darf ich

0 <7< n—1 voraussetzen. Dann ist die Lénge von P; PP, = Vk.,+1 + 1 s,

T+1
grr=(T) +0(1) (nach (20))
<zt fir z>c.
Hilissatz 4. Es ses f; der Aufenwinkel von @ (x) vm Punkte P,;

dann st fir x> ¢ und fu'r alle 7:

— < tg B; <
2%
Beweis. Aus Symmetriegriinden da.pf ich 0 <7< n voraussetzen,
Ich bemerke, daB der Rlchtungskoefﬁzient der Strecke PP, . (fiir
t=0,1,...,n—1) gleich “: ist.

1. Bs sei 1<¢<n—1; dann ist

ZI+1 __l‘_
_ kg ks L ‘1
tgﬂ,_ 1 li+1 kiki+1+llli+1>2x§ s
1+k T
i Mt

weil %, k;,,, ;, 1., , nach Hilfssatz 3 simtlich < 2} sind.
2. Es sei ¢ =0; dann ist B, gleich dem Doppelten des Winkels, den

die Strecke P, P, mit der w-Achse bildet; also tg 2o~ % > 1

; -—: es ist
ky 3’
x

aber —<1, also 0 < ﬁ°<——, daher ist

tg B, > tg ﬂ°> §_>-——..
x

2%

8. Es sei ¢=mn; dann ist g, das Doppelte des Winkels, den die
Gerade mit dem Richtungskoeffizienten 1 mit der Strecke P, _, P, bildet, d.h.

n—1"n
8 1_15_” 1 1 1
gt =t > > >
2 1+k£—kn+ln 2&2% 238
Es ist wieder 0<tgﬂ" <1, also O<ﬁ"<%; daher ist
tg 8, >tg’g">—.
9 4%

Damit ist die untere Abschitzung fiir g, fiir alle 7 bewiesen.

Nun setze ich ¢t = [l/%] .*) Dann treten unter den Zahlen ,lc—‘ samt-
1

%) Es ist t>1 fiir z>e.
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liche Zahlen % (s=1,2,...,£—1) auf; denn jede dieser Zahlen % 148t
sich in der Form % schreiben, wo 0 <<l <k <t, (k,1)=1 ist, und also
P+l <2Kr. Daraus folgt:

1. %g%, . 2— 3. falls ein ¢ gegeben ist, wo 1 <7 <n—1,
1
so laBt sich ein ganzes 8; (O <s;Lt—1) so finden, daB
li -+ S+ 1
() T£k¢<k‘+ll< 7
Daraus folgt aber weiter:
L 1 ) )
1. tg%=71 g?, also tgg, <% (fir ¢ > ¢, also fir z > c¢).
byl
B ka t 1 3 .
2. tg—2—=—-l—n — i =7 1< , also tgf, << (alles fiir
1+ 14—
ka t
x>c).

8. Es sei 1<7<n—1. Dann ist der Winkel §;, nach (a) nicht
grofer als der Winkel, den die Gerade mit dem Richtungskoeffizienten s;—ti-l
mit der Geraden mit dem Richtungskoeffizienten s—; einschlieBt; also ist

$a+l ﬁ
t t 1
tgﬂzél-i—ﬂs‘_'__é?
t t

Also gilt fiir # > ¢ und alle 7:

S T

<'_'9
z3

6(%)%—[— O(z~%) (nach (20))

womit der Hilfssatz bewiesen ist.
Ich brauche noch folgenden
1

Hilfssatz 5. Es set 2>1, a>—, b< ——, 0<d<zt.
6z? 6x%

Behauptung. Es gibt eine Funktion f(&), die fir 0 < &< d de-
finiert ist und folgende Eigenschaften hat:

I f(0)=a, f(d)=">b; f'(&) existiert und st stetz’g fir 0 <&E<d;

(= [f'(f)g—-g;, F(0) = — o /()= — g5 f F(&)dE=0.

Mathematische Zeitschrift. XXIV. 33
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Beweis. Weil Fla—:-d<a, é~d< — b, so liegt (s. die Figur!) die

v Gerade I bzw. II, die von dem Punkte

- E=0, n=a bzw. { =d, 7= b mit dem
1y S~

\’;’575\§~ ! Richtungskoeffizienten — 61_x ausgeht, im

Y Intervall 0 < & < d oberhalb bzw. unter-
halb der &-Achse. Daher kann man offen-
bar (s. die Figur!) zwei Kurven n = f, (£),
n = f, (&) konstruieren, wo die Funktionen
f.(&), f,(&) fir 0 L& d definiert sind
und stetige erste Ableitung besitzen,

so daB
fi(0)=a, fi(d)=b, f(0)=Fd)=—g;
fE)<—5, fir 0<E<d (i=1,2);

b b
[h@de<0,  [f(§dE>0.1)

Ich setze nun
b b
Jh@ae=u, [f(Ede=J;

dann besitzt die Funktion

f(é) — Jg_ﬂ(f)—foe(E)

Jo—J
offenbar die Eigenschaften («), w.z. b. w.

Nun konnen wir an dje
Konstruktion der Kurve O,
herantreten.

Es sei P,P,,, eine Seite
von @ (x); ich zeichne in P;
bzw. P, , die Symmetrale S,
bzw. S;,, des AuBenwinkels §;
bzw. B,,, von @Q(z). Nup
fiilhre ich neue Koordinaten-
achsen £, 7 ein; die £-Achse
sei die Gerade P, P;, wo der

1) Um z. B. #n=1{; (&) zu konstruieren, kann man so verfahren: Man nehme,
vom Punkte (0, ¢) ausgehend, ein kleines Stiick der Geraden I, dann verbinde man
I mit IT durch eine geniigend steile Strecke und nehme noch das iibrigbleibende
Stiick der Geraden II bis zum Punkte (d, ). Die beiden Ecken dieses Strecken-
zuges runde man dann durch kleine Kreisbogen ab.



Uber die Gitterpunkte auf konvexen Kurven.

515

positive Sinn von P, nach P; hinweist; die #-Achse sei die in P,

auf & senkrecht stehende Gerade, positiv nach aufien von @ (z) gerechnet
Nach Hilfssatz 3 und 4 ist fiir z > ¢:

die Lénge von P,P,, , = d, < z3,

Bi 1 1
tg +1>§tgﬂi+1> T

tg% —tgﬂ >

x

Daher gibt es nach Hilfssatz 5 eine Funktion f(&), die die Eigenschaften
(«) mit d=d,, a—-tg’s""'1 b

» b= —tg"; besitzt. Ich setze noch
F(e>=0ff(f)ds (0<e<dy).
Die Kurve C;:
n="F(¢), 0Z¢&<d,
hat dann folgende Eigenschaften:
1. F(0)= F(d,)=0; d.h.: C; geht durch P, , und P,.

9. Es ist F'(&)=r(&), F"(&)=f(&); also hat C; eine stetig ver-
anderliche Tangente und einen stetig verdnderlichen Kriimmungsradius,
der, weil F”(£) endlich, nirgends verschwindet.

3. F'(0)=tghts, F'(d)=—tg; also beriihrt C; in P,,, bzw
P, die Symmetrale S;,; bzw. &§,.

4. F'(¢) nimmt monoton ab; es ist aber nach Hilfssatz 4

’ 1 5
F(0) =tgltr < Ltgp, <>

19
2%

F(d)=—tgh > — Jtgp>— 1.
Daher ist fiir 0 < £ < d;

xl
’ 5
(23) FGIEEY
x
5. Der absolute Betrag des Kriimmungsradius von C; ist
<@ —i—F""(f))%Gx < 7z (nach (28), fir z>c¢);
in P, , ist er gleich (1 -}-tg”éﬂ)iﬁx,

in P, ist er gleich ( 1+tg? ﬁ‘)
33*
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6. Die Linge von C, ist gleich
d; d;
JViFF@es fa+ e <a(i+2)
0 0 z

(nach (23)).

Die Kurven C; (¢=0,1,...,8n — 1) bilden zusammen eine Kurve,
die ich mit C; bezeichnen will und die wirklich alle verlangten Eigen-
schaften besitzt. Denn:

1. O, ist eine einfache, geschlossene, stetige Kurve, die durch alle
Ecken von @ (z) hindurchgeht.

2. C, hat eine stetig verinderliche Tangente; dies ist klar in jedem
inneren Punkte eines Bogens C;; aber auch im Punkte P, ist es wahr, da
hier C;_, und C,; dieselbe Gerade §; beriihren.

8. 0, hat einen stetig verinderlichen, nicht verschwindenden Kriim-
mungsradius; das ist wieder klar in jedem inneren Punkte einer C;; aber
auch im Punkte P; ist es wahr, da hier C;_, und C; denselben Kriimmungs-

radius (1 -+ tg?® %)g 62 besitzen.

4. Der absolute Betrag des Kriimmungsradius von O,,’ ist stets < 7.
Aus 1., 3. und 4. folgt weiter, daB C, eine konvexe Kurve ist.

5. Die Linge von O’x st < Yd (1—{— ) (1 +3§—)x=x+25x5.
z®

g—o

Damit ist der zweite Schritt durchgefithrt*).

3. Schritt. Nun definiere ich die Kurve O, folgendermaBen: Zu
jedem z >c gibt es ein y >c¢ so, daB x =y +25y% ist. Ich nehme
fiir €, die Karve Cy. Dann ist C, eine einfache, geschlossene, konvexe
Kurve, die eine stetig verinderliche Tangente und einen stetig verander-
lichen, nicht verschwindenden Kriimmungsradius besitzt, dessen absoluter
Betrag in jedem Punkte < 7y < 7z ist. Die Lange von O, ist kleiner
als y + 25y% = x; also gehdrt O, zur Klasse M(z). Weiter ist die An-
zahl der Gitterpunkte auf C, mindestens gleich der Anzahl der Ecken
von Q(y), d.h. es ist nach (22)

yi+0(y¥) =V7x* P+ 0(2h).

gc, =

\/M
Damit ist also die Aussage (A) bewiesen, also auch der Satz 2.
13y Freilich kann ich Cz bei gogebenem x auf mehrere Weisen konstruieren, weil

in der Wahl der Funktion f(£), die im Hilfssatz 5 vorkommt, eine gewisse Willkiir
besteht.
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Ich bemerke noch ausdriicklich — zwecks der folgenden Anwendung:
Da Q(y) den Anfangspunkt im Inneren enthilt, so gilt dasselbe auch
von C,, d.h. von C,.

§ 5.
Eine Anwendung des Satzes 2.

H. van der Corput hat?) einen allgemeinen Satz bewiesen, der sich
auf die Abschitzung der Anzahl der Gitterpunkte in ebenen Bereichen
bezieht. Auf 8. 5 seiner Annalenarbeit findet sich ein Korollar jenes
Satzes, auf welches sich meine Anwendung beziehen wird. Der Leser wird
sich leicht iiberzeugen, daB in jenem Korollar folgender Satz als Spezial-
fall enthalten ist?):

Es ses jedem x > ¢ eine geschlossene, konvexe Kurve K, der u-v-Ebene
zugeordnet, die eine stetig verdnderliche Tangente und einen stetig ver-
dnderlichen Krimmungsradius besitzt. Die obere Grenze des absoluten
Betrages des Krimmungsradius auf K, sei O(Vz); es sei A(x) die An-
zahl der Gitterpunkte innerhald und auf K., J(x) der Inkalt des von K,
esngeschlossenen Bereiches. Dann tst

(24) A(z) =T (2)+ 0 ().

Ich will zeigen: Der Satz wird falsch, wenn in (24) o statt O ge-
schrieben wird. (Daraus folgt dann sofort, daB auch das Korollar des
H. vander Corput falsch wird, wenn in ihm O (2%) durch o (%) ersetat
wird, d. h. sein Korollar 148t sich nicht verschirfen.)

Um dies zu zeigen, konstruiere ich die Kurven K, folgendermaBen:
Fiir ]ede ganze Zahl g > c¢ nehme ich fiir K die Kurve - aus § 4;

fir ¢ — < < z < g+-— nehme ich fiir K die Kurve V— d. h. die

ks
Kurve, die aus C e durch homothetische Transformation im Verhéltnis l/
in bezug auf den Nullpunkt entsteht. Dann ist K_ eine konvexe, ge-

schlossene Kurve mit stetig verénderlicher Tangente und stetig verénder-
lichem Kriimmungsradius, dessen absoluter Betrag stets kleiner ist als

V g— 7Vg = 7Vz. Daher ist der letztgenannte Satz auf K, anwendbar.

Wenn nun z wachsend durch den Wert g hindurchgeht, so &ndert sich
der Inhalt J(w) stetig; dagegen wichst A (z) sprungweise genau um die

12) Over roosterpunten in het platie viak, 128 S., Noordhoff, Groningen 1919; Uber
Gitterpunkte in der Ebene, Math. Annalen 81, S. 1—20; ich zitiere nach der Annalen-
arbeit.

%) Man lese nur die S. 3—5 seiner Annalenarbeit nach!
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Anzahl der Gitterpunkte, die auf K, liegen (weil der Anfangspunkt im

Inneren von K, liegt); diese Anzahl ist aber gleich — g% 4 O (g%); da-
her kann eine Beziehung 2

A(z)=1J(z)+o(z¥)

nicht stattfinden, womit die Behauptung bewiesen ist.

§ 6.
SchluBbemerkung.

Alle zum Beweise der Sitze 1 und 2 benutzten Hilfsmittel waren
elementar, bis auf die Benutzung des Sierpifiskischen Satzes

(25) R(y)=0(y?%)

im Beweise des Hilfssatzes 2. Ubrigens funktioniert der Beweis auch,
wenn wir statt (25) die schwichere Abschitzung

R(y)=0(y°)
mit einem beliebigen ¢ < 1 benutzen. Aber auch die triviale Abschitzung
R(y)=0(y%)

fiihrt zum Ziel, nur daB dann im Satze 1 und 2 statt O(z%) nur
O (x¥ log z) herauskommt.

Ich méchte diese Gelegenheit nicht voriibergehen lassen, ohne dem
Herrn Prof. E. Landau in Géttingen und dem Herrn Prof. K. Petr in
Prag fiir ihre mannigfache Anregung, ihre wertvollen Winke und ihr Interesse
an meinen Arbeiten meinen Dank auszusprechen.

(Eingegangen am 18. Januar 1925).



		webmaster@dml.cz
	2013-09-29T16:09:43+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




