Veltoren

Formelsammlung Numerik

Allgemein

Matritzen

z.B 107-2
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=1 J=l...m 51
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2-Ni euklidische Nomm: = z 2-Nomu, euklidische Norm: All,=vpld’-4
orm, e Nomx: | |||, VX orm, orm: | ||4|l,=vp ) llax|| _ _cond (4) *(|IAAI|+|IAbI|)<10_2
. . } n [lx1] _1—cond(A)*M [1A1] [IbI] ) —
oo — Norm, Maximumnorm Iafl= ™= |x) oo — Norm , Zeilsnsummennorm - |||, = max Tla | 4l H_j
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Gleitpunktzahlen
1EEE Abstand von Maschinenzahlen b™'® E=Exponent aufgabe Umwandelung Nachkomma stellen: z.B. 0,4 =
Format P Emin Emax Bits total | Mantisse m | Exponentr | Biaswert B 0,4*2=0,8 :0
Single 24 | -126 127 32 23 8 127 0.8%2=0.6 :1
Double 53 | -1022 | 1023 | 64 52 11 1023 0,6%2=0,2 :1
Extended | 64 | -1682 | 1683 | 80 64 15 16383 02*2=04 :0

IEEE auf 1.000 verschieben=» Anzahl der Verschiebung= Exponent r=Anzahl+Emax digital darstellen

Kondition k(f,x) = |ff((:)) * x| < 1 => stabil
Bisektionsverfahren:
. Intervall (x0 x1) bzw.(h) halbieren

. Rechte bzw. Linke Seite verschieben

. Prifen auf Vorzeichen wechsel (Intervallgrenzen einsetzen)
. Fehler er=0,5* > k =

Fixpunkt Iteration: @(x) = x

log er
log 0,5

|¢(x)|’max =M<1

2
f(x) nach x auflésen Z.B. x = 3/%

= log, er

b

Mit TR Nst. Suchen

x0

17‘_Grenzen einsetzen

Nichtlineare Gleichungen

Iterationsvorschrift: xk+1 = @ (xx)

a-priori-Fehlerabschitzung (nach k Schritten) a-posteriori-FehlerabschatzungVorabschitzung)
ME ] 1 ] e e£=Feghler M
£ = W'h]_xﬂl B = m-h(ll_}rﬂ-h]—xnj) k=Anzahl notwendiger € I_M-|x*—x1_1|

Schritte firr |k Aufiumden)

zur Berechung vonk - Maximale Anzahl an benditigten Schritten mit M =|¢"(x_ )|, Wahrscheinliche Anzahl anSchritten mit M =|g "(x )| fiir x =Startwert

c > 4. —El

B |x1_E|q

Differenzen = d,_=x,—x;

Newton

®(x) = xx

q: KEonvergenzordnung
g=1:lineare Konvergenz
q=21:quadratische Eonvergenz

Siir linears Konvergenz gilt:

|dh-] | _ |Ik+2_x1—1|

| d, | el

=const=M¢=|¢"(E]|

M=

Konvergenz-
faktor

o
£

Nichtlineare GLS (Newton Verfahren fiir Systeme):

1. Jacobi Matrix: A =

Det())=1%2-3*4

o of
Z; gy 2. Konvergenzkriterium: Det(J)z0
ax dy

Komvergenzfaktoren =Quotienten der Differenzen

Jalls Eonvergenzfakioren const. — lineare Eonvergenz
Salls Eonvergenzfaktoren nicht const — steilar

3. Newton Rapson Schritt: X(u1)= x—)" *f(x) (Vektoren!!)



Losung Linearer GLS

Cholesky Verfahren(positiv definit): LR Zerlegung mit Pivot:

n x n Matrix A symmetrisch
Flri=1..n berechne: Betragsgrofte Zeile nach oben Schreiben (tauschen)

Si=aii — Yil ri®  (furi=1¥s=all) Gaus Elimination machen und die Faktoren merken
Falls s=0 =» A nicht positive definit =» stop L=Einheitsmatrix +Faktoren R= Rest

Falls s>0 ri=+/s A*x=b  A=L*R L*R*x=b L*y=b R*x=y
firj=i+1,...,n rij= i (aij — X rarig) y muss mit vertauscht werden wie pivot; x aber nicht!!
LGS l6sen:

A=5*s' S'*y=b S*x=y (wie bei LR-Zerlegung)

Spaltensummenkrit. : > |ay|<|a r

Iterative Verfahren:(nach Jacobi und GauB-Seidel) ~Konvergenzhriterium: | Zeilensummenkrit. 3 |a [<la,]
[ mur hinreichend ) J=La

e i
Summe<1=»konvergent
Falls Zeilensummenkriterium nicht erfiillt — weitere Betrachtung: 1. durch Vertauschung der Gleichungen (Zeilen + rechte Seite)
oder 2 Matrix A +rechte Seite b mit der Transponierten 4™ mmltiplizieren 4 "=47-A4 ; b'= A"-b— neues Gleichungssystem A "-x=b"
. b Ay o
Ggmmtsc&rfﬂverﬁhmnmchiamﬁ:ff"'zﬂ—'— 3 g—"'-x;‘" Ehxekrhﬁmﬁhhwnw&Gauﬁ—Sefdel:xJ:%— 5 ‘;* x,
i kwl_n i # k=l.n "]
& el
1 Weg: 0 0 0 fa, 0 0} [0 ay ay 1. eg:
Gasamischrittverfahren Jacobi- A-x =b A=la. 0 0l+lo 4. ol+<lo 0 a Einzelschrittverfahren Gauff — Seidel : 4-x=b
Diann heifii die Fixpunkiiteration g“ 2. 0 0 On a 00 ﬂ’” Dann heifit die Fixpunktiteration :
Dx-';uﬂ:-:_llrl_'_R] x:nl+b 1| 2 t) IIrD,_'_L:II-)vll::_RJJn‘._'_b
dh x**V=—DYL+R)x"+Dh - - - dh x**V=—(D+L{"Rx"+(D+L"b
Iterationsmatrix: M=I-D™"*A I=Einheitsmatrix M=(D-L)"*R
Interpolation
1 x1 x1? c0 y1
Monom Basis: Vandermond Ansatz [ 1 x2 x22 |*|c1|=|¥2 | Anzahl der Werte= Grad der Fkt. Zeilenanzahl der Matrix. Werte einsetzen GLS lésen.
1 x3 x3? c2 y3
p*(x)=co+ C1X + C; X+ cax ..
Lagrange: Li(x) H}L:O% ein Term wird immer weggelassen p*(x) =X yi*Li(x)
j#i
Kubische Splines: hi=xis1- X 2.B.(0;1) (2;2) (3;4) !'Naturliche Splines My = M, =0!!
go0: ?Mo + %Ml = % — s(x0) Co= Vi si(X)=Co+ €1 (X- Xi) + C2 (X- X))+ €3 (x- x) >
Virr—yi  2Mi+Miq1
Chiag hiathipr hinr ywyi yimye Cq= — " h;
gl: o M1+ 3 M; + p Miw1 = o h 1 hi 6 1
B hn1 _of _ YoYna
gn: = Mna+—=Mn = 5(x0) i 1
= =M,
2
Newton Interpolation: Pa(X)=Co+ €1 (X- Xo) + €2 (X- Xo) (X- X1) + €3 (X- Xo) (X- X1) (X- X2)+...
] ,
Xy fl f[xl-'xr-rl} f[xl-' xr+Ll'x|+2] "
S
x, flx) .
R e )
Heore) ), |
Lo T flxyx)—filxg x —
5 flx) Snx)=fixx) _ 2o
- _ .-- I2_IU T _ "J
LT ) [t [ - Flgxxn)
X=Xy fl:I x }—f{x x } A3~ Xy
Xy f{xz} e LA e L f[xl xzxﬂ
- X3—X '
(x3)—f (x ' #
% = flxx)
y| 2 flxs) T
Interpolationsfehlere,_ : konstante Intapolation:e__ =11 2-k| f"__| lineare Interpolation :e__=1/8-h*{ 2 higrzu| ' |abschéizen
quadratische Intarpolation e =3127-k*| f | kubische Interpolation| fiir mittleres Intervall |=3/128-h*|f** | = 1124-1*-| £1* | fiir dufere Intervalle)




. x0 | yo
Hermite X0 | y0 > |::> Dreieckschema dhnlich wie Newton. Bei Gleichen x Werten

x0 | yo

f! (X)

I=Ableitung

é |::> Bei unterschiedlichen ganz normal die Differenzen Formel [CD=/0)

x1 |yl > x1-x0
x1 |yl
Neville-Aitken liefert nicht Interpolationspolynom, sondern nur einen oder mehrere Funktionswerte. Aufwand n(n+1)
Po(x)=f(x) dann k=1,...n i=0, ... n-k Pi(x) = Pis1ic1(x) + ﬁ (Pik1(x) = Pisipea (%))
Yo=Ppoo(x)
Pox(X)
Y1=p1o(X
1=P10(x) 011 Poa(X)
Y,=pao(x) " Po3(x)
2R P12(X)
P21(X)
Y3=p3o(x)
Fehler: f(xy) —p(xy) = e, * (X — x0) * (X —x7) * ... n=nicht die Anzahl der stiitzstellen! n=[0,1,2]=2

(n+1)'

Formelherleitung/ Interpolationsfehler allgemein: 1. Allgemeinen Ansatz iber Formel 2. |w(x)| x definieren mit h 3. Ausmultiplizieren=» Maximum finden 4. Auf
Intervall prifen 5. In Formel einsetzen

Approximation (Ausgleichsrechnung)

Linear bei Polynomen 1. Vandermond 2. AT*A 3.A™b 4. AT*A*A= AT*b (Normalengleichung)
QR Zerlegung: A*x=b A=Q*R Q™*Q=! vl=a:1 +sign(all) | |a:1] |, el
Qv=1—2:_::: Qui=Qvx*a:l Quz2=Qu=*a:2 usw.
Nichtlinear 1.F(x1,x2)=b—-A =>fiir b y Werte und t oder x Werte in A einsetzen  z.B.f(x)= x1*e ™™ mit xo=(1,0)"
2. Xo einsetzen 3. Jacobi Matrix also linke Spalte nach x1 und rechte nach x2 Ableiten.
4.min]| | F(xo) +J*s|| Xo in Jakobi einsetzen

5. Normalengleichung JT*J*g= JT*F(xo) => Auflésen 6. 5= X1 —Xg

Differentiation

Fehleranalyse: Bestimmung der optimalen Schrittweite h. Bei kleinerer Schrittweite spielt der Rundungsfehler eine groRere Rolle.

P ft-fe-h Ot h) = Y e s flh I f\h 3[ 3e
Z le 1. =t E D|E| == =

entrale 1. Ordnung y', = FGt—h) = Yoo + 1 |E| = E| = + h el
2. Ordnung y'), = f(xk"‘h)_f(::)"'f(xk_h)
Vorwértsdifferenz: y', = fi(ﬁh::f ©)
e= Fehlergenauigkeit der Maschine
Integration

Exaktheitsgrad: fur f(x) 1; x; x%; x> usw. nacheinander einsetzen und priifen ob noch mit exakter Lésung tibereinstimmt.

Skizze machen hilft!

7 . — -1 N — X
Summierte Trapez-Regel: T(h) = —(f(a) +f(b) +2Y7Z f(a+jh) Emz—{b—al-l—lq-h"f”t&] Erzl_zl_h:_f. (g)
4 (4] __* Ml
=—(b-a)ggsh* SE) | | Emgg i rE)

Summierte Simpson-Regel: S(h) = —(f(a) +f(b) +4Y/5 Lf(a+ (2j + 1)h) + X Lfla+ @2j)h)




_ (bp +cp *x)*qp (x)—dp*qp—1 (%)

n

Rekursionsgleichung: q,41(x) = . n +-X; o

i 2 1 1.000000
Name Qo | g1 | an b, | ¢cn n 3 0.00000 | 8/9
Legendre |1 X ntl | 0 2n+1 \/3_/5 5/9

Umwandlung beliebiger Integrationsintervalle auf [-1, 1]

[ f@de = [ f(g(®) g' () dt

Legendre: Umwandlung siehe oben=>»Tabelle

Laguere: Aufgaben Bsp. fio et dt

x=-t+2 = t=2-x D> dt/dx =-1 = dt=-x

b b . b—
g =" g0 ="

Romber Richardsen Extrapolation Integrieren und Differenzieren:

Fehler: n*h=b-a

h Formel
h/2 des

h/4 Schemas
h/6 ”

Umformen auf 1. Ordnung

X“(t)=0  x(0)=0

Y“(t)=-g  y(0)=1

x'(0)=1
y'(0)=1

yl=x

fur alle Regeln!!

Losung:
y1 y2
y2 0
y3 4
y4l =g

U= Unterer WertO=0berer Wert

f_zw et —dx=— f:j e @ gy = — Iy e~y o% x e *dx D g(x)

durch substitution x= -t + 2 Gberfihre man das integral in die Form fomg(x) e *dt

§(4u-0)
1
) = (16U-0) )
< (4U-0) 1 — (64U-0)
) = (16U-0)
3 (4U-0)
DGL
Bsp. Kugel der Masse m = 1 kg an der Stelle (0;1) zur Zeit t=0 mit der Geschwindigkeit
v=(1;0) von einer Platte gestoRen. g=9,81
y2=x" Y3=y y4=y’
Anfangs Bed.
y1(0) 0 X Richtung
V2O
y3(0) 1 Y Richtung
y4(0)] 10




