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Dem nicht1inearen Reglerentwurf mittels exakter Lincarisicrung liegt eine Zweischritt­
Philosophie zugrunde: zuerst wird die nicbtHneare Regelstrccke durch eine nicht1ineare 
RllckfUhrung exakt in ein lineares System überfUhrt. Das exakt lincarisicrte System kann 
im zweiten Schritt mit linearen Reglerentwurfsverfahren so geregelt werden, daß StabiliW 
und gutes Regelverhalten erreicht werden. 
In diesem Übcrsichtsbcitrag wird eine EinfUhrung und ein Überblick Ober das Gebiet der 
exakten Lincarisicrung gegeben. Anband von Beispielen werden die Vorteile und Grenzen 
der Verfahren diskutictt. 

1. Einleitung 

Nicht1incaritätcn spielen eine zentrale Rolle für das dynamische Verhalten vieler tech­
nischer Systeme. Dennoch werden modellbasicrte Regler zumeist auf der Grundlage 
vereinfachter linearer Modelle ausgelegt, die nur in der unmittelbaren Umgebung des 
Arbeitspunktcs ausreichende Gcnauiglccit besitzen. Die Folge davon sind in vielen FIUlen 
ein nicht prlldizicrbarcs dynamisches Regelvcrhalten, schlechte RcgclgQte bei Störungen 
und Sollwcrtflndcrungen und StabiliWsprobleme. In den letzten Jahren wurden deswegen 
Methoden zum Entwurf von Reglern auf der Basis von nicht1inearen Modellen entwickelt 
(siehe z.B./S3, 20, 31, 43/). Der Nachteil der meisten Verfahren ist ein hoher Entwurfsauf­
wand. Um zu einem Regler mit den gewünschten Eigenschaften zu kommen muß dieser 
Aufwand meist iterativ wiederholt werden. Der Entwurf nicht1inearcr Regler ist damit in 
vielen F:Illen zu aufwendig, um als Alternative zu linearen (robusten) ReglerentwUrfen 
dienen zu können. 
In diesem Artikel soll eine EinfUhrung und ein Überblick aber den Entwurf nicht1incarcr 
Regler auf der Grundlage der Methode der exakten Lincarisicrung gegeben werden. Im 
Gegensatz zur Üblichen Arbcitspunktllnearisicrung, bei derTcrme höherer Ordnung in der 
Taylor-Reihenentwick1ung vcrnachllssigt werden, wird bei der exakten Lincarisicrung 
kein Approximationsfehlcr gemacht Das nicht1inearc System wird mittels einer nichtli­
nearen Koordinatentransfonnation und eines nicht1inearen ROcldl1hrgesc:tzes exaIct in ein 
lineares System überfUhrt. FUr dieses exakt lineare System kann dann, in einem zweiten 
Schritt, ein linearer Regler mit den bekannten Methoden der linearen Regclungstheorie 
entworfen werden, so daß Stabilitllt und Anforderungen an die RcgelgUte crfUllt werden. 
Ein großer Entwurfsaufwand ist nur für den crstcn Schritt, die exakte Lincarisicrung, not­
wendig. Dieser Schritt muß beijcdcm Entwurf nur einmal durchgefUhrt werden. Die zum 
Erreichen der gewünschten RegelgUte .lotwcndigen Iterationen betreffen nur den zweiten 
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Schritt, die Auslegung eines geeigneten linearen Reglers. Dadurch ist der Gesamtauf­
wand bei der exakten Linearisicrung im allgemeinen Jdcincr als bei anderen nichtlinearen 
Reglclentwurfsvctfahren. 

Das der Entwicklung der exakkn I..inearisicrungstcchnikcn zugrunde liegende mathema­
tische Werkzeug ist in erster Linie die Differentialgeometrie. Aus diesem Grunde wird die 
exakte Lincarisierung zur nichtlinearcn geometrischen Regelungstheorie gerechnet, die 
eine Erweiterung der linearen geometrischen Regelungstheorie (z.B./61/) auf nichtlineare 
Systeme darstellt Die meisten Veröffentlichungen zur Theorie der exakten Linearisierung 
sind in der Sprache der Differentialgeometrie vctfaßt. die eine genaue und elegante Darstel­
lung der mathematischen Sachverhalte mit abstrakten Begriffen, wie Mannigfaltigkeiten 
und Distributionen, erlaubt Da die meisten Ingenieure über keine vertieften KeMtnisse 
in Differentialgeometrie verfUgen, soll in dieser Arbeit glnzlich auf eine geometrische 
Argumentation und Ausdrucksweise verzichtet werden. Wtr wollen in diesem Artikel den 
Schwetpunkt nicht auf die penible W1Cdergabe möglichst vieler mathematischer Sitze 
legen. Stattdcsscn wollen wir versuchen, dem Leser in einer verständlichen Sprache die 
zugrunde liegenden Ideen und die Entwurfsphilosophic der exakten Unearisierung nahe­
zubringen und eine Einschätzung der Methoden vorzunehmen. 

Im Rahmen dieses Aufsatzes werden wir uns, aus GrUnden der 1darcn Darstellung, zu­
meist auf EingrOßensysteme, also Systeme mit einem Eingang und einem Ausgang, be­
schrllnkert. Die Theorie Illßt sich vollstlndig auf MehrgrOßcnsysteme übertragen. Dies 
werden wir bei der Diskussion der Ergebnisse berUcksichtigen. Um diesen Sachverhalt zu 
unterstreichen, werden die zur Veranschaulichung der Theorie gewlhIten Beispiele zum 
Teil MchrgrOßcnsysteme sein. 

Prinzipiell werden zwei Arten von exakter Linearisierung unterschieden: die exakte 
Zustands-Lincarisicrung und die exakte Eingang$/Ausgangs-Lincarisierung, oft auch 
nur Eingangs! Ausgangs-Lincarisierung genaMt Bei der exakten Zustands-Linearisierung 
wird ein nichtlineares System 

x = fex) + g(x)u (1) 

mit Zustand x E Rn und Eingang u E R, in ein lineares System gleicher Ordnung, aber 
mit einem neuen Eingang 11 

(2) 

überfilhrt Die Theorie der exakten Linearisierung setzt voraus, daß der Eingang u affin, 
d.h. linear, in die rechte Seite der nichtlinearen Differentialgleichung (1) eingeht Falls 
das zu regelnde System in allgemeiner nichtlincarer Form 

x = f(x,u) (3) 

vorliegt, kann es durch eine zusltzliche Integration des Eingangs (ü = w) in ein System 
mit (neuern) affinem Eingang w uberfOhrt werden 

(4) 
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Bei der exakten Zustands-Unearisierung wird der Einfluß des Eingangs auf die Zustände li­
ncarisiert. Bei der exakten Eingangs/Ausgangs-Uncarisierung (FJA-Linearisierung) wird 
ein nichtlineares System mit Ausgang 11 

x = fex) + g(x)u 
11 = hex) 

(5) 

in ein System UberfIlhrt. das lineares Eingangs/Ausgangs-Verhalten zeigt. Im Frequenzbe­
reich besteht also zwischen dem Laplacc-ttansfonnierten Ein- bzw. Ausgang ein linearer 
Zusammenhang über die Obertragungsfunktion G(.) 

(6) 

Es wird nur lineares Eingangs/Ausgangs-Verhalten gefordert. Der Einfluß des Eingangs 
auf die Zustlnde darf weiterhin nichtlinear sein. 

Gemäß der Unterscheidung in exakte Zustands- und PI A-Linearisierung ist dieser Beitrag 
in zwei Teile gegliedert. Zuerst wird das Prinzip der exakten Zustands-Lincarisierung 
crillutert und diskutiert. Die Vorgchensweise wird an dem, in diesem Tagungsband vor­
gestellten Testbeispiel RUhrkesselreaktor /421, veranschaulicht und die Grenzen des Ver­
fahrens werden anband dieser Anwendung aufgezeigt. Über unterschiedliche Nllherungs­
verfahren zur Zustands-Linearisierung wird ein Überblick gegeben. Im zweiten Teil wer­
den Vorgchensweise und Grundlagen der exakten PlA-Lincarisienmg vorgestellt Am 
Beispiel der Regelung einer Zweistoffdestillationslcolonne werden Vor- und Nachtei­
le des Verfahrens crllluterL Abschließend wird ein Überbliclc Über Nllherungsverfahren 
zur PlA-Linearisienmg gegeben. Im Anhang werden zwei Differentialopcratoren, die 
Ue-Ableitung und die Ue-Klammer, definiert, die eine wesentliche Kompalctierung der 
Schreibweise erlauben. 

2. Reglerentwurf mittels exakter Zustands-Linearisierung 

Das Hauptziel beim Reglcrentwurf durch exakte Zustands-Linearisierung ist die Sta­
bilisierung des nichtlinearen Systems (1) in einer ausreichend großen Umgebung des 
Arbeitspunlctes. Die Untersuchung der StabiliUltseigenschaften und der Entwurf stabili­
sierender Regler !Ur nichtlineare Systeme ist im allgemeinen keine einfache Aufgabe. 
Wenn allerdings System (1) in einem ersten Schritt durch exakte Zustands-Lincarisierung 
in ein lineares System (2) QberfUhrt wird kann StabiliUlt einfach durch eine lineare Zu­
standsrUclcfUhrung 

(7) 

erreicht_werden. Die RQckfUhrversUlrlrung k kann zum Beispiel mittels Verfahren zur 
Polvorgabe bestimmt werden. 
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2.L Prinzip der exakten Zustands-Unearisierung 

Es ist eine wohlbekannte Tatsache, daß manche NichtlincariWen ihren Ursprung in einer 
ungOnstigen Wahl des Koordinatensystems haben. So können zum Beispiel viele rotato­
rische Bewegungen in polarkoordinaten durch ein lineares Differentialgleichungssystem 
beschrieben werden. Wenn die gleiche dynamische Bewegung in kartesischen Koordi­
naten beschrieben wird. crbIlt man hochgradig nichtlineare Gleichungen. Diejenigen 
Koordinaten zu identi.fizien:n. die eine Beschreibung durch lineare Differentialgleichun­
gen erlauben, ist allerdings im allgemeinen eine nichtuiviale Aufgabe. In den wenigsten 
FIllen werden solche Koordinaten Oberhaupt existieren. Falls das nichtlineare System (1) 
durch eine nichtlineare glatte und invcrticrbare Koordinatentransfonnation1 

• = T(x) ; x = T-1(s) (8) 

in ein lineares System (2) oberfl1hrt werden kann, heiBen die beiden Systeme zustandsSqui­
valent Bedingungen, unter denen eine solche 'Iiansfonnation existiert und wie man diese 
berechnet, wurden zuerst in /45/ angegeben. Wie man vermuten kann, existiert allerdings 
fast nie eine solche linearisicrendc 1iansformation. Man kann die Klasse der linearisicrba­
ren Systeme wesentlich vergrößern, wenn man außer der Koordinatentransfonnation (8) 
noch ein nichtlineares statisches RUckfI1hrgesetz 

u = a(s) + P(S)l1 (9) . 
zulIBL Dieses Rtlckfl1brgcsctz besteht aus einem reinen Feedback-Anteil a(s) und ei-
nem Tenn P(.}v, der eine Art Eingangstransformation darstellt. Wenn das nichtlineare 
System (1) durch eine 'Iiansformation (8) und ein RllckfUhrgesctz (9) in ein lineares Sy­
stem (2) mit neucm Eingang 11 Oberfl1hrt werden kann, heißt System (1) racJdahr- oder 
feedbacJc-lquivalent zum linearen System (2). Die Linearisicrung mittels RUckfUhrung 
und 'fransformation wird als exakte Zustands-Lincarisicrung bezeichnet. Bedingungen, 
unter welchen ein nichtlineares System feedback-&quivalent zu einem linearen ist, und 
eine Vorgehensweisc wie die lincarisicrcnde 'Iiansfonnation und RUckfUhrgesctz berech­
net werden können, wurden in allgemeinster Form zuerst unabhlngig voneinander in /33/ 
und /38/ angegeben. Die exakte Lincarisicrung wird in zwei Schritten erreicht: zuerst wird 
System (1) in nichtlincarc Rcgclungsnonnalform /44, 63/ 

il - .»z 
~ - -'3 · · · (10) 
.i,. - 7(S) +6(s)u 

transformiert. Diese Normalfonn zeichnet sich dadurch aus, daß die ersten (n-l) Koor­
dinaten in Form einer Integratorkette zusammenhingen und Nichtlincaritlten nur in der 
noten Koordinate auftreten. Die Nichtlinearitlten in System (10) können dann in einem 
zweiten Schritt durch die Rt1ckfUhrung 

u= 6t.) ( -7(S) +11) (11) 



VDI BERICHTE 213 

kompensiert werden. Das exakt 1incarisicrtc System liegt anschließend in Brunovsky­
Fonn/6/ 

%t - ~ 

• 
~ - %3 

• (12) · · z.. - 11 

vor. Durch ein lineares Rl1cIdl1Jugesctz der Form (7) können die Pole von (12) beliebig 
festgclcgt werden. Der folgende Satz ß3/ gibt Bedingungen, unter denen ein nichtlineares 
System in Brunovsky-Form überfUhrt werden kann. 

Satz (exakte Zustands-IJnearisierung): 
Gcnau dann, wenn 

(i) rang [g(x),ad} g(x), •.• ,adj-t g(x)] = n 
(ü) die Menge {g(x),ad} g(x), ... ,adj-2 g(x)} involutiv ist 

kann das nicht1ineare System (1) durch die Koordinatcntransfonnation 

Z= [ L~~~!) 1 
Lj-tTl(X) 

(13) 

in nichtlinearc Rege1ungsnonnalform (10) UberfiJhrt werden. Die FunJction T1(x) ist da­
bei die LlJsung des linearen homogenen partiellen DifferentiaJgleichungssystems erster 
Ordnung 

Das statische RacJdlJbrgesetz 

L.Tl(X) - O· 
LacI~.Tl(X) - 0 

· · · 
Laclj-: .Tt(x) - 0 

u _ 11 - LiTt(x) 
- L.Lj-1Tl(X) 

(14) 

(15) 

kompensiert die NichtlineariUltcn und uberfiJhrt System (10) in Brunovsky-Form (12). 

Die Differentialoperatorcn L und ad beschreiben die Lie-Ableitung, bzw. Lie-Klammcr­
Operation, und sind im Anhang definiert. Bedingung (ü) bedeutet, daß die Lie-Klammer 
von je zwei beliebigen Elementen der Menge, eine Linearkombination der Elemente der 
betrachteten Menge selbst sein muß: 

n-l 

[ad} g(x),~ g(x)] = E o,(x) ad~ g(x) 
'=1 

für jedes i,j . (16) 

Neben den notwendigen und hinreichenden Bedingungen, unter denen ein nichtlinea­
res System exakt zustandslinearisiert werden kann, gibt dieser Satz eine Berechnungs­
vorschrift für die linearisierende 1i'ansformation und RllckfUhrung: um die nichtlinearc 
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Koordinatentransformation zu berechnen, muß ein System von n linearen homogenen 
partiellen Differentialgleichungen (PDGLn) erster Ordnung analytisch gelöst werden. 
Obwohl die Gleichungen, zum Beispiel mit dem Charakteristikcnvcrfahrcn, theoretisch 
gelöst werden können, ist es dennoch in den meisten Flllen nicht möglich oder zu auf­
wendig eine LOsung zu finden. Die LOsbarkeit der PDGLn (14) ist durch Bedingungen 
(i) und (ü) garantiert. Speziell die InvolutiviWsbcdingung ist sehr restriktiv. Nur eine 
kleine Klasse von dynamischen System kann demzufolge exakt zustandslinearisiert wer­
den. Die Überprüfung der bciden Bedingungen und die LOsung der PDGLn wird man 
im allgemeinen rcchncrgcsdltzt, mit Hilfe sogenannter Computer-Algebra-Systeme, wie 
z.B. Macsyma oder Maple, durchfUhren (z.B. /16, 5, 55/). 

2.2. Regelung eines Rilhrkesselreakton mittels exakter Zustands-Llnearisierung 

Am Beispiel der Regelung des in diesem Thgungsband beschriebenen Rührkcsselrcaktors 
zur Cyclopentenol-Synthese /4'11, soll ein Gcfllhl für die Einschränkungen durch Bedin­
gungen (i) und (ü) und für den notwendigen Aufwand zur Reglerberechnung vermittelt 
werden. Der Rührlccssclrcaktor wird durch ein nichtlinearcs System von vier Diffcrcnti­
algleichungen beschrieben. Als StellgrOBen stehen die Raumgeschwindigkeit s: und die 
KUhIleistung Q K zur VcrfUgung. Der Rübr!cessclrcaktor ist folglich ein MehrgrOßensy­
stem. Die Berechnung von Lie-Ableitungen und Lie-Klammern mit Hilfe von Computer­
Algebra-Systemen ist prinzipiell kein Problem. Die Berechnung der zustandsabhKngigen 
4x4 Matrix in Bedingung (i) und die Berechnung der Menge in Bedingung (ü) ist deshalb 
problemlos. Die Untersuchung der Rang- und der InvolutivitJltsbcdingung in der für das 
dynamische Verhalten relevanten Umgebung des Arbcitspunktes ist hingegen wesentlich 
aufwendiger. Im Falle des vollstJlndigen RUhrkcssclrcaktormodclls, ist eine Untersuchung 
auf InvolutivitJlt mit vernünftigem Rechenaufwand, auch nicht unter Zuhilfenahme von 
Computer-Algebra-Systemen, möglich. Daraus kann man bereits auf die Hoffnungslosig­
keit schließen, eine LOsung des PDGL-Systems (14) zu berechnen. Dies ist durchaus als 
typisch für ein nichtlinearcs System vicrtet odcrhOhcrcr Ordnung anzusehen. Im Falle des 
RUhrkcsselrcaktors kannjedoch durch eine schnelle unterlagcrtc Temperaturrcgelung über 
die KUhlleistung erreicht werden, daß die Reaktortemperatur im gesamten Arbeitsbereich 
des Reaktors praktisch konstant gehalten wird. Auf diese Weise kann die wesentliche 
Konzentrationsdynamik auf ein nichtlinearcs System zweiter Ordnung 

V 
CA - - (CAO - c,t) - klcA - k:J~ (17) 

VB 

CS 
V 

(18) - --cs + klcA - ~CB 
VB 

reduziert werden (siehe z.B. /l5/). Fur Systeme zweiter Ordnung ist die InvolutivitJltsbe­
dingung praktisch immer crfUllt und die LOsung der PDGLn (14) kann nun leicht zu 

(19) 

berechnet werden. 
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2.3. Einschätzung der eukten Zustands-Linearisierung 

Wie bereits aus der obigen Diskussion folgt, ist eine exakte Zustands-Uncarisierung nur 
in den wenigsten Fl1llen möglich. Speziell die Involutivitltsbedingung ist nur für eine sehr 
kleine Klasse von Systemen erfUllt. Selbst wenn für eine Anwendung die Bedingungen 
erfUllt sind, ist es im allgemeinen für Systeme der Ordnung vier und bOher extrem aufwen­
dig, oder sogar unmöglich, eine analytische LOsung zu finden. Die UnterstUtzung durch 
Computer-Algebra-Systeme ist dabei zumeist unvcrzichtbar.1n Spezialflillen können auch 
Systeme höherer Ordnung exakt zustands-linearisicrt werden (z.B. flU). Die Transforma­
tionsbeziehungen und das RUckfUhrgesetz werden dann aber zumeist extrem komplex. 
Die Implementierung der RUckfUhrgleichungen kann leicht (wie in 1221) mehrere tausend 
Seiten Computcrcode erfordern. 
Das statische RUckfllhrgesetz (15) setzt die Meßbarkeit des gesamten Zustands voraus. 
Nur in wenigen Fl1llen wird dies möglich sein, so daß im allgemeinen ein Beobachter 
zur Rekonstruktion der Zustände eingesetzt werden muß. Die Berechnung von Beobach­
tern fUr nichtlincare Systeme ist ein nichttriviales Problem, und aus der Stabilität von 
ZustandsrUckfUhrung und Beobachter kann für nichtlincare Systeme auch nicht auf die 
Stabilität des Gesamtsystems geschlossen werden. 
FUr praktische Anwendungen nichtlinearer Reglerentwurfstechnikcn sind Robustheits­
eigenschaften von zentraler Bedeutung. Im allgemeinen kann bei Vorhandensein von 
Modellunsicherheiten, zum Beispiel in Form unsicherer Parameter, keine Garantie dafür 
gegeben werden, daß das exakt zustands-lincarisierte fehlerhafte System zumindest nlthe­
rungsweise linear ist. Auch robuste Stabilität kann im allgemeinen nicht garantiert werden. 
FUr bestimmte Fehlerklassenkönnen zum Teil Stabilitätsaussagen gemacht werden. InIlOI 
wird z.B. ein linearer Reglerentwurf für das exakt linearisierte System vorgeschlagen, der 
Stabilität trotz normbeschrllnktcr Modellfehler garantiert. 
Um die Darstellung kompakt zu halten, wurde die exakte Zustands-Unearisierung nur für 
Eingrö&nsysteme vorgestellt. Die Theorie ist leicht auf Systeme mit mehreren Eingängen 
zu Ubertragen /35, 51, 57/. Im Fal1c von MchrgröBensystemen kann durch zusätzJjche 
dynamische Anteile im linearisierenden RUckfUhrgesetz die Klasse der linearisierbarcn 
Systeme vcrgrOßert werden /34/. 
In vielen praktischen FIlllen ist man außer an der Stabilität des Regclsystems, zusätzlich 
am Regelverhalten ausgewlh1ter Regelgrößen interessiert. Am Beispiel der Regelung des 
RUhrkcsselreaktors ist speziell das dynamische Verhalten der Konzentration von Cyclo­
pentenol von Bedeutung. Im transformierten Koordinatensystem ist die interessierende 
RegelgrOße ia. eine nichtlineare Funktion der transformierten Zustände. Deshalb ist der 
Entwurf von Reglern, die eine gewUnschte RegelgUte garantieren, trotz der linearität der 
Zustände nicht einfach. 

Zusammenfassend kommt der exakten Zustands-Linearisierung, wegen der restriktiven 
Voraussetzungen für ihre Anwendbarkeit und dem hohen Aufwand zur Berechnung der 
Transformation und des RUckfUhrgesetzes, keine große praktische Bedeutung zu. Die 
im allgemeinen hohe Komplexität des RUckfI1hrgesetzes und das beschränkte Ziel der 
ausschließlichen Stabilisierung des Systems sind weitere Nachteile dieses Verfahrens. Die 
theoretische Bedeutung der exakten Zustands-Uncarisierung sollte aber nicht unterschätzt 
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werden. So erlaubt die zu~eliegende Theorie z.B. eine Klassifizierung nichtlinearer 
Systeme und hat zur Definition wichtiger Systemeigenschaften für nichtlinearc Systeme 
gefUhrt. 

2.4. Nlberungsverfahren zur Zustands-Unearisierung 

In den vergangenen Jahren wurden Nlberungsverfahren zur Zustands-Linearisicrung vor­
geschlagen, die die Praktikabilitlt dieser Methode erhOhen sollen. Durch die Aufga­
be des Exaktheitsanspruches soll in erster Linie die Klasse der linearisierbaren Syste­
me vergrößert werden. ZuSlltzlich wird eine Vereinfachung der Regler~hnung ange­
strebt. Ober vier Verfahren zur nlhcrungswcisen Zustands-Linearisierung, die Poincart­
Linearisicrung, Extended Linearization2, Pseudo-Unearisicrung und die Uniform System 
Approximation2, wird im folgenden ein Überblick gegeben. 

Poincan.Llnearisierung 

Die Poin~-Linearisierung geht auf /46/ zurUck. Der Namen wurde dem Verfahren in 
Anlehnung an Arbeiten von H. Poin~ gegeben, der sich zu Beginn dieses Jahrhunderts 
mit Normalformen für dynamische Systeme beschlftigt hat. Bei der exakten Zustands­
Unearisicrung werden die Nichtlinearitlten vollstlndig kompensiert. Wenn man sich das 
System als in einer Taylor-Reihe entwickelt vorstellt, werden folglich alle nichtlinea­
ren Terme ab dem quadratischen Glied durch Transformation und RUckfllhrung zu null 
gemacht. Bei der Poincart-Linearisicrung werden dagegen nicht alle Terme höherer Ord­
nung kompensiert, sondern nur die ersten nichtlinearen Glieder der Taylor-Reihe. Die 
Arbeiten zu diesem Gebiet (z.B./48, 41, 47/) beschranken sich darauf, die quadratischen 
und kubischen Terme zu kompensieren. 
Wll' betrachten System (1), das in einer Taylorrcihe entwickelt wird 

x = Ax + bu + crzl(x) + glll(x). u + 0(3+1 (x, u) (20) 

Die Entwicldung wird nach dem Glied zweiter oder dritter Ordnung abgebrochen, je nach­
dem, ob eine Kompensation der quadratischen oder auch der kubischen Terme erreicht 
werden sou. Die in Klammem hochgestellten Indja:s geben die Ordnung der entsprechen­
den Terme an. So ist z.B. der Ausdruck f{21(x) eine quadratische Form 

flll(x) = xTpx • (21) 

Im ersten Schritt wird auf der Basis des Systems (At b) ein linearer Regler 

u=-kT·x (22) 

entworfen, so daß der um den Arbeitspunkt linearisierte geschlossene Kreis mit F- A - bkT 

die gewUnschten Eigenschaften besitzt. In den weiteren Schritten werden sukzessive die 
Terme zweiter bzw. dritter Ordnung kompensiert. Dazu wird das System durch die Trans­
formation 

SI =x-~l(x) (23) 

2. FOt "Extendcd UncarIzation" und "'Uniform system Approximalion" haben sieb keine dcutscben Bo­
griffe durchgesetzt. 
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in ein System überführt, dessen linearer Anteil durch die spezielle Form von (23) un­
verändert bleibt Die quadratische Funktion fCll(x) wird dabei so gewlthlt, daß das trans­
formierte System Regelungsnonnalform besitzt, wenn nur Terme zweiter Ordnung berück­
sichtigt werden. Man kann einfach zeigen, daß mit einem RUckfUhrgesetz der Form 

bnl1 - i[2l(x) 
U = b,. + 6I11(X) , (24) 

die nichtlinearen Tenne zweiter Ordnung kompensiert werden, ohne den linearen Anteil zu 
verändern. Dabei ist b,. die n-te Komponente des Eingangsvektors b. Transformation (23) 
und Rückfllhrung (24) fUhren folglich auf ein System ohne Nichtlinearitäten zweiter 
Ordnung 

(25) 

Falls gewünscht, kann dieses System in einem weiteren Schritt durch eine Transformation 

(26) 

und ein entsprechendes RÜckfUhrgesetz in ein System ohne quadratische und ohne ku­
bische Tenne überfUhrt werden. Diese Vorgehensweise läßt sich bis zur gewünschten 
Genauigkeit fortfUhren. 

Die exakte Zustands-Unearisierung ist in einem gewissen Sinn ein globales Resultat 
Bei der Poin~Unearisierung betrachtet man die Taylorreihe_um einen ArbeitspunkL 
Die Unearisierung ist also zwangsllufig lokaler Natur und nur in der Umgebung dieses 
Arbeitspunktes gültig. Bei Änderungen der FUhrungsgröße oder bei Störungen, die das 
System weit aus seinem Arbeitspunkt auslenken, kann man keine näherungsweise Unea­
risierung des dynamischen Verhaltens erwarten. 
Die Bedingungen, unter denen eine näherungsweise Unearisierung durch Kompensation 
von Gliedern höherec Ordnung möglich ist, sind wesentlich weniger restriktiv als bei der 
exakten Unearisierung. Die Rang- und Involutivitatsbedingungen der exakten Linearisie­
rung müssen nur näherungsweise erfUllt sein, d.h. nur fI1r Terme in der Taylor-Entwicklung 
bis zu der Ordnung, die kompensiert werden soll. FUr das vollständige RUhrkesselreak­
tormodell vierter Ordnung, fI1r das die Bedingungen zur exakten Linearisierung nicht 
mehr einfach Überprüft werden konnten, ist eine näherungsweise Linearisierung zweiter 
bzw. dritter Ordnung möglich. Falls die Rang- und Involutivitl1tsbedingungen auch nähe­
rungsweise nicht erfUllt sind, kann trotzdem eine nllherungsweise linearisierende Lösung 
gefunden werden, die das Problem (im Sinne einer bestimmten Metrik) bestmöglich lOst 
/47/. 
Die Berechnung der Transformationen (23), (26) usw. und der Rückführungen (24) usw. ist 
unkompliziert Da fI1r alle Tenne q,l'1( x), usw. die Struktur vorgegeben ist, müssen nur die 
Polynom-Koeffizienten berechnet werden. Außer der Berechnung der Taylor-Reihe wer­
den nur algebraische Operationen benötigt, die mit numerischen Programmen schnell und 
zuverlllssig ausgeführt werden kOnnen. Von Krener und Mitarbeitern wurde ein Programm 
auf der Basis von MAn.AB entwickelt/47/, das diese Berechnungen bis zur Kompensati­
on von Gliedern dritter Ordnung durchfUhrt. Der Aufwand fUr Approximationen höherer 
Ordnung steigt kombinatorisch mit der Zahl der Polynomkoeffizienten in q" i, 5 usw. Den 



218 VDI BERIOfTE 

Autoren ist keine Anwendung mit Nllherungen höherer als dritter Ordnung bekannt. 
Eine große Stärke der Poin~-Unearisierung ist, daß der Zustand des kompensierten 
Systems in linearer Nllherung mit dem physikalischen Zustand des Originalsystems Ober­
einstimmt. Dadurch kann das kompensierte System ebenfalls physikalisch interpretiert 
werden. 

Für Systeme mit gleichbleibendem Arbeitspunkt bietet die Poincar6-Unearisierung eine 
atttaldive Alternative zur exakten Unearisierung. Durch Kompensation von quadrati­
schen. kubischen usw. Tennen ist eine wesentliche Verbesserung des Rcgelverhaltcns 
gegenüber rein linearen Entwflrfen zu beobachten, ohne daß die einschrllnkendcn Bedin­
gungen der exakten Lincarisierung crfllllt sein mQssen. 

Extended Linearization 
Durch VcrIlnderung des stationären Eingangs u. vcrllnden sich die Ruhelage des Systems. 
Für ein nichtlineares System ist La. die Arbeitspunktlinearisierung um jede dieser Ruhe­
lagen verschieden. Bei der Extended Uncariz.ation /4, S6/ wird das nichtlineare System 
so geregelt, daß die Arbeitspunktlinearisierung um jede, durch Variation des stationllren 
Eingangs, erreichbare Ruhelage, dieselben Pole ergibt. Die charakteristische Gleichung 
des Systems ist demnach unabhlngig vom gewlhlten Arbcitspunkt. In der Umgebung 
jeder möglicher Ruhelage ergibt sich demzufolge ein durch dieselben Pole bestimmtes 
dynamisches Verhalten. 

Die Berechnung des Rcgelgesctzcs erfordert die Parametrisierung aller möglicher Ru­
hclagen. Üblicherweisc werden die Ruhelagen als Funktion des stationllren Eingangs u. 
berechnet. Aus 

o = f(x.) + g(x.) • u. (27) 

ergibt sich 
x. = C(u.) • (28) 

Die Arbcitspunktlinearisicrg des nicht1inearen Systems um jede Ruhelage wird in ana­
loger Weise mit x = x. + AX usw. parametrisicrt 

Äx = A(u.)AX + b(u.),w . (29) 

Mit Hilfe der Ackennann-Formcl, oder anderer Polvorgabeverfahren, kann dann ein li­
neares ROckfUhrgesctz 

(30) 

bcrecJmct werden, fUr das die Pole des so geschlossencn"lincarisiertcn Kreises vorgegebene 
Werte annehmen 

det (u - A(u.) + b(u.)qT(u.») = )." + 4,,-1)."-1 + ... + Go. (31) 

Die Rl1ckfl1hrverstlrkung q(u.) ist natOrlich abhlngig von u •• Durch Integration kann 
ein nichtlineares Rt1ckfUhrgcsctz k(x) gefunden werden, dessen Linearisierung um jeden 
Arbeitspunkt gerade der ROckfUhrverstlrkung q( u.) entspricht 

8kT(x) T( ) 
8x = q u. -

zJ( •• ) 
(32) 



VDI BERICHTE 219 

Man berechnet also eine Art kontinuicrlichcs gain-scheduling Regelgesetz. Baumann und 
Rugh /4/ haben gezeigt. daß die Integration von (32) genau dann mOglich ist, wenn das 
linearisicrtc System (29) fOr alle Ruhelagen, d.h. fOr alle Parameterwene u .. steucrbar 
ist. Diese Bedingung stellt keine große Einschrllnkung dar. Die stllrkste Einschrllnkung 
der praktischen Anwendbarkeit ergibt sich durch die notwendige Parametrisierung der 
Ruhelagen. Nur in wenigen FIllen wird die Funktion l in (28) berechnet werden kOnnen. 
Par den RI1hrkesse1realctor vierter Ordnung ist dies wegen der in den Differentialgleichun­
gen auftretenden Exponentialfunktionen nicht mOglich. Allerdings kann in vielen FIl1len 
die ParametrisierungfOr die intcrcssicrcndc Betriebsumgebung nlherungsweise berechnet 
werden. Im Beispiel ROhrkesselreaktor ist eine lineare Approximation der Exponential­
funktion ausreichend. Eine Parametrisierung durch die Temperatur T im Reaktor, anstelle 
des stationJlrcn Eingangs u., ist ebenfalls denkbar. Die weiteren Berechnungen, also die 
LOsung des Polvorgabeproblems und die Integration von (32), sind zwar aufwendig aber 
zumeist unkritisch. In /4/ wird zur Vereinfachung der Berechnungen ein Nllherungsver­
fahren auf Grundlage der Thylor-Entwicklung vorgeschlagen. 

Das Ziel der Extended Lincarization ist wesentlich weniger ambitioniert als das der exakten 
Unearisierung oder auch anderer Nllherungsverfahren: durch Vorgabe der Pole kann das 
dynamische Verhalten des geschlossenen Kreises nur in beschränktem Umfang geformt 
werden. Die Pole des linearisiertcn Systems sind auch nur dann aussagekräftig, wenn 
sich das Sytem in der Umgebung einer (wenn auch beliebigen) Ruhelage befindet und 
wenn die dynamischen Übergänge zwischen unterschiedlichen Ruhelagen langsam genug 
erfolgen. Die Stabilitlt des geschlossenen Kreises sollte stets getrennt untersucht werden. 
Der Vorteil gegenUber der Poincart-Lincarisicrung, die nur Aussagen in der Umgebung 
eines Arbcitspunktcs zulIßt, ist die globalere Betrachtungsweise. 

PseudoJinearisierung 
Die Pseudo-Uncarisienmg, die unabhlngig zur Extendcd Lincarization von Otampctier, 
Rcboulet und Mitarbeitern /54, 12, 60/ entwickelt wurde, ist vom Prinzip her eine Vcrall­
gcmcinenmg der Extendcd Lincarization. Das zu berechnende RUckftlhrgesetz soll nicht 
nur bewirken, daß die Pole des um jede Ruhelage linearisicrten Systems immer dieselben 
sind, sondern das linearisiertc System selbst soll das gleiche sein. Anders als bei der 
Extcndcd Lincarization wird das Ziel durch eine nichtlinearc Koordinatcntransformati­
on und ein nichtlinearcs RUCIdllhrgesetz erreicht Im ersten Schritt muß auch hier eine 
Parametrisierung der Ruhelagen, z.B. analog (28), berechnet werden. Die 1Iansformation 

s= T(x) 

und das kompensierende RUckfUhrgesetz 

v = T"+l(x,u) 

werden hier durch Integration der Vektor-Funktionen 0i berechnet 

dTil. = Gi • 

Die Funktion 01 ist LOsung des linearen Gleichungssystems 

o[ .A'-lb =0 i= 1, ... ,~-1 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 
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fUr jede Ruhelage. Das Paar (A, b) ist dabei analog (29) definiert. Die weiteren Funktio­
nen 0i werden sukzessive aus 

Oi - 0i· Ai - 1 i = 2, ... ,n 

a,,+1 - a!. [A b] 

(37) 

(38) 

berechnet 1i'ansformation (33) überfUhrt das nichtlineare System in eine Form, deren 
Linearisierung, unabhJlngig vom Arbeitspunkt, Brunovsky-Form ergibt 
Gleichung (36) ist mit (n-l) Gleichungen fUr nUnbekannte unterbestimmt Demzufolge 
existieren unendlich viele Losungen für das Pseudo-Lincarisicrungsproblem. Falls das 
betrachtete System z.B. exakt zustandslinearisien werden kann, gibt es eine Lösung 01 

von (36), die das exakte Linearisicrungsproblem löst Theoretisch kann diese Freiheit 
dazu genutzt werden, um z.B. ein möglichst einfaches Regelgesetz zu finden. In der 
Praxis ist jedoch in den meisten Fällen nicht offensichtlich, welche Wahl von 01 zu einer 
vereinfachten Berechnung oder zu einem vorteilhaften Regelgesetz fUhrt. 

Die Bedingungen für die Existenz einer pseudo-linearisierenden 1i'ansformation und 
RUckfllhrung sind wenig restriktiv. Für Eingrößensysteme muß das Paar (A, b) steuerbar 
in der Umgebung jeder Ruhelage sein. Bei Mehrgrö8ensystemen mÜssen zusl(tzlich die 
Steuerbarkeitsindices des lincarisierten Systems (A, b) fUr jeden Arbeitpunkt gleich sein. 
GegenÜber der Extended Linearization kommt, zusätzlich zu den Schwierigkeiten bei der 
Paramctrisicrung der Ruhelagen, der durch die Integration (35) bedingte Aufwand hinzu. 
Die ZJclsctzung ist jedoch wesentlich anspruchsvoller, da hier die gesamte linearisierte 
Dynamik. und nicht nur die Pole, betrachtet wird. 

Die Pseudo-Linearisicrung ist damit besonders interessant, wenn hlufige Wechsel der 
Betriebsbcdingungen und somit des Arbeitspunktes erfolgen. Rein lineare EntwUrfe fUhren 
hier in den meisten Fällen zu unbefriedigendem Verhalten. Da keine Terme höherer 
Ordnung kompensiert werden, ist die GÜte der Regelung i.a. nur in der Nabe eines (wenn 
auch beliebigen) Arbeitspunktcs zufriedenstellend. 

Unirorm System Approximation 
Die von Hauser 123, 241 begründete Uniform System Approximation verbindet Ideen der 
Po~-Linearisicrung und der Extcnded bzw. Pseudo-Lincarisicrung. Wie bei der Poin­
car6-Unearisicrung werden Terme hOherer Ordnung des in einer Taylor-Reihe entwickel­
ten geschlossenen Kreises kompensiert. Jedoch nicht nur, wie bei der Poincar6-Lineari­
sierung, in der Umgebung einer Ruhelage; sondern in der Umgebung aller Ruhelagen. 
Die nabcrungsweise Uncarisicrung wird durch eine Transformation und ein RÜckfUhr­
gesetz erreicht, und zwar so, daß das kompensierte System nllherungsweise linear in der 
Umgebung aller Ruhelagen ist 

i = Az + bv + O!P+)(Z,lI) Vu. = f(x.) (39) 

und zusätzlich maximale Ordnung p der Fehlerterme O!P+) garantiert wird. Falls die 
Bedingungen fUr exakte Linearisicrung erfUllt sind, ist die Lösung der Uniform System 
Approximation identisch mit der Lösung der exakten Linearisierung. 
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Die Berechnung der nlherungsweise linearisierenden Rl1ckfI1hrung und der Transfor­
mation ist bei diesem Verfahren La. Ihnlich aufwendig wie bei der exakten Zustands­
Linearisierung. Die Berechnung erfordert die LOsung eines nicht1inearen (konzentrierten) 
Differentialgleichungssystems und die Invertierung nichtlinearer algebraischer Gleichun­
gen. ZusJItzljch muß, wie bei der Extended Linearization und der Pseudo-Linearisierung, 
eine Parametrisierung der Ruhelagen gefunden werden. Theoretisch ist die Klasse der so 
nlherungsweise linearisierbaren Systeme maximal. In der Praxis scheitert dieser Entwurf 
aber zumeist an der auch mit Hilfe von Computer-Algebra-Systemen nicht möglichen 
Berechnung. Die Uniform System Approximation ist darUber hinaus nur für Systeme mit 
einer skalaren EingangsgrOße möglich. 

3. Reglerentwurf mittels exakter Eingangs! Ausgangs-Linearisierung 

FUr die meisten praktischen Rcgelprobleme ist das Rcgelziel nicht nur eine Stabilisierung 
der Strecke. Vielmehr hat der Anwender üblicherweise eine relativ komplexe Vorstellung 
davon, wie sich der geschlossene Kreis dynamisch verhalten soll. Mathematisch wird 
dies im allgemeinen durch Anforderungen an spezielle Ausgllnge (den RegelgrOßen) 
ausgedrUckt. Beim Reglerentwurf durch exakte Linearisierung des Eingangs/Ausgangs­
Verhaltens können solche Anforderungen an die geWOnschte RcgelgOte in einfacher Weise 
berOcksichtigt werden: wird zuerst das Eingangs/Ausgangs-Verhalten exakt linearisiert, 
kann mit Hilfe der sehr gut entwickelten linearen Rcgelungstheorie in einem zweiten 
Schritt ein Regler 

(40) 

entworfen werden, der die Anforderungen an die RegelgOte erfüllt Sich widersprechende 
Entwurfsanforderungen und die Notwendigkeit, die physikalischen Zielsetzungen in ma­
thematische Entwurfsvorgaben zu übersetzen, bedingen, daß die meisten ReglerentwUrfe 
iterativ erfolgen. Wenn die Regelstrecke zuerst FlA-linearisiert wird, können diese Ite­
rationen vollständig im Linearen durchgeführt werden. FUr Systeme mit linearem FlA­
Verhalten sind die Entwurfsschritte mit relativ geringem Aufwand verbunden und es 
existiert eine Vielzahl von Methoden, um eine bestimmte RegelgOte zu erreichen. Der 
aufwendige Linearisierungsschritt ist nur einmal durchzufahren. Dies stellt den größten 
Vorteil des Rcglerentwurfs durch exakte FlA-Linearisierung gegenüber anderen nichtli­
nearen Verfahren dar. 

3.L Prinzip der exakten EinganpiAusgangs-Linearisierung 

Die exakte Linearisierung des Eingangs/Ausgangs-Verhaltens dynamischer Systeme kann 
mit unterschiedlichen Ansatzen erreicht werden. Neben der Linearisierung durch 
Immersion /13/ und auf der Basis von Volterra-Reihen 137/, spielt vor allem der geo­
metrische Ansatz eine zentrale Rolle /43/. FUr eine spezielle Klasse von Systemen wird 
die Methode der FI A-Linearisierung bereits in 117/ beschrieben. In diesem Aufsatz werden 
wir uns auf die Darstellung und Diskussion des geometrischen Ansatzes beschränken. 
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Um die LOsung des exakten ElA-Lincarisicrungsproblcms angeben zu können, brauchen 
wir die Definition des relativen Grades eines nichtlinearen dynamischen Systems /28/. 

DefinItion: Der relative Grad eines Systems der Fann (5) ist die klcinste nattJrlichc 
Zahl r, fiJr die 

(41) 
gilt. 

Diese fannale Definition kann einfach interpretiert werden: Der relative Grad r ist dieje­
nige zeitliche Ableitung des Ausgangs 7/, die erstmals·vom Eingang u explizit abhangt: 

dy 
LJh(x) 

dt -
Jr-I7/ 

LT1h(x) 
dtr - I -

(42) 

Jr7/ LJh(x) + L,LT1h(x)u 
dtr - (43) 

Für lineare Systeme entspricht der relative Grad der Diffcrenzordnung zwischen Nenner­
und ZIlhlClpOlynom der Übcrtragungsfunktion. Bei nichtlinearen Systemen ist der Aus­
druck (41) eine Funktion des Zustands z und muß in einer Umgebung des stationllren 
Punktes verschieden von null sein. Wenn L.L,-I hex) ungleich null in der Umgebung 
des Arbeitspunktcs, aber gleich null am Arbeitspunkt ist, spricht man von einem nicht 
wohl-definiertcn relativen Grad. 

Die Linearisicrung des Eingangs! Ausgangs-Verhaltens ist, wie die exakte Zustands-Linca­
risicrung, das Ergebnis eines Zweischriuvorgehens: zuerst wird das System auf eine Nor­
malform transformiert und im zweiten Schritt werden dann die Nichtlincaritäten im EI A­
Verhalten kompensiert. Die betrachtete Normalform ist die sogenannte Bymes-Isidori­
Normalform /81 eines Systems (5) mit relativem Grad r: 

7/ - %1 

.%1 - Z2 

~ - %3 

· · · Zr - II(S) + b{s)u (44) 
. qr+l{s) %P+l -
. qn(s) Zn - . 

Wie bei der Rcgelungsnormalform sind die ersten r Koordinaten ausschließlich durch inte­
gratoren vcrknDpft. Der Ausgang entspricht gcnau der ersten Koordinate %1. Der Eingang 
u bceinflußt nur die r-te Koordinate. Die letzten (n-r)-Koordinaten sind La. nichtlineare 
Funktionen des gesamten transformierten Zustands s. Anband dieser Darstellung kann der 
relative Grad r auch als die Anzahl der Integratoren gedeutet werden, die der Eingang u 
durchlaufen muß, bevor er den Ausgang 7/ bceinflußt. Der relative Grad r ist somit ein Maß 
für die MindestvcrzlSgcnmg im ElA-Verbalten. Für jedes nichtlineare EingrOßensystem 
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mit relativem Grad r existiert die 1ransformation auf Bymes-lsidori-Normalform und ist 
durch 

hex) 
L,h(x) 

:.= LI-1h(x) (45) 
tPr+1(X) ... 
,p,.(x) 

gegeben. Dabei können die Funktionen tPi(X) immer so gewKhlt werden. daß die Uneari­
sierung von (45) um den Arbeitspunkt vollen Rang hatl und die Funktionen qi(Z) in (44) 
nicht von u abhingen. Anband Normalform (44) kann die Nulldynamilc eines nichtlinearen 
Systems definiert werden nt. 
Definition: FUr ein nichtlincares Systems (5), das in Bymes-Isidori-Normalform (44) 
transformiert wurde, werden die letzten (n-r) Gleichungen der Normalform (44) 

%"+1 - qr+1(z)l...[o.""Orlr+l._.fl' 
· · · 

i,. - qn(Z)~[o •.. .,o .... + .. _ .... ]2' 
(46) 

als Nulldynamik bczt;ichnet, WCIUl die ersten r Koordinaten identisch gleich null sind. 

Mit den ersten r Koordinaten ist auch der Ausgang identisch gleich null und die Nulldy­
namik: kann folglich als nichtlineares Äquivalent der Nullstcllen eines linearen Systems 
gedeutet werden /39, 8/. In Analogie zur linearen Systemtheorie heißt ein nichtlinearcs 
System minimalphasig, wenn es eine stabile Nulldynamilc besitzt (d.h. das System (46) 
stabil ist). 

Aus Normalform (44) sieht man sofort, daß die Nichtlinearitllten im EtA-Verhalten z.B. 
mit Hilfe des RUckfUhrgesetzes 

v - CI(:') 
U = b(:.) (47) 

kompensiert werden können. Im Kreis verbleibt die nichtlineare Nulldynamilc. Sie beein­
flußt das EtA-Verhalten jedoch nicht, da sie nicht beobachtbar ist. Interne Stabilitlt ist 
somit nur gewlhrleistet, wenn das nichtlineare System minimalphasig ist. 

Satz (exakte EingangslAusganp-IJnearisierung) /43/: 
Wenn das nichtlineare System (5) 

(i) einen wohl-deliniertcn relativen Grad besitzt 
(ii) minimalphasig ist 

wird das Eingangs/Ausgangs-VcmaJten von (5) durch die statische ZustandsrUcJcfIJhrung 

u _ v - Lih(x) E"'1 PA-_1 L j-1h(x) 
- L.Lr1h(x) + L.Lr1h(x) 

(48) 

3. Thlnsfonnadon (4'> ist folglidl ein lotaIer Dlfrcomorphlsmus. 
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linearisiert. Das ElA-VedJalten wird dann durch 

1 
G(.) = -=Pr-.-r -+--P=-r_-t-.-r--:-t-+-P:::"'t-. -+-Po=- (49) 

beschrieben und das exalct linearisierte System ist genau dann stabil, wenn (49) stabil ist. 

Der erste Tenn in (48) entspricht der RUckfUJuung (47) und überfUhrt, !Ur sich allein 
genommen, das BlA-Verhalten in eine Serienschaltung von r Integratoren. Die Pole des 
BlA-linearisierten Systems können zuslltzUch über den zweiten Term durch Wahl der 
skalaren Koeffizienten Pi vorgegeben werden. 
Die Ordnung von (49) ist gleich dem relativen Grad r und ist damit kleiner als die Ordnung 
von (5). Dies erldllrt sich durch die zuslltzUch im Kreis verbleibende nicht bcobachtbare 
Nulldynamik. 
Bei Mehrgrößensystemen muß zuslltzlich zu Bedingungen (i) und (ü) die sogenannte 
Entkopplungsmatrix der betrachteten Strecke nichtsingullr sein, um mit der angegebenen 
Vorgehensweise lineares BI A-Verhalten zu erzielen ß5/. Falls diese Bedingung verletzt ist, 
kann unter Umständen durch ein dynamisches Rück:führgesetz Linearität erreicht werden. 

Zwischen Zustands- und BlA-Linearisierung besteht eine enge Verwandtschaft: wenn die 
Ausgangsfunktion h( x) in (5) so beschaffen ist, daß der relative Grad gleich der Ordnung 
des Systems ist. hat das System keine Nulldynamik. Transformation (45) ist dann identisch 
mit Transformation (13) und überfUhrt das nichtlineare System in Regelungsnormalform. 
Als Alternative zur LOsung des partiellen Differentialgleichungssystems (14) kann folglich 
auch eine fiktive Ausgangsfunktion Tt(x) gesucht werden,!Ur die der relative Grad r der 
Systemordnung n entspricht 
Falls die natürliche Ausgangsfunktion hex) zu einem relativen Grad führt, der gerade 
der System ordnung entspricht.lcönnen gleichzeitig das Zustands- und das BlA-Verhalten 
linearisiert werden. Man spricht dann von totaler oder vo1lstJlndigerexalcter Linearisierung 
ß2, 59/. Die Bedingungen fUr totale Linearisierung sind extrem einschränkend. Dennoch 
sind einige praktische Anwendungen bekannt (z.B. ßO/). 

3.2. Regelung einer Destillationskolonne mittels exakter FJ A-Linearisierung 

Um einen Eindruck von der Leistungsfähigkeit und vom notwendigen Aufwand fUr den 
Entwurf eines Reglers mittels ElA-Linearisierung fUr eine praxisnahe Anwendung zu 
geben, soll hier die Regelung einer Zweistoffdestillationskolonne untersucht werden. 
In einer Zweistoffdestillationskolonne wird ein Gemisch aus zwei flüssigen Stoffen in 
seine Bestandteile aufgetrennt Eine Destillationskolonne ist ein Mehrgrößensystem mit 
zwei Eingängen UI und U2 und zwei zu regelnden Temperaturen TI und T2• Beispielhaft 
betrachten wir die 1i'cnnung der beiden Alkohole Methanol und Propanol in einer Kolonne 
mit 40 Böden. Die wichtigsten dynamischen Vorgänge werden durch ein nichtlineares 
Mode1l42ter Ordnung gut erfaßt ß1. Die Berechnung der Lie-Ableitungen in (48) fUhrt 
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auf das statische RUckfDhrgesetz 

Ul = 11:(:1:) -(K29aZ29 - K:u.z2l)-Vl + (K14aZ14 - KUaZ15)-Vz + 
(Z%7 - Z2I)(K15aZU - KI4aZI4)-Wl) (SO) 

1&2 - 11:(z) -(Z2I- zn)-Vl + (Z13 - :l:14)-Vz + (Z%7 - Z:U)(ZI4 - :l:13)-WI) (51) 

mit 
11A(Z) = (Zl3 - ZI4)(K29aZ29 - K:u.z:u) - (zn - z:u)(KU.Z1S - KI4.Z14) (52) 

und a 
Kö. = 1 + (1 _ a)zi (53) 

Zi sind Zustände des Kolonnenmodells (die gemessen werden müssen), tul ist die stationlre 
Zulaufmenge und a ist die, als konstant angenommene, relative Flüchtigkeit von Methanol 
und PropanoL Das RückfUhrgesctz überfUhrt das System 42terOrdnung in zwei entkoppel­
te (lineare) Integratoren, die das ElA-Verhalten beschreiben. Die nicht beobachtbare Null­
dynamik ist stabil und von 40ter Ordnung_ Die Komplexitlt der Rückfl1hrung (SO)-{S3) 
ist trotz der hohen Systcmordnung des Kolonncnmodclls nicht sehr groß. Dies ist eine 
direkte Folge des niederen relativen Grades von eins fUr jeden der beiden Ausginge. Nur 
sechs der 42 Zustlndc werden in (50)-(53) benötigt. Dies vereinfacht den Meßaufwand 
wesentlich. FUr das F/A-linearisierte System werden zwei dezentrale PI-Regler (Bild 1) 
entworfen, um die geforderten Spezifikationen an die RegelgUte zu erfUllen. 

r - -- - - - -- ""1 
J J 

+ - VI UI 
Pli 

J I TI 

I nichtlinearer Destillations- I 
I Regler Kolonne I 

+ 
PI2 

V2 I U2 I Tl 

- I I 11' 1\ L -1 - - - -

Bild 1: Regclungsstruktur fUr Destillationskolonnenregclung 

Das Regelverhalten 4es geschlossenen Kreises bei einer sprungförmigen ZulaufstOrung 
zum Zeitpunkt t = 2h ist in Bild 2 dargestellL In den Simulationen wird die Kolonne durch 
ein detailliertes Mode1l32Oter Ordnung reprascntiert. Dadurch können Aussagen Uber die 
Robustheit der Regelung gemacht werden. Die durchgezogene Kurve in Bild 2 zeigt das 
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Bild 2: Dyn.misclv:s Verbalien der geregelIeD Jlcstill.rionskolonnc nach einer sprungför­
migen StOnmg in der KololUlt'.ftzll18l1fkonzentralion um ISCJ, (WB = SOl> 

Vcrbaltcn des auf PlA-Lincarisic:rung basiereDdcn Reglers. Die gestrichelte Kurve zeigt 
das Verhallen eines linearen H",,-optirna1en Reglers mit gleicher Bandbreite f1J. Es ist 
deutlich das bessere Regelverhallen durch die nicht1incare Kompensation zu ezb:nnen. 
Die linearen PI-Regler in Bild 1 sind so ausgelegt. daB eine gute lineare StabiliWsrescrve 
garantiert ist. Man kOnnte nun folgendermaßen argumenticm1: das nichtlineare Modell. 
auf dem der Reglcrentwmf basiert, ist potentiell sehr ungenau. Deshalb mUßte eine Ver­
größerung der linearen Stabilitltsreserve die Robustheit der Stabiliw des nicht1incaren 
Kreises erhOben. Bild 3 zeigt das Verhalten des geschlossenen Kreises bei identischem 
nichtlinearem Regler, abcr' mit PI-Reglc:m, die eine grö~ lineare StabiliWsrescrve be­
sitzen. n;e 'ltiIgr08erung der linearen StabiliWsrescrve bewirkt die Destabilisierung des 
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Bild 3: Dynamisches Verbalien der geregelIen Desti11ationskolonnc nach einer sprungför­
migen Störung in der Kolonncnzn1'"fkonzentration um ISCJ, (WB = si> 

Kreises. Der Grund fllr dieses auf den ersten Blick: überraschende Verhalten sind die nach 
der PlA-Lincarisic:rung im Kreis verbleibenden Nicht1ineariWcn. die auf Modcllfehlu 
zurfJcla:ufIlhrn sind. Diese N'lCht1inearitltcn wirltcn destabilisierend. Die Vergr08erung 
der linearen StabiliWsreserve, die hier eine Reduktion der Bandbreite bewirkt, fUhrt zu 
einem Überwiegen der nichtJ.iDearen Effekte gegenübc:z den linearen und verursacht s0-

mit die Destabilisierung. Man sicht, daB lineare Robustheitsargumente beim Entwmf der 
linearen Regler fllr den PI A-1inearisierten Kreis mit Vorsicht gebraucht werden sollten. 
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3.3. Einscbltzung der exakten FJnganplAusgangs-Unearisierung 

Anders als bei der exakten Zustands-Lincarisienmg sind die Bedingungen. unter denen das 
FlA-Verhalten eines dynamischen Systems 1incarisicrt werden kann, fllr eine große Klasse 
von Systemen crfIlllt. Die Forderung nach Minimalphasigkcit ist dabei die einschrllnken­
dere Voraussetzung. So hat z.B. der im Kapitel Ober Zustands-Uncarisicrung behandelte 
RIllukesse1rcakt eine instabile Nulldynamik und kann damit nicht exakt FlA-lincari­
sicrt werden. Die Berechnung des RtlckfIlhrgesctz (48) ist unkompliziert (BcrechnllDg 
von Ije..Ablcitungen), aber unter Umstanden aufwendig. Im allgemeinen empfiehlt sich 
die Verwendung von Computer-Algebra-Systemen. Anders als bei der exakten Zustands­
Uncarisierung ist hier die explizite Berechnung der Transformation (45) jedoch nicht 
nötig. Das ROcJdl1hrgesetz (48) setzt die Meßbarkeit des gesamten Zustands voraus. Wie 
im Falle der Zustands-Lincarisicrung wird dadurch die PraktikabiliUlt des Verfahrens ein­
geschrlnkt. Mit dem Vcdahren der asymptotisch exakten Uncarisierung /18, 19/ kann das 
FlA-Verhalten durch eine Ausgangsrl1ckfUhrung asymptotisch exakt lincarisicrt werden. 
Die GrundIage dieser Vorgehcnsweisc bildet dabei die exakte Linearisicrung eines hinrei­
chend genauen Modells unter Echtzejtbedingungen, dessen Zustlnde nattlrlich "gemes­
sen" werden können. In einem zweiten Schritt, der nur die Messung der Prozeßausgllnge 
voraussetzt, wird unabhllngig von der c1<8kten Uncarisierung des Modells die Konvergenz 
des realen Prozesses gegen das Prozeßmodell sichergestellt. 
Unter Umstllnden werden zum Erreichen des linearen ElA-Vcrhaltens große Amplituden 
der StellgrOße benötigt. Dies ist eine direkte Konsequenz der Forderung nach UneariUlt: 
auch in den "Richtungen", in denen das System von Natur aus eine geringe Verstärkung 
besitzt, zwingt man der Strecke eine lineare Verstärkung des Eingangssignals auf. Exakte 
Unearisicrung kann eine solche "DirektionaliW" eines nichtlinearen Systems nie berück­
sichtigen oder gar ausnutzen. VlClmehr wird, auf Kosten der Stellgröße, ein lineares und 
damit vollstllndig gleichförmiges Verhalten erzwungen. Da der Ausgang dieser Regler nur 
eine reglcrintcme GrOße (die Eingangsgröße v) ist, können StellgrOßenbeschr1lnJcungen 
(oder eine Gewichtung der Stellgröße) auch beim Entwurf der linearen Regler fUr das 
ElA-linearisicrtc System nicht explizit berücksichtigt werden. 
Neben den Stellgrößen wirken La. Störungen auf das System, die im Modell berücksichtigt 
werden können 

x - fex) + g(x)u + p(x)d 

JI - hex) . 

(54) 

(55) 

Analog zum relativen Grad der Stellgröße d, kann auch der relative Grad der StörgrOße u 
definiert werden. Durch Transformation des um die Störungen erweiterten Systems auf 
Byrnes-lsidori-Normalform sieht man sofort, daß Störungen mit relativem Grad rrl > r. 
durch das linearisicrende RUclcfllhrgesetz (48) vollstllndig entkoppelt werden. Falls Störun­
gen mit r" = r .. gemessen werden können, kann durch eine zuslltzliche Störgrößenauf­
SChaltung deren vollstllndige Entkopplung erreicht werden /29, 36/. Störungen, die nicht 
automatisch entkoppelt werden, beeinflussen die Dynamik nach der Uncarisierung des 
ElA-Verhaltens im Regelfall in einer nichtlinearen Art und Weise. Das folgende einfache 
Beispiel zeigt mögliche Probleme. 
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Beispiel: 
WH betrachten die durch 

(56) 

beschriebene nichtlineare sIcala.re Strecke. Die SUJrgrtJ& tl greift direJct am Streckenein­
gang an. Mit Gleichung (48) berechnet man leicht eine linearisierende RUclcflJhrung 

z 
u = -1 + z2 ' (57) 

die dt:n Pol des geschlossenen Kreises zu • = -1 bestimmt. Eine Jcurze Rechnung zeigt 
aber, daß der mit (57) geschlossene Kn:is fUr StOrungen Idl > 1 instabil ist (sogar in finite 
escape time). Dies ist eine direJcte Folge der F/A-Linearisierung. Wie man leicht zeigt, 
stabilisiert die einfache lineare RUclcflJhrung 

u=-z (58) 

die StreckefiJr a11e SUJrungcn tl. Das destabilisierende VedJa1ten der F/A-linearisierenden 
RUcJcfUhrung kann als eine Verletzung des Inneren-Modell-Prinzips gedeutet werden: nach 
der Linearisierung des F/A-Ve.r.haltens verbleibt im Kreis keine Dynami1c, die der stJlrlcer 
als linear eingreifendt:n StOrung « 1 + z2 )tl) entgegenwirJcen kDJUlte. 

Über Robustheitseigenschaften der Methode der exakten EI A-Linearisierung können keine 
allgemeinen Aussagen gemacht werden. Das ist aber für fast alle nichtlinearen Entwurfs­
techniken der Fall und liegt vornehmlich an der fehlenden systematischen Beschrei­
bungsmöglichkeit von nichtlinearen dynamischen Unsicherheiten. Unter der Vorausset­
zung, daß bestimmte Konsistenzbedingungen crfUllt sind, können hinreichende Bedin­
gungen für robuste StabiliWangegeben werden /9/. Die so gefundenen Abschltzungen 
können aber beliebig konservativ sein. Wie das Beispiel der Kolonnenregelung zeigt, 
mÜSsen die bekannten Robustheitsaussagen aus der linearen Systemtheorie mit groBer 
Vorsicht beurteilt werden. wenn die betrachteten Systeme nichtlinear sind. 
Trotz der genannten Einschrlnkungen. kann eine Anwendung der exakten E/A-Linearisie­
rung in vielen FlUlen zu hervorragenden Ergebnissen fUhren (z.B. ß. 49. 58/). Wie bereits 
erwähnt, liegt der Hauptvorteil darin. daß die zum Erreichen der gewünschten RegelgUte 
notwendigen Entwurfsiterationen ohne groBen Aufwand im Linearen durchgefUhrt werden 
können. 

3.4. NAherungsweise EingangslAusgangs-Linearisierung 

Die Bedingungen, unter denen eine exakte Linearisierung des Eingangs! Ausgangs-Ver­
haltens erreicht wird. sind wesentlich weniger einschrllnlcend als bei der exakten Zustands­
Linearisierung. Dennoch sind eine Vielzahl technisch wichtiger Systeme bekannt, fUr die 
der relative Grad nicht wohl-definiert ist, oder die eine instabile Nulldynamik haben. 
Im Falle eines nicht wohl-definierten relativen Grades ist der Nenner des exakt ElA­
linearisierenden RUckfllhrgesetzes (48) am Arbeitspunkt null und folglich das RUcJc:fUhr­
gesetz singular. Auch für Systeme mit wohl-definiertem relativen Grad, kann es im Ar­
beitsbereich des Rcgelungssystems ZustIndc geben, für die {48} singular wird. Die mei­
sten AnsItze zur nlhcrungsweisen Linearisierung solcher Systeme erweitern den Nenner 
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heuristisch durch eine StOrfunktion f{x) 

u _ v - Llh(x) E'-1 p,_ILi-1 hex) 
- L.LT1h(x) + feX) + L.L,-lh(x) + f{x) , 

(59) 

um unbeschrllnkte Stellamplituden an Singularitlten zu vermeiden. Der Kompromiß zwi­
schen Linearlsicrung und großer Stellamplitude kann durch unterschiedliche Wahl von 
~(x) erreicht werden 150,27, 11/. Alternative Verfahren, die auf einer Erweiterung der 
Bymes-Isidori-Nonnalfonn beruhen, werden in (1.5, 4Q( beschrieben. 
FUr Systeme mit instabiler Nulldynamik ist die Berechnung einer nIlherungsweise li­
nearisierenden Rückfl1hrung meist wesentlich aufwendiger. Ein Ansatz beruht auf einer 
nBherungsweisen Aufspaltung des Systems in einen nichtlinearen Allpaßanteil und einen 
nichtlinearen Phascnminimumanteil. der dem Reg1erentwurf zugrunde gelegt wird 114/. 
Eine zweite in /14/ vorgeschlagene Vorgehensweise basiert auf einer Faktorisierung der 
Nulldynamilc in einen stabilen und einen antistabi1en Anteil. Für spezielle Klassen von 
Systemen sind weitere Verfahren bekannt(l6, 62, 21/. Es soll jedoch ausdrücklich erwBhnt 
werden, daß mit den zitierten Ansätzen nicht in allen Fl1llen ausreichend lineares Verhalten 
erreicht werden kann. 

Auch wenn die Voraussetzungen zur exakten Linearisierung des ElA-Verhaltens erfUllt 
sind, ist es aus Anwendersicht in vielen FI1llen nicht notwendig, eine exakte Linearisie­
rung anzustreben. Durch Beschränkung auf die Kompensation der Hauptnichtlinearitlten 
wird i.a. die Rückfllhrung weniger komplex und in vielen Fl1llen kann dadurch eine Ver­
kleinerung der benötigten Ste11amplitude erreicht werden. Schwache Nichtlinearitlten, 
gewünschte Nichtlinearitlten, oder Nichtlinearitlten, deren Beschreibung unsicher ist, 
verbleiben im Kreis. Die Berechnung der näherungsweise linearisierenden RückfUhrung 
kann z.B. auf eine polynomiale Approximation des nichtlinearen Modells gestUtzt wer­
den 1521, oder auf Näherungen für das exakt linearisierende RückfUhrgesetz. Alternativ ist 
eine Lösung durch Approximation von ElA-Operatoren denkbar. In /11 wird eine Lösung 
über Minimierung sogenannter Nicht1inearitätsmaße vorgeschlagen. Die Nichtlinearitlts­
maße quantifizieren die ''Größe'' der NichtlineariW im ElA-Verhalten und erlauben so, 
neben der Synthese nBherungsweise linearisierender Regler, auch deren Analyse. 

4. Zusammenfassung 

Die exakten Linearisierungstechnilcen erlauben einen systematischen Entwurf von Reg­
lern für eine allgemeine Klasse von nichtlinearen Systemen. 
Prinzipiell werden die exakte Linearisierung des Zustands- und des Eingangs/Ausgangs­
Verhaltens unterschieden. Die exakte Zustands-Linearisierung stellt ein elegantes Ver­
fahren zur Stabilisierung nicht1inearer Regelstrecken dar. Darüber hinausgehende Anfor­
derungen an die RegelgUte können allerdings nur schwer berücksichtigt werden. Wegen 
der eingeschrllnkten Klasse zustands-linearisierbarer Systeme, und wegen der z. T. auf­
wendigen Berechnung, kommt den NBherungsverfahren zur Zustands-Linearisierung in 
der Praxis eine große Bedeutung zu. Diese Methoden versuchen einen BrUckenschlag 
zwischen der relativen Einfachheit rein linearer EntwUrfe und der aufwendigen exakten 
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Lincarisicnmg zu erreichen. Speziell Qic Poincar6-lJnearisierung, die die ersten nichtli­
nearcn 'Thrme in der Thylor-Entwicklung kompensiert, stellt eine attraktive Alternative zur 
exakten Unearisierung dar, wezm.die Regelung um einen festen Arbeitspunkt erfolgt. Ein 
durch Extended Linearization oder durch Pseudo-Uncarisierung kompensiertes System 
zeigt in linearer Nlherung gleiches Verhalten unabhlngig VOn Arbeitspunkt. Dadurch wird 
La. eine Vergrößerung des Stabilititsgebiets cneicbL Durch die Unifonn System Appro­
ximation wird eine bestmögliche Kompensation der Nicht1incaritltcn in der Umgebung 
aller Arbeitspunkte cneicbL Dieses Verfahren ist der exakten Linearisierung am nlchsten. 
Dies manifestiert sichjedocb in einem hohen Berccbnungsaufwand, so daß dieser Thcbnik 
haupts!ft:blicb thcomischc Bedeutung zukommL 

Die Zustands-Linearisicrungst.echniken können auch zum Entwurf nichtlinearer Beobach­
ter herangezogen werden. Die Beobachtertorrekturwird dabei so entworfen, daß sich eine 
exakt bzw. nlherungsweise lineare Beobacbtcrfeblerdynamik ergibt, deren Stabilitlt und 
Einschwingdynamik leicht beeinflußt werden kann. 

Ein geziclter Entwurf auf gute RegelgOte ist mit dem Verfahren der exalcten Eingangs!­
Ausgangs-Lineari.sierung möglich. Die besondere AttralctiviW dieser Methode erklärt 
sich aus der Anwendbarkeit auf eine groBe Klasse nicbtlinearer Systeme und aus der 
eleganten Möglichkeit, Anforderungen an die RegelgOte durch den Entwurflinearer Regler 
zu crfQlIcn. Eine vollstlndigc Lincarisicrung des FlA-Vcrhaltens ist in der Praxis oft 
nicht notwendig und z. T. auch nicht crwIlnschL Die Entwicklung von Verfahren zur 
nlherungsweisen Linearisierung des FI A-Verhaltens ist gegenwllrtig ein Gebiet intensiver 
Forschung. 

In vicIen FIIIen ist eine exakte Unearisienmg des Zustands- oder FlA-VcrbaItens nur 
unter Inbufnahme groBer St.ellamplituden zu erreichen. Falls die benötigte Stellenergie 
nicht aufgebracht werden kann, oder dies nicht erwOnscht ist, kann durch die diskutierten 
Nlherungsverfahren ein Kompromiß zwischen Stellenelgie und Linearität erzielt werden. 

Obwohl die exalcten Uncarisierungst.echniken mit groBem Edolg an n:alen Rcgelungspro­
blemen getestet wurden, ist ihre Anwendung nicht in allen FIllen möglich und sinnvoll 
Neben ihrem Wert als praktikable Entwurfsmethode, stellt die zugnmdeliegende Theo­
rie zusDtzUcb einen wichtigen Schritt auf dem Weg zur Entwicklung einer allgemeinen 
Regelungstheorie nichtlinearer Systeme dar. 

Anhang 

Definition: Die Ableitung einer sblaren zustandsabhJlngigen Funlction l(x) entlang ei­
ner ZUSWUlsabhllngigen Vcitorliznition r(x)4 wird Ue-Ablcitung genannt und ist dcßniert 
als 

(60) 
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Die Lic-Ablcitung L/~(x) ist wieder eine skalare Größe. Dcmmfolge kann dieser 00-
fcrentialoperator wiederholt angewandt werden: beispiclsweisc kann zuerst entlang einer 
Vckt.orfunktion fex) und anschließend entlang einc:l' Vckt.orfunktion g(x) abgeleitet wer­
den 

8(L/~) 
L,L/l(x) = 8x g(x) • (61) 

Die mehrfache Ableitung entlang derselben Funktion fex) ist natUr1ich ebenfalls möglich 
und wird in der Notation durch einen hochgestellten Index ausgedrUckt: 

(62) 

Deflnltion: Die Lie-Klammer zweier VcritoJ1bniDoncn f(x) und g( x) ist definiert durch 

8g 8f 
[t,g] = 8xt - 8xg • (63) 

Die Lie-Klammer [C,g] wird oft auch als ad/S geschrieben. Das Ergebnis der Lie­
Klammer-Operation ist wieder eine Vektorfunktion. Folglich ist eine sukzessive Anwen­
dung möglich. Dies wird durch die folgende Standardnotation ausgedrUckt: 

ad'g = U,ad,-t g] • 

Zusltzlich wird vereinbart, daß ~ g = g gilt. 
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