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Nichtlinearer Reglerentwurf auf der Grundlage exakter
Linearisierungstechniken

Nonlinear Controller Design by Exact Linearization Techniques

Dipl.-Ing. F. Allgdwer VDI und Prof, Dr.-Ing. E. D. Gilles VDI, Stuttgart

Zusammenfassung

Dem nichtlinearen Reglerentwurf mittels exakter Linearisierung liegt eine Zweischritt-
Philosophie zugrunde: zuerst wird dic nichtlineare Regelstrecke durch eine nichtlineare
Ruckfithrung exakt in ein lineares System iberfithrt. Das exakt linearisierte System kann
im zweiten Schritt mit lincaren Reglerentwurfsverfahren so geregelt werden, daB Stabilitit
und gutes Regelverhalten erreicht werden.

In diesem Obersichtsbeitrag wird eine Einfthrung und ein Uberblick tiber das Gebiet der
exakten Linearisierung gegeben. Anhand von Beispielen werden die Vorteile und Grenzen
der Verfahren diskutiert.

1. Einleitung

Nichtlinearitiiten spiclen ecine zentrale Rolle fiir das dynamische Verhalten vieler tech-
nischer Systeme. Dennoch werden modellbasierte Regler zumeist auf der Grundlage
vereinfachter lincarer Modelle ausgelegt, die nur in der unmittelbaren Umgebung des
Arbeitspunktes ausreichende Genauigkeit besitzen. Die Folge davon sind in vielen Fillen
ein nicht pritdizierbares dynamisches Regelverhalten, schlechte Regelglite bei Strungen
und Sollwertéinderungen und Stabilititsprobleme. In den letzten Jahren wurden deswegen
Methoden zum Entwurf von Reglern auf der Basis von nichtlinearen Modellen entwickelt
(siche z.B. /53, 20, 31, 43/). Der Nachteil der meisten Verfahren ist ein hoher Entwurfsauf-
wand. Um zu einem Regler mit den gewlinschten Eigenschaften zu kommen muB dieser
Aufwand meist iterativ wiederholt werden. Der Entwurf nichtlinearer Regler ist damit in
viclen Fillen zu aufwendig, um als Alternative zu linearen (robusten) Reglerentwiirfen
dienen zu kbnnen.

In diesem Artikel soll eine Einfuhrung und ein Uberblick iiber den Entwurf nichtlinearer
Regler auf der Grundlage der Methode der exakten Linearisierung gegeben werden. Im
Gegensatz zur {iblichen Arbeitspunktlinearisierung, bei der Terme htherer Ordnung in der
Taylor-Reihenentwicklung vernachlissigt werden, wird bei der exakten Linearisierung
kein Approximationsfehler gemacht. Das nichtlineare System wird mittels einer nichtli-
nearen Koordinatentransformation und eines nichtlinearen Rilckfithrgesetzes exakt in ein
lineares System {iberfuthrt, Fiir dieses exakt lineare System kann dann, in einem zweiten
Schritt, ein linearer Regler mit den bekannten Methoden der linearen Regelungstheorie
entworfen werden, so daB Stabilitiit und Anforderungen an die Regelgtite erfilllt werden.
Ein groBer Entwurfsaufwand ist nur fiir den exsten Schritt, dic exakte Linearisierung, not-
wendig. Dieser Schritt muB bei jedem Entwurf nur einmal durchgefithrt werden. Die zum
Erreichen der gewlinschten Regelgiite aotwendigen Iterationen betreffen nur den zweiten
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Schritt, die Auslegung eines geeigneten linearen Reglers. Dadurch ist der Gesamtauf-
wand bei der exakten Linearisierung im allgemeinen kleiner als bei anderen nichtlinearen
Reglerentwurfsverfahren,

Das der Entwicklung der exakten Linearisierungstechniken zugrunde liegende mathema-
tische Werkzeug ist in erster Linie die Differentialgeometrie. Aus diesem Grunde wird die
exakte Linearisierung zur nichtlinearen geometrischen Regelungstheorie gerechnet, die
cine Erweiterung der lincaren geometrischen Regelungstheorie (z.B. /61/) auf nichtlineare
Systeme darstellt. Die meisten Vertffentlichungen zur Theorie der exakten Linearisierung
sind in der Sprache der Differentialgeometrie verfaBt, dic eine genaue und elegante Darstel-
lung der mathematischen Sachverhalte mit abstrakten Begriffen, wiec Mannigfaltigkeiten
und Distributionen, erlaubt. Da die meisten Ingenieure tiber keine vertieften Kenntnisse
in Differentialgeometric verfiigen, soll in dieser Arbeit ginzlich auf eine geometrische
Argumentation und Ausdrucksweise verzichtet werden, Wir wollen in diesem Artikel den
Schwerpunkt nicht auf die penible Wiedergabe mdglichst vieler mathematischer Sitze
legen. Stattdessen wollen wir versuchen, dem Leser in einer verstindlichen Sprache die
zugrunde liegenden Ideen und die Entwurfsphilosophie der exakten Linearisicrung nahe-
zubringen und eine Einschitzung der Methoden vorzunchmen.

Im Rahmen dieses Aufsatzes werden wir uns, aus Griinden der klaren Darstellung, zu-
meist auf EingriBensysteme, also Systeme mit einem Eingang und cinem Ausgang, be-
schriinkert. Die Theorie 148t sich vollstindig auf MchrgriBensysteme tibertragen. Dies
werden wir bei der Diskussion der Ergebnisse beriicksichtigen. Um diesen Sachverhalt zu
unterstreichen, werden die zur Veranschaulichung der Theorie gewihlten Bc:spxclc zum
Teil Mehrgrdensysteme sein.

Prinzipicll werden zwei Arten von exakter Linearisierung unterschieden: die exakte
Zustands-Linearisicrung und die exakte Eingangs/Ausgangs-Linearisicrung, oft auch
nur Eingangs/Ausgangs-Linearisierung genannt. Bei der exakten Zustands-Linearisierung
wird ein nichtlineares System

x = f(x) + g(x)u (1)
mit Zustand x € R" und Eingang u € R, in ¢in lineares System gleicher Ordnung, aber

mit einem neuen Eingang v
i=Az+bv , (2)

iiberflihrt. Die Theoric der exakten Linearisierung setzt voraus, daB der Eingang u affin,
d.h. linear, in die rechte Seite der nichtlincaren Differentialgleichung (1) eingeht. Falls
das zu regelnde System in allgemeiner nichtlinearer Form

x = f(x,u) (3)

vorliegt, kann es durch eine zusitzliche Integration des Eingangs (& = w) in ein System
mit (neuem) affinem Eingang w iberfithrt werden

()l
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Bei der exakten Zustands-Linearisierung wird der EinfluB des Eingangs auf die Zustiinde li-
nearisiert. Bei der exakten Eingangs/Ausgangs-Linearisierung (E/A-Linearisierung) wird
ein nichtlineares System mit Ausgang y

f(x) + g(x)u
;2 g

in ein System Uiberfuthrt, das lineares Eingangs/Ausgangs- Verhalten zeigt. Im Frequenzbe-
reich besteht also zwischen dem Laplace-transformierten Ein- bzw. Ausgang cin linearer
Zusammenhang tiber die Ubertragungsfunktion G(s)

¥(s) = G(s)v(s) . (6)

Es wird nur lineares Eingangs/Ausgangs-Verhalten gefordert. Der EinfluB des Eingangs
auf die Zustiinde darf weiterhin nichtlinear sein.

GemiB der Unterscheidung in exakte Zustands- und E/A-Linearisierung ist dieser Beitrag
in zwei Teile gegliedert. Zuerst wird das Prinzip der exakten Zustands-Linearisierung
erlifutert und diskutiert. Die Vorgehensweise wird an dem, in diesem Tagungsband vor-
gestellten Testbeispicl Rithrkesselreaktor /42/, veranschaulicht und die Grenzen des Ver-
fahrens werden anhand dieser Anwendung aufgezeigt. Uber unterschiedliche N#herungs-
verfahren zur Zustands-Linearisierung wird ein Uberblick gegeben. Im zweiten Teil wer-
den Vorgehensweise und Grundlagen der exakten E/A-Linearisicrung vorgestellt, Am
Beispiel der Regelung einer Zweistoffdestillationskolonne werden Vor- und Nachtei-
le des Verfahrens erliutert. AbschlieBend wird ein Uberblick tiber Niherungsverfahren
zur B/A-Linearisiecrung gegeben. Im Anhang werden zwei Differentialoperatoren, die
Lie-Ableitung und die Lie-Klammer, definiert, die eine wesentliche Kompaktierung der
Schreibweise erlauben.

2. Reglerentwurf mittels exakter Zustands-Linearisierung

Das Hauptziel beim Reglerentwurf durch exakte Zustands-Linearisierung ist die Sta-
bilisierung des nichtlinearen Systems (1) in einer ausreichend groBen Umgebung des
Arbeitspunktes. Die Untersuchung der Stabilititseigenschaften und der Entwurf stabili-
sierender Regler fiir nichtlineare Systeme ist im allgemeinen keine einfache Aufgabe.
Wenn allerdings System (1) in einem ersten Schritt durch exakte Zustands-Linearisierung
in ein lineares System (2) {iberfithrt wird kann Stabilitit einfach durch eine lineare Zu-
standsriickfithrung

v=-kTz (7)

erreicht werden. Die Rilckfithrverstirkung k kann zum Beispiel mittels Verfahren zur
Polvorgabe bestimmt werden.
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2.1. Prinzip der exakten Zustands-Linearisierung

Es ist eine wohlbekannte Tatsache, da manche Nichtlinearititen ihren Ursprung in einer
ungilnstigen Wahl des Koordinatensystems haben. So kénnen zum Beispiel viele rotato-
rische Bewegungen in Polarkoordinaten durch ein lineares Differentialgleichungssystem
beschricben werden. Wenn die gleiche dynamische Bewegung in kartesischen Koordi-
naten beschricben wird, erhiilt man hochgradig nichtlineare Gleichungen. Diejenigen
Koordinaten zu identifizieren, die eine Beschreibung durch lincare Differentialgleichun-
gen crlauben, ist allerdings im allgemeinen eine nichttriviale Aufgabe. In den wenigsten
Fillen werden solche Koordinaten tiberhaupt existieren. Falls das nichtlineare System (1)
durch cine nichtlineare glatte und invertierbare Koordinatentransformation!

s=T(x); x=T"(a) (8)

in ein lineares System (2) iiberfuthrt werden kann, heiBen die beiden Systeme zustands#qui-
valent. Bedingungen, unter denen eine solche Transformation existiert und wie man diese
berechnet, wurden zuerst in /45/ angegeben. Wie man vermuten kann, existiert allerdings
fast nie eine solche linearisierende Transformation. Man kann die Klasse der linearisierba-
ren Systeme wesentlich vergr8ern, wenn man auBer der Koordinatentransformation (8)
noch ein nichtlineares statisches Rilckflihrgesetz

u = a(s) + A(z) ©)

zuliBt. Dieses Riickfithrgesetz bestcht aus einem reinen Feedback-Anteil a(s) und ei-
nem Term S(z)v, der cine Art Eingangstransformation darstellt. Wenn das nichtlineare
System (1) durch eine Transformation (8) und ein Riickfilhrgesetz (9) in ein lineares Sy-
stem (2) mit neuem Eingang v Uiberfilhrt werden kann, heiit System (1) rtickfithr- oder
feedback-fiquivalent zum linearen System (2). Die Linearisierung mittels Rickfithrung
und Transformation wird als exakte Zustands-Linearisierung bezeichnet. Bedingungen,
unter welchen ein nichtlineares System feedback-#quivalent zu einem lincaren ist, und
cine Vorgehensweise wie die linearisierende Transformation und Riickfilhrgesetz berech-
net werden ktnnen, wurden in allgemeinster Form zuerst unabhiingig voneinander in /33/
und /38/ angegeben. Dic exakte Linearisierung wird in zwei Schritten erreicht: zuerst wird
System (1) in nichtlineare Regelungsnormalform /44, 63/

Z
2

73
3
Zn = q(s)+5(z)u
transformiert. Diese Normalform zeichnet sich dadurch aus, daB die ersten (n-1) Koor-
dinaten in Form einer Integratorkette zusammenh#ingen und Nichtlinearitiiten nur in der

n-ten Koordinate auftreten. Die Nichtlinearitiiten in System (10) kdnnen dann in einem
zweiten Schritt durch die Rickfithrung

u=6—(1’—)(—7(z)+v) (11)

(10)

u see "

1. Eine solche Transformation wird als Diffeomorphismus bezeichnet.
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kompensiert werden. Das exakt linearisierte System liegt anschlicBend in Brunovsky-
Form /6/

Z =
n =
: (12)
Zn = v

vor. Durch ein lineares Riickfilhrgesetz der Form (7) ktinnen die Pole von (12) beliebig
festgelegt werden. Der folgende Satz /33/ gibt Bedingungen, unter denen ein nichtlineares
System in Brunovsky-Form tiberfithrt werden kann.

Satz (exakte Zustands-Linearisierung):
Genau dann, wenn

() rang [g(x),ad} g(x),...,ad} ' g(x)] = n
(ii) die Menge {g(x),ad} g(x),...,ad}? g(x) } involutiv ist
kann das nichtlineare System (1) durch die Koordinatentransformation

Ti(x)
z=| LAix) (13)
L?“lTl(X)
in nichtlincare Regelungsnormalform (10) Uberfithrt werden. Die Funktion Ty(x) ist da-
bei die Losung des linearen homogenen partiellen Differentialgleichungssystems erster
Ordnung
L,Tl(X) = 0
L.dl’ 'Tl (x)

[
o

: (14)
Lﬁ;-a ,T,(x) =0

Das statische Riickfithrgesetz

kompensiert die Nichtlinearititen und Uberfithrt System (10) in Brunovsky-Form (12),

Die Differentialoperatoren L und ad beschreiben die Lie-Ableitung, bzw. Lie-Klammer-
Operation, und sind im Anhang definiert. Bedingung (ii) bedeutet, daB die Lie-Klammer
von je zwei beliebigen Elementen der Menge, cine Lincarkombination der Elemente der
betrachteten Menge selbst sein muB:

[ad; g(x),ad} g(x)] = 3 au(x)adfg(x) furjedes i,j . (16)

I=1
Neben den notwendigen und hinreichenden Bedingungen, unter denen cin nichtlinea-
res System exakt zustandslinearisiert werden kann, gibt dieser Satz eine Berechnungs-
vorschrift fiir die linearisierende Transformation und Riickfiihrung: um die nichtlincare
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Koordinatentransformation zu berechnen, muB8 ein System von n linearen homogenen
particllen Differentialgleichungen (PDGLn) erster Ordnung analytisch geltst werden.
Obwohl die Gleichungen, zum Beispiel mit dem Charakteristikenverfahren, theoretisch
geltst werden kdnnen, ist es dennoch in den meisten Fillen nicht mdéglich oder zu auf-
wendig eine Losung zu finden. Die Lsbarkeit der PDGLn (14) ist durch Bedingungen
(i) und (ii) garantiert. Speziell die Involutivitiitsbedingung ist schr restriktiv. Nur eine
kleine Klasse von dynamischen System kann demzufolge exakt zustandslinearisiert wer-
den. Die Uberpritfung der beiden Bedingungen und die Ldsung der PDGLn wird man
im allgemeinen rechnergestiitzt, mit Hilfe sogenannter Computer-Algebra-Systeme, wie
z.B. Macsyma oder Maple, durchftthren (z.B. /16, 5, 55/).

2.2. Regelung eines Rilhrkesselreaktors mittels exakter Zustands-Linearisierung

Am Beispiel der Regelung des in diesem Tagungsband beschriebenen Rithrkesselreaktors
zur Cyclopentenol-Synthese /42/, soll ein Gefithl fiir die Einschriinkungen durch Bedin-
gungen (i) und (ii) und fiir den notwendigen Aufwand zur Reglerberechnung vermittelt
werden. Der Rithrkesselreaktor wird durch ein nichtlineares System von vier Differenti-
algleichungen beschrieben. Als StellgrdBen stehen die Raumgeschwindigkeit 3~ und die
Kuhlleistung Qx zur Verfugung. Der Ruhrkesselreaktor ist folglich ein MchrgriBensy-
stem. Die Berechnung von Lie-Ableitungen und Lie-Klammermn mit Hilfe von Computer-
Algebra-Systemen ist prinzipicll kein Problem. Die Berechnung der zustandsabh#ingigen
4x4 Matrix in Bedingung (i) und die Berechnung der Menge in Bedingung (ii) ist deshalb
problemlos. Die Untersuchung der Rang- und der Involutivititsbedingung in der fur das
dynamische Verhalten relevanten Umgebung des Arbeitspunktes ist hingegen wesentlich
aufwendiger. Im Falle des vollstiindigen Rihrkesselreaktormodells, ist eine Untersuchung
auf Involutivitiit mit verniinftigem Rechenaufwand, auch nicht unter Zuhilfenahme von
Computer-Algebra-Systemen, mglich. Daraus kann man bereits auf die Hoffnungslosig-
keit schlieBen, eine Losung des PDGL-Systems (14) zu berechnen. Dies ist durchaus als
typisch fiir ein nichtlineares System vierter oder hsherer Ordnung anzuschen. Im Falle des
Rithrkesselreaktors kann jedoch durch eine schnelle unterlagerte Temperaturregelung iiber
die Kihlleistung erreicht werden, daB die Reaktortemperatur im gesamten Arbeitsbereich
des Reaktors praktisch konstant gehalten wird. Auf diese Weise kann die wesentliche
Konzentrationsdynamik auf ein nichtlineares System zweiter Ordnung

. 14
e = 3 (cao — ca) — kica — ks, (17)
(3
. 14
épg = —ycpt kica — kep (18)
R

reduziert werden (siche z.B. /15/). Fir Systeme zweiter Ordnung ist die Involutivititsbe-
dingung praktisch immer erfiillt und die L8sung der PDGLn (14) kann nun leicht zu

Ty(x) = cAo”f = (19)

berechnet werden.
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23. Einschiitzung der exakten Zustands-Linearisierung

Wic bereits aus der obigen Diskussion folgt, ist cine exakte Zustands-Lincarisierung nur
in den wenigsten Fifllen mglich. Spezicll die Involutivititsbedingung ist nur filr eine sehr
kleine Klasse von Systemen erfiillt. Selbst wenn flir eine Anwendung die Bedingungen
erfilllt sind, ist es im allgemeinen fiir Systeme der Ordnung vier und hdher extrem aufwen-
dig, oder sogar unmdtglich, eine analytische Lisung zu finden. Die Unterstiitzung durch
Computer-Algebra-Systeme ist dabei zumeist unverzichtbar. In Spezialfillen knnen auch
Systeme htherer Ordnung exakt zustands-linearisiert werden (z.B. /22/). Die Transforma-
tionsbezichungen und das Rilckfithrgesetz werden dann aber zumeist extrem komplex.
Die Implementierung der Riickfithrgleichungen kann leicht (wie in /22/) mehrere tausend
Seiten Computercode erfordern.

Das statische Ritickfuhrgesetz (15) setzt die MeBbarkeit des gesamten Zustands voraus.
Nur in wenigen Fillen wird dies mdglich sein, so daB im allgemeinen ein Beobachter
zur Rekonstruktion der Zustinde eingesetzt werden muB. Die Berechnung von Beobach-
tern fiir nichtlineare Systeme ist ein nichttriviales Problem, und aus der Stabilitiit von
Zustandsriickfilhrung und Beobachter kann fiir nichtlineare Systeme auch nicht auf die
Stabilitit des Gesamtsystems geschlossen werden.

Fur praktische Anwendungen nichtlinearer Reglerentwurfstechniken sind Robustheits-
eigenschaften von zentraler Bedeutung. Im allgemeinen kann bei Vorhandensein von
Modellunsicherheiten, zum Beispiel in Form unsicherer Parameter, keine Garantie dafiir
gegeben werden, daB das exakt zustands-linearisierte fehlerhafte System zumindest nihe-
rungsweise linear ist. Auch robuste Stabilitiit kann im allgemeinen nicht garantiert werden.
Flir bestimmte Fehlerklassen knnen zum Teil Stabilit#tsaussagen gemacht werden. In /10/
wird z.B. ein linearer Reglerentwurf fiir das exakt linearisierte System vorgeschlagen, der
Stabilitiit trotz normbeschriinkter Modellfchler garantiert. ;

Um die Darstellung kompakt zu halten, wurde die exakte Zustands-Linearisierung nur fir
EingriBensysteme vorgestellt. Die Theorie ist leicht auf Systeme mit mehreren Eingiingen
zu {ibertragen /35, 51, 57/. Im Falle von MchrgrBensystemen kann durch zustitzliche
dynamische Anteile im linearisierenden Rilckfiihrgesetz die Klasse der linearisierbaren
Systeme vergroBert werden /34/.

In viclen praktischen Fiillen ist man auBer an der Stabilitlit des Regelsystems, zusiitzlich
am Regelverhalten ausgewihlter RegelgriBen interessiert. Am Beispiel der Regelung des
Ruhrkesselreaktors ist spezicll das dynamische Verhalten der Konzentration von Cyclo-
pentenol von Bedeutung. Im transformierten Koordinatensystem ist die interessierende
RegelgriiBe i.a. eine nichtlineare Funktion der transformierten Zustlinde. Deshalb ist der
Entwurf von Reglern, die eine gewlinschte Regelgiite garantieren, trotz der Linearitiit der
Zustiinde nicht einfach.

Zusammenfassend kommt der exakten Zustands-Linearisierung, wegen der restriktiven
Voraussetzungen flir ihre Anwendbarkeit und dem hohen Aufwand zur Berechnung der
Transformation und des Riickfilhrgesetzes, keine groBe praktische Bedeutung zu. Die
im allgemeinen hohe Komplexitiit des Rilckfithrgesetzes und das beschriinkte Ziel der
ausschlieBlichen Stabilisierung des Systems sind weitere Nachteile dieses Verfahrens. Die
theoretische Bedeutung der exakten Zustands-Lincarisierung sollte aber nicht unterschi{tzt
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werden. So erlaubt dic zugrundelicgende Theorie z.B. eine Klassifizicrung nichtlincarer
Systeme und hat zur Definition wichtiger Systemeigenschaften filr nichtlineare Systeme
gefuihrt,

24. Niherungsverfahren zur Zustands-Linearisierung

In den vergangenen Jahren wurden N#herungsverfahren zur Zustands-Linearisierung vor-
geschlagen, die die Praktikabilitiit dieser Methode erhthen sollen. Durch die Aufga-
be des Exaktheitsanspruches soll in erster Linie diec Klasse der linearisierbaren Syste-
me vergriBert werden. Zusitzlich wird eine Vereinfachung der Reglerberechnung ange-
strebt. Uber vier Verfahren zur niherungsweisen Zustands-Linearisierung, die Poincaré-
Linearisierung, Extended Lincarization?, Pseudo-Linearisierung und diec Uniform System
Approximation?, wird im folgenden ein Uberblick gegeben.

Poincaré-Linearisierung

Die Poincaré-Linearisicrung geht auf /46/ zuriick. Der Namen wurde dem Verfahren in
Anlehnung an Arbeiten von H. Poincaré gegeben, der sich zu Beginn dieses Jahrhunderts
mit Normalformen fir dynamische Systeme beschiftigt hat. Bei der exakten Zustands-
Linearisierung werden die Nichtlinearititen vollstindig kompensiert. Wenn man sich das
System als in ciner Taylor-Reihe entwickelt vorstellt, werden folglich alle nichtlinea-
ren Terme ab dem quadratischen Glied durch Transformation und Riickfithrung zu null
gemacht. Bei der Poincaré-Linearisierung werden dagegen nicht alle Terme hherer Ord-
nung kompeasiert, sondern nur die ersten nichtlincaren Glieder der Taylor-Reihe. Die
Arbeiten zn diesem Gebiet (z.B. /48, 41, 47/) beschriinken sich darauf, die quadratischen
und kubischen Terme zu kompensieren,

Wir betrachten System (1), das in einer Taylorreihe entwickelt wird

% = Ax + bu + f8(x) + gll(x) - u + OPH(x,u) . (20)

Die Entwicklung wird nach dem Glied zweiter oder dritter Ordnung abgebrochen, je nach-
dem, ob eine Kompensation der quadratischen oder auch der kubischen Terme erreicht
werden soll. Die in Klammern hochgestellten Indices geben die Ordnung der entsprechen-
den Terme an. So ist zB. der Ausdruck f#)(x) eine quadratische Form

fPl(x) =xTPx . (21)
Im ersten Schritt wird auf der Basis des Systems (A, b) ein lincarer Regler
u=-kT.x (22)

entworfen, sodaB der um den Arbeitspunkt linearisierte geschlossene Kreis mit F= A — bkT
die gewilnschten Eigenschaften besitzt. In den weiteren Schritten werden sukzessive die
Terme zweiter bzw. dritter Ordnung kompensiert. Dazu wird das System durch die Trans-

formation
5 = x — ¢P(x) (23)

2. Fur “Extended Linearization™ und “Uniform System Approximation™ haben sich keine deutschen Be-
griffe durchgesetzt.
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in ein System tiberfilhrt, dessen linearer Anteil durch die spezielle Form von (23) un-
veriindert bleibt. Die quadratische Funktion ¢?(x) wird dabei so gewhit, daB das trans-
formierte System Regelungsnormalform besitzt, wenn nur Terme zweiter Ordnung beriick-
sichtigt werden. Man kann einfach zeigen, daB mit einem Riickfuhrgesetz der Form

g = bn” I ‘-Ym(x)
= ——F——b" Fa 5[1](1) )

die nichtlincaren Terme zweiter Ordnung kompensiert werden, ohne den linearen Anteil zu
veriindern. Dabei ist b, die n-te Komponente des Eingangsvektors b, Transformation (23)
und Riickfithrung (24) fithren folglich auf ein System ohne Nichtlinearitiiten zweiter
Ordnung

(24)

71 = Fz; + bv 4+ OPt(z;,v) . (25)
Falls gewiinscht, kann dieses System in einem weiteren Schritt durch eine Transformation
2 = 21 — ¢(z1) (26)

und ein entsprechendes Rilckfithrgesetz in ein System ohne quadratische und ohne ku-
bische Terme tiberfithrt werden. Diese Vorgehensweise LiBt sich bis zur gewlinschten
Genauigkeit fortfithren.

Dic exakte Zustands-Linearisierung ist in einem gewissen Sinn ein globales Resultat.
Bei der Poincaré-Linearisicrung betrachtet man die Taylorreihe um einen Arbeitspunkt.
Die Lincarisierung ist also zwangsliufig lokaler Natur und nur in der Umgebung dieses
Arbeitspunktes giiltig. Bei Anderungen der FthrungsgrtiBe oder bei Sttrungen, die das
System weit aus seinem Arbeitspunkt auslenken, kann man keine niherungsweise Linea-
risierung des dynamischen Verhaltens erwarten.

Die Bedingungen, unter denen eine niherungsweise Linearisierung durch Kompensation
von Gliedern htherer Ordnung mdglich ist, sind wesentlich weniger restriktiv als bei der
exakten Linearisierung. Die Rang- und Involutivititsbedingungen der exakten Linearisie-
rung miissen nur ntherungsweise erfitllt sein, d.h. nur fiir Terme in der Taylor-Entwicklung
bis zu der Ordnung, die kompensiert werden soll. Fiir das vollstindige Rithrkesselreak-
tormodell vierter Ordnung, filr das die Bedingungen zur exakten Linearisierung nicht
mehr einfach tiberpriift werden konnten, ist eine niherungsweise Linearisierung zweiter
bzw. dritter Ordnung muglich. Falls die Rang- und Involutivititsbedingungen auch nihe-
rungsweise nicht erfiilit sind, kann trotzdem eine niherungsweise linearisierende Lsung
gefunden werden, die das Problem (im Sinne einer bestimmten Metrik) bestmaglich 18st
147/.

Die Berechnung der Transformationen (23), (26) usw. und der Ritickfithrungen (24) usw. ist
unkompliziert. Da fur alle Terme ¢%(x), usw. die Struktur vorgegeben ist, missen nur dic
Polynom-Koeffizienten berechnet werden, AuBler der Berechnung der Taylor-Reihe wer-
den nur algebraische Operationen bendtigt, die mit numerischen Programmen schnell und
zuverliissig ausgefithrt werden knnen. Von Krener und Mitarbeitern wurde ein Programm
auf der Basis von MATLAB entwickelt /47/, das diese Berechnungen bis zur Kompensati-
on von Gliedern dritter Ordnung durchfithrt. Der Aufwand filr Approximationen htherer
Ordnung steigt kombinatorisch mit der Zahl der Polynomkoeffizienten in ¢, 3, § usw. Den
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Autoren ist keine Anwendung mit Nitherungen htherer als dritter Ordnung bekannt.

Eine groBe Stiirke der Poincaré-Lincarisierung ist, daB der Zustand des kompensierten
Systems in linearer N#herung mit dem physikalischen Zustand des Originalsystems (iber-
einstimmt. Dadurch kann das kompensierte System ebenfalls physikalisch interpretiert
werden,

Fiir Systeme mit gleichbleibendem Arbeitspunkt bictet dic Poincaré-Linearisicrung cine
attraktive Alternative zur exakten Linearisierung. Durch Kompensation von quadrati-
schen, kubischen usw. Termen ist eine wesentliche Verbesserung des Regelverhaltens
gegenilber rein lincaren Entwlirfen zu beobachten, ohne daB die einschriinkenden Bedin-
gungen der exakten Linearisierung erfiillt sein milssen.

Extended Linearization

Durch Veriinderung des stationiiren Eingangs u, veriindert sich diec Ruhelage des Systems.
Fir ein nichtlineares System ist i.a. dic Arbeitspunktlinearisierung um jede dieser Ruhe-
lagen verschieden. Bei der Extended Linearization /4, 56/ wird das nichtlineare System
so geregelt, daB dic Arbeitspunktlinearisicrung um jede, durch Variation des stationéiren
Eingangs, errcichbare Ruhelage, diesclben Pole ergibt. Die charakteristische Gleichung
des Systems ist demnach unabhiingig vom gewithlten Arbeitspunkt. In der Umgebung
jeder moglicher Ruhelage ergibt sich demzufolge ein durch dieselben Pole bestimmtes
dynamisches Verhalten.

Die Berechnung des Regelgesetzes erfordert die Parametrisierung aller mdglicher Ru-
helagen. Ublicherweise werden die Ruhelagen als Funktion des stationfiren Eingangs u,
berechnet. Aus
0 = f(x,) + g(x.) - u, (27)
ergibt sich )
x, =f(u,) . (28)
Die Arbeitspunktlinearisierung des nichtlinearen Systems um jede Ruhelage wird in ana-
loger Weise mit x = x, + Ax usw. parametrisiert
ax = A(u,)ax + b(u,)a . (29)

Mit Hilfe der Ackermann-Formel, oder anderer Polvorgabeverfahren, kann dann ein li-
neares Rickfithrgesetz

tu = —q"(u,) - Ax (30)
berechnet werden, fiir das die Pole des so geschlossenen linearisierten Kreises vorgegebene
Werte annehmen

det (AI — A(w,) + b(u.)qT(u.)) =Nt A etae . (31)

Die Rockfuhrverstirkung q(u,) st natirlich abhiingig von x,. Durch Integration kann
cin nichtlineares Rilckfithrgesetz k(x) gefunden werden, dessen Linearisierung um jeden
Arbeitspunkt gerade der Ruckfuhrverstirkung q(u,) entspricht

kT (x) = 6Tl .
x x'ﬂ"c) ( .) (32)
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Man berechnet also eine Art kontinuierliches gain-scheduling Regelgesetz. Baumann und
Rugh /4/ haben gezeigt, daB die Integration von (32) genau dann mdglich ist, wenn das
linearisierte System (29) fiir alle Ruhelagen, d.h. fiir alle Parameterwerte u,, steuerbar
ist. Diese Bedingung stellt keine gro8e Einschriinkung dar. Die stirkste Einschrinkung
der praktischen Anwendbarkeit ergibt sich durch die notwendige Parametrisicrung der
Ruhelagen. Nur in wenigen Fitllen wird die Funktion f in (28) berechnet werden knnen.
Fiir den Rithrkesselreaktor vierter Ordnung ist dies wegen der in den Differentialgleichun-
gen auftretenden Exponentialfunktionen nicht mtglich. Allerdings kann in vielen Fillen
die Parametrisierung flir die interessierende Betriebsumgebung ntherungsweise berechnet
werden. Im Beispicel Rithrkesselreaktor ist cine lincare Approximation der Exponential-
funktion ausreichend. Eine Parametrisierung durch die Temperatur T im Reaktor, anstelle
des stationiiren Eingangs u,, ist ebenfalls denkbar. Die weiteren Berechnungen, also die
Ldsung des Polvorgabeproblems und die Integration von (32), sind zwar aufwendig aber
zumeist unkritisch. In /4/ wird zur Vereinfachung der Berechnungen ein N#herungsver-
fahren auf Grundlage der Taylor-Entwicklung vorgeschlagen.

Das Ziel der Extended Linearization ist wesentlich weniger ambitioniert als das derexakten
Linearisierung oder auch anderer N#herungsverfahren: durch Vorgabe der Pole kann das
dynamische Verhalten des geschlossenen Kreises nur in beschriinktem Umfang geformt
werden. Die Pole des linearisierten Systems sind auch nur dann aussagekriftig, wenn
sich das Sytem in der Umgebung einer (wenn auch beliebigen) Ruhelage befindet und
wenn die dynamischen Ubergtinge zwischen unterschiedlichen Ruhelagen langsam genug
erfolgen, Die Stabilitit des geschlossenen Kreises sollte stets getrennt untersucht werden.
Der Vorteil gegentiber der Poincaré-Linearisierung, die nur Aussagen in der Umgebung
cines Arbeitspunktes zuliBt, ist die globalere Betrachtungsweise.

Pseudolinearisierung

Die Pseudo-Linearisierung, die unabhfingig zur Extended Linecarization von Champetier,
Reboulet und Mitarbeitern /54, 12, 60/ entwickelt wurde, ist vom Prinzip her eine Verall-
gemeinerung der Extended Linearization. Das zu berechnende Riickfithrgesetz soll nicht
nur bewirken, daB die Pole des um jede Ruhelage linearisierten Systems immer dieselben
sind, sondern das lincarisierte System selbst soll das gleiche sein. Anders als bei der
Extended Linearization wird das Ziel durch cine nichtlineare Koordinatentransformati-
on und ein nichtlineares Riickfithrgesetz erreicht. Im ersten Schritt muB auch hier eine
Parametrisierung der Ruhelagen, z.B. analog (28), berechnet werden. Die Transformation

s = T(x) (33)
und das kompensierende Rilckfithrgesetz
v = Thi(x,u) (34)
werden hier durch Integration der Vektor-Funktionen a; berechnet
dT|, = . (35)

Die Funktion a; ist L8sung des linearen Gleichungssystems

of Tl §l eyl (36)
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fur jede Ruhelage. Das Paar (A, b) ist dabei analog (29) definiert. Die weiteren Funktio-
nen a; werden sukzessive aus

o = af +A"! i=2,...n (37)
any1 = al-[A b] (38)

berechnet. Transformation (33) iiberfilthrt das nichtlineare System in eine Form, deren
Linearisierung, unabhiingig vom Arbeitspunkt, Brunovsky-Form ergibt.

Gleichung (36) ist mit (n-1) Gleichungen fiir n Unbekannte unterbestimmt. Demzufolge
existieren unendlich vicle Lsungen fiir das Pscudo-Linearisicrungsproblem, Falls das
betrachtete System z.B. exakt zustandslinearisiert werden kann, gibt es eine Lisung a
von (36), dic das exakte Linearisicrungsproblem 18st. Theoretisch kann diese Freiheit
dazu genutzt werden, um z.B. ein mtglichst einfaches Regelgesetz zu finden. In der
Praxis ist jedoch in den meisten Fillen nicht offensichtlich, welche Wahl von a; zu einer
vereinfachten Berechnung oder zu einem vorteilhaften Regelgesetz fithrt.

Die Bedingungen fiir die Existenz einer pscudo-lincarisierenden Transformation und
Ritckfihrung sind wenig restriktiv. Fiir EingriBensysteme muB das Paar (A4, b) steuerbar
in der Umgebung jeder Ruhelage sein. Bei MehrgrdBensystemen milssen zusitzlich die
Steuerbarkeitsindices des linearisierten Systems (A, b) fur jeden Arbeitpunkt gleich sein.
Gegenliber der Extended Linearization kommt, zusitzlich zu den Schwierigkeiten bei der
Parametrisierung der Ruhelagen, der durch die Integration (35) bedingte Aufwand hinzu.
Die Ziclsetzung ist jedoch wesentlich anspruchsvoller, da hier die gesamte linearisierte
Dynamik, und nicht nur die Pole, betrachtet wird.

Die Pseudo-Linearisierung ist damit besonders interessant, wenn hiufige Wechsel der
Betricbsbedingungen und somit des Arbeitspunktes erfolgen. Rein lineare Entwiirfe filhren
hier in den meisten Flllen zu unbefriedigendem Verhalten. Da keine Terme htherer
Ordnung kompensiert werden, ist die Giite der Regelung i.a. nur in der Nithe eines (wenn
auch beliecbigen) Arbeitspunktes zufriedensteliend.

Uniform System Approximation

Die von Hauser /23, 24/ begriindete Uniform System Approximation verbindet Ideen der
Poincaré-Linearisiecrung und der Extended bzw. Pscudo-Linearisierung. Wie bei der Poin-
caré-Linearisierung werden Terme hoherer Ordnung des in einer Taylor-Reihe entwickel-
ten geschlossenen Kreises kompensiert. Jedoch nicht nur, wie bei der Poincaré-Lineari-
sierung, in der Umgebung einer Ruhelage; sondern in der Umgebung aller Ruhelagen.
Die nidherungsweise Linearisierung wird durch eine Transformation und ein Riickfithr-
gesetz erreicht, und zwar so, daB das kompensierte System niherungsweise linear in der
Umgebung aller Ruhelagen ist

i=Az+bv+0P(z,v) Vu, =f(x.) (39)

und zusitzlich maximale Ordnung p der Fehlerterme O%*4) garantiert wird. Falls die
Bedingungen flir exakte Linearisierung erfiillt sind, ist die L8sung der Uniform System
Approximation identisch mit der L8sung der exakten Linearisierung,
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Die Berechnung der niherungsweise linearisierenden Riickfithrung und der Transfor-
mation ist bei diesem Verfahren i.a. #hnlich aufwendig wie bei der exakten Zustands-
Linearisierung. Diec Berechnung erfordert die Ldsung eines nichtlinearen (konzentrierten)
Differentialgleichungssystems und die Inverticrung nichtlinearer algebraischer Gleichun-
gen. Zusiitzlich muB, wie bei der Extended Linearization und der Pseudo-Linearisicrung,
eine Parametrisierung der Ruhelagen gefunden werden. Theoretisch ist die Klasse der so
niherungsweise linearisierbaren Systeme maximal. In der Praxis scheitert dieser Entwurf
aber zumeist an der auch mit Hilfe von Computer-Algebra-Systemen nicht mtglichen
Berechnung. Die Uniform System Approximation ist dariiber hinaus nur fiir Systeme mit
einer skalaren EingangsgrBe moglich.

3. Reglerentwurf mittels exakter Eingangs/Ausgangs-Linearisierung

Fiir die meisten praktischen Regelprobleme ist das Regelziel nicht nur eine Stabilisicrung
der Strecke. Vielmehr hat der Anwender {iblicherweise cine relativ komplexe Vorstellung
davon, wie sich der geschlossene Kreis dynamisch verhalten soll. Mathematisch wird
dies im allgemeinen durch Anforderungen an spezielle Ausgiinge (den RegelgrtiBen)
ausgedriickt. Beim Reglerentwurf durch exakte Linearisierung des Eingangs/Ausgangs-
Verhaltens knnen solche Anforderungen an die gewilnschte Regelgtite in einfacher Weise
berlicksichtigt werden: wird zuerst das Eingangs/Ausgangs-Verhalten exakt lincarisiert,
kann mit Hilfe der sehr gut entwickelten linearen Regelungstheorie in einem zweiten
Schritt ein Regler

v(s) = —K(s)y(s) (40)
entworfen werden, der dic Anforderungen an die Regelgiite erfiillt. Sich widersprechende
Entwurfsanforderungen und die Notwendigkeit, die physikalischen Ziclsetzungen in ma-
thematische Entwurfsvorgaben zu tibersetzen, bedingen, da8 die meisten Reglerentwilrfe
iterativ erfolgen. Wenn die Regelstrecke zuerst E/A-linearisiert wird, ktnnen diese Ite-
rationen vollstdndig im Linearen durchgefithrt werden. Fiir Systeme mit linearem E/A-
Verhalten sind die Entwurfsschritte mit relativ geringem Aufwand verbunden und es
existiert eine Vielzahl von Methoden, um eine bestimmte Regelgiite zu erreichen. Der
aufwendige Lincarisierungsschritt ist nur einmal durchzufiihren. Dies stelit den groSten
Vorteil des Reglerentwurfs durch exakte E/A-Linearisierung gegenilber anderen nichtli-
nearen Verfahren dar.

3.1. Prinzip der exakten Eingangs/Ausgangs-Linearisierung

Die exakte Linearisierung des Eingangs/Ausgangs- Verhaltens dynamischer Systeme kann
mit unterschiedlichen Ansitzen erreicht werden. Neben der Linearisierung durch
Immersion /13/ und auf der Basis von Volterra-Reihen /37/, spiclt vor allem der geo-
metrische Ansatz eine zentrale Rolle /43/. Fiir eine spezielle Klasse von Systemen wird
die Methode der E/A-Linearisicrung bereits in /17/ beschrieben. In dicsem Aufsatz werden
wir uns auf die Darstellung und Diskussion des geometrischen Ansatzes beschriinken.
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Um die L8sung des exakten E/A-Linecarisiecrungsproblems angeben zu kénnen, brauchen
wir die Definition des relativen Grades eines nichtlinearen dynamischen Systems /28/.

Definition: Der relative Grad eines Systems der Farm (5) ist die kleinste natlrliche

Zahl », fiir die

_ L,L7'h(x) #0 (41)
gilt,
Diese formale Definition kann einfach interpretiert werden: Der relative Grad r ist dieje-
nige zeitliche Ableitung des Ausgangs y, die erstmals vom Eingang u explizit abhiingt:

d
3 = Lsh(x)
ety (42)
o = L)

d -

Fl" = Ljh(x)+ L, L7 'A(x)u . 3

Fiir lineare Systeme entspricht der relative Grad der Differenzordnung zwischen Nenner-
und Zihlerpolynom der Ubertragungsfunktion. Bei nichtlincaren Systemen ist der Aus-
druck (41) eine Funktion des Zustands z und muB in einer Umgebung des stationfiren
Punktes verschieden von null scin. Wean L, L}~ h(x) ungleich null in der Umgebung
des Arbeitspunktes, aber gleich null am Arbeitspunkt ist, spricht man von e¢inem nicht
waohl-definierten relativen Grad.,

Die Linearisierung des Eingangs/Ausgangs- Verhaltens ist, wie die exakte Zustands-Linca-
risierung, das Ergebnis eines Zweischrittvorgehens: zuerst wird das System auf eine Nor-
malform transformiert und im zweiten Schritt werden dann die Nichtlinearititen im E/A-
Verhalten kompensiert. Die betrachtete Normalform ist die sogenannte Bymes-Isidori-
Normalform /8/ eines Systems (5) mit relativem Grad r:

v = 5

Z = z

) = 2

i = a(z)+b(a) (44)
Zr41 = gr+1(2)

i = ga(3) .

Wie bei der Regelungsnormalform sind die ersten r Koordinaten ausschlieBlich durch Inte-
gratoren verkniipft. Der Ausgang entspricht genau der ersten Koordinate z;. Der Eingang
u beeinfluBit nur die r-te Koordinate. Die letzten (n-r)-Koordinaten sind i.a. nichtlineare
Funktionen des gesamten transformierten Zustands z. Anhand dieser Darstellung kann der
relative Grad r auch als die Anzahl der Integratoren gedeutet werden, die der Eingang u
durchlaufen muB, bevor er den Ausgang y beeinfluit. Der relative Grad r ist somit ein MaB
fir die Mindestverzgerung im E/A-Verhalten. Filr jedes nichtlineare EingriBensystem
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mit relativem Grad » existiert die Transformation auf Byrnes-Isidori-Normalform und ist

durch

h(x) ]
Lsh(x)
2= | L7 h(x) (45)
¢r+l (x)
| ¢a(x) |
gegeben. Dabei kdnnen die Funktionen ¢;(x) immer so gewihlt werden, daB die Lineari-
sierung von (45) um den Arbeitspunkt vollen Rang hat® und die Funktionen g;(z) in (44)

nicht von u abhlingen. Anhand Normalform (44) kann die Nulldynamik eines nichtlinearen
Systems definiert werden /7/.

Definition: Fir ein nichtlincares Systems (5), das in Bymes-Isidori-Normalform (44)
transformiert wurde, werden die letzten (n-r) Gleichungen der Normalform (44)

Zryl = gr-l-l(z)ll=[0.--.°#r+h-‘3‘]r
(46)

Zn

|| oee

gn (Z) Il=[°.--w°r‘l-+l ---.lu]r
als Nulldynamik bezeichnet, wenn die ersten r Koordinaten identisch gleich null sind.

Mit den ersten r Koordinaten ist auch der Ausgang identisch gleich null und die Nulldy-
namik kann folglich als nichtlineares Aquivalent der Nullstellen eines linearen Systems
gedeutet werden /39, 8/. In Analogic zur lincaren Systemtheorie heiBt ein nichtlineares
System minimalphasig, wenn es eine stabile Nulldynamik besitzt (d.h. das System (46)
stabil ist).
Aus Normalform (44) sicht man sofort, daB die Nichtlinearitiiten im E/A-Verhalten z.B.
mit Hilfe des Riickfilhrgesetzes

_ v—a(3)

b(z)

kompensiert werden knnen. Im Kreis verbleibt die nichtlineare Nulldynamik. Sie beein-
fluBt das E/A-Verhalten jedoch nicht, da sie nicht beobachtbar ist. Interne Stabilitit ist
somit nur gewihrleistet, wenn das nichtlineare System minimalphasig ist.

Satz (exakte Eingangs/Ausgangs-Linearisierung) /43/:
Wenn das nichtlineare System (5)
(i) einen wohl-definierten relativen Grad besitzt
(ii) minimalphasig ist
wird das Eingangs/Ausgangs-Verhalten von (5) durch die statische Zustandsriickfithrung
oo Yo Lph(x) | Tia Aua Ly 'A(x)
L,Ly h(x) LyLy h(x)

(47)

(48)

3. Transformation (45) ist folglich ein lokaler Diffeomorphismus.
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linearisiert. Das E/A-Verhalten wird dann durch

1
G(‘) - Br&" + Bro18™ 1 + Bia+ fo

beschrieben und das exakt linearisierte System ist genau dann stabil, wenn (49) stabil ist.

Der erste Term in (48) entspricht der Rilckfithrung (47) und Uiberfithrt, filr sich allein
genommen, das E/A-Verhalten in eine Serienschaltung von r Integratoren. Die Pole des
E/A-lincarisierten Systems kdnnen zus#tzlich iber den zweiten Term durch Wahl der
skalaren Koeffizienten 8; vorgegeben werden.

Die Ordnung von (49) ist gleich dem relativen Grad r und ist damit kleiner als die Ordnung
von (5). Dies erklirt sich durch die zus4tzlich im Kreis verbleibende nicht beobachtbare
Nulldynamik.

Bei MchrgriBensystemen muB zus#itzlich zu Bedingungen (i) und (ii) die sogenannte
Entkopplungsmatrix der betrachteten Strecke nichtsinguliir sein, um mit der angegebenen
Vorgehensweise lineares E/A-Verhalten zu erziclen /35/. Falls diese Bedingung verletzt ist,
kann unter Umsttinden durch ein dynamisches Riickfiihrgesetz Linearitit erreicht werden.

(49)

Zwischen Zustands- und E/A-Linearisierung besteht eine enge Verwandtschaft: wenn die
Ausgangsfunktion h(x) in (5) so beschaffen ist, daB der relative Grad gleich der Ordnung
des Systems ist, hat das System keine Nulldynamik. Transformation (45) ist dann identisch
mit Transformation (13) und tiberfithrt das nichtlineare System in Regelungsnormalform.
Als Alternative zur L¥sung des partiellen Differentialgleichungssystems (14) kann folglich
auch cine fiktive Ausgangsfunktion Tj(x) gesucht werden, fr die der relative Grad = der
Systemordnung n entspricht.

Falls die natiirliche Ausgangsfunktion A(x) zu einem relativen Grad fithrt, der gerade
der Systemordnung entspricht, knnen gleichzeitig das Zustands- und das E/A-Verhalten
linearisiert werden. Man spricht dann von totaler oder volistindiger exakter Lincarisierung
/32, 59/. Die Bedingungen flir totale Linearisierung sind extrem einschrinkend. Dennoch
sind einige praktische Anwendungen bekannt (z.B. /30/).

3.2. Regelung einer Destillationskolonne mittels exakter E/A-Linearisierung

Um cinen Eindruck von der Leistungsfihigkeit und vom notwendigen Aufwand fiir den
Entwurf eines Reglers mittels E/A-Linearisierung fiir eine praxisnahe Anwendung zu
geben, soll hier die Regelung einer Zweistoffdestillationskolonne untersucht werden.
In einer Zweistoffdestillationskolonne wird ein Gemisch aus zwei flissigen Stoffen in
seine Bestandteile aufgetrennt. Eine Destillationskolonne ist ein MehrgrdBensystem mit
zwei Eingiingen ¥, und 4, und zwei zu regelnden Temperaturen T und 75. Beispielhaft
betrachten wir die Trennung der beiden Alkohole Methanol und Propanol in einer Kolonne
mit 40 Btden. Die wichtigsten dynamischen Vorgiinge werden durch cin nichtlineares
Modell 42ter Ordnung gut erfaBt /3/. Die Berechnung der Lie-Ableitungen in (48) fithrt
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auf das statische Riickfithrgesetz
y = A:(z) . ((Kzsszzs — Kassz1) vy + (Kuaszis — Kisszis) vz +
(211 = 228)(Kisezis — Kuaszua)-wn) (50)
w = A—:(;-) ((tzs —zn) v + (213 — 214) 02 + (221 — 228) (214 — =n)°wi) 1)
mit
Au(z) = (213 — 214)(Kasazs — Kosazns) — (21 — 223)(Kisess — Kuszra)  (52)
und a

e = 14(1~-a)z; (53)
2, sind Zustiinde des Kolonnenmodells (die gemessen werden milssen), w; ist die stationfire
Zulaufmenge und aist die, als konstant angenommene, relative Fllichtigkeit von Methanol
und Propanol. Das Rtickfithrgesetz iberfithrt das System 42ter Ordnung in zwei entkoppel-
te (lineare) Integratoren, die das E/A-Verhalten beschreiben. Die nicht beobachtbare Null-
dynamik ist stabil und von 40ter Ordnung. Die Komplexitit der Riickfihrung (50)-(53)
ist trotz der hohen Systemordnung des Kolonnenmodells nicht sehr gro8. Dies ist cine
direkte Folge des niederen relativen Grades von eins fiir jeden der beiden Ausglinge. Nur
sechs der 42 Zustiinde werden in (50)-(53) bendtigt. Dies vereinfacht den MeBaufwand
wesentlich. Fiir das E/A-linearisierte System werden zwei dezentrale PI-Regler (Bild 1)
entworfen, um die geforderten Spezifikationen an die Regelgiite zu erfilllen.

- - - - - - - = ]

5= PI, L I - |
| | n
| | nichtlinearer Destillations- | |
| Regler Kolonne ||

. - v | uz | T
| y l
R S —————— ]

Bild 1: Regelungsstruktur fiir Destillationskolonnenregelung

Das Regelverhalten des geschlossenen Kreises bei einer sprungfrmigen ZulaufstSrung
zum Zeitpunkt ¢ = 2histin Bild 2 dargestelit. In den Simulationen wird die Kolonne durch
cin detailliertes Modell 320ter Ordnung repriisentiert. Dadurch knnen Aussagen {iber die
Robustheit der Regelung gemacht werden. Die durchgezogene Kurve in Bild 2 zeigt das
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345.0 367.0
11 344.6 12 364.4
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time(h] time[h]

Bild 2: Dynamisches Verhalten der geregelten Destillationskolonne nach einer sprungftr-
migen Stdrung in der Kolonnenzulaufkonzentration um 15% (wp = 503)

Verhalten des auf E/A-Linearisierung basierenden Reglers. Die gestrichelte Kurve zeigt
das Verhalten cines linearen H,,-optimalen Reglers mit gleicher Bandbreite /2/. Es ist
deutlich das bessere Regelverhalten durch die nichtlineare Kompensation zu erkennen.
Die lincaren PI-Regler in Bild 1 sind so ausgelegt, daB eine gute lincare Stabilititsreserve
garantiert ist. Man konnte nun folgendermaBen argumentieren: das nichtlineare Modell,
auf dem der Reglerentwurf basiert, ist potentiell sehr ungenau. Deshalb miiBte eine Ver-
groBerung der lincaren Stabilitiitsreserve die Robustheit der Stabilitit des nichtlinearen
Kreises erhthen. Bild 3 zeigt das Verhalten des geschlossenen Kreises bei identischem
nichtlinearem Regler, aber mit PI-Reglern, die eine groBere lineare Stabilititsreserve be-
sitzen. Die VergroBerung der linearen Stabilititsreserve bewirkt die Destabilisierung des

345.0 367.0
Tl 344.6 T2 364.4
[K] (X]
344 .2 361.6
343.8-—\/\__' 359.2
343.4 356. &
343.0 v 5 : v 354.0 . s . v
0. 4. 8. 12. 16. 20. 0. 4. 8. 12. 16. 20.
time[h] time[h]

Bild 3: Dynamisches Verhalten der geregelten Destillationskolonne nach einer sprungftr-
migen Strung in der Kolonnenzulaufkonzentration um 15% (wp = 5})

Kreises. Der Grund fiir dieses auf den ersten Blick iberraschende Verhalten sind die nach
der E/A-Linearisierung im Kreis verbleibenden Nichtlinearitiiten, die auf Modellfehler
zurlickzuftihren sind. Diese Nichtlinearitiiten wirken destabilisierend. Die VergroBerung
der lincaren Stabilititsreserve, die hier eine Reduktion der Bandbreite bewirkt, filhrt zu
cinem Uberwicgen der nichtlinearen Effekte gegentiber den lincaren und verursacht so-
mit die Destabilisierung. Man sicht, daB lineare Robustheitsargumente beim Entwurf der
linearen Regler fiir den E/A-linearisierten Kreis mit Vorsicht gebraucht werden sollten.
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3.3. Einschiitzung der exakten Eingangs/Ausgangs-Linearisierung

Anders als bei der exakten Zustands-Linearisierung sind die Bedingungen, unter denen das
E/A-Verhalten cines dynamischen Systems linearisiert werden kann, fiir eine groBe Klasse
von Systemen erfiillt. Die Forderung nach Minimalphasigkeit ist dabei die einschriinken-
dere Voraussetzung. So hat z.B. der im Kapitel iber Zustands-Linearisierung behandelte
Rithrkesselreaktor eine instabile Nulldynamik und kann damit nicht exakt E/A-lincari-
siert werden, Die Berechnung des Rickfuhrgesetzes (48) ist unkompliziert (Berechnung
von Lie-Ableitungen), aber unter Umstiinden aufwendig. Im allgemeinen empfiehlt sich
die Verwendung von Computer-Algebra-Systemen. Anders als bei der exakten Zustands-
Linearisierung ist hier dic explizite Berechnung der Transformation (45) jedoch nicht
nitig. Das Rickfithrgesetz (48) setzt die MeBbarkeit des gesamten Zustands voraus. Wie
im Falle der Zustands-Linearisierung wird dadurch dic Praktikabilitiit des Verfahrens ein-
geschriinkt, Mit dem Verfahren der asymptotisch exakten Linearisierung /18, 19/ kann das
E/A-Verhalten durch eine Ausgangsriickfithrung asymptotisch exakt lincarisiert werden.
Die Grundlage dieser Vorgehensweise bildet dabei die exakte Linearisierung eines hinrei-
chend genauen Modells unter Echtzeitbedingungen, dessen Zustinde natiirlich “gemes-
sen” werden kdnnen. In cinem zweiten Schritt, der nur die Messung der ProzeBausgiinge
voraussetzt, wird unabh#ingig von der exakten Linearisierung des Modells die Konvergenz
des realen Prozesses gegen das ProzeBmodell sichergestelit.

Unter Umstiinden werden zum Erreichen des linearen E/A-Verhaltens groie Amplituden
der StellgriBe bendtigt. Dies ist eine direkte Konsequenz der Forderung nach Lincaritiit:
auch in den “Richtungen”, in denen das System von Natur aus eine geringe Verstlirkung
besitzt, zwingt man der Strecke eine lineare Verstiirkung des Eingangssignals auf. Exakte
Linearisierung kann eine solche “Direktionalitiit” eines nichtlinearen Systems nie beriick-
sichtigen oder gar ausnutzen. Vielmehr wird, auf Kosten der SteligriBe, ein lineares und
damit vollstindig gleichfdrmiges Verhalten erzwungen. Da der Ausgang dieser Regler nur
cine reglerinterne GroBe (die EingangsgriBe v) ist, knnen StellgroBenbeschriinkungen
(oder cine Gewichtung der StellgriBe) auch beim Entwurf der linearen Regler fiir das
E/A-linearisierte System nicht explizit beriicksichtigt werden.

Neben den StellgrdBen wirken i.a. Storungen auf das System, die im Modell berticksichtigt
werden knnen

% = f(x)+g(x)u+p(x)d (54)
y = h(x) . (55)

Analog zum relativen Grad der StellgroBe d, kann auch der relative Grad der StdrgrBe u
definiert werden. Durch Transformation des um die Strungen erweiterten Systems auf
Bymes-Isidori-Normalform sicht man sofort, daB Stirungen mit relativem Grad rg > r,
durch das linearisierende Rtickfithrgesetz (48) vollstiindig entkoppelt werden. Falls Strun-
gen mit vy = r, gemessen werden knnen, kann durch eine zustitzliche StirgriBenauf-
schaltung deren vollstindige Entkopplung errcicht werden /29, 36/. Stérungen, die nicht
automatisch entkoppelt werden, becinflussen die Dynamik nach der Linearisierung des
E/A-Verhaltens im Regelfall in einer nichtlinearen Art und Weise. Das folgende einfache
Beispiel zeigt mdgliche Probleme.
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Beispiel:
Wir betrachten die durch

£=(1+2)(u+d) (6)
beschriebene nichtlineare skalare Strecke. Die StdrgriiBe d greift direkt am Streckenein-
gang an. Mit Gleichung (48) berechnet man Ieicht cine lincarisierende Rilckfiihrung

=z
1422
die den Pol des geschlossenen Kreises zu 8 = —1 bestimmt. Eine kurze Rechnung zeigt
aber, daB der mit (57) geschlossene Kreis filr Stdrungen |d| > 1 instabil ist (sogar in finite
escape time). Dies ist eine direkte Folge der E/A-Lincarisierung. Wie man leicht zeigt,
stabilisiert die einfache lincare Riickfithrung

(57)

u=

u=-—z (58)

die Strecke fiir alle Sttrungen d. Das destabilisierende Verhalten der E/A-linearisierenden
Ruckfithrung kann als eine Verletzung des Inneren-Modell-Prinzips gedeutet werden: nach
der Linearisierung des E/A-Verhaltens verbleibt im Kreis keine Dynamik, die der stiirker
als linear eingreifenden Stdrung ((1 + z*)d) entgegenwirken kénnte.

Uber Robustheitseigenschaften der Methode der exakten E/A-Linearisicrung knnen keine
allgemeinen Aussagen gemacht werden. Das ist aber flir fast alle nichtlinearen Entwurfs-
techniken der Fall und liegt vomechmlich an der fehlenden systematischen Beschrei-
bungsmdglichkeit von nichtlinearen dynamischen Unsicherheiten. Unter der Vorausset-
zung, daB bestimmte Konsistenzbedingungen erfiillt sind, kdnnen hinreichende Bedin-
gungen fiir robuste Stabilitit angegeben werden /9/. Die so gefundenen Abschiitzungen
ktnnen aber belicbig konservativ sein. Wie das Beispiel der Kolonnenregelung zeigt,
milssen die bekannten Robustheitsaussagen aus der lincaren Systemtheoric mit groBer
Vorsicht beurteilt werden, wenn die betrachteten Systeme nichtlinear sind.

Trotz der genannten Einschriinkungen, kann cine Anwendung der exakten E/A-Linearisie-
rung in vielen Fillen zu hervorragenden Ergebnissen fithren (z.B. /3, 49, 58/). Wie bereits
erwihnt, liegt der Hauptvorteil darin, daB die zum Erreichen der gewiinschten Regelgiite
notwendigen Entwurfsiterationen ohne groBen Aufwand im Linearen durchgefithrt werden
ktnnen.

3.4. Niaherungsweise Eingangs/Ausgangs-Linearisierung

Die Bedingungen, unter denen cine exakte Linearisicrung des Eingangs/Ausgangs-Ver-
haltens erreicht wird, sind wesentlich weniger einschriinkend als bei der exakten Zustands-
Linearisierung. Dennoch sind cine Vielzahl technisch wichtiger Systeme bekannt, fiir die
der relative Grad nicht wohl-definiert ist, oder die eine instabile Nulldynamik haben.
Im Falle eines nicht wohl-definierten relativen Grades ist der Nenner des exakt E/A-
linearisicrenden Riickfilhrgesetzes (48) am Arbeitspunkt null und folglich das Riickfiihr-
gesetz singuliir, Auch fiir Systeme mit wohl-definiertem relativen Grad, kann es im Ar-
beitsbereich des Regelungssystems Zustiinde geben, fiir die (48) singuliir wird, Die mei-
sten Ansitze zur nfherungsweisen Linearisierung solcher Systeme erweitern den Nenner
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heuristisch durch eine Stdrfunktion ¢(x)

_ v=Lwh(x) | T Be1lyh(x)
T LL7'h(x) + €(x) | LyLy'h(x) +e(x)

um unbeschriinkte Stellamplituden an Singularititen zu vermeiden. Der Kompromi8 zwi-
schen Linearisicrung und groBer Stellamplitude kann durch unterschiedliche Wahl von
€(x) erreicht werden /50, 27, 11/. Alternative Verfahren, die auf einer Erweiterung der
Byrnes-Isidori-Normalform beruhen, werden in /25, 40/ beschrieben.

Ftr Systeme mit instabiler Nulldynamik ist diec Berechnung einer n#herungsweise li-
nearisierenden Rilckfilhrung meist wesentlich aufwendiger. Ein Ansatz beruht auf einer
nitherungsweisen Aufspaltung des Systems in einen nichtlinearen AllpaBanteil und einen
nichtlinearen Phasenminimumanteil, der dem Reglerentwurf zugrunde gelegt wird /14/.
Eine zweite in /14/ vorgeschlagene Vorgehensweise basiert auf einer Faktorisierung der
Nulldynamik in einen stabilen und einen antistabilen Anteil. Fiir spezielle Klassen von
Systemen sind weitere Verfahren bekannt /26, 62, 21/. Es soll jedoch ausdriicklich erwihnt
werden, daB mit den zitierten Ans#tzen nicht in allen Fiillen ausreichend lineares Verhalten
erreicht werden kann,

(59)

Auch wenn die Voraussetzungen zur exakten Linearisierung des E/A-Verhaltens erfiilit
sind, ist es aus Anwendersicht in vielen Fillen nicht notwendig, eine exakte Linearisie-
rung anzustreben. Durch Beschriinkung auf die Kompensation der Hauptnichtlinearititen
wird i.a. die Rickftthrung weniger komplex und in vielen Fillen kann dadurch eine Ver-
kleinerung der benttigten Stellamplitude erreicht werden. Schwache Nichtlinearitiiten,
gewlinschte Nichtlinearititen, oder Nichtlinearitiiten, deren Beschreibung unsicher ist,
verbleiben im Kreis, Die Berechnung der nitherungsweise linearisierenden Riickfithrung
kann z.B. auf eine polynomiale Approximation des nichtlinearen Modells gestlitzt wer-
den /52/, oder auf Niherungen fiir das exakt linearisierende Rilckfilhrgesetz. Alternativ ist
cine Lisung durch Approximation von E/A-Operatoren denkbar. In /1/ wird eine Lsung
{iber Minimierung sogenannter NichtlinearitiitsmaBe vorgeschlagen. Die Nichtlinearitits-
mafe quantifizieren die ““GriBe” der Nichtlinearitiit im E/A-Verhalten und erlauben so,
neben der Synthese niiherungsweise lincarisicrender Regler, auch deren Analyse.

4. Zusammenfassung

Die exakten Linearisierungstechniken erlauben einen systematischen Entwurf von Reg-
lem fur eine allgemeine Klasse von nichtlinearen Systemen.

Prinzipiell werden die exakte Lincarisierung des Zustands- und des Eingangs/Ausgangs-
Verhaltens unterschieden. Die exakte Zustands-Linearisierung stellt ein elegantes Ver-
fahren zur Stabilisierung nichtlinearer Regelstrecken dar. Dariiber hinausgehende Anfor-
derungen an die Regelgtite ktnnen allerdings nur schwer beriicksichtigt werden. Wegen
der eingeschriinkten Klassc zustands-linearisierbarer Systeme, und wegen der z.T. auf-
wendigen Berechnung, kommt den Niherungsverfahren zur Zustands-Linearisierung in
der Praxis eine groBe Bedeutung zu. Diese Methoden versuchen einen Briickenschlag
zwischen der relativen Einfachheit rein lincarer Entwiirfe und der aufwendigen exakten
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Linearisierung zu erreichen. Speziell die Poincaré-Linearisierung, die die ersten nichtli-
nearen Terme in der Taylor-Entwicklung kompensiert, stellt eine attraktive Alternative zur
exakten Linearisierung dar, wenn-die Regelung um cinen festen Arbeitspunkt erfolgt. Ein
durch Extended Linearization oder durch Pseudo-Linearisierung kompensiertes System
zeigt in linearer Nitherung gleiches Verhalten unabhiingig von Arbeitspunkt. Dadurch wird
i.a. eine VergroBerung des Stabilitiitsgebiets erreicht. Durch die Uniform System Appro-
ximation wird eine bestmdgliche Kompensation der Nichtlinearitiiten in der Umgebung
aller Arbeitspunkte erreicht. Dieses Verfahren ist der exakten Linearisierung am nfichsten.
Dies manifestiert sich jedoch in einem hohen Berechnungsaufwand, so dafl dieser Technik
hauptsiichlich theoretische Bedeutung zukommt.

Die Zustands-Linearisierungstechniken ktinnen auch zum Entwurf nichtlinearer Beobach-
ter herangezogen werden. Dic Beobachterkorrektur wird dabei so entworfen, daB sich einc
exakt bzw. nitherungsweise lineare Beobachterfehlerdynamik ergibt, deren Stabilitit und
Einschwingdynamik leicht beeinfluBt werden kann.

Ein geziclter Entwurf auf gute Regelgfite ist mit dem Verfahren der exakten Eingangs/-
Ausgangs-Linearisierung mdglich. Die besondere Attraktivitit dieser Methode erkllirt
sich aus der Anwendbarkeit auf ecine groBe Klasse nichtlinearer Systeme und aus der
eleganten Moglichkeit, Anforderungen an die Regelgiite durch den Entwurf linearer Regler
zu erfiillen. Eine vollstindige Linearisicrung des E/A-Verhaltens ist in der Praxis oft
nicht notwendig und z.T. auch nicht erwilnscht. Die Entwicklung von Verfahren zur
niherungsweisen Linearisicrung des E/A-Verhaltens ist gegenwilrtig cin Gebiet intensiver
Forschung.

In vielen Flllen ist eine exakte Linearisierung des Zustands- oder E/A-Verhaltens nur
unter Inkaufnahme groBer Stellamplituden zu erreichen. Falls die benttigte Stellenergie
nicht aufgebracht werden kann, oder dies nicht erwiinscht ist, kann durch die diskutierten
Niherungsverfahren ein Kompromi8 zwischen Stellenergie und Linearitiit erzielt werden.

Obwohl die exakten Linearisierungstechniken mit groBem Erfolg an realen Regelungspro-
blemen getestet wurden, ist ihre Anwendung nicht in allen Fiillen méglich und sinnvoll
Neben ihrem Wert als praktikable Entwurfsmethode, stellt die zugrundeliegende Theo-
ric zusitzlich einen wichtigen Schritt auf dem Weg zur Entwicklung einer allgemeinen
Regelungstheorie nichtlincarer Systeme dar.

Anhang

Definition: Die Ableitung einer skalaren zustandsabhiingigen Funktion A(x) entlang ei-
ner zustandsabhiingigen Vektorfunktionf(x)* wird Lie-Ableitung genannt und ist definiert
als

LA(x) = %i-‘f(x) . (60)

4. Eine zustandsabhiingige Vektorfunktion f(x) wird auch als Vektorfeld bezeichnet.
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Die Lie-Ableitung LsA(x) ist wieder eine skalare Grdfie. Demzufolge kann dieser Dif-
ferentialoperator wiederholt angewandt werden: beispielsweise kann zuerst entlang einer
Vektorfunktion f(x) und anschlicBend entlang einer Vektorfunktion g(x) abgeleitet wer-
den
0 (LgA
L@ =288 ) (61)

Die mehrfache Ableitung entlang dersclben Funktion f(x) ist natlirlich ebenfalls mdglich
und wird in der Notation durch einen hochgestellten Index ausgedriickt:

k-1
LiA(x) = ﬁ%’x—’i)-f(x) : (62)

Definition: Dic Lie-Klammer zweier Verktorfunktionenf(x) und g(x) ist definiert durch

(6= -y (63)

Die Lie-Klammer [f,g] wird oft auch als ad; g geschricben. Das Ergebnis der Lie-
Klammer-Operation ist wieder eine Vektorfunktion. Folglich ist eine sukzessive Anwen-
dung mdglich. Dies wird durch die folgende Standardnotation ausgedriickt:

ad;g = [f,ad;'g] . (64)
Zustzlich wird vercinbart, daB ad} g = g gilt
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