
Achtdimensionale stabile Ebenen 
mit quasieinfacher Automorphismengruppe 

DISSERTATION 

der mathematischen Fakultät 
der Eherhard-Karls-Universität Tiibingen 
zur Erlangung des Grades eines Doktors 

der Naturwissenschaften 

vorgelegt VOll 

Markns §troppcl 

aus 'I\lttlingen 

1900 



Tag der mündlichen Prüfung: 22. April 1991 

Dekan: 

1. ßcrichtl'rstat.t.l'r: 

2. ßl'richtnst.att.l'r: 

Pro(l'ssor Dr. G. Sch«'ja 

Pro(('8.<;or Dr. H. Salzmann 

DOZl'ut. Dr. T. GrIllHlhii('r 



INHALT: 

Vorwort. . ........ . . . ..... . ............................. . . 1 

1. Einleitung, Grnndlagen. . ................................. 2 
(1.1) Definition: stabile Ehene 3 
(1.5) Automorphismengruppen 4 

2. w&'ll kompakte Gruppen. . ..... . ......................... 7 

3. (!uasi{ICrspckt,ivitäten. . ............ . .................... l2 
p.7) lOassifilk'ltiolJ involutorisdler Automorpllismen 14 
(3.11} Dreieckslemma 15 

4. Fiiufecksstaudgruppcu, Uuterebcucn. 
(4.19) Starrheitslemma 

. ...... . ............ 19 
26 

5. Kompaktc Gruppen von Automorphismcn. . ............. 27 
(5.11) Theorem A. 32 

6. Rekonstruktion VOll Inzidenzgeometrien .................. 33 

7. Schiefhyperbolische Quaternionenebenen. . . . ............. 36 
(7.8) Charakterisierullg der schiefbyperboliscbell Ebenen 46 

8. Ausschluß der VOll PSP6IR approxilll.iertell Gruppen. . .... 48 

9. QmL"iieillfache Automorphismellgruppell. . .... . ........ . . 53 
(9.11) Theorem D. 61 

Li teratur. ......... . ..................................... 62 

ßezeidmullgcll. . .... . ........ . . ... . . ........... . ........ 67 



VORWORT 

111 dcr vorliegenden Arbeit wird das systematische Studium acht
dimensionaler stabiler Ebenen mit großer Automorphismengruppe 
begonnen. Stabile Ebenen stellen eine Verallgemeinerung kompak
tcr zusammenhängender projektiver Ebenen dar. Viele Methoden 
und manche Ergebnisse lassen sich übertragen. Die genaue Pro
blemstellung und ihr Hintergrund sind in der Einleitung skizziert, 
dort werden auch die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit genannt. 

Meinem Lehrer, Prof. Dr. H. Salzmann, habe ich nicht nur 
fiir die Anregung zu dieser Arbeit, sondern auch für seine stete 
Bcreitschaft zur Diskussion der aufgetretenen Probleme zu danken. 
Weiter gilt mein Dank den Herren Prof. Dr. R. Löwen in Braun
schweig und Doz. Dr. Th. Grundhöfer für ihre Unterstützung. 
Nicht zuletzt hat die gute Arbeitsatmosphäre unter meinen Mit
Doktoranden Richard Bödi, Michael Hubig und Martin Lüneburg 
zum Gelingcn beigetragen. 
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1. EINLEITUNG, GnUNDLAGEN. 

Die gewohnte euklidische, ahcr auch die ellipt.ische 11Iul die hyper
bolisdte GE'omet.rie sind t0l'olog;sdlc G~olllctr;cn iu dCIl\ Siuuc, 
daß Verhilld('u 1I\\(1 Sdllwi! Ipu (s()w('it. dpfinif'rt.) st,('t,igf' Opf'rat,io
nen sind. ßetracht.ct man dif'sf' G(,ollwt.rim (mut ihn' Analoga 
über den I{örperu ~, lH ()(}('r ,Ipr alt.prnat.iV<'1I Algf'hm G») als kla.c;
sische topologische Ebencu, so st.f'llt sidt ,li" Frage uach lIli)glichpu 
Charakt.erisierungen, etwa durch HOlI\og(,lIi tätsvofausset7.llugeu 
(vgl. (73: p. 2)). Dazu soll zuuächst. f'ingegrf'uzt wf'nlf'u. was 
unter einer topotogischell Ehelte 1.11 v(·rst.dwlI ist [73: p. 4): 

Wir betrachtf'n lineare Räume (das heißt, es existiercu piu
deutig best.immt.e Verhilldungsgf'radcu 7.11 je zwei Pllnktpu) mit. 
einer Hausdorff-Topologie auf dell\ PlInkt.rallm lIud "iucr sokhclI 
Hausdorff-Topologie allf .lelll Geraclpnral\lll, daß die Opcrat.iollpn 
des Verbindens und Sdmdt1f'lIs st.et.ig siud. 

Um etwa offeue Teihncugeu dps tlreiclilll(,llsionalell re('\I('1I aflinpn 
Raumes auszuschließeu, gf'lt.e folgf'ud('S Stabil;tiitsax;om: 

Der Definitiollsbf'feich der Sdmitt.ol)erat.ioll ist. off(,11 in der t\.[eugl' 
der Paare (verschiftleller) Geraden. 

In [33] heißt eine solche t.opologisdtf' Ehen(' eiu" st.ahile EI)('IIf'. In 
der vorliegent1<'11 Arhpit. sollpu geuen'lI st.ärkf'n· VOnlllSsPt.7.lIItgf'n 
an die Topologie des PlInkt.ralllll<'S gest.pllt. wcrdf'u: 

a) Auf jedem unendlicheIl k()lIl1l1llt.at.iv(~1l Körpl'r giht <'S ullel\(lIidt 
viele verschiedene nicht diskl't'tf' Hallsdol'ff-J(örpl'r-Topologie'n, 
von dellen höchst<,us <,iu<' lokal kOlJlpakt. ist.. AlIch illl D1kk auf 
die ßedeutung lokaler Kmnpakl.hl'it. für die St.rnkt.nrt.hl'orip t.opo
logischer Gruppl'U erschl'illt. ('S vcruiiuHig, 1'i1l1'1I lokal kompakt.plI 
Punktraum VOraIlS7.Uset.7.I'II. 

b) Ein int.f'ressallt.l'r topoltlv,isdt(·1' Parauwt.(·r (lps PUllkt.ralll1U's ist. 
seine (Üh('f(I('('klll1gS-) Dim('lIsioll (vv,1. (59). [58)). Prujl'ktiw EI)\'
nen mit llull(limI'IISionalc'm PUllkt.ra11lJl sind sdl\\'('r 7.l1giillglich, 
(la un<,l\(llidl viplf' nkht. isol1\orph .. (h'sarv,II('Ssdll' ßl'ispic'lI' \'xi
sl.il'rcn (vgl. [2&: X I. 7.7)). Fiir loka I kompakt.\' t.opolov,isdw 
Ehl'lIell mit. 1111('IICllidt-dilJlf'IISitllla)\'1II PlIl1kt.raulll ist kl'ill ß('isJlid 
hf'kallllt. . Si("lu'r ist., daß jc'(h' lokal kompakt.,· Trallslat.iollsdw1\(· 
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1. Einlcitunr;. Grundlagen. 

('ill(,ll PUllktraum cndli('her Dimcnsion hat (vgl. [25: XI.5.4]) . 
Aus diescn (und andercn) Gründen erschcint die Beschränkung 
auf Punkträume von positivcr, endlicher Dimension zweckmäßig. 

Wir übernehmen dahcr dic folgende Definition von Löwen [51]: 

(1.1) Definition. 
i) Es sci 1M = (M,M,I) eine Inzidenzgeometrie, in der zu je 

zwci verschiedenen Punkten aus M eine eindeutige Verbill
dungsgerade in M existiert (das heißt, ein linearer Raum), 
und die ein Viereck enthält. 

ii) Auf AI und M seien solche Hausdorff-Topologien gegeben, 
daß die Operationen d('S Verbindens und Schneidens auf ihrem 
jcweiligen Dcfinitionsbercich stetig sind, der Definitionsbe
reich der Schnittoperation sei offen in M x M. 

iii) Der Punktraum M sei lokal kompakt und von positiver, 
endlicher (Überdcckungs-) Dimension. 

Dann heiße 1M = (M,M,I) (oder einfach 1M = (M,M), wenn 
kcinc Mißverständnisse zu befürchten sind) eine stabile Ebene. 

(1.2) Bemerkung. a) Man kann, wie üblich, jede Gerade GeM 
mit der Menge [G] der mit ihr inzidenten Punkte identifizieren. 
In diesem Fall ist I = {(p, G)I pe [G]) . Die Menge [G] ist stets 
ahgcschlosscn in M [33: 1.3). 

h) Die Topologie von M ist durch die von M bestimmt [33: 1.4]. 

(1.3) Bezeichnungen. 
a) Wir werden stabilc Ebcnen in der vorliegenden Arbeit stets 

mit 1M, ß), lE, IF ... , die zugehörigcn Punktmengen mit M, D, 
E, F . . . , und dic zugchörigcn Gcradenmengen mit M, V, C,:F .. . 
hezcichncn. 

b) Das DiisdJeI durch einen Punkt. p e Mist M p = {G e M I l' e G} . 
c) Mit GAH sei der Schnittpunkt von G, H e M, mit lKJ die Vcr

bindungsgerade von I', q e M hezcidmet. 

Die möglichcn Topologicn für Al, M und MI' hat Löwen gek(~lln
zeidmct. Wir st.ellcn (1if' in dcr vodi('gend('n Arheit hcnutztcll 
Ergf'hllisse zusammen: 
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1. EinlE'itlln,;, Grllllflla';E'II. 

(1.4) Satz. &sei)M = (M,M) eincstabilc Ebenf'.1Je M,GeM. 
Dann gilt: 

a) I = dimG = dimM, = 2A:~8 und dimM = dimM = 21. 
Die Dimension des FalJllenrauJIls ist 31 [46: TIJ. 1}. 

b) Das DüsclJCI M, ist kompakt, zUMmmt>nlliing{'f)d ruu] lw
motopieäquivalent zu $,. L"t M, f'ine tO]Jologisdw Mannig
faltigkeit, so ist M, lJOwöomorplJ zu $, {33: 1.17}, {33: 1.14J, 
{46: Th. 3}, (33: 1.19/. 

c) Zusammenllängende offene Teilmcngen von G,M"AJ odcr 
M sind Cantor-Mannig[altigkeiten (das heißt, kt>;'Jf' Tcil
menge mit größerer Codimcnsion als 1 kann trcllueu) 
{46: TIJ. 11}. 

d) Eine abgesclliosscnc Te;lmcnge von G, M p , M odcr M lwt 
gcnau dann nicJJt leeres Inneres, wenn sie die volle Diw(,JlsiOll 
hat [46: Tl). 11J. 

e) Die Räume G,M"M und M sind se]Jarabel. WctriSdl 1/1/11 

lokal kompakt. Insbcs(JlIdcre stiJl1well ÜberdecklmgsdilllcusiolJ. 
kleine und große induktive Dimension überein {33: 1.9}. {58}. 

f) Der Raum G ist lokal bogenzU&1.IIlJl1cIwäIJgend und 10&1.1 kou
trahierbar {33: 1.12}. 

g) Die ZU5allunenlJangskoJllponcntm von AI sind off(')) 

{33: 1.4, 1.12}. 

Ubcr die Gruppe Aut (IM) ('f>r stf>t.igf>ll KoUiueat.iollf>1l VOll IM ist 
Folgendes lwkallut: 

(1.5) Satz. 
a) Mit der kOlllpakt-off('uen Topologie ist Aut( IM) ein(' lok"l 

kompakte sf'parabl(' ml'frisd,(' Grul'P(' {33: 2.9}. 
b) Für die DilJ1ells;on (leI' Punktl"']U1CII dm'r clJ(lJicll-clillJ('lJs;o

nruen, abgesclJ]os."cuclI Unt(,l"grul'l'f' o:S Auf, (IM) gilt 

di1Dll~ = (Iim.6 - dim.6 p = dim.6/ .6" 

analog [iir Gf'rad('IlImluwu {26}. 
Wir werden in ()f>r vorli('gf>lu)('n Arhf'it. nur ahg('SchlosS('l1e Un
t.ergruppell von Ant. (11\1) hdnwbt.en. Dies "im) genan die' )OkllJ 

kOlllpakt.cu Unt.(·rgrnppC'n (31: §2G, ('.ur. 3]. 

4 



I. Einleitung. Grundlagen. 

Die eingangs vage gestellte Frage läßt sich nnn präzisieren: 

Wclclle Homogenitäts{orderungen reichen llin, um die stabilen 
Ebenen gegebener Dimension zu cllarakterisieren, die in die kom
pakte projektive Mou{angebene derselben Dimension einbettbar 
sind? 

Folgende Ergebnisse wurden bisher erreicht: 

i) Dei jeder solchen Einbettung bleibt die Automorphismengruppe 
erhalten [44]. 

ii) Es gibt punkthomogene stabile Ebenen, die nicht im genannten 
Sinne einhettbar sind (etwa die SL2 H<:-Ebenen für U<: = IR, q;, vgl. 
[88], [51], dagegen [93]). 

iii) Fahnenhomogcne stabile Ebenen sind stets einbettbar, und 
Illan kennt alle vorkommenden Fälle genau [47]. 

iv) Zwei- und vierdimensionale stabile Ebenen mit vielen Zentral
oder Axialkollineationen wurden von Strambach [86],[91], Löwen 
[36], (37), [38), (39), [40), (41), [43), [48) und Seidel [79),[80),[81),[82) 
eingehend untersucht nnd klassifiziert. 

v) Die Frage nach Einbettbarkeit in Inzidenzstrukturen von hö
herer geometrischer Dimension wurde von Groh [21),[22] in sehr 
allgemeinem Rahmen beantwortet. 

vi) Für zweidimensionale Ebenen mit zusammenhängenden Gera
den hat Polley [63],[64],[65] lokal gültige Schließungssätze unter
sucht und deren globale Gültigkeit bewiesen. 

vii) Die Dimensionsformel (1.5,b) ermöglicht Abschätzungen der 
Dimension der Automorphismengruppe Aut (IM). Diese Dimen
sion k.1.lIn als Maß für die Homogenität der Ehene dienen. Zwei
nnd vierdimellsionale stahile Ehenen sind in dieser Hinsicht eilIge
hend untprsllcht worden: von Salzmallll [68], [69], [70], [71 J, [72J, [73], 
(74J, Strmnbach (87], (88], (89], (90], (92], Detten (3],[4], Groh (!G], 
[17], (18], [19], [20], [24] nnd all deren wurden alle zweidimensionalen 
Ebenen mit zusammenhängenden Geraden und mindestens dreidi
lIlensiollaler Aut.olllorphislllmgruppe best.immt. Eine ahsc::hließen
de Darstellllllg findet sich ill [24]. Die Klassifikation ohne Zusalll
IlIcnhallgsvomusset.zllllg gl'lallg Lüwl'lI (45]lUul 1I11hig (29]. Im Fall 
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1. Einleitung, Grundla,;clI. 

dimM = 4 siml alle Ebenen mit mind<'st('ns sechsdimellSiollalf'r, 
nicht auHösbarer Gruppe durch Löwen (49),[51) bestimmt. 

In der vorliegenden Arbeit wird nach allgemeinen Vorberf'it.ulIgl'lI 
die oben gestellte Frage fiir achtdill1(,llsionale stahilf> Ebellell in 
folgenden Teilaspekten beantwortet: 

Theorem A. 
Kompakte Gruppen von Automorphismen 

Hier wird das Ergebnis von Salzmann [76: sect. 3} auf ac1Jt.di
mensionale stabile Ebenen iibertrag('JJ: Es sei ß ciuf' kompakt.,· 
Gruppe von Automorpllismcn einer aclJtdimensioualcu stabil,'u 
Ebene 1M. Ist dim ß > 13, so ist ß isomorplJ zur elliptisdlf'n Dewe
gungsgruppe PU3 1H, und IM ist isomorpll zur projektivcn Quat('r
nionenebene. Die Wirkung ist iiquivalf>ut zur gewolmtf'u. 

Theorem B. 
Quasieinfache Gruppen von Automorphismen 

Jede adJtdimensioualc stabile Ebcne mit einer melJr als l(}
dimcnsionalen quasieinfaclIen GrnpIJe ß von AutoJJlorplIismen ist 
in die projektive Quatemionencbene eilllJettbar, uud ß ist iso
morplJ zu einer der Gruppcu 

Die Wirkung von tl aullM ist äquivalent zur gewolmtell odf'r der('u 
Dual. 
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2. LOKAL KOMPAKTE GRUPPEN. 

Sei IM = (M, M) eine stabile Ebene. Mit der kompakt-offenen 
Topologie wird die Gruppe Aut(IM) der stetigen Kollineationen 
von IM eine lokal kompakte Gruppe (33: 2.9). Für dimM = 2 
ist Aut (IM) stets eine Liegruppe (45), im Fall vierdimensiona
ler Ebenen wird der Liecharakter jedenfalls durch Zusatzvoraus
setzuugen gesichert (33: 2.10, 2.11). Im Allgemeinen ist die 
Frage uach dem Liecllarakter von Aut (IM) offen. Die nachfol
gend zU&1.mmt'ngestellten Tatsachen erlauben allerdings, die Theo
rie der Liegruppen zum Verständnis lokal kompakter Gruppen 
auszunutzen. 

(2.1) Lemma. Eine Untergruppe einer lokal kompakten Gruppe 
ist genau dann lokal kompakt, wenn sie abgesclJIossen ist. 

Beweis: (31: §26 eor. 3) 0 

Wir werden ans diesem Grund in der vorliegenden Arbeit nur 
ahgeschlossene Untergruppen VOll Ant (IM) betrachten. 

(2.2) Definition. Sei 6. eine lokal kompakte Gruppe. Wir nennen 
A von einer Liegruppe A approximiert, wenn ein EpimorphislllUs 
von A anf A existiert, dessen Kern total unzusammenhängend ist. 

Der folgende Satz zeigt, daß in der Tat A projektiver Limes 
einer Folge von Ü~crlagernngsgruppen von A ist. Da durch A 
das System aller Uberlagcrungsgruppen festgelegt ist, sei diese 
vcrkürzende Sprechweise gestattct. 

(2.3) Satz. Sei 6. eine zusaullnenlJängende lokal kompakte 
Gruppe mit abzälJIb.'ll·cr Dasis. Dann gibt es in jeder Umgebung 
des Ncutralelcmentes einen kompakteJJ NormaIteiler N derart, daß 
dic Faktorgruppe A/N eine Liegruppe ist. Durch geeignete Walll 
soleller Nonualteilcr erllält man eiJJ invcrses System (Ai)i E 1'1 VOll 

LiegTuppcn, dessen projektiver Limcs (ills tOI'0logisclle Gruppe) 
iSOIUOrlJJI zu A ist. DalJci gilt Ai = A/Ni, Ni ~ Ni+l, IIlId dic 
VcrbiJJdlUlgslllOrpllislUeJJ 'lri: A/Ni+1 

-+ 6./Ni sind hUJUuisdl. 

Beweis: (56: 4.6, 4.7) 0 
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2. Lokal kOllIpakte Grnpp ... ,. 

(2.4) Bemerkung. Im Fall dirn 6< 00 kann der Normalt<,il<'r 
N so gewählt werden, daß 6 von 6/N approximicrt. wird. Allf 
dem dann total unzusarmncllhäng<,nden Normalteiler N kann di<, 
zusammenhängende Grupp<, 6 nur trivial wirken, und N lil'gt dpUl
nach im Zentrum Z von 6. hllibeROIulpre ist 6/Z eine Liegrnpp<,. 

(2.5) Satz (MALCEV-IwASAWA). Sei 6 eine zlJsanuJ)('nIJiing('nde 
10kaJ kompakte Gruppe. Dann sind alle maximal kompaktcn Uu
tergruppen von 6 zusrunlOenlJängcnd und paarweise zueiwmcl('r 
konjugiert. Der 6 zugruncldit>gcnde Raum ist lJOmöolJJorplJ zllm 
Produkt einer maximal kompakten Untergruppe <I' mit (';'J('IJJ CII

klidisclJen Raum (endliclH'r Dimension!). Ist 6 abdsdJ, so ist 6 
sogar als Gcuppe isomorJ,1J zu <I' x Rn, und <I' ist clJaraktc";stisdJ 
in 6. 

Beweis: (32: Th. 13, 1'.549), vgl. (56: 4.13) 0 

(2.6) Satz (5. HILDERT-Prohlem). Einc topo/ogisdw Gruppe j."t 
genau dann eine Liegruppc, wenn der zugrunddiegeJJde R.auJJJ e;'l(' 
topologisclJe Mannigfaltigkeit ist. 

Beweis: (56: 4.10] 0 

(2.7) Korollar. Eine zusammenlJiingcmle lokal kompakte GruP/w 
ist genau clann eine LiegruPl'c, wenn illrc maximal kOJlll'akt.(·1l 
Untergruppen Liegruppcn sind. 

(2.8) Lemma. Sind <I' lind W zus.-"JJJUJenlliingende Unt.ergrul'l'f'll 
einer lokal kompakten Gru/)pe ~, so ist allcl! die I\oJJlUJutator
gruppe (~, w) (das IleiBt das abgcscl!1ossenc Erzcugnis (ler Mpnge 
/( = h"ptp-I ",-I I tp E ~, t/, E W } ) zu& .. mUJf'nlJii.ngencl. 

Beweis: Dil' vou der Mt'llgl' /{ tier KOUllllUt.at.Ol"Pu (·rzpugt.{' 
Gruppe ist G = U .. ~ I G ... wohd 

Gn = {o;' · ··o~,·1 O';E/(,EiE{I,-l}} . 

Die Mengen G" sind zlIsamJll('uhäug('ud und entlmlt.t'u dn." Nt'II
traldemcut. DalH'r ist. a.\u·h G lIIul ,Imuit. d('r t.opologischp All
sdlluß [<I', W) von G in 6 imSillllJllt'uhängpud (13: ChilI'. V 1.6). 
o 
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2. Lokal kompakte Gruppen. 

(2.9) Korollar. Sei 1r: r -+ Ä ein Homomorpllismus mit total UD

zusrumueulliiugeudem Kern zwisclJCn lokal kompakten Gruppen. 
Zwei zusammenlläugende Uutergruppen ~ und \.11 von r zentra
li5i('ren sielJ geuau dann, wenn ihre Bilder~" und W" einander 
zen tralisieren. 

(2.10) Definition. Sei ß -:F 1 eine zusammenhängende lokal 
kompakte Gruppe. Ä beißt quasieinfadl genau dann, wenn alle 
echten Normalteiler total unzusammenhängend sind. ß heißt 
lJalbeinfadJ genau dann, wenn alle abelschen Normalteiler total 
unzusammcnhängcnd sind. 

(2.11) Lemma. Sei ß eine zusammenhängende lokal kom
pakte IlalbeinfaclJC Gruppe endlicher Dimension. Dann existieren 
qUtlSieinfaclJe Normalteiler Ei von ß, die einander gegenseitig zen
tmlisieren und deren Komplexprodukt gleic1J Ä ist. 

Beweis: Die entsprechende Aussage gilt für Liegruppen [96: 3.4, 
Satz 4; 3.7, Satz 2]. Die Behauptung folgt aus (2.4) und (2.9). 0 

(2.12) Bemerkung. Quasieinfache Gruppen sind halbeinfach. 
Ist eine zusrunmenhängende lokal kompakte Gruppe ß -:F 1 nicht 
halbdnfach, so giht es einen nicht trivialen zusanunenhängenden 
ahdschcn Normalteiler von ß. Wählt man einen minimalen 
solchen Normalteiler N, so gilt wegen (2.5): Der Normalteiler N 
ist kompakt, oder die maximal kompakte Untergruppe von N ist 
trivial. Im zweiten Fall ist N eine Liegruppe (2.7), und es gilt 
N ~ m.n für geeignetes Jl. Die Gruppe ß induziert eine irreduzible 
lincare Wirkung auf N. Im kompakten Fall ist N zentral: 

(2.13) Lemma. Alle zllsrunmenlJängenden kompakten abelsclJCu 
Normalteiler einer eudlidJ(limensionalen zusammenlJängenden lokal 
kompakten Gruppe ß liegen im Zentrum. 

Beweis: Sei<) ein solcher Normalteiler. Nach (2.3) gibt es einen 
EpimorphislllllS 1f von ß auf eine Liegruppe A. Das Bild <),. ist ein<' 
zlIsalluncnhiillgcllde kompakte abcische Liegruppc. Es giht also 
eiu n so, daß <),. Ci 11''' gilt. Auf der totaluuzusauunenhängelldeu 
Torsionsuntergruppe T = {x E 11' n I o( x) < oo} wirkt A trivial. Da 
T dicbt. in ~,. liegt, folgt die Bebauptung mit (2.9). 0 
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2. Lokal komJ,akte GrnppNI. 

(2.14) Satz. Zu jeder zlIsmllmenluingclJ(lcr~ Liegruppe A gil,t f'S 

eine einfach zlIsarnrnenlrängende Licgrul'I'e A, die von A appruxi
mied wird. Dis auf Isomorphie ist A eindeutig bestimmt. 

Beweis: [96: 4.6) o 

(2.15) Satz. Die einfadJ zU!immllenlJängende ÜI){'rlagrCllIJg!i
gruppe c) einer kompakten IJalbeinf:u:]JCn Licgrul'PP <) i!it wird,',. 
kompakt. 

Beweis: [66: Th. 110), [97: Th. 4.11.6), [6: §1 no. 4, Th. 1), 
[27: eh.II 6.9] 0 

Das Folgende geht auf eine mündliche Mitteilung von Herrn Rainer 
Löwen zurück: 

(2.16) Satz. Sej ß eine zusamJJ1cJllJiingcnde lokal kompakt!· 
GruPIJC endliclJer Dimension mit ab7iilJlbru'er Dasis, A eine Cll'
proximierende Liegrnppe (vgl. (2.4)). Drum cxistieJ"t ein stetig('" 
Homomorpl)ismus i A ~ ß mit total unzusanullenlJängcJlclclH 
(sogar diskretem) [(ern N. Dabei bezeidJJJe A die einlad) ZlJS<lUJ

menhängende Überlagerungsgruppe von A. 

Beweis: Sei (Ni)i E 1'1 ein inverses System von kompaktrn Nor
malteilern wie in (2.3), A = Ao = 6/No' Dip krulOnisdlrn 

Verbindungsmorphismen sei eu 1I"i: 6/N i +1 
~ 6/N; = A" Mit 

Ai sei die einfach zusrunmeuhällgcude Üherlagcrtlugsgruppc VOll 

Ai bezeichnet. Die Ai sind Licgruppeu, für alle i ist d<'Shalh (!Pr 
Kern von lr; diskret, und mrul erhält Ai '" Ao. Mau k.,·\lln uun 
induktiv Überlagerungsabbildllngen ~i: Ao ~ A; so findrn, daß 
~i+llri = ~i. Die so gefundene' Folge (~;)iEI'I induzi('rt pinen Ho
momorphismus i Ao ~ 6. Der Kcni von X ist als Sdmit.t lIe'r 
Kerne (Ier ~; diskrrt. Für allr i ist (Ii(' Hillt.('reillaudt'r;msfiihnllll!, 
X"i = ~; mit. delll kanollisdlt'n El'imorphislllllS Ii i: U ~ U / N, 
stetig, also audl i 0 

(2.17) Bemerkung. Uut.er .Ieu iu (2.16) gemacht,cu Annahmt'u 
hrtrru:htrll wir (Icu von X induziert,ru injrkt,ivru st,rt.igell HOlllo
Jllorphismus ~: hIN ~~. Filr jNll' kompakt,r Trihurugr 1\ VOll 
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2. Lokal kompakte Gruppen . 

Ä/N ist die Einschränkuug A': [( -+ [(Ä ein Homöomorphismus. 
Insbesondere erhält man mit (2.15): 

(2.18) Satz. Die endlich dimensionale zusammenhängende lokal 
kompakte Gruppe ß werde von der Liegruppe A approximiert, 
dns heißt, es existiert ein Epimorphismus 11" von ß auf A mit to
taluJJzusammcullängendem Kern. Eiue Untergruppe () von A sei 
kompakt und IJalbeiufaclJ. Dann entlJält ß eine zu (t) lokal isomor
pile kompakte Untergruppe ci, und die Einschränkung von 11" auf 
ci ist eine ÜberlagerungsabLildung auf (t). 
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3. QUASIPERSPEKTIVITÄTEN. 

Im Folgenden Sf'i r die Automorphism('ngruppe emer st.ahi](,11 
Ebene IM = (M,M) mit dimM = 21. 

(3.1) Definition. Eine Gruppe tl. Sr von Automorphismen lu'ißt 
quasiperspektiv, wenn zu jeder Pltnktbahn x~ eine GerM<' Fr 
existiert, die die gan7..e Dahn enthält. 
Ein Automorphismus 1 einer stahilen Ebene heißt quac;il'ccsl'ck
tiv (oder eine Quasiperspcktivität), wenn er in einf'r (luasipf'rspek
tiven Gruppe liegt. 

(3.2) Bemerkung. Wird x von tl. bewegt, so ist Fr cit)(h'ut.ig 
bestimmt und hängt stetig von x ab (35: LI). Mit ~h = 
{Fr I X f Fix'( tl.)} sei die Menge dieser Fixgeraden hezpiduH't. 
Einschränkung der stetigen Abbildung 11": x t-+ Fr auf eine von ß 
bewegte Gerade liefert eine offt>ne Einhettung und damit. dit> lokal!' 
Homöomorphie der Geraden zu 9~. Fiir jede Ql1asiperspekt.ivität. 
1 sei 9., = 9(-r). 

(3.3) Lemma. Ist 1 quac;il'crspektiv lind sdJlleidcn sielt zw('i 
Fixgeraden Fr, FII E 9., in eineUJ Punkt z. so ist 1-1,/anar (das IJeißt. 
die Fixpunktmenge von 'Y trägt eine stabile Ebene df'r Im/bcu Di
mension). oder der Punkt z ist Zentrum von'l. 

Deweis: Die Dimension f'iller Geraden sei I . Seien G, H G('ratl"ll 
durch x bzw. y, die von 'Y bewegt werden. In G und H kann man 
kompakte Umgebungen V von x und IV von y so wählen, (laß dip 
beiden Abbildungen 

I' : V - FII :q t-+ q" I\FII 

,J : lV - Fr :q t-+ q" 1\ Fr 

definiert sind und al1ßenlplll dip MplIgp r" x IV" im Dpfinit.iolls
bereich eier Sdmiu'operat.ioll liegt (vgl. [33: 1.6]). Dabf'i s('i 
11": x t-+ Fr wie in (3.2). 

Wir ullt.('rsdwid(,ll zwpi Fäll(·: 
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3. Quasiperspektivitätell. 

i) Es gibt einen Punkt rE V" mit mehr als 1/2-dimensionalem Ur
bild r" - unter p. Dann gilt auch dim r" - Ir > 1/2. Schneidet eine 
Gerade L E Wir die Menge ,.,,-Ir außerhalb r, so tut dies auch eine 
bcnachbarte Gerade L'. Dic Schnittfigur 

{LAX I X E Wir} u {L' AX I X E Wir} 

erzeugt eine Ebene mit Gcraden der Dimension e > 1/2. Es folgt 
e = 1 und 'Y = ., ein Widerspruch. Alle Geraden aus Wir geben 
dcmnach durch r. Vertauschen der Rollen von V und W liefert, 
daß auch V Ir im Geradenbüschel durch r enthalten ist. Hieraus 
folgt r = F.,AFI/ = z, und die Menge der Fixgeraden von 'Y durch z 
ist offen und abgcschlossen im Büschel durch z. Die Büschel sind 
zusammcnhängend (33: 1.14], die Abbildung 'Y wirkt also trivial 
auf dem Büschel durch z. Damit ist Z als Zentrum von 'Y erkannt. 

ii) Es gilt max {dim rll-I rE VII} S 1/2. Nach [59: Tb. 111.6] ist 
dann dirn V" ~ 1/2, und die Menge der Schnittpunkte von VII x W'" 
erzeugt eine Uuterebene der Dimension d ~ I. Aus 'Y ~ • folgt 
d = 1 ~ 2, und 'Y ist planar. 0 

(3.4) Lemma. Hat'Y Er eine AdJse A und zwei weitere Fixpunkte 
außerl,alb A, so gilt 'Y = •. 

Beweis: Verbindet man jcweils die Punkte der Achse mit den 
heidcn Fixpunkten, so crhält man zwei offene Teilmengen der 
Büscbel durch die Fixpunkte. Die Schnittfigur dieser Geraden
mcngc erzcugt die ganze Ebene, woraus 'Y = 1 folgt. 0 

(3.5) Korollar. Planare AutomorplJismen haben weder Zentrum 
nocl, Acllse. 

(3.6) Lemma. Es sei p ein Punkt eiller stabilen Ebene IM = 
(M,M). Dann ist fiir jedc Gerade G durell p der topologisclw 
Raum M" \ {C} azyklisc:lJ. 

Beweis: Nadl [46: 5.3} hesitzt jede kompakte Teilmcnge ,\, VOll 

M" \ {C} eine kOlltrabierbare kompakte Umgebung in M" \ {Cl· 
Hicraus ergibt sicb, daß alle HOlJlotopiegruppcn VOll M" \ {C} tri
vial sind. Nach dcm Satz von Hurcwicz (85: Cba». 7, Sec. 5, 
Thcorem 4, p. 397) ist M p \ {C} audl hOlllologisch trivial, das 
hcißt azyklisdl. 0 
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3. Qua."iper5pektivitlHl'n. 

(3.7) Lemma. (Klassifikation invollltorisdJCr Automorpllismeu) 
Sei'Y i= 1 eine Quasiperspektivitiit elldlic1}(~r Ordnung (etwa eine 
Involution). Dann tritt geuau einer der folgenden Fälle ein: 

a) 'Y ist (fixpunkt-)frei 
b) 'Y ist planar 
c) 'Y hat ein Zentrum oder eine AdlSC (oder beides). 

Beweis: Die genannten Fälle schließen sich gegenseitig aus (3.5). 
Sei q ein Fixpunkt von 'Y i= 1. Da die Menge der Fixpunkte von 
'Y nicht offen sein kann (SOllst wäre 'Y = 1), existiert eine gegen q 
konvergente Folge q,. von Punkten, die von 'Y bewegt. w('ruen. Nadl 
(33: 1.17] häuft sich die Menge der Gerad('n Fq _ bei t'iner Fixgt'
raden G, die narh (33: 1.5] (lurch q geht. Da M q qC} azyklisch 
ist (3.6), gibt es wenigstens eine weitere Fixg('rade H durch q narh 
(83J. Ist keine der Geraden G, H Achse von 'Y, so gilt {G, H} c 9.." 
und (3.3) läßt sich anwenden. 0 

(3.8) Lemma. Sei'Y f. 1 eine Quasil'crspcktivitiit f'ndlidlCr Ord
nung mit Acllse A . Darm existiert durdJ jeden AclJsenl'lIlJkt a E A 
genau eine weitere Fixgerade Za f. A VOll 'Y. 

Beweis: Sei a E A ein Punkt auf der Adlse VOll ')'. Auf dem 
azyklischen Raum M. \ {A} (vgl. (3.6» wirkt')' uach (83] nicht. 
frei, es gibt also eiue Fixgerade Z. f. A durch a. Da Za uicht. Achs<' 
von l' ist (3.4), gilt Za E g..,. Wäre Za nicht die eiuzigc Fixgerade 
in M. \{A}, 00 wäre nach (3.3) und (3.4) der Punkt a Zmtrum 
von 1', und Z" wäre für jeden Puukt bE A \ {a} Achse. 0 

(3.9) Korollar. KOJJllJmtif'rcudf' InvollltiolJeu mit dCJ"sd/lf'll 
AclJse siud glf'iclJ. 

Beweis: Der Beweis für <1('u proj('ktiv('n Fall in (i6: 1.2] heuut.zt. 
nur .. He Existenz und Eilldeut.igkeit. einer zweit.en Fixgerrulen durdl 
jeden Punkt der Achse. 0 

Für 1,cnt.rale Involut.iou,," gil t. w('uigst,(,US (li" folg('lul" sdnvädlf'n' 
Aussagt'; 
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3. Quasiperspektivitäteu. 

(3.10) Lemma. Sei.J eine nicht leere Menge paarweise kom
JHutierender Involutionen mit gemeinsamem Zentrum a. Existiert 
eine Involution 0' mit AclJse A, die mit jedem Element von .J 
kommutiert, so entlJält .J genau ein Element. Genauer gilt: 

a) Liegt a nicht auf A, so ist .J = {O'}. 

b) Liegt a auf A, so ist 0' ~ .J = {u}, und die Involution O'U hat 
die AclJse Zo. 

ßeweis: Jedes Element u e.J fixiert A. Liegt a nicht auf A, so 
ist A Achse VOll u, und ßehauptung a) folgt sofort aus (3.9). Da 
u jede Gerade durch a fest läßt, fixiert im Fall a e A die Involution 
O'U im ßiischel Mo gen au die Geraden A und Zo. Es ist daher O'U 

weder planar, noch hat O'U Zentrum a. Nach (3.7) hat o:u Achse 
A oder Zo. Aus (3.9) folgt ßehauptung b). 0 

(3.11) Korollar. (Dreieckslemma) 
<1) In der StandgruPl>e eines Punktes x gibt es höchstens zwei 

kommutierende Involutionen mit Achsen durch x. Insbeson
dere IJ<1t im Falle der Existenz solcher Involutionen deren Pro
dukt keine AclJse durch x, und die Standgruppe eines Dreiecks 
entlJält IJöcllstens drei kommutierende nicht plan are Involutio
nen. 

b) In der Standgruppe eines Punktes gibt es llöclJstens drei paar
weise kOlUlJlutierende Iuvolutionen mit Zentrum und Amse. 

c) Seien 0:, ß, 'Y versclJiedene, niclJt plan are Involutionen, die ein 
Dreieck punktweise IixieJ'en und paarweise kommutieren. 
DmlJJ ist 'Y = o:ß e (0:, ß) IV ('lL 12'lL )2. 

(3.12) Definition. Eine nicht leere offene Teilmenge U einer 
Geraden heißt Halbadlse einer Gruppe t:1 ~ r, weun t:1 trivial auf 
U wirkt. 

(3.13) Bemerkung. Hat t:1 ~ r zwei Halbachsen, die nicht in 
derseIhen Geraden eut.lmlt,cn sind, so erzeugen diese heiden Punkt
lUengt'll llic r,allze Ehl'll('. Es folgt t:1 = 1. 
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3. QUIL<;ipM!lpeklivit.älen. 

(3.14) Lemma. 
a) Gruppen mit HalbaclJsf'n IJaben IJöc/Jstens die Dimf'usion des 

Fahnenraumes, also 31. 
b) Quasiperspektive GI1Ippcn IJahen IJöclJstens die Dimension 

des Fahnenraumes, quasiperspektive Gruppen mit Halbachse 
haben IJöclJstens die Dimension eiuer Geraden. 

c) Eine Gruppe 6 ~ r mit HalbaclJse U zentralisiere eine Invo
lution (T e 6. Dann ist (T Ilxial, und dim 6 :51. Die Gruppe 6 
wirkt frei auf den von (T bewegten Geraden durclJ Punkte der 
HalbaclJse. 

Beweis: i) Sei A e M eine Gerade und U ~ A Halba("hsl' l'incr 
Gruppe 6 ~ r. Die Standgruppe 6 .. eines Punkt.es x, der nicht. auf 
A liegt, fixiert jroe der Vcrhindungsgeraden xu für u e U. Dil'se 
Geraden bilden eine offene Teilmenge U des Büs(:hels M... Hält. 
man nun einen weiteren Punkt y auf einer dieser Geraden f('St, so 
schneidet die Verbiodungsgerade yu mit irgendcinem Punkt u e U 
alle Geraden einer offenen, nicht leeren Teilmcnge von LI. Die 
Gruppe 6 z .1/ hat also zwei Halbachsen. Wegen dim 6/6 .. ~ 21 
und dim6z / 6 ~ dimxy = I folgt die Behauptung a). 

z •• 

ii) Jede Gerade G, die von ('iuer quasipl'rspcktivl'u Grupp", 6 b",
wegt wird, ist Achse von 6 G (vgl. (3.2». Ist U ~ A Halhal"hsc von 
6, so kann man G im ßiischel eines Punktl's u e U wählen. Es folgt. 
dim 6/ 6 G :51 und wegen 6 G = 1 der zweite Teil df'r Behauptung 
b). Der erste Teil der Behauptung wird durch Fest.halt.en einer hc
liebigen von 6 hew('gten Genulen auf dcn Fall der Exist.l'nz l'illel' 
(Halb-) Achse zurikkgefiihrt. 

iii) Nach (3.7) hat. (T eine Achse A, und tlil'Se l'lIt.hiilt, U. DlIl'ch 
jeden Punkt u e U geht nndl (3.8) genau pillp Fixgprmle Zu VOll 
(T. Diese Gerade wird nUll audl von 6 fixicrt.. Fiir jNlcn PUllkt 
x e Zu \ tu} hat 6 z wieder zwei HallmcllsPu. Es folgt. dim a :51. 

iv) Fixiert 6e6 einc Gprnd(' L,eM .. \{A,Z,,}, so exist,icrt. fiir 
jeden Punkt v einer g('('iglwt,('n Umg('lnmg V von u in A (1('1' 

Sdmittpunkt. z,. = L"Z,.. D('r Allt.mllnrphislllllS /t fixi('rt im 
Biisdl(,) M >. j('wpils pillp ol[PIIP MI'IIgc' VOll Gprmlc'll. Damit. hat 
/t mdlf('rc Hallmdlsc'll, 111111 ('5 fol!!;t. " = I. 0 
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J. Quasiperspektivitäten. 

Fiir kOlllpakte C(uasipcrspektive Gruppen gelten schärfere Schran
ken, dic sich aus dcm Folgenden ergeben: 

(3.15) Satz. Es sei 4» ~ r eine kompakte Gruppe von Auto
morplJismeu einer (nicht notwendig zusammenhängenden) stabilen 
Ebene IM = (M,M) mit dimM = 21. 

a) Gibt es einen Puukt l,e M mit dimp· = 21, so gilt p. = M, 
und IM ist isoIJJorplJ zur klassisdJen projektiven (Moufang-) 
Ebene der Dimension 21. Insbesondere ist 4» in der elliptischen 
Dewegungsgruppe enth;llten und fixiert keinen Punkt. Der 
Zentralisator vou 4» in der vollen Automorphismengruppe von 
IM ist trivial. 

I,) Fixiert ~ eiucn Punkt l' und gilt dim G· = 1 für eine Ge
rade G durdJ p, so fixiert 4» keine Gerade durch p, es gilt 
G· = MI' ~ $,. Im Fall 1 ~ 2 enthält die Gruppe 4» 
eine zur einfach zusammenhängenden Überlagerungsgruppe 
Spin'+1 von SO'+1 R isoUJorplJe Gruppe ß, die quasielfektiv 
und transitiv auf MI' wirkt. Die zentrale Involution von ß 
wirkt trivial auf MI" 

c) Fixiert 4» eine Gerade G und gilt dimp· = 1 für einen Punkt 
pe G, so ist p. = G eiue kompakte Gerade. Insbesondere 
fixiert 4» keinen Punkt von G, es gilt p. ~ $" und G schneidet 
jede andere Gerade H e M \{ G}. Im Fall 1 ~ 2 gilt weiter: 
Die Gruppe 4» entlJält ('ine zur einfach zusammenhängenden 
Überlagcrungsgruppe SpiuH I von SOHl R isomorphe Gruppe 
ß, die (luasielfektiv und transitiv auf G wirkt. Die zentrale 
Involution von ß wirkt trivial aufG. 

Deweis: Kompakte Dahnen der vollen Dimension sind jeweils 
offen in M,G bzw. MI' (vgl. (46: Theorem Be))). 

i) Es sei diml'· = 21. Dann trägt. eHe Menge p. eine kompakt.e, 
offene Ullterebclle IP = (],., P) VOll IM. Nach [33: 1.27] ist. JP 
projektiv. Sei xe IIf \p.. Die Menge der Verbindungsgeraden 
{]'''''x I I{J e 4»} ist. kompakt. lind offen im Düschel M r · Da M r 

zusaulIllcllhällgelld ist (33: 1.14], trifft jccle Gerade durch x di(' 
offene Teilmcnge 1'· von 111 . DC'lIluach ist. x Sdmittl'unkt von 
GC!raclcll aus P . .Jc' zwci sold .. ,)" G .. nu\cn sdlllC'iclcn sich alu!)" SChOll 
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3. Q"a.'1ip('r~p('kt.ivitiit('n . 

in p.. Dieser Widerspruch liefert p. = M. Die Ebene IM = JP ist 
also eine homogene projektive Ebene, nach {75] oder {421 ist JP die 
Moufangebene der Dimension 2/. Jeder AutomorphislIluS von JP 
fixiert einen Punkt von 1'·. IllsbeROlUlere ist der Zcntralisator vou 
«I> trivial. Damit ist a) bewiesen. 

ii) Es sf>i G· ~ M, und dim G'" = I. Die Drum G· ist kompakt und 
offen im zusammenhängenden Düschel M,. Hieraus folgt G· = 
M" und P ist ein isotroper Punkt von 1M. Dehauptung b) folgt 
nun direkt aus {47: 3.11]. 

iii) Es sei p. ~ G und dim 1'''' = I. DM Komplf'lll(,ut. X VOll 1'''' 
in G ist eine ahgeschlossf'llf' Teihuf'nge von AI. Allf Al \ X winl 
daher eine stabile Ebene JE = (M \ X, [) induziert. Dip Dahn 1'''' 
ist eine kompakte Gerade von JE, schneidet also alle Geradf'n in [ 
nach [33: 1.151. Sei xEX und yEM\G. Die G('radf> xy hat. nuu 
zwei Schnittpunkte mit G. Dieser Widerspruch liefert 1'''' = G. 
Anwendung von b) auf die f'utgegengcsetzte Ebene IM· (vgl. (39: 
1.1] liefert die Dehauptung c). 0 

(3.16) Korollar. KOJlJpakte quasipcrspekth'e GruppeJJ IUlI)elJ 
höcJJstens (I - 1 )-dimensioJJale PunktbalJJJcn. 

Beweis: Eine I-dimensionale Dalm eines Punktes ;r wärE' kOlJl
pakt und offen, woraus Transit.ivität auf der Gpraden Fr uml dalJlit 
Kompaktheit von Fr folgt .. Dann exist.iert. mit dem Sdlllittpunkt. 
von Fr mit einer anderen Fixgeraden ein Fixpunkt im Widerspruch 
zur Transitivität. 0 
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4. FÜNFECKSSTANDGRUPPEN, UNTEREBENEN. 

Unter dem Erzeugnis (X) einer Teilmenge X von M verstehen wir 
den Abschluß der kleinsten vollen Unterebene, die X enthält. Eine 
Unterebene JE = (E,f) heißt voll in IM = (M,M), wenn für je 
zwei Geraden, die sich in IM schneiden, der Schnittpunkt bereits 
in E liegt. Der Abschluß ist eine stabile Unterebene (33: 1.29), 
diese ist ma.ximal unter den Ullterebenell gleicher Dimension: 

(4.1) Lemma. Sei JE = (E,f) eine volle, abgeschlossene, po
sitiv dimensionale Unterebene der stabilen Ebene 1M = (M,M), 
die abgcsclJlossene Unterebcnc IF = (F, .1') enthalte JE als echte 
Untcrt'bcne. Dann gilt dim E < dirn F. 

Deweis: Angenommen, dirn E = dim F. Dann ist E offen in F 
nacb [46: Tb. He)). Sei z E F \ E. Man wählt einen Punkt xE E 
und einen weiteren Punkt y E E \ xz. Die beiden Geraden xz und 
yz schneiden die offene Menge E in jeweils mehr als einem Punkt, 
gehören also zu C. Da JE als volle Unterebene vorausgesetzt war, 
erhält man den Widerspruch z E E. 0 

Im Vergleich zum projektiven Fall stellt sich folgendes Problem: 
Das Erzeugnis eines Vierecks V kann ausgeartet sein, im Extrem
fall kann (V) = V gelten. Es gibt aber in stabilen Ebenen stets 
ein geeignetes (ausgeartetes) Fünfeck V = (o,u,v,b,e) mit bEuv, 
d('SSCll Erzeugnis eine in sich dichte Unterebene ist: 

(4.2) Lemma. In stabilen Ebenen kann man zu jedem Dreieck 
T = (u, v, e) einen Punkt 0 und eine Umgebung U von u in uv so 
wälJJen, daß V = (0, u, v, e) ein Viereck bildet und {iir jeden Punkt 
bEU\{u} das Fünfeck V = (o,u,v,e,b) eine Unterebene erzeugt, 
die in sielJ übcrall dicllt liegt. In stabilen Ebenen der Dimension 4 
ist dclS ErzcuglJis von V stets von positiver Dimension. 

Deweis: (33: 1.33, 1.341 o 

(4.3) Lemma. Dic Geraclcnhiisclwl einer sta/Jilcu EbcIJe IM = 
(AI, M) siud lok;,llwuJOg"<'u. 
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4. Fiillr('('kflflt.;UIlIr;rnJlI' .. II, Ullt .. r ...... II .. II. 

Beweis: Seien X, }' E M;r. Man kann G('rrul('n G, Il so wählen, 
daß 9 = GI\X und" = IlI\Y exist.ieren. Auf der Verhindungsg('ra
den g11 wählt man einen Punkt z. Dann ist auf eint'r Umgebung IV 
von X in M;r die AhhiMung 7r = 7rG,%,II,;r : L.- «(LI\G)z) I\R) x 
definiert, und das Dild IV" ist dne Umg('hung von Y in M;r. 0 

(4.4) Lemma. Sei 1M = (M,M) eine 8-r1ilJ)('lJsiolJalc stalJi1e 
Ebene, die eilJe 4-dimensionaJe Unterebene ID = (n, ß) f'1Jt.lJiilt. 
Dann sind die Geradcn von 1M Mannigfaltigkeitcll. 

Beweis: Sei V eine kompakte Umgebung in n, x dn Punkt. iu 
M \ n. Wir betrachten die Ahhildung 

7r : V -+ M;r : b.- bx. 

Diese Abbildung ist. stetig, wegen der Kompakthcit von I' ist. sie 
auch ahgeschlossen. Da x ~ n, liegt. x auf höd,st.ens f'inf'r G('ra
den L E ß. Olme Beschränkung kann V so gewählt wenlcu, daß 
V n L = 0. Dann ist. 7r injektiv, und es gilt V ~ IV = V... Mit 
V ist also auch W vierdimensional und enthält damit eiut' uicht 
leere Teilmenge Ü, die in M;r offen ist. [46: Th. He}). Da dje 
Punkträume 4-dimensionaler Ebenen Mannigfalt.igkeit.('n sind [33: 
1.13), kann man in V einf' orrme Umgehullg U ~ nrt mit. U" ~ fT 
finiten, das Dild U" ist drum offen in M... Aus der }okah'u Ho
mogenität des Büschels (4.3) folgt 111m mit(33: 1.19): M .. ~ $4. 
und auch die Gerrulen si lId Mrumigfaltigkeiten. 0 

(4.5) Korollar. ElJtlJält die AntoIlUJrl'lJisJJJ('ngrul'p(' ,·itlf·J" 8-
dimensionalen stalJilcn Ebt'IJc "ill(, plauM" Im·olnti"n. so silJll ,Iit· 
Geraden MaJllJigfaltigkcit"lJ. 

Im Folgenden wf'nlcu di(' Erg('bniss(' von [76: Sl'Ct.. 2) für Vierf'(,ks
stalldgruppen auf Standgruppen gec'iguctf'r FÜllf('('k(' iih(·rtrag(·n. 
Dazu sei strt.e; A f'in(' zlIsanlluellhiillg('llIll' Grupp!' VOll Aut.o
lIIorphislUf'1I rin"r ndlt.<lillleusioual(·u st.ahileu Eh('lle IM. (li,' ('jn 
geeiguetes Fiinff'Ck V puukt.wf'isf' f(~t.läßt. Dif' VOll IIt'lU Fiiuf''('k 
(·rzellgt.f' Ullt.rrf'I"·Il(, spi IF = (F, .1'). 
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4. Füufecksstandgruppeo. UuterebeoeD. 

(4.6) Satz. Ist A koml)akt und nic1Jt abelsc1J, so ist A ~ S031R. 

Beweis: Nach dem Struktursatz [98: §25] gibt es einen Epi
morph ismus A x X -+ A mit nulldimensionalem Kern, wobei A 
abelsch und X direktes Produkt (möglicherweise unendlich vieler) 
quasieinfacher Liegruppen ist. Ist A nicht abelsch, so ist X :F 1 
und A enthält eine quasieinfache Liegruppe E. Wegen der Kom
paktheit von E existiert eine Involution (} E A, die planar sein muß. 
Nach (4.5) ist Mo ~ $ ... Die Gruppe A wirkt effektiv auf Mo (der 
Kern der Wirkung hat mit uv, ue mindestens zwei Achsen), und 
es gibt eine Gerade mit mindestens zweidimensionaler Bahn [54: 
Th. 1]. Mit ou, ov, oe läßt A mehr als zwei Geraden durch 0 fest, 
[67] liefert nun A rv S031R. 0 

(4.7) Satz. Ist A kompakt, so ist dirn A ~ 3. 

Beweis: Wegen (4.6) kann A als abelsch angenommen werden. 
Für e E uv ist die Balm eil. in uv enthalten und demnach wegen 
der Existenz von Fixpunkten höchstens 3-dimensional nach (3.15). 
Wählt man den Punkt e mit nicht trivialer Bahn, so ist das Erzeug
nis der Bahn und des Fünfecks eine Unterebene JE von positiver 
Dimension e ~ 2 dim eil.. Aus JE = 1M folgt At: = 1 und damit die 
Bdmllptung. Ist JE eine echte Unterebene, so wirkt A nicht tri
vial auf JE, läßt aber das Erzeugnis IF des Fünfecks punktweise 
(l'st. Folglich muß A eine zusalmnenhängende Gruppe von Baer
Kollin('ationen der 4-dimensionalen Ebene JE sein, was [35: 1.5] 
widerspricht. 0 

(4.8) Satz. Wirkt A trivial auf einer ßaer-Unterebene m = 
(B, B), so ist A kompakt und dirn A ~ 1. 

Beweis: Ist A niebt kompakt, so gibt es nacb dem Satz VOll 

Arzcla-Ascoli [57: 7-6.1, p. 290] Geraden Ln E M. und Auto
morph ismen A .. e A so, daß die Folge der Ln gegen die Gercu:le ou 
konvergiert, aher ou kein Hällfllngspunkt der Folge der Bildgera.
den L!- ist. Wir wählen JE M .. \ B" so, daß der Schnittpunkt 
J I\ou existiert. Dann giht es kompakte Umgehungen 0 von 0 in 
ov und U von u in uv so, daß J alle Verbindungsgeraden von Punk
tcpaarcn in () x [T sdll1('idcl.. Es sd D := (B n U) x (B nO). Da 
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4. FiillrccbstalldgruJlpMI, Ulltrrchcllf'lI. 

ID eine abgeschlossene Unterebene VOll IM ist, ist D kompakt (und 
dimD = 4). Die Abbildung 

p: D -+ D" ~Mu: (s,t) ~ (st"J)u 

ist dt>finiert, stetig, abgpsc:hlossen und injektiv (sonst wär(' J € ß) . 
Es ist demnach J' ein HomöomorphislIlus von D aur D" ==: V. 
Wegen dirn D = 4 ist V eine Umgehung von ou in M U' Wegen 
IimLn = ou kann {Ln I n € IN} ~ V angenommen werden. Es sei 
Ln = (sn,fn)", dann konvergieren die Paare (sn,t n) gegen (u,o) . 
Wir zeigen nun, daß die Folge der J>'. gegell uv kOllv('rgi('rt: Es 
gilt 

Da die L~· sich nicht bei ou häufen, konvergiert die hetnu·ht.et.1' 
Folge gegen u, also gilt firn J>'. = uv. Nach (4.3) gibt es G(,fa
den Ge 8 u und H e 8 0 sowie einen Punkt z E 0" n D so, daß dit' 
Projektivität lr = lrG,z.II,,' auf einer Umgehung lV VOll uv in M" 
definiert ist und diese homöomorph auf ciu(' Umgebung VOll 01' 

in M" abbildet. Ohne Dcschränkullg kaun J € lV angl'llOllll1lPtl 
werden, J( == JW ist also definil~rt . Da die zur Projektioll he
nutzten Elemente in ID liegen, blf'ihen sie unter A fpst. Dahel" 
zentralisiert lr die Gmppe A, woraus die Konvergenz der Folge 
[( >'. gegen ou = (uv)" folgt. Für d E B n uu naht' bd u sind 
(d, 0)" und (d, 0)" "/{ dcfiniprt und es giht (eindeutig l)('st.iulIll
tel Punkt.e 1,E Ul' n D, q E ou n D so, daß (d,o)" = (pqAl\.·)u. Damit. 
konvergieren die «d, 0)")>'· == (elo"J>'·) U gcg('Jl du == 'W, alllt('r(,l"

seits gilt «(1,0)" )>. .. == (IN/"I\" >. .. ) u, woraus Konv('rgcuz gegNl qu 
folgt. Dies('r Widerspruch lid('rt die Kompaktheit. VOll A. 

Zur Abschätzung der Dimt'llsion VOll A: Di(' Grupp(' wirkt. df(·kt.iv 
auf dem Diisch('1 Mo :::::I $4 uud läßt, Bo :::::I $2 ('lellwllhwis(' fest., 
Nadl (67} miis.'1('u alle Dahu('n dllllilll('nsional sein. Wie im Dl'wt'is 
von Satz (4.6) st.ellt. mall A aiR epimorphes Dild .,illcs Pr()duk~cs 
A x X etar. Jf'dcr Faktor elps nkht.ahclsdl(,11 Ant('ils X miißt.(' mit. 
eill<'r w('uigstc/ls 7,wcitlill1('/lsional('u Dallll wirk('11 [54: Th. I}. A 
ist 11CIIlIlac::h ahclsl"h. De'\' St.ahilisat.llr A,. ('im'S Punkt.t's (' E fll ' \ n 
wirkt. t.rivial anf IlPIll Erz('ugllis (D, (.) = IM ltIut iRt. tlallC'l' sd"st 
t.rivial. Die's )i('fpl't. e)i(' De·hattpt.llIIg. 0 
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4. Fil1lfccksstandgrul)pen. Unterebenen. 

(4.9) Korollar. 
a) Wird eille p/anarc Involution einer ac/ltdimensionalen stabilen 

Ebene von einer IlalbeinfacllCn Gruppe ß zentralisiert, so ist 
ß (luasieillfadJ und induziert auf der Fixebene eine der in {35} 
genannten Gruppen: 

S03Hl., Spin3' S~Hl., PSL2Hl. 0/ 03Hl.(1), 

SL2 4::, PSL2 4:: ~ 04Hl.(1) CI! S034::, PSL3 lR, 

PSU34::, PSU3ct(1), PSL3ct 

od('r eine Uberlagerrlllgsgruppe von PS~lR. 

b) Läßt A eine Daer-Unterebene ID invariant, die das Fünfeck V 
cntllält, so wirkt A naclJ [33: 1.34}, {35: 1.5} trivial aufm und 
ist demnach kompakt und hödJstens eindimensional. 

(4.10) Lemma. Ist JE = (E,C) eine echte, volle Unterebene 
positiver Dimension, die das Fünfeck V enthält, so gilt für jeden 
Punkt ce E n ou: dim c'" :s 2. 

Beweis: Ist dirn F = 4, so ist. 1F = JE und die Behauptung t.ri
vialcrweise erfüllt.. Sei also dirn F = 2, dirn E = 4 und ce E \ F. 
Dann ist JE = (F, c), und Ac wirkt trivial auf E. Die Zusammen
hangskomponente A k des globalen Stabilisators wirkt nach (4.9,b) 
trivial auf E, ist also gleich der Zusammenhangskomponente A!. 
Der glohale Stabilisator AE ist dClIDmch lokal isomorph zu Ac. Es 
sei,,: (Enou) X A -+ ou: (x,A) ...... x.\-'. Die Einschränkung VOll 

'1 auf dne kompakte Umgebung ist stetig und abgeschlossen, nach 
[59: 111.6] existiert y e ou mit dim y"- ~ <lim A + 2 - 4 = dirn A - 2. 
Für dim A ::S 2 ist. die Behauptung klar, aus dim A ~ 3 folgt also 
(F, b) = JE und damit Ab = Ac für be y"-. Ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit sei y = be E. NUll gilt: 

woraus die lokale HomöolUorphie des Stahilisators Ac mit b"
folgt .. Es gilt also «tim At" ~ dim A - 2 uud «lamit dim cA ::S 2. 0 
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(4.11) Satz. Ist das Fiinfeck V in einer Dacr-Untprebene ID = 
(B, ß) enthalten, 50 gilt dim A $ 3. 

Beweis: Wird die Ullterebcne ID von V erzeugt, so ist nach (4.8) 
sogar dim A $ 1. Jedenfalls ist dim F ~ 2 133: 1.34) und es existit'rt. 
cE D mit J) = (F,c). Da Ac die Dacr-Untereh(,llc ID invariallt.läßt, 
gilt dirn Ac $ 1. Andererseits kann c auf ou gewählt werden. Das 
vorangehende Lenuna liefert die Dehauptung. 0 

(4.12) Lemma. Ist dimA == 4 und dip Standgruppe Ac ('II/('r 
Geraden GE Mo trivial. so ist die Abbildung 

eine offene Einbettung, inshe50ncl('re ist A eIße Liegrul'pc !lud 
MG ~ 3;4. 

Dewpis: Die Aussage ist. dual zu 17G: 2.8]. In dieser dual('11 Form 
läßt sie sich für stabile Ehellcn wip im projpktiveu Fall \wweisell . 
o 

(4.13) Satz. Wenn da<; Fünfeck V in ein('r eelJt(,Il, vollm Uu
terebene JE = (E,f) positiver Dilllf"nsion eutluIJtelJ ist. gilt 
dimA $3. 

Deweis: Wegen (4.11) ist nur norl1 d('r Fall einer zweidiml'll
sionalen, maximalen Ullt.t'reheue zu J,('t.radtt.cll. Für jf"dclI Punkt. 
xE M \ E gilt also (V, x) == (E,3') = IM und Ar = l Da .,. allf 

uv gewählt wenlell kanu, ist. <tim A == dim x" $ 4. S('i diJII A == 4. 
Zu jeder Geraden GE M., \ f exist.il'rt. l'inc Geradt· [{ E f . di(' G 
in einem Punkt x =F 0 schneidet. Aus xE E folgt. GE [. . dCJllnad, 
ist x f E und Ac = Ar = t . Nad, (4.12) ist aloo filr jcdc soldu' 
Gerade G die Dahn GA offen in (I('r ztlsamm('nhängclul('u M('np;(' 
Mo\f, woraus Transitivität, lind ,Iamit Mo\f ~ A folgt.. AllS 

dim E = 2 schließt lIIau Mo \ f ~ $1 \ $, ~ »r' \ m ':f: »1". ,li .. 
Licgruppc A kaun also nicht. kO!lll'akt.fn·j sein lind (·n'.hiilt. "ilU' 111' 
volution. Di('S(' Illvolllt.ioll JIluß "Ianar S(·in. Di(' Fix('\'l'IU' ,·ul.hiilt 
da<; Fünfeck, uad, (4.11) lllUß dod, (tim A $ 3 S(·in. Damit. ist. ditO 
Dchaupt.tlug hcwi(,S('Il. 0 
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4. FÜllfedtsstaudgrnppen, Unterebenen. 

(4.14) Lemma. Seieu c),1It zusammenluingcnde, niebt triviale 
UutcrgrulJ/>Cu vou A, die sielJ gegenseitig zeutralisieren. Dann 
siud die Fixunterebencn gleich, uud c) und \11 wirken frei auf deren 
J(oJJJl'lcJJJeut. Inshesondere gilt dim c) S 4. 

Deweis: Wir betrachten einen Punkt x E ou, der von c) bewegt 
wird. Die von der Dalm x+ und dem Fünfeck erzeugte Unterebene 
JE = (E,E) hat positive Dimension e, und c) wirkt nicht trivial 
auf JE, läßt aber JF punktweise fest. Aus e = 2 folgt 1F = JE, im 
Falle e = 4 wäre JF von positiver Dimension und c) eine zusam
menhängende Gruppe von ßaer-Kollineationen. Beides wider
spricht der Auualuue c) '" 1 (für den zweiten Fall vgl. [35: 1.5]). 
DallCr gilt JE = IM und damit I{t z = 1. Dieselbe Argumentation 
lJIit vertauschteu Rollen für 1It, c) liefert nun die Behauptung. 0 

(4.15) Lemma. Sei JE = (E,E) eine abgeschlossene Unterebene 
von IM. Drum ist (iir jeden Punkt oE E die (zusammenhängende) 
Menge Mo \ E nidJt lJOmöomorj>IJ zu IR". 

Deweis: Der Deweis läßt sich genau wie bei [76: 2.11J führen. 0 

(4.16) Lemma. Sei c) eine zusrumnelJhängende, nicbt triviale 
Uutergruppe von A. Daun ist der Zentralisator CA(c» höchstens 
dJ·cidimensional. 

Beweis: Sei \11 = CA(<<)l die Zusammenhangskomponente des 
~ntralisators, JE = (E,E) die Fixebene von C). Aus (4.14) erhält 
man dimllt S 4. Im Falle dim I{t = 4 ist nach (4.12) die Gruppe 
I{t eine Liegruppe homöomorph zu Mo \E, die nach (4.15) nicht 
kompaktfrei sein kann. Daller enthält I{t eine Involution, und (4.11) 
liefert deu Widerspruch dim A S 3 < dim \11. 0 

Die Beweise der folgenden Aussagen können direkt von [76: 2.13, 
2.14] übernommen werden, lla die dort angeführten Argumente 
sich (unter Verwendung der bier übertragenen Ergebnisse) nur 
1J00·h auf die Gruppen beziehen und lll:5wcgen von der betrachteten 
Geometrie tlllabhängig g..ltcn. 

(4.17) Satz. Lc;t A lualbcinfjadJ, so gilt dim A S 3 (Ilud A ist dclU
IJadJ qlmsicin(adJ o<l('r t!"ivi,,'). 
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4. Fiinfecksslandgruppen. UlIlcrclK>IICII. 

(4.18) Satz. Es gilt: dimA :54, oder A wirkt transitiv auf ('inem 
zu ne isomorplJen Normalteiler, und dim A :5 5. 

(4.19) Satz. (StarrIJCitslemma) 
Wirkt eine Gruppe 6 trivial auf einer Unterebene der Dimension 
c, die ein geeignctes Fiinfef:k cntlliilt, so gilt dirn 6 + e :5 5 oder 
e = 8,6 = 1. 

Beweis: (4.2), (4.8), (4.13). 0 

Die Abschä.tzung der Dimension der St.andgrttppen gef'iglU't.er 
Fünfecke erlaubt eine erst.f' grobe Ahschä.tzung df'r Dimension dN· 
vollen Automorphismengrupp(': 

(4.20) Korollar. Die DimcnsiolJ der AutomorpllislJwlJgml']J(' 
einer lokal kompakten adltdimclJsiollRlcn stabilelJ EI>f'IJ(' i.<;t lJijdl
stens 8 + 8 + 8 + 8 + 4 + 5 = 41, jedelJfalls elJdlicll. 

26 



5. KOMPAKTE GRUPPEN VON AUTOMORPHISMEN. 

In dit'SCm I(apitel sei stets IM = (M,M) eine 8-dimensionale sta
bile Ebene. 

Die folgcnde Tatsache motiviert die Aussage von Theorem A: 

(5.1) Lemma. Ecllte Untergruppen der elliptischen Dewe
gllngsgrnppe PU3 1H der Quaternionenebene sind höchstens 13-
dimensional. 

Deweis: Untergruppen vom Rang S 2 sind höchstens lO-diInen
sional. Die Untergruppen von maximalem Rang entnimmt man 15]: 
der 9-dimensionale Zentralisator einer planaren Involution (eine zu 
U3(; isomorphe Gruppe) und der 13-dimensionale Zentralisator 
einer Spiegelung (ein Produkt von U21H und U11H ~ Spin3 mit 
identifizierten Zentren). 0 

(5.2) Lemma. Es sei ß eine zusammenhängende, kompakte 
(nidJt notwendig LiesdJe) Gruppe von AutomorphismeIJ einer 
achtdimensioJJalen stabilen Ebene, die sich nicllt in die projektive 
QuaternionenebeJle einbetten läßt. Die Zusammenhangskomp0-
nente Z des Zentrums von ß llabe positive Dimension. Dann ist 
dimß S 13. 

Deweis: i) Existiert ein Punkt p, dessen Dahn l'z in keiner Ge
raden liegt, so erzeugt pZ eine stalJile Unterebene JE. Die Stand
gruppe ß, wirkt trivial auf JE, ist also höchstens dreidimensional 
nach (4.13). Wegen (3.15) gilt dimpA:s 7 und damit dimß S 10. 

ii) Falls Z quasiperspektiv ist, seien p und q zwei von Z bewegte 
Punkte auf verschie<lenen Fixgeraden F" Fq E (}z (vgl. (3.2». 
Dann erzeugen die Dalmen l'z, qZ eine mindestens vierdimensi0-
nale Unterebene JE: die DailIlen sind wenigstens eindimensional, 
nach (3.16) sind die Geraden von JE wenigstens zweidimensional. 
Da p von Z bewegt wird, gilt ~("I = J. 
Sind die Geraden Mannigfaltigkeiten (und damit die DüsdlCl 
Sphären), so gilt nach 167] cntweder dim ß" :S 6 (lind damit 
dim ß S 13), oder es ist dilll(JJfj)6 .. :S 1. Im zweiten Fall ergibt skh 
mit(3.15)diIl1ß'/ß :S1+3=4I1nddilllß/ß SI1. ,.q ,.q 
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5. Kompakte Gruppf'll VOll Autolllor"hislllf'lI . 

Sind die Geraden keine Mannigfaltigkeiten, so ist nach [94] keiuC' 
Bahn in fiz offen und daber dirn 6/6 ~ 12. P • ., 

Die Standgruppe 6 p • ., wirkt nun trivial auf IE, ist also nach (4.8) 
höchstens eindimensional. Damit ergibt sicb dim 6 ~ 13. 0 

(5.3) Bemerkung. Zusammenhängcnde kompakte uicht. Liesclu' 
Gruppen haben stets ein Zentrum von positiver Dimcnsion [98: 
§25), erfillien also die Voraussetzungen des voraogehell<len Lem
mas. Liegruppen werden im Folgenden genauer studiert. Mit. 
cI> sei eine kompakte zusammenhängcnde Lie-Untcrgruppe VOll 
r = Aut (IM) bezeichnet. 

(5.4) Lemma. Wirkt eine mellr als 6-dimensionale kompakte 
zusammenlJiingende Lie-UntergruPl'e 6 einer Standgruppe r p 

quasieffektiv auf dem DüselJcl M p , so gilt 6 '" Spin!;('" SU2 nI}. 
und die Wirkung auf M p ist flie gf'wö11ll1iellf~. InslJcsomlere wirkt 
keine mehr als 6-dimensiona1(' Gruppe effektiv auf M p . 

Beweis: Sei e ~ 'll' It ein maximaler Torus von 6. 

i) Enthält e eine planare Involution, so ist nach (4.4) das DiisdlC'1 
M p homöomorph zu $4, und die Behauptung folgt. aus [67] und 
(3.15). 

ii) Enthält e eine axial", aber kein\' planare Involut.ion, so liC'gC'\1 
wl'gen (3.9) und (3.10) höchst.ens drei Involutionen in e. Ins
besondere ist in diescm Fall 6 eine kompakt.e Gruppe vom Rang 
k :S 2. Qua.c;ieinfache kompakte Gruppen vom Rang 2 sind lokal 
isomorph zu Spill!; oder SU3 (;. In hC'idcn FällC'1I giht es na('h [55: 
Cor. p.435] eine vienlimcnsional" Bahn. Aus (3.15) lind [G7) folgt. 
A '" Spin:;. Nicht quasi('infru:he kotnpakt.(' Li('grupPt'n vom Rang 
k :S 2 sind höchstclls 6-(lilllC'nsional. 

iii) Es hleibt dC'r Fall, daß allC' Involut.iOllt'n in e ZC'ntnllll l' hallen. 
Da 6 quasieffektiv auf M" wirkt., liC'gt diC' MC'ngC' .J di('S('r Involu
tioncn im Zentrum von 6. Sei q =1= l' ein Punkt., dC'r von 6 h('\\'(·",t 
wird. WcgC'n (3.15) ist. uur n(/(·II lIt'r Fall dimß/6 $3 zu In'-

'11' 
trarht.C'u, 1lI111 ('S gilt. tlim6.q" /6., :S 3. Im Fall dim6q > () mt.!tält. 
6 q C'in(' Involut.ion (1 E:1. Nadt (3.7) hat. (1 ('iuC' AdtsC' c1nrch q. 
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5. Kompakte GruPI)en VOll Automorphismell. 

aus (3.10) folgt k:5 1 und dim 6 :5 3. Es bleibt dirn 6" = 0 und 
damit clim6 :5 6. [] 

(5.5) Lemma. Sei 0' E <l> eine Involution, I}I der Zentralisator 
C.(O') und e = 111(00) der Kern der Wirkung von I}I auf(Jo (vgl. 
(3.2)). Dann gilt: dime :53. 

Beweis: Es sei x ein Punkt, der von 0' bewegt wird, G = 
xxo E (jo' Nach (3.16) wirkt e auf G mit höchstens dreidimen
sionalen Bahnen. Die Standgruppe ez bleibt invariant unter Kon
jugation mit a und fixiert deswegen auch den Punkt xo. Wir 
betrachtcn die Wirkung von ez auf den Büscheln M z und Mzo. 
Enthält die Gruppe ez eine Involution ß, so fixiert diese außer xxo 
noch jeweils eine weitere Gerade durch x bzw. x" (3.8). Diese 
beidcn Fixgeraden sind Achsen, woraus ß = 1 folgt. Damit ist 
clim e :5 3 bewiesen. [] 

(5.6) Lemma. Der Zentralisator I}I = C.(O') einer Involution 
0' E <l> llat höchstens Dimension 13. Hat er die maximal mögliche 
Dimension, so wirkt er transitiv auf (Jo' 

Beweis: Es sei dirn I}I ~ 13. Sei weiter x '" Xo und G = xxo E (J ... 
Nach (3.16) wirkt die Standgruppe I}IG auf G mit höchstens drei
dimensionalen Bahnen. Jede Standgruppe 3 = I}IG,z ist also min
destens 6-dimensional. Wir betrachten die Wirkung von 3 auf 
dcm Büschel M z . Wegcn 3(z) = 3~) = 3(z) n3(zDI = 1 ist diese 
Wirkung effektiv. Nach (5.4) gilt dim3 = 6, woraus dimG'i' = 4 
folgt. Alle Bahnen sind demnach vierdimensional und somit offen 
(und kompakt), der Zusammenhang VOll (j .. liefert die behauptete 
Transitivität. [] 

(5.7) Lemma. Es gilt dim <l>(zJ :5 3. 

Beweis: Sei 6 die ZusaulIllCllhangskompollente von <l>(z) und 
x ein Punkt, der von 6 bewegt wird. Dann ist dim xa :5 3, da. 
6 auf keillcr Zentrumsgeraden transitiv wirken kann. Im Fall 
dim6 > 3 gibt es eine Involution HE 6 r . Diese fixiert außer xz 
eine weitere Gerade A durch x (3.8). Diese Gl'rade ist Adlsc von 
Hund wircl deshalh vom Zentralisat.or Ca «(\') fixil'rt. Es folgt 
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5. KOlllpakt(' Grul'Jlf!ll VOll Anl.omor)hisJI\('II. 

C~(O') ~ 6,., = ßII1I ~ 6%. Insbesondere hat ß denselben Rang 
wie ß%. Enthält ß z eine zu '1I' 2 isomorphe Gruppe, so liegcn 
in c)lzl zwei kommutierende Involutionen mit derselben Achse A. 
Nach (3.9) ist dies unmöglich, die Gruppe ß hat also Rang 1 und 
ist höchstens dreidimensional. 0 

(5.8) Korollar. Fixiert die kompakte Liegruppe c) einen Punkt 
p, so gilt dirn c) ~ 13. 

Beweis: Es sei 9 = c)ll die Zusammenhangskomponente des 
Kerns der Wirkung von ~ auf M p • Dann gibt es eine zusam
menhängende Gruppe ß ~ c) mit c) = ß9 und dim(6 n 9) = O. 
Nach (5.4) und (5.7) ist. dim lfJ = dim 6 + dim 9 ~ 10 + 3 = 13. 0 

(5.9) Lemma. [(eine zu SOsJR lokal isomorl'lu~ Liegruppe 6 
enthält eine zu (S03JR)3 10&,,1 isoJlJorplJe Untergruppe. 

Beweis: Es sei ([J = EI E2E3 < SOsJR mit zu S03JR lokal isomor
phen Faktoren Ei. Liegt eine Involution 0' e Ei im ZC'ntrum von 
Ei, so ist Ei C!Jt Spin3' 

i) Enthält EI eint' Involution (1 1= -1, so zerfällt mG in zwC'i (1-

Eigenräume U, V der Dim('nsion 2 bzw. 4. Dies(' Eigpnrä1lJ1l(, 
bleiben invariant unter E2 lIud E3. Die Grnppt· EzE3 wirkt. tri
vial auf U und dpshalb eff('kt.iv auf V, ist also zu S04 m (iu dpr 
naheliegenden Einbettung) konjugit'rt. Der Fixraum U von E2 E3 

bleibt auch unter EI invariant. Die Gruppe E. wirkt dal.er trivial 
auf U, und E.E2 E3 wirkt. effektiv auf V. Das ist aber tlluuöglich. 

ii) Jeder Faktor Ei ent.hält deuUlach diC' zentrale Involution -1 
und ist deswegen Zll Spin;) isolllorph. Als reduktive Gl'1IPP(, wirkt. 
E. vollständig rNh17.ihcl auf R 6

. Auf jNlf'1ll invariant.f'll T"ilnullll 
U wirkt -1 und damit EI effekt.iv. Es folgt. dim U ~ .. uud dalwl' 
U = R 6

. Ale; Zcllt.ralisal.or der irrNluzihcl wirkf'udf'u Grupp(' ~I 
müßte E2 E3 nad. dell1 L('mllla VOll Sdmr in einelll Schi('fköl'l)('1' 
enthalten sein. Da.c; ist. ullIllöglich. 0 

(5.10) Satz. In llidlt klm;sisdJ('JJ 8-diJJJ('w;iollal('1J st;.l,il('u El}('JWII 

gilt stets dim (I> ~ 13. 
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5. Konlpakte Gruppen von Automorphismen. 

Bcwcis: Für jeden Punkt x gilt dirn <fl = dimx· + dim <fl z . Ist 
die Bahn eines Punktes 8-dimensional, so wirkt <fl transitiv und 
die Ebene ist kompakt und daher projektiv (33: 1.27). Punktho
mogene kompakte projektive Ebenen sind klassisch laut [75J, [42J. 
Im Folgenden wird deshalb stets angenommen, daß alle Bahnen 
höchstens 7-dimensional sind. 

i) Angenommcn, es existiert ein Punkt p mit <flIp) = 1. Lemma 
(5.4) liefert dirn <fl,. ~ 6, und es folgt dim <fl ~ 13, da alle Bahnen 
höchstens 7 -dimensional sind. 

ii) Es bleibt der Fall zu betrachten, daß <flIp) "I 1 für jeden 
Punkt p. Dann ist jeder Punkt das Zentrum einer geeigneten 
Zentral kollineation und muß deshalh Fixpunkt des Zentrums Z = 
Z (<fl) sein. Hieraus folgt Z = 1, die Gruppe <fl ist also direktes 
Produkt einfacher Licgruppen. In nicht klassischen Ebenen exi
stiert höchstens ein Punkt x, auf dessen Büschel die Staodgruppe 
transitiv wirkt [47J. Mit (5.4) und (5.7) folgen die Abschätzungen 
dim x· ~ 7, dirn <flz ~ 6 + 3 = 9 bzw .• = <flz , dirn <flz ~ 10 + 3. Mit 
dirn x· ~ 7 erhält man dim <fl ~ 16, es bleihen also noch die halbein
fachcn Gruppen der Dimension f mit 16 ~ f ~ 14 auszuschließen. 
Wir betrachten zuerst einfache Gruppen: Nach [95) oder [60] 
gibt es nur die Möglichkeiten <fl ~ PSU .. 0; und <fl '" G2( -14). 

Da die 14-dimensionale Gruppe G2(-J4) nach [54: Th. 1] nur 
mit mindestcns 5-dimensionalen ßahnE'n wirken kann, muß für 
die Standgruppe gelten: 7 ~ dirn <flz ~ 9. Ferner muß ~z einen 
Normalteiler <fllz ) mit 3 ~ dim <fllz ) ~ dim <flz - 6 enthalten. Für 
das Tripel d = (dim x· , dirn <flz / <fllz)' dim <fllzl) ergehen sich fol
gende Möglichkeiten: (7,6,1), (7,5,2), (7,4,3), (6,6,2), (6,5,3) und 
(5,6,3). In jedcm dicser Fälle müßte der Rang von <fl z größer 
als der Rang Von G2( -14) sein. Für die 15--dilllcnsionalc Gruppe 
PSU .. o; '" PSOGlR ergcbcll skh die Möglichkciten für d als (7,6,2), 
(7,5,3) und (6,6,3). Die ersten beidcn Fälle scheidcn wieder wcgen 
zu großcm Rang der Staodgruppe aus, im letztcn Fall müßte <fl z 

lokal isomorph zu (S03lR)3 sein. Nach (5.9) cnthält aber PSU .. 0; 
kcine solche Untergruppe. 

Die Fälle nicht cinfadlCr Gruppcn untert.eilen wir nach dcm Maxi
IHmn tu dcr Dillll'llsi()JlI~ll l'illfadu'r Faktor(,ll. Ist tu = In, so 
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5. Kompakte GruPPl'1I VOll Alltolllol1,bismclI. 

ist () ~ SOsR X (S03R)2 und enthält eine Involution mit 14-
dimensionalem Zentralisator im Widerspruch zu (5.6). Ist m = 8, 
so gibt es die Fälle () '" (PSU3~)2 und () ~ PSU3~ x (S03ffi)2. 
In beiden Fällen enthält () eine Unt.ergruppe T, die zu PSU3~ x 
S03R x 'll' lok."ll isomorph ist. Diese Untergruppe z('nt.ralisi('rt. 
eine Involution aE'll'. Auf Va wirkt PSU3~ transitiv nach (3.16) 
und [54: Th. 1]. Nach [54: Th. 1] wirkt eine zu S03R x 'll' 
lokal isomorphe Gruppe trivial auf Va. Dies widerspricht (5.6). 
Schließlich bleibt noch der Fall () ~ (S03R)S. In diesem Fall 
wird jede Involution a in einem der Faktoren von einer Gruppp 
'11 '" (S03R)4 X 'll' zentralisiert. Als 13-dimpnsionale Grupp" 
wirkt '11 nach (5.6) transit.iv auf (in. Nach [54: Th. 1] IIlUß d!'r 
Kern e der Wirkung auf vo mindestens 6-dimensional spin. Dips 
widerspricht (5.5). 

Damit ist der Satz bewiesen. o 

Mit (5.1), (5.3), (5.10) uud [52] ergibt sich nun: 

(5.11) Theorem A. Es sei 6 eine kompakte Grul'lJe VOll A,,
tomorpllismen einer adltdimensionalen stabilen Ebene IM. 1..,t 
dirn 6> 13, so ist 6 isomOrl)ll zur elliptisdIeIl Bewcguugsgrupl'(' 
PU3lH, ulld IM ist isomorpll zur IJcojcktiveu QuatcJ"JIiouclIelJclJ('. 
Die Wirkung ist äquivalcut zur gewolmteu. 
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6. REKONSTRUKTION VON INZIDENZGEOMETRIEN. 

Die von FreudenthaI [15: 6.2) 1951 entwickelte Methode zur Kon
struktion fahnenhomogener Illzidenzgcometrien, die auch in [28] 
dargelegt wird, soll im Folgenden für unsere Zwecke verallgemei
nert werden. 

Operiert eine Gruppe 6 auf einer Menge ,l', so bezeidmen wir 
mit X / 6 = {x41 x EX} die Menge der Bahnen unter 6. Mit 
6 z = {{) E 61 xli = x} sei die Standgruppe von xE.\' bezeichnet. 

Im Folgenden sei G eine Inzidenzgoomctrie, das heißt. ein Tripd 
(G, V, .:F), wobei G und V Mengen und .:F ~ G x v sind. Für q E G 
sei Vq = {HEvl (q,H)E.:F}. 

(6.1) Definition. 
a) Eine Untergruppe 6 VOll Aut(G) heißt repräsentativ für ce, 

wenn gilt: 
(R 1) 6 wirkt transitiv auf G. 
(R 2) Es gibt einen Punkt l' E G und eine Teilmellge n ~ v"' 

die gleichzeitig ein Repräscntantellsystem für V / 6 und 
für V"/6 ist. p 

(R 3) Für verschiedene Repräsentanten R, R' E n ist st<,t.s 

6n 1= 6/l'. 
In dieser Situation heißt (6,6",(61l)nE"R) auch piu (f'l'l"ii
sentiereudes n'ipcl für ce. 

b) Es sei 6 repräsentativ für ce. 
Mit G = 6/6", 9 = U 6/6n und 

11E "R 

i = {(6"H, 61l1J) E G x gl 6"H n 61l# f. ,,} 

heißt ce = (G, g, i) di(' von (6,6", (61l) 11 E "R) rCl'riis(,Jlti('rtc
Goometrie. 

(6.2) Lemma. Re; sC'; 6 J"C'l'l"ii.e;(·lltiltiv [I;r ce. DiUm ist d;(' VOll 

(6,6,.,(61l)IlEn) '·(·IJl·ii.')(·'lt;('rf.(· G('()uJ('fr;(' ce ZII er. iSfJlJW''l,IJ, 

IIml di<' WhkllllE;('1l VOll a illlf er. IIml er. .'i;wl iiCllli\7I/(·ut. 
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6. R"konlllrnklion von III7.idcll7.II:COmelrien. 

Deweis: i) Die Abbildung 11": Il/ IIp -+ G: Ilpa ~ pO ist offenbar 
eine Dijektion. 

ii) Für R,R' e n und a,a' eil gilt 

Ilno = llR'a' <==> Iln = Iln,a'a- I 

Wegen te Iln ist die zweite Dedingung äquivalent zu Il n = 
Iln' 3 o'a- I , was wegen (R 3) zu R = R' und no = [(0' äquivalent 
ist. Damit ist die Abbildung 

")': U 1::1/l::1n -+ g: Ilna ~ W 
ne'R 

wohMefilliert. und injektiv. Da nein Repräsentantensystem für 
g / Il ist, folgt die Surjektivität von ")'. 

iii) Für Ren und a,a'ell gilt 

da Il als Gruppe von Automorphismen auf c; wirkt. Nach (R 2) 
ist die zweite Dedingung äquivalent dazu, daß ein Automorphis
mus ßel::1p mit Ro'o-' = RtJ (das heißt Ilna'a- I = Ilnß) exi
st.iert. Dies ist wiedemm äquivalent zur Existenz eines Elementes 
im Sdmitt von I::1p und Ilna'a- I und damit zu Ilpanllna' i= 0, 
das heißt (Ilpa, Ilna') e F. Damit ist gezeigt, daß die Abbildun
gen 11" und ")' einen Isomorphismus von t auf ce definieren. 

iv) Auf t wirkt Il durch Rechtsmultiplikation. Diese Wirkung ist 
offf'llsichtlich (via 11","),) äquivalent zur gegebenen Wirkung von 1::1 
auf c;. 0 

(6.3) Satz. Es sei IM = (M,M) eine stabile Ebene und 
Il ~ Aut (M) repräsentativ für M. Versieht man die Punktmenge 
/i1 = Il/ IIp der repräsentierten Geometrie 1M nut der Quotienten-

topologie, so gibt es genau eine Topologic auf .M, die 1M zu ein('J" 
stabjJ('n Ebenc mac/Jt. Mit dieser Topologie ist IM isomorl"J zu IM 
(als topologisdlCr Ebene), und die Wirkungen von 1::1 auf IM lJJul 
IM sind topologisclJ iiquival(·nt. 
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6. Rekonstruktioll von Inzidellzgeolllelriell. 

Beweis: Nach (6.2) sind 1M und 1M als Inzidenzgeomctrien iso
morph. Nach [14] (vgl. [2],[56: 2.13]) ist 11' ein Homöomorphislllus. 
Nach [33: 1.4} gibt es genau eine Topologie auf M, die 1M zu 
einer stabilen Ebene macht. Die Abl;ildung '1-1 transporticrt 
diese Topologie auf .M und macht damit 1M zu einer stahilcn 
Ebene. Die Wirkung von Ä auf 1M durch Rechtsmultiplikation 
ist bezüglich dieser Topologien auch topologisch äquivalent zur 
gegebenen Wirkung auf 1M. 0 

(6.4) Korollar. Es sei (Ä, Ä p, (Ä R) REn) repriisentierend('s 
lhpel für zwei stabile Ebenen JE und IF. Drum gilt JE '" IF, IIUlI 

die Wirkungen von Ä sind äquivalent. 

(6.5) Bemerkung. Analog zu (15: 6.3) und (28] läßt sich dip 
Gültigkeit gewisser Inzidenzaxiollle gruppentheorctisdl charakte
rISieren: 

Einc von (Ä, Ä p, (Ä R) n E n) repräscntierte Gcomctrie ist ctwa ('in 
linearer Raum, wenn gilt: 

i) Ä = U ÄpÄnÄp (Existcnz von Verbindungsgcnulcn) 
nEn 

ii) Für alle RE R: ÄpÄn n ÄnÄp = Ä p U Än 
(Eindeu tigkci t der Verbind ungsgeracll'n ). 

(6.6) Bemerkung. Für jede Translationsebene ist die zugehörige 
Trallslationsgruppe repräsentativ ([1), vgl. [62: S. 2(0)). 
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7. SCHlEFIIYPERBOLISCHE QUATERNIONENEBENEN • 

Allc zwei- und vicrdimcnsionalen stabilen Ebenen, auf denen In
variallzgruppen zu nicbt allsgt'Mteten reflexiven Sesquilinearfor
mcn anf n3 (S031t, S03m(l» bzw. (;3 (SU3(:, SU3(:(I) und 
S03(: '" PSL:zG::) wirken, sind bekannt (vgl. [52]). Im achtdimen
sionalen Fall hat Löwen die entsprechende Fragestellung für die 
(21-dimcnsionalen) Gruppen U3IH und U3IH(I) beantwortet. Im 
Folgenden werdcn die möglichcn Wirkungen der 15-dimensionalen 
antiunitären Gruppe U3IH(i) bestimmt. Dieses Ergebnis dient 
auch dcr Destimmung aller hinreichend großen quasieinfachen Au
tomorpbismeugruppen achtdimensioualer stabiler Ebenen. 

Es sei 
U3nI(i) = {A e IH3Ic31 AIA = I} 

= {AeIH3Ic3 I AJA = J}p 

= {Ae1l3X3 1 AKA=In
Q 

= {A e IH3X31 ALA = L} R • 

Dabei seien 

(i) (-I) (-i) (i ) 1= ii ,J= li ,[(= ii ,L= I-I 

und 

1 (I -i) (i ) P = M . ./2 = P-I, Q = I = q-I, 
v2 -t -k I 

ferner sei mit .A die Matrix bezeichnet, die durcb Konjugation aller 
Einträge und Trrulsposition von A entsteht. 
Mit 11" = (A ...... {A, -A}) sei der kanonische Epimorpbismus von 
U3IH(i) auf r = PU3nI(i) bezeichnet. Für den Kern Z von ... gilt 

Z = Z(U3IH(i» = Z(SLaIH) = (( -I -I -I)) (vgl. (11». Der 

Isomorpbietyp der mIL,<:illlal kompaktf'n Ulltergruppt'n VOll U3nI(i) 
wirt} von ... nicht l,.'Cinftllßt.: 
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7. S('bieflIYl)cl"holiscbe Qllaternioncnehl'lIclI. 

(7.1) Lemma. Es sei nEIN ungerade und cp = -1 die zentJ"ale 
Involution der Gruppe UnG::(r). Dann gilt Un~(r) ~ Un~(r)/(cp). 

Beweis: Die Gruppe U n ~(r) erhält man als epimorphes Bild des 
direkten Produktes SUn~(r) x'II' durch Identifikation der (zen
tralen) Elemente von Ordnung n. Dieser Epimorphismus kommu
tiert mit lr = (a 1-+ {a, -a}). Andererseits gilt 'II'''' ~ 'II'. 0 

(7.2) Lemma. Unter der natiirlichen Wirkung von r zerfallen die 
Punkt- und die Geradenmenge der projektiven QuaternionenebeJw 
in jeweils zwei Balmen. Die StaudgruPl'cu anisotropl'r Puuktc IIml 
Geraden sind zu 

diejenigen isotroper Elemente zu 

{ ( 

rll 
~= b c 

xa + 21rabib ~arJCi 

r > 0, a E HI', b E nI } 
cE'II' ,xEIn 

I'". 

konjugiert. Die Standgruppe zweier isotroper Punkte ist jewl'ils 
zu Untergruppen von A und von ~ konjugiert. 

Beweis: Aus der Darstellung der anti-hermiteschen Form he
züglich J erhält lllan die Bedingungen fiir ~ als Standgruppe d('8 
isotropen Punktes q = HI(I,O,O)P. Nach dem Satz von Witt ([GI) 
oder [12: I §ll p.21]) wirkt r transitiv auf der Menge der isot.ropen 
Punkte. Die St.andgruppe des anisot.ropen Punktes l' = HI( 1, 0, 0) 
ist offenbar A. In HIJ hat jetler anisotrope Vektor rein im<lginiin' 
Länge, die sich durch geeignete Multiplikation auf i nOfluief('n läßt.. 
Aus dem Satz von Witt folgt Transitivität auf allisotropl'n Punk
ten. Die Verhindungsgl'rrule zweier isotroper Punkt.l' ist. anisot.rop, 
wie mau leicht uilchr('dlllel. Dies zeigt di(' letzt.e B(·hauptullg. 0 

(7.3) Lemma. Die GJ"IIl'l'('n A IIml (lJ siucl nmximal iu r. 
Beweis: i) Scipn HIli, llIw zwei isot.rop(! Punkt.(,. Dil' lwt.radl

te te sdliefllCl'IlIit.('Sdle Form hat (h'n WiU.-IJl(l('x 1, ('.'i gilt. dah"r 
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.7. Sdl i.·nIYI'"rholisch" Qual(,[lIion"nd)(,lu~n. 

vltTl = h 1= 0. Nun ist ]Hl1 = IHh-1v und (h-1v)lw = 1, und aus 
dem Sah; von Witt folgt, daß r ein Element enthält, das IHv auf 
IH(O, 0, t)P = IH(t,O,j) und IIw auf lI(t,O,O)P = H(t,O, -j) 
ahhildet. Die Gruppe r wirkt demnacb zweifach transitiv und 
damit primitiv auf der Menge der isotropen Punkte. Hieraus folgt 
die Maximalität. von <). 

ii) Als Struldgrtl»»e des Zentrums von u = (I -I _I ) .. muß Ader 

volle Zentralisator von u in r sein. Da u die einzige Involution 
im Zentrum von A ist, gilt Nr (A) S Cr(u) = A. Jede echte Ober
gruppe S> A hat fo]glich ~rößere Dimension als A. Die Gruppe 

E = { (I hl) I 1& E IH'} ltr wirkt demnach effektiv auf der Lieal

gebra von S, und diese zerfällt unter dieser Wirkung in die Algebra 
von A und einen wenigstens vierdimensionalen Unterraum. Daraus 
folgt <tim::: ~ 11 und damit S = r, da die quasieinfache Gruppe r 
nicht quasieffektiv auf r /S wirkt (vgl. [54: Th. 1]). 0 

(7.4) Lemma. In r gibt es gen au drei Konjugiertenklassen von 
IJJvolutionen, die durch 

r = I" = (i i i) .. ,u = (I -I -I)" und ur = [( .. = ( -i i i) .. 

repräsentiert werden. 
Die ZllsammenhaJJgskomponentcn der Zentralisatoren sind jeweils 

ET= {AECC3X31 AIA=Ir =Cr(r)1 

A = { (t I&D) I t E 11' ,1& E IH', D E SL2 m. } R. = ZEIIt = Cr( u) 

Te = {AE CC3X31 AKA = K}Q" = Cr(ur)1 . 
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7. Sdliefhypcrbolische QuaterniOIlI.'IICbcuclI. 

Dabei ist 

E = SUa(: 

T={cll ce'II'} 

z={(\) ce1rr=Z(A) 
E = {C hl) I heHl'} n. 

W = {C D) I D e S~nt} n. 

{ ( 

-jrj. -ja -jl) 
l' = UJ V W 

~j 11 % 

,.. 

( :;7) e SU,t:(I)} oe SU,t:(I) 

8= {(\) ce1r r 
Ferner gilt: die Untergruppe ET ist maximal kompakt iu r, lIud 
die Gruppen T, e und Zerzeugen eineu maximalen Torus von ET. 

Beweis: Die Involutionen T,O und OT liegen offenhar in r, mut 
die genannten Gruppen sind jedenfalls in den Ü>ntmlis.1.t.orcn cnt.
halten. Wir betnu:htcn die klassisdlc Wirkung von PSL:1DI auf 
der projektiven Quateruionencbene. Die Involut.ion T ist plamu-, 
und ihr Zentralisator läßt die Fixehene invariant. Der K('ru dt'l" 
induzierten Wirkung ist kompakt und höchstens eilillilllellsional. 
In PSLaJH wird T von n = {A e (:ax3 1 I det AI = I}· zeutralisiert. 
Diese Gruppe induziert auf der Fixehf'nc die volle GruPPf' PSLa ce, 
und der Keru hat die IllIL.ximalmöglkhc Dim('l1sioll. Also ist. n dit, 
ZuscuIllllenhallgskOinpollcntf' des Zt'nt.mlisators von T in PSLaHl, 
und es gilt Cr(T)1 = nnr = ET. Wt·gen OT = K" = jq" = T(r 

gilt Cr(OT)l = nq - n r = 1'e. Die Gruppf' A ist maximal nlLrh 
(7.3), also gilt A = Cdo). Da ihre Z(!ut.ralisatorcn llicht. isomorph 
sind, licgcn T, (1111ul (1T iu dl"f'i Vf'I"Sdli('dt'ul'll Konjngif'rt.t·nkliL<;.<;t'll. 
N,u'h [95] od(~r (GO] ist. ET ~ V:1 ce maximal kOllIpakt.. In Va ce giht. 
es gpmm dn'i J\oujugi(·r!.t·llkliL<;'''(·ll VOll Jllvoln t.ioll(·ll (n·priis(,llt.it·rt. 
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.7_ S.-II irnlypcrholisdll' Qllall'fnionenebencn-

von (-I _I _I ) , ( 1 -1 -I) und (1 1 _I ). Da T, e und Zeine 

zu 1I' 3 isomorphe Gruppe erzeugen, folgt die letzte Behauptung 
aus rang(ET) = 3. 0 

(7.5) Lemma. Wirktr auf einer stabilen EbeneJM = (M,M) der 
Dimension 8, so enthält jede Punktstandgruppe eine Untergruppe 
isomolJ>ll zu 1I' 2. Ferner gilt: 

a) Die Involution T ist planar, die Fixebene JE ist isomorph zur 
komplexen projektiven Ebene, und EI (T) wirkt als elIiptische 
Dewcgungsgruppe auf IE. 

I») Die Involution (1 ist eine Spiegelung (das heißt, sie llat ein 
Zentrum z und eine Acllse H). 

e) Die Involution OT ist planar, die Fixebene 1F ist isomorpll 
zn einer unter der Wirkung der hyperbolischen Bewegungs
gruppe invarianten, offenen Unterebene der komplexen pro
jektiven Ebene, und TI (OT) wirkt als die hyperbolisdle 
Gruppe. 

Beweis: i) Ist TE r %, so muß T planar sein, da der Zentralisator 
weder auf einem Büschel noch auf einer Geraden wirken kann (vgl. 
(3.15». Nach (52) ist die Fixebene isomorph zur komplexen pro
j('kt.iven Ehene, und die Wirkung von E '" SU3 (; ist äquivalent zur 
gewöhnlichen. Die Standgruppe (ET)% = Er T enthält dann einen 
maximalen Torus. Insbesondere wirkt keine der Involutionen frei 
auf M. Nach (3.11) können die drei zu 0 konjugierten Involutio
nen im maximalen Torus nicht alle axial mit Achsen durch x sein, 
die Involution 0 ist daller eine Spiegelung. 

ii) Die Involution (1 kann nicht planar sein, da ihr Zentralisator die 
halbeinfache, nicht (Juasieinfache Gruppe Ew enthält (4.9). 

iii) Hat 0 ein Zentrum z, so enthält die Standgruppe r 2 die Invo
lution T, und 0 ist eine Spiegelung nach i). 

iv) Die maximal kompakte Unt.ergruppe ET von rist 9-dimensio
nal. Nach (3.15) bat ET keine 8-dim('nsionale Dalm. In diesem 
Fall hätte die 7,cnt.rale Involution T von ET Fixpunkt.e, was der 
Transitivität widerspricht. Daher sind alle St.andgruppen in ET 
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7. SchieOlyperbolische Quaternionenebcucn. 

wenigstens zweidimensional. Enthält die Standgruppe r z keine zu 
'll' 2 isomorphe Untergruppe, so ist die maximal kompakte Unter
gruppe::: der Zusammenhangskomponente r! lokal isomorph zu 
Spin3' Wir können::: < ET annehmen, da ET maximal kompakt in 
r ist. Die Projektion der quasieinfachen Gruppe::: nach T muß tri
vial sein. Daher ist::: < Ez. Nach i) wird x vou T bewegt, und die 
Punktstandgruppe Ez ist iu der Geradenstandgruppe Ezzr ellt
halteu. Nach (3.16) ist die Wirkung von E auf fiT nicht trivial, 
nach [54: Th. 2J also äquivalent zur gewöhnlichen Wirkung von 
SU3G:: auf der projektiveu Ebene über G::, und T wirkt trivial auf 
fiT' Iusbesondere ist (ET).,.,r = E.,.,rT konjugiert zu TZE, und :::: 
ist konjugiert zu E. Wir können also:::: = E und u Erz annelullcu. 
Nach ii) ist u zentral oder axial. Im Falle u E r,z) enthält r z dcn 
Zentralisator A von u und damit eine zu 'll' 3 isomorphe Unter
gruppe. Also liegt x auf der Achse H von u. Die einzigen linearen 
halbeinfachen Liegruppen, die Spin3' aber keine zu 'll' 2 isolllorphe> 
Gruppe enthalten, sind Spin3 '" SU2 G:: und S~ G:: (vgl. [95] odt'r 
(60)). Da S~G:: sich nicht in Cr(u) = A einbetten läßt, ist r~ 
das Produkt der Gruppe E und eines auflösbaren, kompaktfreicu 
Nonnalteilers n mit dirn n ~ 4. Nach dem Satz von Lie läßt n bei 
der natürlichen Wirkung auf der projektiven Quaternioncnehellt' 
eiuen Punkt fest. Da A keine vierdimensionale kOl1lpaktJrl'il' 
Gruppe enthält, hat n in der gewöhnlichen Wirkung geuau ciu('n 
(isotropeu) Fixpunkt, der dann audl unter r z fest hleibt. Für 
geeignetes tp E r ist also r: :s (). Da n nicht im Zentralisator von 
u liegen kann, wirkt E effektiv auf der Liealgebr~ von n. Anderer
seits zerfällt die Liealgebra von () unter der Wirkung von E<P in die> 
Summe der E<P-invarianten Untervektorräume, die Illau als Lieal-

gebren von E<P, { (r 1 r-
I 

) I ,. > o} p". , { (1 .. 1) I cE'll' } P". und 

"". 
~ = {( ! _ _' ) bE IH, x E 1ft} erhält. Nur die Liealgt'-

z+ibib bi I 

bra von ~ zerfällt weit.er f'ntsprecheJl(I der Zerlf'gtlllg von ~ in dil' 
"". 

Kommut.atorgruppe ~' = {(: I I ) I x E 1ft} 1IIul defl'u E<P-
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• 7. SC'I,icß'YI)crbolim'be (~Il:\t('f"nioncnebcIICll. 

p" 

invariantcs Komplcment D = {( ! I ) bE IH} Dabei 
i6ib 6i 1 

hildct D kcine Gruppe. Die mindestens vierdimensionale Liealge
bra von {}'P bat im 7-dimcnsionalen Radikal der Liealgebra von ~ 
nicht. t.rivialen Schnitt mit dem vierdimensionalen Unterraum, der 
D ent.spricht. Da E'P irreduzibel auf diesem Unt.erraum wirkt, liegt 
D mut damit 6. = (D) in O'P. Wir betrachten nun die Wirkung 
von r"", auf der Bahn von x'P unt.er der Gruppe ~. Die Gruppe 
6. ist normal in ~. Daber wirkt sie trivial auf der Bahn xV>+. 
Wegen dirn 6. = 5 ist diese Bahn in einer Geraden Genthalten 
(4.19). Im Falle G:I H'P enthielte die Stand gruppe r%", mit dem 
Zcntralisator C. (0'P) eine Gruppe isomorph zu 'II' 2. Daller gilt 
G = H'P. Aus dt>r Maximalität von c) folgt r = rHo Nun wirkt 
ET effektiv auf der vierdimensionalen Geraden H im Widerspruch 
zu [54:Th.l]. 

Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Wir betrachten nun die 
möglichen Tripel kOlmnutierender Involutionen in einer zu 'II' 2 iso
morphen Untergruppe von r %. 

v) Je drei kommutiercnde, zu OT konjugierte Involutionen erzeugen 
eine zu (71 h71)3 isomorphe Gruppe und können deswegen in 
kcincr zu 'II' 2 isomorphen Gruppe enthalten sein. 

vi) Fixicrcn drei kommutierende, zu 0 konjugierte Involutionen 
einen Punkt, so muß dieser das Zentrum einer der drei Involutionen 
sein (3.11), und i) findet Anwendung. 

vii) Es blcibt noch der Fall zu betrachten, daß r % die Involutionen 
0, a und oa enthä.lt. Dabei sei a :I OT eine zu OT konjllgiertf' 
Involution, die mit 0 und T kOlmnlltiert (dann ist oa ebenfalls zu 
OT konjugiert). Sind alle drci Involutionen axial, so muß wenig
stens cinc Zentrum x haben, llnd i) findet Anwendung. Ist a (und 
damit or) plallar, so ist nach [52] die Fixebene lF = (F, .1') von or 
isomorph zu einer unter der Wirkung dcr hyperbolischen Dcwe
gungsgruppe invarianten, offenen Untercbene der komplexen pro
jektivcn Ebene, und T / (or) wirkt als die hyperbolische Gruppc. 
Da e auf lF trivial wirken muß, ent.hält, die Standgruppe r, jedes 
anisotropen Punkt,es "E F dnell maximalcn Torus. InshClIDmlcl'f' 

42 



7. Schießlyperbolische Quaternionenebenen. 

fixiert r einen Punkt. 

Damit ist gezeigt, daß keine der Involutionen frei ist. Außerdem 
ist nach i) die Involution r planar, und 0 ist eine Spiegelung. 

viii) Im Zentralisator von or liegen wenigstens drei kommu
tierende, zu 0 konjugierte Spiegelungen. Die Involution or fixiert 
das aus den jeweiligen Zentren bestehende Dreieck. Wäre or axial 
oder zentral, so hätte or dieselbe Achse wie eine dieser Spiegelun
gen. Alle zn or konjugierten Involutionen sind daher plan ar , die 
Wirkung von T auf der Fixebene ergibt sich aus [52]. 0 

(7.6) Satz. Wirkt r effektiv auf einer 8-dimensionalen stabi}ell 
Ebene IM = (M,M), so enthält IM eine r-inV"Miallte, offene Un
terebene D = (D, V), die isomol1J]1 ist zu der auf der Menge 
der anisotropen Punkte induzierten stabilen Unterebene der pro
jektiven Quatemionenebeue. Die Wirkung von rauf D ist die 
natürliche. 

Beweis: i) Nach (7.51» hat die Involution 0 ein Zentrum z. Die 
Standgruppe r% enthält den Zentralisator A von o. Da ET nicht 
effektiv auf dem ßiischel M % wirken kann, ist r % eine echte Unter
gruppe von r. Aus der Ma.xil1lalität von A in r folgt r % = A, lUul 
die Dalm zr ist offen in M. Es sei D die auf D = zl' induzierte 
offene Unterebene von IM. 

ii) Es ist A = ZEIJI (vgl. (7.4». Die Gruppe E zentralisiert 

r = LR", die Gruppe IJI zentralisiert (i i -i)" = In" e (or)l'. 

Deide Gruppen wirken effektiv auf den zugehörigen FixehelU'u, 
die jeweils z enthalten. Auf der jeweiligen Fixeheue wirkt. w('(Ier ~ 
noch IJI trivial auf dem Düschel durch z. Die Wirkuug von EIJI auf 
M% muß daher quasieffektiv sein. Nach [67] kmm A nkht (Jllasid
fektiv auf dem Düschel wirken, der Kern r(z) ist also die GntpP(' 
Z '" 'll'. Aus der Planarit.ät. von r folgt M z ~ $01 nach (4.5), 
und die Anwendung von (G7] auf die ('ffektive Wirkuug der maxi
mal kompakten Untergruppe v~m EIJI / (0) ~ SOlm. x PSL2Hl ,..., 
PU21l1(i) auf M z zeigt, daß die maximal kompakt.e Untl'rgrupp(' 
SOlm. x S02Hl von EIJI /(0) iu d(~r uatürlichen W('ise (als Uut.(·r
gntppe von SOr;m.) auf (1l'1II ßiisdlcl wirkt. Iusl)('Soud('("(' hat. E 
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eint' zu $1 homöomorphe Menge g von Fixgeraden in M%, auf 
der 111 transitiv wirkt. Es gibt daher eine Gerade SE g mit 1115 = 

{( 1 :U-1) 10 i: "eR,veR} n. und damit As = (ZE)llIs. Sei 

TeM% ,g. Nach [67] cnthält die Standgruppe (EllIh eine zu 'Ir 
isomorphe Untergruppe. In AT = Z(EIlI)T gibt es daher drei zu 
u konjugierte Spiegelungen oder eine zu ur konjugierte planare 
Involution a. Im ersten Fall enthält Am eine der Spiegelungen, 
und AT enthält deren Zcntralisator in A. Aus der Maximalität 
c1cs Zcntralisators in r folgt die Gleichheit. Im zweiten Fall in
,Iuziert u eine Spit'gehmg auf der Fixcbene von a. Das Zentrum z 
ist ein anisotroper Punkt., die Standgruppe von T im Zentralisator 
Cdu) enthält also eine zu 11' 3 isomorphe Untergruppe. Damit ist 
dcr zweite Fall auf dcn ersten zurückgeführt. 

iii) Nach ii) ist die Wirkung von A = r % auf dem Büschel M % 

die gcwöhnliche. Für jede Gerade TE M % ,g ist außerdem die 
Struulgruppe rT als die gewöhnliche erkannt, es bleibt also nur 
noch r 5 für Se g zu bestimmen. Wegen dirn As < dirn r - 8 gilt 
dimfs> dimAs. Die zu Spin3 isomorphe Untergruppe E wirkt 
daher effektiv auf der Liealgebra von r s. Es gibt also eine Zer
I~ng dieser Liealgebra in die Liealgebra von As und einen wenig
st.cns vierdimensionalcn Vektorraum. Andererseits ist f 5 % = As , 
und daher dimrs = dimAs + 4 = 10. 

Halbcinfache Liegruppen dcr Dimension 10 sind quasieinfach und 
zu einer der Gruppen SOsR(r) lokal isomorph (vgl. [95] oder 
[60». In keine dieser Gruppen läßt sich As einbetten. Es gibt also 
einen minimalen abelschcll zusammenhängenden Normalteiler n 
der Zusammenhrulgskomponente r~. 

Wird 0 von u nicbt zcntralisiert, so wirkt E effektiv auf 0, und 
o ist eine mindestcns vicrdimensionalc Vektorgruppe. Nach dcUl 
Satz von Lie und (7.2) fixiert 0 genau einen isotropen Punkt. Ocr 
Normalisator von n ist daller zu cI> konjugiert. In cI> gibt es aber 
keincn solchen Normalteiler. Denmach liegt 0 in Crs(u) = As 
lind fixiert mit z die vicntimcllsionale Dalm zr s . Insbesondere ist. 
die Involution u nkht in n cnthaltcll, mut ('S ist n n Z = 1. Da U 
im n .. ulilml ZIlI s von A.c; lit'gt, ist dilll n = 1 (SOllst. wiire ZIlI s = ZU 
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7. SchieDaYI)Crbolische QuaterniollcllcbellclI .. 

abelsch). Die maximal kompakte Untergruppe Z von Zl}I s ist 
charakteristisch in Z l}I s. Es folgt {l ~ R. Der Schnitt {l n l}I s 
ist nicht trivial (SOllst wäre Zl}I s = (ll}l s kompaktfrei). Da dcr 
einzige nicht triviale abelsche Normalteiler VOll l}I s die Kommuta-

torgruppe l}I~ = { (1 ~ I ) rE R} n .. ist, erhält man {} = l}I~. In 

der gewohnten Wirkung auf der Quaternionenebene ist \II~ genan 

die Gruppe der Translationen in r mit der Achse il ( ~ ). Der Nor

malisator Nr (\II~) ist die Standgruppe dieser Geraden, eine znsam
menhängende Gruppe der Dimension 10. Dual zu (7.3) erhält. 
man die Maximalität der Geradenstandgruppe. Damit ist r s bt'
stimmt. Wie in (6.4) rekonstruiert man die Geometrie VOll 1M ans 
den Nebenklassenräumen nach den Standgruppen. Damit ist dcr 
Satz bewiesen. 0 

(7.7) Satz. Alle aclJtdimensionalen stabilen Ebenen, auf de
nen r = PU3 IH(i) effektiv wirkt, sind in die projektive (Juater
nionenebene ein bett bar, genauer: die Wirkung von rist äquivaleJJt 
zur gewölJßlidJen, und die Ebene 1M ist die Spurgoometrie ID auf 
der offenen Dalm VOJl r, oder IM ist isomorph zur IJrojckti\'cJl 
Quaternionenebene. 

Beweis: i) Sei ID wie in (7.6) und xE M \ D. Nadl (7.5) enthält 
r z: eine zu 'll' 2 isomorphe Gruppe. Da r z: keine zu T konjugierte 
Involution und höchstens zwei zu (la konjugierte IllVolutioncll 
enthält, können wir auneluneu, daß der Punkt x auf der Achse H 
von a liegt. Der ZcntraJisator A von a wirkt mit gellau ZWt~i Dah
nen auf dem Düschel M z dureh das Zentrum z vou a. Die Germh' 
xz repräsentiert die zu $) homöolllorphc Dahn. Da A dip AdlSt, 
von u festhält, ergibt sich, daß die Projektion q ....... qz: H -t M: 
surjektiv ist. Die Achse H ist also eine kompakte Gemdt·. Di(' 
Gruppe r wirkt transitiv auf der Menge der Spi('gclungsadlscll, 
diese sind delllllach sämtlich kOllIpakt. 

ii) Es sei SE V eine Gerade, die nicht Achse einer Spiegl'lllug ist. 
Da die Verbiudllllgsgemde VOll zwei isolrop('ll PUllkt('1l allisotmp 
(uud damit Adlse einer Spicgdllllg) ist, giht C.8 iu tIer st.ahil(·1l 
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Ehen«' I) dure:b jeden Punkt pE D g('nau eine Parallele G zu S. 
Der Schnittpunkt von zwei Nicht-Achsen ist aus dualen Gründen 
rulisot.rop und existicrt demnach in D. Dies zeigt, daß G Achse 
('iuer Spiegeluug ist. In IM ist G kompakt nach i), daher existiert 
in M der Schnittpunkt GIIS, und S ist kompakt. Nach i) liegt 
jeder Punkt x e M \ D auf einer Spiegclungsachse. Die Gruppe 
r wirkt transitiv auf den Achsen, und (lie Standgruppe rH = A 
wirkt transitiv auf H \ D. Jeder Punkt xE M \ D liegt demnach 
auf genau einer Nicht-Achse G,. E V. 

iii) Es seien x und y zwei verschiedene Punkte von M \ D. Die 
heiden Geraden G,. und G" sdmeiden sich in einem Punkt pE D. 
Dieser Punkt ist Zentrum einer Spiegelung, und alle diejenigen 
Punkte auf Nicht-Achsen durch p, die nicht in D liegen, gehören 
der Adlse dieser Spi{'gelung an. 

iv) Nach iii) treffen alle Geraden von IM die Punktmenge D in 
mehr als einem Punkt. Nach i) und ü) sind sämtliche Geraden 
kompakt. Die Ebene M ist damit als projektive Ebene erkannt 
(33: 1.15). Dualisieren von (7.6) liefert die behauptete Isomorphie 
von D mit der projektiven Quaternionenebene. 0 

Zum Schluß dehnen wir unser Ergebnis auf die von r approximier
ten Gruppen aus: 

(7.8) Satz. (CIJarakterisierung der scbielbyperbolischen Ebenen) 
Wirkt eine von r = PU31H( i) approximierte zusammenhängende 
lokal kompakte Gruppe X effektiv auf {'iner aclltdimensionalen sta
bilen Ebene IM = (M,M), so gilt X ~ r (und die Ebene ist klas
Sisell). 

Deweis: Die Gruppe r ist die 7.entrumsfreie Form der Liegruppen 
vom Typ A~ .1 = D:I (vgl. (95) oder (60». Sei also ( ein nicht 
triviales Element des Zentrums von X. Liegen alle <<)-DallDell in 
Geraden, so wirkt die in X enthaltene Gruppe E ~ SU3 (; (vgl. 
(2.18» effektiv auf der Menge {J, = {xx' I xC #: xE M}. Diese 
Menge ist lokal homöomorph zu einer Geraden (3.2) und daher 
vierdimensiollal. Nach (54: Th. 2) gibt es keine solche Wirkung. 
Es gibt also f'ill('11 Punkt. z, desscn Dalm unter «) ein DreiC(°k 
t'llthält. Da ditO kompakt.(' Grupp,' E nkht. mit. adlt,lilll(,llSioual('u 
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7. Scbiefbyperbolische Quatemiouenebeucn. 

Bahnen auf M wirkt (vgl. (3.15)), enthält die Standgruppe von z 
eine Involution 0 e E. Der Zcntralisator dieser Involution kann auf 
keiner vierdimensionalen Ebene wirken (4.9), der Punkt z ist also 
Zentrum oder Achsenpunkt von o. Mit z hält 0 auch die Bahn z«) 
fest. Eine der Ecken des in dieser Bahn enthaltenen Dreiecks ist 
Zentrum von o. Der Zentralisator von 0, insbesondere die Gruppe 
(), fixiert dieses Zentnuu: ein Widerspruch. 0 
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8. AUSSCHLUSS DER VON PSP6R APPROXIMIERTEN 
GRUPPEN. 

Essci 

Dabei seien 
1 

-I 

1= 1 
-I 

SP6 JR = {A E JR6X6 1 AI A' = I} 

1 
-I 

= {BER6x6 I BJB'=J}Q. 

,J= 

1 
-I 

1 
-1 

-I 
1 

,Q= 

1 
1 

1 
1 

1 
-I 

und A' die zn A transponierte Matrix. Mit 1( = (A .-.. {A, -A}) 
sei der kanonische Epimorphismus von SPaR auf r = PSPaR be
zeichnet. 

(8.1) Lemma. 
a) Die Konjugiertenklassen der Involutionen in r werden reprä

sentiert durch 
1 

1 
T = 1-. 0 = 1 

1 
-I 

-I 

und OT = Jrr. 

b) Der Zeutralisator von T ist die maximal kompakte Unter
gruppe 

Cr(T) = {AI AIA' = I,AI = IA}-. 

Mit T = {cl + 311 c2 + 32 = t} _ ~ 'll' 
und E = Cr(T)' ~ SU3 «: gilt Cr(T) = ET 9!! U3 «:. 

c) Der Zentralisator von 0 ist die (maximale) UntergruPl,e 

Cr(O)={(C D)\ CESP4R ,DESP2n }-

Mit <) = { ( 1 D) \ D E SP2R }-

und ~ = { (C I) I CE SP4R } _ 

goUt Cr(n) = (I>I!t . 
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8. AUSllCbhaß der VOll psp.n approximicrteu GrIlPIJeIl. 

d) Der Zentralisator von ur ist die Gruppe 

Cr(ur) ={AI AIA' = I,AJ = JA}" 

={DI DJD'=J,DI=IB}Q ... 

Mit e = TQ lind T = Cr(ur)' '" SU3 er:(1) gilt 

Cr(ur) = Te '" U3 er:(I). 

Beweis: Die Aussagen über die Zentralisatoren verifiziert man 
sofort durch Nachrechncn. Dabei benutzt man die Identifikation 
von er: mit der Menge der Drebstreckungen von 1Il.2 und beschreiht 
den Endomorphismeoring von CJ(= 1Il.6 ) durch 

{(A ) I A ·· = ( 0.,. /J;,) E 1Il.2X2
} • ij 1:S i,j :S 3 1) -/J., 0" 

Damit wird I = il, J = (i i -i ), und Transposition der reell 

aufgefaßten Matrix (Aij). ~iJ:S3 entspricht Transposition und 
Konjugation aller Einträge uer komplex aufgefaßten. 

Die Involutionen r, u uml ur rcpräsentieren offenbar dic 1(011-

jugiertenklassell von Involutioncn in ET ,..., U3 (;. Nac:h (95] odt'r 
[60] ist ET maximal kompakt in r . Jedc Involution in rist dalwr 
zu einer in ET konjugiert.. Da die Zcntmlisatorcll nicht isomorph 
sind, sind die genanutcn Involutioneu pa.1.rweise nicht koujugj(·rt.. 
o 

(8.2) Lemma. Jede zu SU2 (; isomorphe Untergruppe von rist 
konjugiert zu 

E = A32 Al3 
{ (

A22 A23 

Für die jeweiligen Zentnuis<l.torcn VOll E in r bzw. W gilt: 

Cr(E) = cIiT, 

}-AA' = I 
~ 1f. 

detA = 1 
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8 .• Anlllld.lnD eilT von .,SPIIl 3(,(,roximilTtco Grnppen. 

ßcwcis: Jede Zll SU,~ isomorphe Untergruppe von r ist kom
pakt und daher zu einer Untergruppe B von ET konjugiert. Da 
B quasieinfach ist, gilt B = B' und damit B S (ET)' = E. In 
E O! SU3~ sind alle Involutionen paarweise konjugiert, die zen
trale Involution { von B ist daher in E konjugiert zu o. Nun ist :=: 
die Kommutatorgruppe des Zentralisators von { in E und damit 
zu E konjugiert. Die Auss<lge über den Zentralisator rechnet man 
leicht nach. 0 

Die Gruppe PSPeR ähnelt der Gruppe PU31I(i), was die Invo
lutionen und deren Zentralisatoren angeht (vgl. (7.4». Das fol
gende Lemma st.eht jedoch in offenkundigem Gegensatz zu (7.5). 
Es bildet darnit den Schlüssel zum Ausschluß der symplektischen 
Gruppe. Im Folgenden sei M = (M,M) eine zusanunenhiingende 
stabile Ebene der Dimension 8, auf der r = PSPeR effektiv als 
Gruppe von Automorphismen wirkt. 

(8.3) Lemma. Die Involution 0 hat kein Zentrum, und T wirkt 
frci. 

Dewcis: i) Fixiert die Involution T einen Punkt p, so wirkt sie 
planar, da E weder trivial noch quasieffektiv auf M" wirken kann 
(3.15). Die Gruppe E induziert auf der Fixebene IF von T dann die 
elliptische Dewegungsgruppe, und F ist isomorph zur komplexen 
projektiven Ebene (52). Insbesondere hat 0 in diesem Fall Achse 
lind ~ntrum in F und damit, da 0 nicht planar sein kann (4.9), 
auch in IM. 

ii) Hat 0 ein Zentrum z, so fixiert T den Punkt z und ist nach 
(lern eben Demerkten plarlar. Insbesondere ist M. ~ $.. nach 
(4.5). Aus (67] entnimmt man, daß keine maximal kompakte 
Untergllppe von ~(I qlla.c;ieffektiv auf M. wirken kann. Da (I 

nicht trivial auf M. wirkt (3.15), gilt ~ = (~(I )Ial' Die maxi
mal kompakte Unterguppe EZ von (I induziert auf M. eine zu 
S031t x SO,R isomorphe effektive Transformationsgruppe. Laut 
(67] ist die Wirkung dieser Gruppe auf $ .. bis auf Äquivalenz fest
gelegt. Insbesondere gibt es eine Gerade G E M z, die von E fixiert 
wird. Es sei A = r G die Standgruppe dieser Grnulen. Danll ist 
A. = hnr. = Anc)(I = C,\(o). Di(' reduktive Gmppe cJE wirkt. 
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8. Ausschluß der von rSP.1t approximierten Grupvcn. 

daher effektiv auf einem Vektorraum-Komplement V der Liealge
bra von Aa in der Liealgebra von A. Da die Dahn zll. in der Geraden 
G enthalten ist, gilt dim V:S 4. Die zu SU2 (! isomorphe Gruppe 
E wirkt demnach irreduzibel auf V ~ IR·. Nach dem Lemma von 
Schur müßte ~ in einem Schiefkörper liegen. Das ist unmöglich. 
o 

(8.4) Lemma. Die Gmppe r = PSpslR kann nicht wirken. 

Beweis: i) Nach (3.15) ist dimE, >0 für jeden Punkt pE M. 
Insbesondere enthält EI' eiue Involution. Diese ist koujugiert zu u . 
Nach (4.9) ist a nicht plrular, hat also eine Achse A nach (3.7) lllUt 

(8.3). Diese wird vom Zentrruisator cJiw von a festg('laalt('u. Di(' 
Gruppe'" enthält drei zu a konjugierte Involutionen, die paarweiSt· 
kommutieren. Nach dem Dreieckslcmma (3.11) kann '" kchlt'n 
Punkt der Achse A fixieren. 

ii) Wir betrachten die Wirkung von ~'" auf dem Nebenklassen
raum X = ~'" / (~W) .. nac:b der Standgruppe eines Punktes a E A. 
Da ~I{I die Achse A invarirult läßt, gilt dim X :S 4. Wirkt cJil{l 
quasieffektiv auf X. so ist dim X = 4 uac:h [54: Th. 11. mut jt'd(' 
maximal kompakte Uutcrgruppc vou C)I{I wirkt tnulsitiv auf X. 
In diesem Fall ist a ...... offen in A und daller hOIll<lolUorph zum 
Nebenklassenraum X. Dies widerspricht (3.15). . 

iii) Die Gruppe ~I{I wirkt also nicht qllasieffcktiv auf X = 
~'" /(~"').' Da '" nach i) nicht in (~"'). liegt, rolgt. ~:s (c)'lI)" 
fiir alle Punkte a E A. Die maximal kompakte Unt.ergruppe EZ 
von'" wirkt mit mindestcns eillllimcnsionruer StandgruPl'c (EZ)" 
nach (3.15), die Struulgruppe (cJiW). cuthält also ('inc zu 11'2 iso
morphe Untergruppe. 

iv) In einer zu ']f 2 iSOlllorphNl Uutl'rgruppe von (c)"')" lirg('11 drri 
paarw('ise kOlluuuti('r('utl(' Illvollltion('n. Dit'SC k<lUlU'n Iladl dt'1ll 

Dreieckslemma (3.11) Ilidlt alle axial st·in. Hätte ('iu(' di('S('r In
volutionen Zentrum a, so wäre T Ilkht frei. Es ('rgibt sich somit, 
daß (~I{I). eine plamu·c Involution (·nthiüt. Diese I1mß zu nT kou
jllgif~rt seiu. Nadl [521 (·ul.hiilt ,li" Fix('h(,ll(' VOU ttT eiUt· zur ill
lWrel1 otler iiIlßt'f('1l kUlllpl.·x hYP('rlmlisdlt'n Ehl~llt' iSUlllurph(' Un
t.crcht~ue JE = (E,[). allf ,Ie'" Te wi(' ge·wohut. wirkt.. Dit, St.alltl-

51 



8 .• An!l.'1cbIIlß cl('f von I'S". n Al'proximierteu Gruppen. 

gruppe (1'8), einrs Puuktes q E E enthält damit eine zu 11' 3 iso
morphe Gruppe. Diese ist ein maximaler Torus von f. Das wider
sprkht. der freien Wirkung von T. 0 

(8.5) Satz. [(eine VOll PSP6R approximierte Gruppe .kann auf 
cillcr stabilcn Ebene der Dimension 8 wirken. 

Deweis: Sei 6. eine von PSP6JR approximierte Gruppe. Nach 
(2.18) enthält 6. eine zu SU3 G; isomorphe Gruppe E. Die Stand
gruppe Ez jedes Punktes x bat nach (3.15) positive Dimension und 
enthält eine Involution (1 . Alle Involutionen in E sind zueinander 
koujugiert und werden in 6. jeweils von einer von PSP4 R x PSP2Bl 
approximicrten Gruppe zentralisiert. Die Involution (1 ist dem
Iladl nicht plallar (4.9). Wir betrachten das Zentrum Z(6) von 
6.. Nach (8.4) ist Z(6.) t: J. 
i) Gibt es einen Punkt. x, dessen Bahn xZ(6) ein Dreieck enthält, 
so wird dieses Dreieck von der in Ez enthaltenen Involution 11 

plluktweise fixiert. Demnach ist 11 eine Spiegelung, und eine der 
Eck('n ist Zentrum von (1. Da die Ecken von Z(6.) bewegt werden, 
ist dies unmöglich. 

ii) Im Fall eines nicht trivialen quasiperspektiven Zentrums wirkt 
6./Z(6.) ~ PSP6JR effektiv auf der Fixgeradenschar gZ(6) (vgl. 
(3.2». Die Gruppe PSP6R enthält aber eine zu U3 G; isomorpbe 
kompakte Untergruppe, die nach (54: Th. I) nicht. auf der vierdi
lllcllsiollalen Menge YZCA) wirkt. 0 
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9. QUASIEINFACHE AUTOMORPHISMENGRUPPEN. 

Eine lokal kompakte Gruppe A endlicher positiver Dimension heißt 
quasieinfach, wenn alle echten (abgeschlossenen) Nonnalteiler to
tal unzusammenhängend sind. Insbesondere ist dann A zusam
menhängend, und die echten Normalteiler sind Untergruppen des 
nulldimensionalen Zentrums Z = Z (A). Die Zentrumsfakt.or
gruppe A/Z ist eine einfache Liegruppe. Die einfachen LicgrupPcll 
sind bekannt (vgl. etwa [95J oder (60)). Insbesondere kennt man 
die maximal kompakten Untergruppen von A/Z und damit halh
einfache kompakte Liegruppcn in A (vgl. (2.18» . Wcgen Theorem 
A, (8.5) und [52] entuimmt man [95] oder [60]: 

(9.1) Lemma. Sei A eine quasicjnfache AutomorJ>IJismengrupl'c 
einer ac/Jtdimensiona/en stabilen Ebene, die sieb niclJt in die pro
jektive Quaternionenebene einbetten läßt. Dann ist dimA ~ IG, 
oder die Zentrumsfaktocgruppe A/Z ist isomorph zu einer der 
Gruppen 

SLsR, PSUs~(2), SOs~, 

08R(3), P08R(4), 07R(2), 07R(3). 

Dabei bezeichnet O"R(,') die Zusammellhangskomponcnt.e d"1" 
Gruppe SOnR(r). Wir werdcn im Folgcnden alle diese Gruppen 
ausschließen. 

(9.2) Bemerkung. Auf der projektiven Quaternioneucbeu(' 
wirken neben der vollen Automorphislllengruppe PSL:,IH di" ful
gcndcn quasieillfachen Gruppen in naheliegender Weise: dip ellip
tische, die hyperbolisdl(, \llut dip schidl1ypcrholis('h(! GrupP(' s()wi .. 
die Gruppen SL3 ~ uud SL2Dl. 
Dis auf die Gruppe SLa ~ (vgl. [77: S. 354-35G] erzwingen all,' 
diese Gruppen dic desargllessdlc Ebcnc (vgl. [52],[93] mut (7.8». 

(9.3) Lemma. Sd l]) r;uc zu SOsID lobl isolJlocl'lw zusmll
weu/Jängcuclc UJJt('rgml'l)(' cl('r Autmum'I,/JisJJJ('ugrul'l'(' e;w'r .wlJt
tliJJJ('usi(Jua/(~u st.tl,il(·JJ EI'('JJ(' IM = ( .t\f, M). 

53 



O. QI\a.~irill(;u:hc AuLoIllOrJlbiRmrllp;ruppcn. 

a) Ist () = SU2 lH ('" Spins), so gilt: Für jeden Punkt xE M, 

der von der zentralen Involution< = ( -1 -1) von () bewegt 

wird, ist die ZU&"lnUnenllangskomponente S der Standgruppe 
()z konjugiert zu E = {(!~) I dJ = I}. Die in :=: enthaltene 

Involution 0 = (1 -1) bat die AclJSe xx'. Die Involution ( 

ist frei, axial oder zentral (oder beides). 
h) Ist () = SOsR, so gilt: 

J",le zu u - C' -. -. _ . .) konjugIerte InvolutIon hat eine 

AdJse, aber kein Zentrum. Jeder Punkt xE M liegt auf der 
AclJ5C einer zu 0 konjugierten Involution T. Die Standgruppe 
()z entlJält eine zu Spin3 isomorphe Untergruppe des Zentra-

llsolors C.(,), oder a = (_. -" • .) /st planar. 

e) Ist () = SOsR uud 0 niclJt planar, oder ist () = SU2lH, so lJat 
einer der heiden quasieinfachen Faktoren der (zu SO .. R bzw. 
Spin .. ~ Spin3 x Spin3 isomorpben) Zusammenhangskom
ponente des Zentralisators von 0 in () eine Halbachse (vgl. 
(3.12». Diese ist in der AclJ5C von 0 enthalten. 

Deweis: i) Sei () = SU2 lH. Wegen dim () = 10 müssen die Stand
gruppen wenigstens zweidimensional sein. Enthält S zwei kommu
tiercnde Involutioncn, so auch deren Produkt, die zentrale Involu-

tiOll ( = ( -1 -1 ). Da x von ( bewegt wird, ist das unmöglich. Aus 

dim:=:> 1 folgt demnach S ~ Spin3' Ohne Einschränkung kann 

o = (I -I) E:=: angenommen werden. Dann ist :=: im Zentralisa

t.or \{t = C. (0) = {(: ~) I aädd = I} enthalten. Die Pro jektioncll 
von S auf die quasieinfachen Fakt.oren E und e = {(: ~) I aä = I} 
von \{t sind jeweils ent.weder hijekt.iv oder trivial. Da 0 im Kern 
der Projektion auf e liegt., lIlUß S = E sein. Die Involution 0 winl 
von einer zu Spin;t x SpinJ isomorphen Gruppe zcntralisiert, krulll 
also nicht planar sein (4.9). Da ( das Zent.rum von 0 fixif'rt., gilt. 
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9. Quasieinfadle Au&oJllorpbislßcngmppell. 

U E ~(Z%(J. Damit ist a) bewiesen. 

ii) Sei cI> = S05lll.. Die Involution u wird von einer zu S04lll. iso
morphen Gruppe zentralisiert, kann also nach (4.9) nicht plamu 
sein. Hat sie ein Zentrum z, so ist C.(u) ~ ~~. Insbesondere wird 
z von fünf zu u konjugierten paarweise kommutierenden Involu
tionen fixiert. Nach dem Dreieckslenuna (3.11) hat u keine Achse. 
AUe diese Involutionen liegen demnach in ~lzl' und ibre Zentrali
satoren fixieren z. Da C.(u) maximal in ~ ist, wird z von ganz ~ 
festgebalten. Nun folgt ~ = cI>(zl' ein Widersprucb zu (3.16). Die 
Involution u ist demnach entweder axial (obne Zentrum) oder frei. 

iii) Nach ii) kann ~ auf keiner projektiven achtdimensionaleu 
Ebene wirken. Aus (3.15) erbält man dirn ~z ~ 3 für jeden Punkt 
xE M. Die Gruppe ~ enthält keine zu 11' a isomorpbe Unt('r
gruppe, es gibt also eine zu Spina oder zu SOaJR isomorpbe GruppI' 
E ~ ~z. Im Fall E ::::: Spina enthält E eine zu u konjugierte Invo
lution, die nach ii) eine Achse, aber kein Zentrum hat. Im Fall 
E ::::: SOaJR enthält E drei paarweise kOlmnutierendf' zn 0' kou
jugierte Involutionen. Es gilt 9z1 = 1 oder 2 1z1 = 2. Die Zeu
tralisatoren dieser Involutionen sind ma.'<imale Untergruppen von 
cI>. Es können daher keine zwei dieser Involutionen in ~(%) liegen, 
da sonst (wie oben) ~ = ~. = cI>(z) folgt. Da nach dem DreiCl:ks
lemma (3.11) nicbt alle drei Involutionen Achsen durch x hesitzen 
können, sind diese Involutionen planar. Insbesondere sind sie nicht. 
zu u konjugiert, also zu 0, und auch (l ist planar. Auf der FixdlCne 
lF wirkt u wie UH. Da an in dem zu SO:IJR isomorphen Fakt.or 
des Zentralisators C. (n) liegt, ist nach [49: Th. 2, Cor. 2] (U(, 
Involution an axial auf IF. Damit hat a Fixpunkte uml ist nach 
ii) axial. Damit ist b) bewiescn. 

iv) Ist cI> = S05JR und a nkht planar, oder ist ~ = SU2 Hf, so wird 
nach a) bzw. b) jeder Punkt der Achse A VOll U von einem d('r hd
den quasieinfachen Faktoren dcr Zusammenhrulgskomponcnle cl('S 

Zentralisators fixiert. Die Fixpunktmt'ngcn Iier heidcn Faktoren 
sind jeweils abgesdllossen in A. Wcnigstens eiuer dl'r Faktor<'n 
hat also eine offene, nieht l(~re Fix(lllllktJUenge U ~ A. 0 
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(9.4) Korollar. 
a) KeiJle VOJl SLsR approximierte Gruppe kann auf einer acht

dimeJlsionaleJl stabilen Ebene wirken. 
b) Keine VOJl soscr approximierte Gruppe kann auf einer acht

dimensionalen stabilen Ebene wirken. 

Deweis: i) Die einzigen von SLslR approximierte~. Gruppen sind 
SL5 lR selbst und die einfach zusammenhängende Uberlagerungs
gruppe. Im Fall l:J. = SLsR enthält der Zentralisator von 

due zu S~lR X SL3lR isomorphe Gruppe. Nach (4.9) kann 0 nicht 
plmmr sein. In heiden Fällen sind damit die Voraussetzungen von 
(9.3c) für jede maximal kompakte Untergruppe Cl) erfüllt. Die zu 
SL .. lR lokal isomorphe zusammenhängende Untergruppe des Zen
tralisators von (1 hat also im Widerspruch zu (3.14) eine Halbachse. 

ii) Die einzigen von soser approximierten Gruppen sind soser 
seihst. und die einfach zusammenhängende Üherlagerungsgruppe. 
Im Fall l:J. = SOs er enthält der Zentralisator von 0 eine zu S03 er: 
isomorphe Gruppe e. Ist 0 planar, so induziert nach [49: Theo
rem I] die Involution (10 E e auf der Fixehene von 0 eine Involution 
mit Achse und Zentrum. Damit fixiert aber auch (1 ein Dreieck, 
hat also im Widerspruch zu (9.3b) ein Zentrum. In beiden Fällen 
sind damit die Voraussetzungen von (9.3c) für jede maximal kom
pakt.e Untergruppe Cl) erflillt. Eine zu S03cr lokal isomorphe Un
tergruppe des Zcntralisators von (1 hat also im Widerspruch zu 
(3.14c) eine Halhachse. 0 

(9.5) Lemma. Es sei Cl) '" SOsR eiJle Gruppe von Automor
plJismen eiJler aclJtdimeJlsioualen stabilen Ebene 1M = (M,M). 
Der Zcntralisator von Cl) in Aut (1M) cnt/Jalte cine kOlUpakte 
zusammcnhängende eiJldimeJlsionale Gruppe T. Dann entlJält die 
Gruppe Cl)T eine planart' InvolutioJl. 
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9. Quasiciufaclae Autolllol1)laislUellgruJlI)(~II. 

Beweis: i) Die Gruppe 9 ~ SOsIR kann nach [54] und (3.15) 
weder auf einem Büschel noch auf einer Geraden wirken. Ins
besondere fixiert 9 keinen Punkt und keine Gerade. 

ii) Nach i) erzeugt jede Punktbahn x· eine stabile Unterebeuc 
JE = (E,C) von IM. Auf höchstens vierdimensionalen Ebenen 
kann 9 nicht wirkeu [35]. Es folgt JE = IM (vgl. (4.1». Die 
Standgruppe Tz wirkt trivial auf x· und damit trivial auf IM. Es 
ergibt sich Tz = 1 für jeden Punkt xE M. Da die Gruppe T das 
Zentrum jeder nicht trivialen Zentralkollineation in <I>T fixiert, gilt 
auch (9T)lzl = 1 für jeden Punkt xE M. 

iii) Für jeden Punkt x E M ist die Staudgruppe (<I>T)z mindestens 
vierdimensional (3.15) und wirkt trivial auf der Bahn xT • Nach 
(4.19) ist diese Balm in einer Geraden enthalten. Die Grupt>e T ist. 
somit quasiperspektiv. Nach i) fixiert 9 keine Gerade, wirkt also 
mit vierdimensioualen, offenen DalUleu auf der Fixgeradensdmr v ... 
(vgl. [54]). Die Fixgeradeuschar ist folglich eine Mannigfaltigkeit., 
und die Büschel sind zu $ .. homöomorpb. 

iv) Nach ii) wirkt die Standgruppe (<I>T)z effektiv auf M z ~ $ .. 
und fixiert dabei die Gerade, die die Dalm x T enthält. Nach [67] 
ist die Zusanlllleuhangskomponente (<I>T)1 zu U2 4; oder SO .. 1Il 
isomorph, uud die Wirkung auf M z ist äquivalent zur gewohn
ten. Insbesondere gibt es eine Involution mit zu $2 homöomorpllC'r 
Menge von Fixgeraden durch x. Diese Involution kann mu:h (3.8) 
nicht axial sein, ist also plan ar (3.7). 0 

(9.6) Lemma. Keine von PSUs4;(2) approxiJJ)ierte Grul)pe kiUW 
auf einer achtdimension;uen stabilen Ebene wirken. 

Beweis: Jede von PSUs 4;(2) approximierte Gruppl' enthält ('i11C' 

von PSU .. 4;(I) ~ PU3 II(i) approximierte Untl'rgruppl'. Aus (7.8), 
(7.7) und [78J folgt die Dehauptung. 0 

(9.7) Lemma. Di(' Grul)I)C SL2UI wirkt nur Iluf o!["u('n UUt"I't""'
IJeIl der projt~ktiv('n (Juatt·l·uiOlJt·IIC"t·nc. Dip Wirkullg i. .. t stt·ts 
iitluivalcut zur gcwiilmlidJCu. Wirkuugt·u vou Grul'peu, dit· SL211 
cutlJaltcll, lasscu sielJ auf die J)rojf'ktive E')f'ue fortsetZt·lI. 

Beweis: [93], [44] 0 
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O. Quru;i"illfacbl' Automorl,bismr.lIgrnppP'ß. 

(9.8) Lemma. Wirkt die Gruppe PSL2 U1 auf einer achtdimen
sjonrucn stabilen Ebene, so ist ilu Zcntralisator in der vollen Au
tomoq,hismengruppe diescr Ebene trivial. 

Deweis: Sei ( t= t ein Element des Zentralisators. Die Gruppe 
6 = PS~UI enthält eine zu SO:;R isomorphe Gruppe~. Gibt 
('s einen Punkt xE M, dessen Dahn x«) ein Dreieck enthält, so 
fixiert (lie nach (9.3b) in ~z enthaltene zu u konjugierte Involu
ti Oll dieses Dreieck. Nach (9.3b) ist dies unmöglich. Das Zen
trumselement ( ist also quasiperspektiv. Auf der Fixgeradenschar 
g( wirkt 6 mit höchstens vierdimensionalen Bahnen. Nach [93: 
I.d) ist die Staudgruppe einer Geraden GE g( zusammenhängend, 
ihre maximal kompakten Untergruppen sind zu S04IR isomorph. 
Andererseits wird jeder Punkt xE G von einer zu u konjugierten 
i\.xialcn Involution TE 4.> fixiert. Wählt man einen von ( bewegten 
Punkt, so muß G die Achse von T sein. Dann wird G vom Zen
tralis."t.or C. (T) fixiert. Dieser Zentralisator enthält aber eine zu 
04IR isomorphe Untergruppe, die nicht in S04IR liegen kann. 0 

(9.9) Korollar. I(eine von 07IR(2) (oder 08R(3») approximierte 
Gruppe kann auf einer achtdimensionruen stabilen Ebene wirken. 

Deweis: i) Die Gruppe 0 7 IR(2) hat zu SOsR x S02R isomorphe 
maximal kompakte Untergruppen. Die Konjugiertenklassen der 
Involutionen werden repräsentiert durch 

-1 -1 
-1 -1 

1 -I 
0= 1 , ß= -I , 

1 1 
1 1 

1 1 

1 
1 

1 

1'= 1 01' und ß1'. , 
I 
-I 

-I 
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9. QuasiciliCadlc Autolllofj)bisUiellgnll'l)ell. 

Die Zentralisatoren enthalten jeweils zu S02Bl. x Osll.(2), 
S04Bl. x 031R(1),SOslR x S02Bl.,S03Bl. x 04Bl.(2) bzw. 06Bl.(2) 
isomorphe Gruppen. Nach (4.9) ist keine dieser Involutionen pla
nar. Dies widerspricht (9.5). 

ii) Jede von 071R(2) approximierte, nicht zu 07Bl.(2) isomorphe 
Gruppe enthält eine zu ps~nl ~ 061R( 1) lokal isomorphe Grupp(' 
mit nicht trivialem Zentralisator. Aus (9.8), (9.7) und (78) folgt 
die Behauptung. 0 

(9.10) Lemma. Keine von 07Jll(3) (oder PUsBl.(4») apl'roxi
mierte Gruppe kann auf einer aclJtdimensioJJaleJJ stal)jJCJl Ebcm' 

wirken. 

Beweis: i) Die maximal kompakten Untergruppen von A -
071R(3) sind konjugiert zu 

Jede von A approximierte Gruppe J. hat nach (2.18) zu cJIlok:\1 iso
morphe maximal kOUlpakt.e Untergruppen. Nach (2.7) ist A ('inc' 
Liegruppe. Jede (~hte Übt'rlagertlllgsgmppe VOll A zt'ntmlisit'r' 
wenigstens eine Involution < (vgl. [95) oder [GO)). Auf {h wirkt. 
t) und damit A uicht <Iuasieff('ktiv [54: Th. 1). Nadl (3.14) ist. 
J. aher au('b uicht ttuClsipcrspekt.iv, es kmm also uur die (·infadlc 
Gruppe A vorkolUlUcu. 

ii) Die Koujugicrt,,,uklassl'Jl d"r Illvolllt.iOlll'U in A w('rclm f('pril-



·9. QIla.qicill["dll' Automofl>hiRmenr;ruppell. 

~enti('rt durcb 

-I -I 

-1 -I 

1 -I 

a= 1 , ß= -1 , 
1 1 

1 1 
1 1 

1 
1 

I 

'Y= 1 
1 

, 0"'( und ß'Y· 

-1 
-I 

Für die Zusammenhangskomponenten der Zentralisatoren gilt: 

C6.(a)l ~ S021t x 05R(2), 

• = C6.(ß)1 ~ SO.1t x S031t, 

C6.("()1 ,.., 05R(1) x S02IR, 

C6.(O"'()1 ~ fl.41t(2) x 03R(l), 

C6.(ß'Y)1 ~ 06R(2). 

Nach (4.9) ist keine der Involutionen planar. Der quasieinfache 
Zentralisator von ß'Y enthält eine zu SO.R x S02lR isomorphe 
Gruppe,die nicht quasieffektiv auf einer Achse oder einem Zen
tntm~hiischel wirkt [54: Th. I}, [67}. Wegen (3.14) ist ß'Y frei. 

iii) .Jette Involution wird von eincr zu ß"Y konjugierten zentralisiert. 
Es gibt daher keine Involutionen mit Zentrum. Alle Involutionen 
in t1 sind folglich axial oder frei. 

iv) Nach (3.15) ist die Stand gruppe .~ für jeden Punkt x wenig
stens zweidimcnsional. Nach dem Dreieckslemma (3.11) liegt keinc 
zu 11' 2 oder S03m. isomorphc Untergruppe in .~. Die Zusammcn
hangskomponcnte E der Standgruppe ist also zu Spin3 isomorph. 

v) Durch Projektion auf den zu S03m. isomorphen Faktor von <fJ 
sieht man, daß E die Involution ß cnt.hält. Altf d('r Ach~e VOll 
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ß wirkt 4i mit höchstens vierdimensionalen Bahnen. 
spricht dirn 4i / 4i~ = 9 - 3 = 6. 

Damit ist bewiesen: 

Dies widcr
o 

(9.11) Theorem B. Sei 6 eine quasieinfache Automorpllismen
gruppe einer achtdimensionalen stabilen Ebene, die siel) nielJt 
in die projektive Quaternionenebene einbetten läßt. Dann ist 
dim6 ~ 16. 

(9.12) Bemerkung. Es gibt eine Einpararneter-Familie von nicht 
desarguesschen achtdimcnsiollaleu kompakten projektiven Eht>
nen, die die 16-dimensionale quasieinfache Gruppe SL3 t; zulassen 
(sogenannte Hughes-Ebenen, vgl. [77: S. 354-356], [30], [8], [9], 
[10]). Die in dieser Arbeit bewiesene Schranke ist dallcr scharf. 
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BEZEICHNUNGEN: 

In der vorliegenden Arbeit werden Gruppen durchweg mit großen 
griechischen Buchstaben (A, B, r, 6, E, Z ... ), ihre Elemente mit 
kleinen griechischen Buchstaben (er,ß,'Y,~,€,("') bezeidmct. Für 
die Wirkung eines Gruppenelementes er wird die PoteIlzschreib
weise xQ verwendet, konsC<lucnterweise bezeichnet erß die Ahbil
dung zuerst er, dann ß. Diese Konvention gilt auch für Matrizcn: 
Koordinatenvektoren sind als Zeilen aufzufassen, die Anwendung 
einer linearen Abbildung erfolgt durch Multiplikation einer Ma
trix von rechts. Vektorräume über Schiefkörpern sind nach dics('r 
Konvention Linksvektorräume. 

Die folgenden Bezeichnungcn wcrdcn im Text verwendct: 
IR Körper dcr reellen Zahlen 
~ Körper der komplexen Zahlen 
IH (Schief-) Körper der Hamilton-Quatcrnionen 
G) Algebra der Cayley-Oktaven 
1N natürliche Zailiell 
7L ganze Zahlen 
1 Neutralelement bzw. die triviale Gruppe 
er- volles er-Urbild 

Zentralisator von 6 in r 
Normalisator von 6 in r 
Zusammenhangskomponente des Neutralelements von r 
(ahgesdllossene) Konunutatorgruppc VOll r 
Isomorphie 
Homöomorphie 
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