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VORWORT

In der vorliegenden Arbeit wird das systematische Studium acht-
dimensionaler stabiler Ebenen mit grofier Automorphismengruppe
begonnen. Stabile Ebenen stellen eine Verallgemeinerung kompak-
ter zusammenhangender projektiver Ebenen dar. Viele Methoden
und manche Ergebnisse lassen sich tibertragen. Die genaue Pro-
blemstellung und ihr Hintergrund sind in der Einleitung skizziert,
dort werden auch die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit genannt.

Meinem Lehrer, Prof. Dr. H. Salzmann, habe ich nicht nur
fir die Anregung zu dieser Arbeit, sondern auch fiir seine stete
Bereitschaft zur Diskussion der aufgetretenen Probleme zu danken.
Weiter gilt mein Dank den Herren Prof. Dr. R. Lowen in Braun-
schweig und Doz. Dr. Th. Grundhofer fiir ihre Unterstiitzung.
Nicht zuletzt hat die gute Arbeitsatmosphére unter meinen Mit-
Doktoranden Richard Bodi, Michael Hubig und Martin Liineburg
zum Gelingen beigetragen.



1. EINLEITUNG, GRUNDLAGEN.

Die gewohnte euklidische, aber auch die elliptische und die hyper-
bolische Geometrie sind topologische Geometrien in dem Sinne,
daB Verbinden und Schneiden (soweit definiert) stetige Operatio-
nen sind. Betrachtet man diese Geometrien (und ihre Analoga
iiber den Xorpern €, H oder der alternativen Algebra 0)) als klas-
sische topologische Ebenen, so stellt sich die Frage nach moglichen
Charakterisierungen, etwa durch Homogenititsvoraussetzungen
(vgl. [73: p. 2]). Dazn soll zunachst cingegrenzt werden, was
unter einer topologischen Ebene zu verstehen ist [73: p. 4):

Wir betrachten lincare Raume (das leiit, es existieren ein-
deutig bestilnmte Verbindungsgeraden zu je zwei Punkten) mit
einer Hausdorff-Topologie auf dem Punktramun und einer solchen
Hausdorff-Topologie auf dem Geradenraum, daB8 die Operationen
des Verbindens und Schueidens stetig sind.

Um etwa offene Teilinengen des dreidimensionalen reellen aflinen
Raumes auszuschliefien, gelte folgendes Stabilitatsaxiom:

Der Definitionsbereich der Schnittoperation ist offen in der Menge
der Paare (verschiedener) Geraden.

In [33] heiBt eine solche topologische Ebene eine stabile Ebene. In
der vorliegenden Arbeit sollen generell starkere Voraussetzungen
an die Topologie des Punktraumes gestellt werden:

a) Auf jedem unendlichen kommutativen KKorper gibt es unendlich
viele verschiedene nicht diskrete Hausdorff-ICorper-Topologien,
von denen hochstens eine lokal kompakt ist. Auch im Blick aul
die Bedeutung lokaler Kompaktheit fiir die Strukturtheorie topo-

logischer Gruppen erscheint es verniinftig, einen lokal kompakten
Punktraum vorauszusetzen.

b) Ein intercssanter topologischer Paramcter des Punktrawmes ist
seine (Uberdeckungs-) Dimension (vgl. [59], [58]). Projektive Ebe-
nen mit nulldimensionalem Punktrammn sind schwer zugiinglich,
da unendlich viele nicht isomorphe desarguessche Beispicle exi-
sticren (vgl. [25: XL7.7]). Fiir lokal kompakte topologische
Ebenen mit unendlich-dimensionalem Punktranm ist kein Beispiel
bekannt.  Sicher ist, daB jede lokal kompakte Translationsebene
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1. Einleitung, Grundlagen.

cinen Punktraum endlicher Dimension hat (vgl. [25: XI.5.4]).
Aus diesen (und anderen) Griinden erscheint die Beschrinkung
auf Punktraume von positiver, endlicher Dimension zweckmaBig.

Wir iibernehmen daher die folgende Definition von Lowen [51]:

(1.1) Definition.

i) Es sei M = (M, M,]) eine Inzidenzgeometrie, in der zu je
zwei verschiedenen Punkten aus M eine eindeutige Verbin-
dungsgerade in M existiert (das heifit, ein linearer Raum),
und die ein Viereck enthalt.

i) Auf M und M seien solche Hausdorff-Topologien gegeben,
daf} dic Operationen des Verbindens und Schneidens auf ihrem
jeweiligen Definitionsbereich stetig sind, der Definitionsbe-
reich der Schnittoperation sei offen in M x M.

ili} Der Punktraum M sei lokal kompakt und von positiver,
endlicher (Uberdeckungs-) Dimension.

Dann heifle M = (M, M,]) (oder einfach M = (M, M), wenn
keine Miflverstiandnisse zu befiirchten sind) eine stabile Ebene.

(1.2) Bemerkung. a) Man kann, wie iiblich, jede Gerade G € M
mit der Menge [G] der mit ihr inzidenten Punkte identifizieren.
In diesemn Fall ist | = {(p,G)| p€[G]}. Die Menge [G] ist stets
abgeschlossen in M [33: 1.3].

b) Die Topologie von M ist durch die von M bestimmt [33: 1.4].

(1.3) Bezeichnungen.
a) Wir werden stabile Ebenen in der vorliegenden Arbeit stets
mit M,ID,IE, IF . . .| die zugehorigen Punktmengen mit M, D,
E, F ..., und die zugehorigen Geradenmengen mit M, D, €, F . ..
bezeichnen.

b) Das Biischel durch einen Punkt p€ M ist M, = {GeEM | peG}.
¢) Mit GAH sei der Schnittpunkt von G, H € M, mit pq die Ver-
bindungsgerade von p,q € M bezeichnet.

Die moglichen Topologien fiir A1, M und M, hat Lowen gekenn-
zeichnet. Wir stellen die in der vorlicgenden Arbeit benutzten
Ergebnisse zusammen:



1. Einleitung, Grundlagen.

(1.4) Satz. Essei M = (M, M) eine stabile Ebene, p€ M,G € M.
Dann gilt:

a) | = dimG = dimM, = 2¥<8 und dimM = dimM = 2.
Die Dimension des Fahnenraums ist 31 [46: Th. 1].

b) Das Biischel M, ist kompakt, zusammenhangend und ho-
motopiedquivalent zu $;. Ist M, cine topologische Mannig-
faltigkeit, so ist M, homéomorph zu $; [33: 1.17], [33: 1.14],
(46: Th. 3], [33: 1.19].

¢) Zusammenhaingende offene Teilmengen von G, My, M oder
M sind Cantor-Mannigfaltigkeiten (das heifit, keine Teil-
menge mit gréBerer Codimension als 1 kann trennen)

[46: Th. 11].

d) Eine abgeschlossene Teilmenge von G,M,, M oder M hat
genau dann nicht leeres Inneres, wenn sie die volle Dimension
hat [46: Th. 11].

e) Die Riume G,M,,M und M sind separabel, metrisch und
lokal kompakt. Insbesondere stimmen Uberdeckungsdimension,
kleine und grofle induktive Dimension tiberein [33: 1.9], [58].

f) Der Raum G ist lokal bogenzusammenhéingend und lokal kon-
trahierbar [33: 1.12].

g) Die Zusammenhangskomponenten von M sind offen
[33: 1.4, 1.12].

Uber die Gruppe Aut (M) der stetigen Kollineationen von IM ist
Folgendes bekannt:

(1.5) Satz.
a) Mit der kompakt-offcnen Topologic ist Aut(IM) eine lokal
kompakte separable metrische Gruppe [33: 2.9].
b) Fiir die Dimension der Punkthalinen einer endlich-dimensio-
nalen, abgeschlossenen Untergruppe A < Aut (IM) gilt

dimp® = dimA — dimA, = dim A/A,,s

analog fiir Geradenbahnen [206].
Wir werden in der vorliegenden Arheit nur abgeschlossene Un-
tergruppen von Aut (M) betrachten. Dies sind genan die lokal
kompakten Untergruppen [31: §26, Cor. 3).
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1. Einleitung, Grundlagen.

Die cingangs vage gestellte Frage lafit sich nun prazisieren:

Welche Homogenitatsforderungen reichen hin, um die stabilen
Ebenen gegebener Dimension zu charakterisieren, die in die kom-

pakte projektive Moufangebene derselben Dimension einbettbar
sind?

Folgende Ergebnisse wurden bisher erreicht:

i) Bei jeder solchen Einbettung bleibt die Automorphismengruppe
erhalten [44].

it) Es gibt punkthomogene stabile Ebenen, die nicht im genannten
Sinne einbettbar sind (etwa die SLyIK-Ebenen fiir IK = R, €, vgl.
[88], [51], dagegen [93]).

iii) Fahnenhomogene stabile Ebenen sind stets einbettbar, und
man kennt alle vorkommenden Fille genau [47).

iv) Zwei- und vierdimensionale stabile Ebenen mit vielen Zentral-
oder Axialkollineationen wurden von Strambach [86],(91], Lowen
[36], [37], [38], [39], {40], (41], [43], {48] und Seidel {79],[80],[81],[82]
cingehend untersucht und klassifiziert.

v) Die Frage nach Einbettbarkeit in Inzidenzstrukturen von ho-
herer geometrischer Dimension wurde von Groh [21],{22] in sehr
allgemeinem Rahmen beantwortet.

vi) Fiir zweidimensionale Ebenen mit zusammenhangenden Gera-
den hat Polley [63],{64],[65] lokal giiltige SchlieBungssitze unter-
sucht und deren globale Giiltigkeit bewiesen.

vii) Die Dimensionsformel (1.5,b) ermoglicht Abschatzungen der
Dimension der Automorphismengruppe Aut (IM). Diese Dimen-
sion kann als MaB fiir die Homogenitit der Ebene dienen. Zwei-
und vierdimensionale stabile Ebenen sind in dieser Hinsicht einge-
hend untersucht worden: von Salzmann [68], [69], {70], [71],[72], [73],
[74], Strambach [87],[88],[89],[90],[92], Betten {3),[4], Groh [16],
[17], (18], [19], [20], [24] und anderen wurden alle zweidimensionalen
Ebenen mit zusammenhangenden Geraden und mindestens dreidi-
mensionaler Automorphismengruppe bestimmt. Eine abschlicfien-
de Darstellung findet sich in [24]. Die Klassifikation ohne Zusam-
menhangsvoraussetzung gelang Lowen [45] und Hubig [29]. Tm Fall
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1. Einleitung, Grundlagen.

dim M = 4 sind alle Ebenen mit mindestens sechsdimensionaler,
nicht auflésbarer Gruppe durch Lowen [49],[51] bestimmt.

In der vorliegenden Arbeit wird nach allgemeinen Vorbereitungen
die oben gestellte Frage fiir achtdimensionale stabile Ebenen in
folgenden Teilaspekten beantwortet:

Theorem A.
Kompakte Gruppen von Automorphismen

Hier wird das Ergebnis von Salzmann [76: sect. 3] anf achtdi-
mensionale stabile Ebenen iibertragen: Es sei A eine kompakte
Gruppe von Automorphismen einer achtdimensionalen stabilen
Ebene M. Ist dim A > 13, so ist A isomorph zur elliptischen Bewe-
gungsgruppe PU3H, und M ist isomorph zur projektiven Quater-
nionenebene. Die Wirkung ist aquivalent zur gewohnten.

Theorem B.

Quasieinfache Gruppen von Automorphismen
Jede achtdimensionale stabile Ebene mit einer mehr als 16-
dimensionalen quasieinfachen Gruppe A von Automorphismen ist

in die projektive Quaternionenebene einbettbar, und A ist iso-
morph zu einer der Gruppen

PSL;H, PU;H, PU;H(1).

Die Wirkung von A auf M ist dquivalent zur gewohnten oder deren
Dual.



2. LOKAL KOMPAKTE GRUPPEN.

Sei M = (M, M) eine stabile Ebene. Mit der kompakt-offenen
Topologie wird die Gruppe Aut(IM) der stetigen Kollineationen
von IM eine lokal kompakte Gruppe [33: 2.9]. Fiir dimM =
ist Aut (IM) stets eine Liegruppe [45], im Fall vierdimensiona-
ler Ebenen wird der Liecharakter jedenfalls durch Zusatzvoraus-
setzungen gesichert [33: 2.10, 2.11]. Im Allgemeinen ist die
Frage nach dem Liecharakter von Aut (IM) offen. Die nachfol-
gend zusammengestellten Tatsachen erlauben allerdings, die Theo-
ric der Liegruppen zum Verstindnis lokal kompakter Gruppen
auszunutzen.

(2.1) Lemma. Eine Untergruppe einer lokal kompakten Gruppe
ist genau dann lokal kompakt, wenn sie abgeschlossen ist.

Beweis: [31: §26 Cor. 3] 0

Wir werden aus diesem Grund in der vorliegenden Arbeit nur
abgeschlossene Untergruppen von Aut (IM) betrachten.

(2.2) Definition. Sei A eine lokal kompakte Gruppe. Wir nennen
A von einer Liegruppe A approximiert, wenn ein Epimorphismus
von A auf A existiert, dessen Kern total unzusammenhangend ist.

Der folgende Satz zeigt, daB in der Tat A projektiver Limes
einer Folge von Uberla.genmgsgmppen von A ist. Da durch A
das System aller Ul)erlagemngsgruppen festgelegt ist, sei diese
verkiirzende Sprechweise gestattet.

(2.3) Satz. Sei A eine zusammenhingende lokal kompakte
Gruppe mit abzihlbarer Basis. Dann gibt es in jeder Umgebung
des Neutralelementes einen kompakten Normalteiler N derart, dafl
dic Faktorgruppe A /N eine Liegruppe ist. Durch geeignete Wahl
solcher Normalteiler erhalt man ein inverses System (A;)ien von
Liegruppen, dessen projektiver Limes (als topologische Gruppe)
isomorph zu A ist. Dabei gilt A; = A/N,—: N; 2N;4), und die

Verbindungsmorphismen n: AN, — A/ N; sind kauonisch.

i+1
Beweis: [56: 4.6, 4.7] 0



2. Lokal kempakte Grappen.

(2.4) Bemerkung. Im Fall dimA <oco kann der Normalteiler
N so gewahlt werden, daB A von A/ approximiert wird. Auf
dem dann total unzusammenhingenden Normalteiler N kann die
zusammenhangende Gruppe A nur trivial wirken, und N liegt demn-
nach im Zentrum Z von A. Insbesondere ist A /7 eine Licgruppe.

(2.5) Satz (MALCEV-IwAsawA). Sei A eine zusanunenhingende
lokal kompakte Gruppe. Dann sind alle maximal kompakten Un-
tergruppen von A zusammenhingend und paarweise zueinander
konjugiert. Der A zugrundeliegende Raum ist homéomorph zum
Produkt einer maximal kompakten Untergruppe ® mit einem cu-
klidischen Raum (endlicher Dimension!). Ist A abelsch, so ist A
sogar als Gruppe isomorph zu ® x IR", und ® ist charakteristisch
in A.

Beweis: [32: Th. 13, p.549], vgl. [56: 4.13] ]

(2.6) Satz (5. HILBERT-Problem). Eine topologische Gruppe ist
genau dann eine Liegruppe, wenn der zugrundeliegende Raum eine
topologische Mannigfaltigkeit ist.

Beweis: [56: 4.10] 0

(2.7) Korollar. Eine zusammenhangende lokal kompakte Gruppe
ist genau dann eine Licgruppe, wenn ihre maximal kompakten
Untergruppen Liegruppen sind.

(2.8) Lemma. Sind ® und ¥ zusammenhingende Untergruppen
einer lokal kompakten Gruppe A, so ist auch die Kommutator-
gruppe [®, ¥] (das heiBt das abgeschlossene Erzeugnis der Menge
K = {pypp~ty! | p€d, € V}) zusammenhingend.

Beweis: Die von der Menge K der Kommutatoren erzeugte
Gruppe ist G =J,, >, G, wobei

Gu = {ﬂ:l “'nfln I aie‘[{’fie{l’_l}}'

Die Mengen G,, sind zusammenhingend und enthalten das Neu-
tralelement. Daher ist auch G und damit der topologische Ab-

schluB [®, ¥] vou G in A znsammenhiingend [13: Chap. V 1.6].
(N



2. Lokal kompakte Gruppen.

(2.9) Korollar. Sei n:T' — A ein Homomorphismus mit total un-
zusammenhingendem Kern zwischen lokal kompakten Gruppen.
Zwei zusammenhangende Untergruppen ® und ¥ von I' zentra-
lisicren sich genau dann, wenn ihre Bilder ®* und ¥* einander
zentralisicren.

(2.10) Definition. Sei A # 1 eine zusammenhingende lokal
kompakte Gruppe. A heifit quasieinfach genau dann, wenn alle
echten Normalteiler total unzusammenhingend sind. A heifit
halbeinfach genau dann, wenn alle abelschen Normalteiler total
unzusammenhéngend sind.

(2.11) Lemma. Sei A eine zusammenhiangende lokal kom-
pakte halbeinfache Gruppe endlicher Dimension. Dann existieren
quasieinfache Normalteiler ; von A, die einander gegenseitig zen-
tralisieren und deren KKomplexprodukt gleich A ist.

Beweis: Die entsprechende Aussage gilt fiir Liegruppen [96: 3.4,
Satz 4; 3.7, Satz 2]. Die Behauptung folgt aus (2.4) und (2.9). O

(2.12) Bemerkung. Quasieinfache Gruppen sind halbeinfach.
Ist eine zusammenhingende lokal kompakte Gruppe A # 1 nicht
halbeinfach, so gibt es einen nicht trivialen zusammenhingenden
abelschen Normalteiler von A. Wahlt man einen minimalen
solchen Nornalteiler N, so gilt wegen (2.5): Der Normalteiler N
ist kompakt, oder die maximal kompakte Untergruppe von N ist
trivial. Im zweiten Fall ist N eine Liegruppe (2.7), und es gilt
N = IR" fiir geeignetes n. Die Gruppe A induziert eine irreduzible
lincare Wirkung auf N. Im kompakten Fall ist N zentral:

(2.13) Lemma. Alle zusammenhingenden kompakten abelschen
Normalteiler einer endlichdimensionalen zusammenhangenden lokal
kompakten Gruppe A liegen im Zentrum.

Beweis: Sei @ ein solcher Normalteiler. Nach (2.3) gibt es einen
Epimorphismus 7 von A auf cine Licgruppe A. Das Bild @7 ist eine
zusammenhingende kompakte abelsche Liegruppe. Es gibt also
ein n so, dafl ®* = T " gilt. Auf der total unzusammenhangenden
Torsionsuntergruppe T = {x € TT' " | o(z) <oo} wirkt A trivial. Da
T dicht in @™ liegt, folgt dic Bechauptung mit (2.9). 0



2. Lokal kompakte Gruppen.

(2.14) Satz. Zu jeder zusammenhingenden Liegruppe A gibt es
eine einfach zusammenhingende Licgruppe A, die von A approxi-
miert wird. Bis auf Isomorphie ist A eindeutig bestimmt.

Beweis: [96: 4.0] 0

(2.15) Satz. Die cinfach zusammenhingende Uberlagerungs-
gruppe ® einer kompakten halbeinfachen Licgruppe ® ist wieder
kompakt.

Beweis: [66: Th. 110], [97: Th. 4.11.6], [6: §1 no. 4, Th. 1],
[27: CL.I1 6.9] 0

Das Folgende geht auf eine miindliche Mitteilung von Herrn Rainer
Lowen zuriick:

(2.16) Satz. Sei A eine zusammenhangende lokal kompakte
Gruppe endlicher Dimension mit abzihlbarer DBasis, A eine ap-
proximierende Liegruppe (vgl. (2.4)). Dann existiert ein stetiger
Homomorphismus A:A — A mit total unzusammenhingendem
(sogar diskretem) KKern N. Dabei bezeichne A die einfach zusam-
menhangende Uberlagerungsgruppe von A.

Beweis: Sei (N;); ey ein inverses Systemn von kompakten Nor-
malteilern wie in (2.3), A = Ay = A/NO' Die kanonischen
Verbindungsmorphisinen secien x;: A /N.- oy = A/ N; = A Mit

A; sei die einfach zusammenhingende Uberlagerungsgruppe von
A; bezeichnet. Die A; sind Licgruppen, fiir alle ¢ ist deshalb der
Kern von =; diskret, und man erhalt A; = Ap. Man kann nun
induktiv Uberlagerungsabbildungen M\i:Ag — A; so finden, daB
Aig1%; = Ai. Die so gefundene Folge ();); e y_induziert einen Ho-
momorphismus A:Ag — A. Der Kern von X ist als Schnitt der
Kerne der A; diskret. Fiir alle i ist die Hintereinanderausfithrung
Ak; = A; mit dem kanonischen Epimorphismus £;: A — A/N,

stetig, also auch A. O

(2.17) Bemerkung. Unter den in (2.16) gemachten Annahmen
betrachten wir den von A induzierten injektiven stetigen Homo-

morphisinus A: A/ N — A. Fiir jede kompakte Teilmenge K von

10



2. Lokal kompakte Gruppen.

A /N ist die Einschrinkung A": k' — K> ein Homéomorphismus.
Insbesondere erhilt man mit (2.15):

(2.18) Satz. Die endlichdimensionale zusammenhéingende lokal
kompakte Gruppe A werde von der Liegruppe A approximiert,
das heifit, es existiert ein Epimorphismus 7 von A auf A mit to-
tal unzusammenhangendem Kern. Fine Untergruppe ® von A sei
kompakt und halbeinfach. Dann enthalt A eine zu ® lokal isomor-
phe kompakte Untergruppe ®, und die Einschrinkung von = auf
® ist eine ﬁberlagerungsabbildung auf ®.
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3. QUASIPERSPEKTIVITATEN.

Im Folgenden sei I' die Automorphismengruppe einer stabilen

Ebene M = (M, M) mit dim M = 2l.

(3.1) Definition. Eine Gruppe A <T von Automorphismen heifit
quasiperspektiv, wenn zu jeder Punktbahn z2 cine Gerade F,
existiert, die die ganze Balin enthalt.

Ein Automorphisinus v einer stabilen Ebene heifit quasiperspek-
tiv (oder eine Quasiperspektivitat), wenn er in einer quasiperspek-
tiven Gruppe liegt.

(3.2) Bemerkung. Wird = von A bewegt, so ist F, eindeutig
bestimmt und hingt stetig von z ab {35: 1.1). Mit Go =
{F:| z ¢ Fix(A)} sei die Menge dieser Fixgeraden bezeichnet.
Einschrankung der stetigen Abbildung #:z — F, auf eine von A
bewegte Gerade liefert eine offene Einbettung und damit die lokale
Homoomorphie der Geraden zu G5 . Fiir jede Quasiperspektivitit
v sei G, = g(.,,.

(3.3) Lemma. I[st y quasiperspektiv und schneiden sich zwei
Fixgeraden F,, F, € G, in eincmn Punkt z, so ist y. planar (das heifit,
die Fixpunktmenge von v tragt eine stabile Ebene der halben Di-
mension), oder der Punkt z ist Zentrum von.y.

Beweis: Die Dimension einer Geraden sei l. Seien G, H Geraden
durch z bzw. y, die von 7 bewegt werden. In G und H kann man

kompakte Umgebungen V von x und WV von y so wihlen, daB dic
beiden Abbildungen

p:V — F,:q- q"AF,
v:W = F, g q"AF,

dcfiniert sind und auerdem die Menge V* x W* im Definitions-

bereich der Schnittoperation licgt (vgl. [33: 1.6]). Dabei sci
x:x +— F, wicin (3.2).

Wir unterscheiden zwei Falle:

12



3. Quasiperspektivititen.

i) Es gibt einen Punkt r € V# mit mehr als {/2-dimensionalem Ur-
bild r#*~ unter u. Dann gilt auch dimr*™ * >1/2. Schneidet eine
Gerade L € W™ die Menge r* ™ auBlerhalb r, so tut dies auch eine
benachbarte Gerade L'. Die Schnittfigur

{LAX| X eW™}u {L'AX| X eW™)

erzeugt eine Ebene mit Geraden der Dimension e >1/2. Es folgt
e =l und v = 1, ein Widerspruch. Alle Geraden aus W™ gehen
demnach durch r. Vertauschen der Rollen von V und W liefert,
daBl auch V* im Geradenbiischel durch r enthalten ist. Hieraus
folgt r = FyAF, = z, und die Menge der Fixgeraden von 9 durch 2
ist offen und abgeschlossen im Biischel durch 2. Die Biischel sind
zusammenhingend [33: 1.14], die Abbildung v wirkt also trivial
auf dem Biischel durch z. Damnit ist z als Zentrum von v erkannt.
i) Es gilt max {dimr*~ | reV#} <1/2. Nach (59: Th. IIL6] ist
dann dim V¥ 21/2, und die Menge der Schnittpunkte von V¥ x W¥
erzeugt eine Unterebene der Dimension d21. Aus v # 1 folgt
d =122, und v ist planar. O

(3.4) Lemma. Hat €T eine Achse A und zwei weitere Fixpunkte
auflerhalb A, so gilt v = 1.

Beweis: Verbindet man jeweils die Punkte der Achse mit den
beiden Fixpunkten, so erhialt man zwei offene Teilmengen der
Biischel durch die Fixpunkte. Die Schnittfigur dieser Geraden-
menge erzeugt die ganze Ebene, woraus v = 1 folgt. o

(3.5) Korollar. Planare Automorphismen haben weder Zentrum
noch Achse.

(3.6) Lemma. Es sei p ein Punkt einer stabilen Ebene M =
(M, M). Dann ist fiir jede Gerade G durch p der topologische
Ranm M, \{G} azyklisch.

Beweis: Nach [46: 5.3] besitzt jede kompakte Teilmenge A” von
M\ {G} eine kontrahierbare kompakte Umgebung in M, \ {G}.
Hieraus ergibt sich, daB alle Homotopicgruppen von M, \ {G} tri-
vial sind. Nach dem Satz von Hurewicz [85: Chap. 7, Sec. 3,
Theorem 4, p. 397] ist M, \{G} auch homologisch trivial, das
heiit azyklisch. 0
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3. Quasiperspektivititen.

(3.7) Lemma. (Klassifikation involutorischer Automorphismen)
Sei v # 1 eine Quasiperspektivitit endlicher Ordnung (etwa eine
Involution). Dann tritt genau einer der folgenden Fille ein:

a) v ist (fixpunkt-)frei

b) « ist planar

c) v hat ein Zentrum oder eine Achse (oder beides).

Beweis: Die genannten Fille schlieflen sich gegenseitig aus (3.5).
Sei q ein Fixpunkt von 7 # 1. Da die Menge der Fixpunkte von
v nicht offen sein kann (sonst ware v = 1), existiert eine gegen ¢
konvergente Folge g,, von Punkten, die von 7 bewegt werden. Nach
[33: 1.17] hauft sich die Menge der Geraden F,,_ bei einer Fixge-
raden G, die nach [33: 1.5] durch ¢ geht. Da My \{G} azyklisch
ist (3.6), gibt es wenigstens eine weitere Fixgerade H durch ¢ nach
[83]. Ist keine der Geraden G, H Achse von v, so gilt {G,H} cg,,
und (3.3) a8t sich anwenden. 0

(3.8) Lemma. Sei v # 1 cine Quasiperspektivitat endlicher Ord-
nung mit Achse A. Dann existiert durch jeden Achsenpunkt a € A
genau eine weitere Fixgerade Z, # A von 7.

Beweis: Sei a€ A ein Punkt auf der Achse von 7. Auf dem
azyklischen Raum Mg\ {A} (vgl. (3.6)) wirkt v nach [83] nicht
frei, es gibt also eine Fixgerade Z, # A durch a. Da Z, nicht Achse
von 7 ist (3.4), gilt Z, €G,. Wire Z, nicht die einzige Fixgerade
in M4\ {4}, so ware nach (3.3) und (3.4) der Punkt a Zentrum
von 7, und Z; wire fiir jeden Punkt be A\ {a} Achse. 0

(3.9) Korollar. Kommutierende Involutionen mit derselben
Achse sind gleich.

Beweis: Der Bewecis fiir den projektiven Fall in [76: 1.2] henutazt

nur die Existenz und Eindeutigkeit einer zweiten Fixgeraden durch
jeden Punkt der Achse. 0

Fiir zentrale Involutionen gilt wenigstens die folgende schwiichere
Aussage:
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3. Quasiperspektivititen.

(3.10) Lemma. Sei J ecine nicht leere Menge paarweise kom-
mutierender Involutionen mit gemeinsamem Zentrum a. Existiert
eine Involution o mit Achse A, die mit jedem Element von J
kommutiert, so enthilt J genau ein Element. Genauer gilt:
a) Liegt a nicht auf A, so ist J = {a}.
b) Liegt a auf A, so ist a § J = {0}, und die Involution ac hat
die Achse Z,.

Beweis: Jedes Element o € J fixiert A. Liegt a nicht auf A, so
ist A Achse von o, und Behauptung a) folgt sofort aus (3.9). Da
o jede Gerade durch a fest 1afit, fixiert im Fall a € A die Involution
«ao im Biischel M, genau die Geraden A und Z,. Es ist daher ao
weder planar, noch hat ao Zentrumn a. Nach (3.7) hat ao Achse
A oder Z,. Aus (3.9) folgt Behauptung b). ]

(3.11) Korollar. (Dreieckslemma)

a) In der Standgruppe eines Punktes x gibt es hochstens zwei
kommutierende Involutionen mit Achsen durch z. Insbeson-
dere hat im Falle der Existenz solcher Involutionen deren Pro-
dukt keine Achse durch 2, und die Standgruppe eines Dreiecks
enthilt héchstens drei koinmutierende nicht planare Involutio-
nen.

b) In der Standgruppe eines Punktes gibt es héchstens drei paar-
weise konunutierende Involutionen mit Zentrum und Achse.

¢) Seien a, 3,7 verschiedene, nicht planare Involutionen, die ein
Dreieck punktweise fixieren und paarweise kommutieren.

Dann ist v = ap € (o, B) 2 (Z [o7)*.

(3.12) Definition. Eine nicht leere offene Teilmenge U einer
Geraden heifit Halbachse einer Gruppe A <T', wenn A trivial auf
U wirkt.

(3.13) Bemerkung. Hat A <T zwei Halbachsen, die nicht in
dersclben Geraden enthalten sind, so erzeugen diese beiden Punkt-
mengen die ganze Ebene. Es folgt A = 1.
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3. Quasiperspektivitiaten.

(3.14) Lemma.

a) Gruppen mit Halbachsen haben héchstens die Dimension des
Fahnenraumes, also 3.

b) Quasiperspektive Gruppen haben héchstens die Dimension
des Fahnenraumes, quasiperspecktive Gruppen mit Halbachse
haben héchstens die Dimeusion einer Geraden.

c) Eine Gruppe A <T mit Halbachse U zentralisicre eine Invo-
lution o € A. Dann ist o axial, und dim A <1. Die Gruppe A
wirkt frei auf den von o bewegten Geraden durch Punkte der

Halbachse.

Beweis: i) Sei A€M eine Gerade und U € A Halbachse einer
Gruppe A <T. Die Standgruppe A, eines Punktes z, der nicht auf
A liegt, fixicrt jede der Verbindungsgeraden zu fiir u€ U. Diese
Geraden bilden eine offene Teilinenge ¢/ des Biischels M,. Halt
man nun einen weiteren Punkt y auf einer dieser Geraden fest, so
schneidet die Verbindungsgerade yu mit irgendeinem Punkt v € U
alle Geraden einer offenen, nicht leeren Teilmenge von . Die
Gruppe A., hat also zwei Halbachsen. Wegen dimA / A, <2

und dimA; /A P dimay = { folgt die Behauptung a).

ii) Jede Gerade G, die von einer quasiperspektiven Gruppe A be-
wegt wird, ist Achse von Ag (vgl. (3.2)). Ist U € A Halbachse von
A, so kann man G im Biischel eines Punktes u € U wihlen. Es folgt
dimA/p ¢ S und wegen Ag = 1 der zweite Teil der Behauptung
b). Der erste Teil der Behauptung wird durch Festhalten einer be-

liebigen von A hewegten Geraden auf den Fall der Existenz einer
(Halb-)Achse zuriickgefiihrt.

iit) Nach (3.7) hat o eine Achse A, und diese enthilt U. Durch
jeden Punkt u€U geht nach (3.8) genau eine Fixgerade Z, von
0. Diese Gerade wird nun auch von A fixiert. Fiir jeden Punkt
T € Z, \ {u} hat A, wieder zwei Halbachsen. Es folgt dim A <1.

iv) Fixiert €A eine Gerade Le M, \{A,Z,}, so existiert fiir
jeden Punkt v einer geeigneten Umgebung V ovon u in A der
Schnittpunkt z, = LAZ,. Der Automorphismus é fixiert im
Biischel M, jeweils eine offene Menge von Geraden. Damit hat
& mehrere Halbachsen, nnd es folgt 6 = 1. o
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3. Quasiperspektivititen.

Fiir kompakte quasiperspcktive Gruppen gelten scharfere Schran-
ken, die sich aus dem Folgenden ergeben:

(3.15) Satz. Es sei ®<I' eine kompakte Gruppe von Auto-
morphismen einer (nicht notwendig zusammenhingenden) stabilen
Ebene M = (M, M) mit dim M = 2l.

a) Gibt es einen Punkt pe M mit dimp® = 2I, so gilt p* = M,
und M ist isomorph zur klassischen projektiven (Moufang-)
Ebene der Dimension 2l. Insbesondere ist ® in der elliptischen
Bewegungsgruppe enthalten und fixiert keinen Punkt. Der
Zentralisator von ® in der vollen Automorphismengruppe von
M ist trivial.

b) Fixiert ® einen Punkt p und gilt diimG® = 1 fiir eine Ge-
rade G durch p, so fixiert ® keine Gerade durch p, es gilt
G* = M, = 8. Im Fall 122 enthilt die Gruppe ®
eine zur einfach zusammenhingenden Uberlagerungsgruppe
Spin,, von SO41IR isomorphe Gruppe A, die quasieffektiv
und transitiv auf M, wirkt. Die zentrale Involution von A
wirkt trivial auf M,,.

¢) Fixiert ® eine Gerade G und gilt dimp® = [ fiir einen Punkt
PEG, so ist p* = G eine kompakte Gerade. Insbesondere
fixiert ® keinen Punkt von G, es gilt p* & $;, und G schneidet
jede andere Gerade H e M\{G}. Im Fall 122 gilt weiter:
Die Gruppe ® enthélt cine zur einfach zusammenhangenden
Uberlagerungsgruppe Sping,, von SOy4,IR isomorphe Gruppe
A, die quasieffektiv und transitiv auf G wirkt. Die zentrale
Involution von A wirkt trivial auf G.

Beweis: Kompakte Bahnen der vollen Dimension sind jeweils

offen in M,G bzw. M, (vgl. [46: Theorem 11c)]).

i) Es sei dimp® = 2. Dann trigt dic Menge p® eine kompakte,
offene Unterebene I = (p®,P) von M. Nach (33: 1.27] ist I
projektiv. Sei z€ M \p®. Die Menge der Verbindungsgeraden
{r°z| p€d} ist kompakt und offen im Biischel M. Da M,
zusammenhingend ist [33: 1.14], trifft jede Gerade durch z die
offene Teilmenge p® von M. Denmach ist z Schnittpunkt von
Geraden aus P. Je zwei solcher Geraden schneiden sich aber schon
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3. Quasiperspektivitaten.

in p®. Dieser Widerspruch licfert p* = M. Die Ebene M = IP ist
also eine homogene projektive Ebene, nach [75] oder [42] ist IP die
Moufangebene der Dimension 2I. Jeder Automorphismnus von I
fixiert einen Punkt von p®. Insbesondere ist der Zentralisator von
¢ trivial. Damit ist a) bewicsen.

ii) Es sei G® € M, und dim G® = I. Die Bahn G? ist kompakt und
offen im zusammenhingenden Biischel M,,. Hieraus folgt G* =

M,, und p ist ein isotroper Punkt von M. Behauptung b) folgt
nun direkt aus [47: 3.11].

iii) Es sei p® €G und dimp® = I. Das Komplement X von p*
in G ist eine abgeschlossene Teilmenge von A. Auf M\ X wird
daher eine stabile Ebene [E = (M \ X, £) induziert. Die Baln p*
ist eine kompakte Gerade von IE, schneidet also alle Geraden in &
nach [33: 1.15]. Sei z€ X und y€ M \G. Die Gerade zy hat nun
zwei Schnittpunkte mit G. Dieser Widerspruch liefert p® = G.

Anwendung von b) auf die entgegengesetzte Ebene M* (vgl. [39:
1.1 liefert die Behauptung c). ]

(3.16) Korollar. Kompakte quasiperspektive Gruppen haben
hochstens (I — 1)-dimensionale Punktbahnen.

Beweis: Eine l-dimensionale Bahn eines Punktes r wire kom-
pakt und offen, woraus Transitivitit auf der Geraden F, und damit
Kompaktheit von F, folgt. Dann existiert mit dem Schnittpunkt

von F, mit einer anderen Fixgeraden ein Fixpunkt itn Widerspruch
zur Transitivitit. O
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4. FUNFECKSSTANDGRUPPEN, UNTEREBENEN.

Unter demn Erzeugnis (X) einer Teilmenge X von M verstehen wir
den Abschluf der kleinsten vollen Unterebene, die X enthilt. Eine
Unterebene IE = (E,£) heifit voll in M = (M, M), wenn fiir je
zwei Geraden, die sich in IM schneiden, der Schnittpunkt bereits
in E licgt. Der AbschluB ist eine stabile Unterebene [33: 1.29],
diese ist maxiinal unter den Unterebenen gleicher Dimension:

(4.1) Lemma. Sei IE = (E,£) eine volle, abgeschlossene, po-
sitiv dimensionale Unterebene der stabilen Ebene M = (M, M),
die abgeschlossene Unterebene IF = (F, F) enthalte IE als echte
Unterebene. Dann gilt dim E < dim F'.

Beweis: Angenommen, dim F = dim F'. Dann ist F offen in F
nach [46: Th. 1ic)]. Sei z € F\ E. Man wihlt einen Punkt z € E
und einen weiteren Punkt y € £\ zz. Die beiden Geraden zz und
yz schneiden die offene Menge FE in jeweils mehr als einem Punkt,
gehoren also zu £. Da IE als volle Unterebene vorausgesetzt war,
erhilt man den Widerspruch z € E. a

Im Vergleich zum projektiven Fall stellt sich folgendes Problem:
Das Erzcugnis eines Vierecks V kann ausgeartet sein, im Extrem-
fall kann (V) = V gelten. Es gibt aber in stabilen Ebenen stets
cin geeignetes (ausgeartetes) Finfeck V = (o,u,v,b,e) mit b€ uv,
dessen Erzeugnis eine in sich dichte Unterebene ist:

(4.2) Lemma. In stabilen Ebenen kann man zu jedem Dreieck
T = (u,v,e) einen Punkt o und eine Umgebung U von u in uv so
wahlen, da V = (o, u,v,e) ein Viereck bildet und fiir jeden Punkt
beU\ {u} das Fiinfeck V = (0,u,v,e,b) eine Unterebene erzeugt,
die in sich iiberall dicht licgt. In stabilen Ebenen der Dimension 4
ist das Erzeugnis von V stets von positiver Dimension.

Beweis: [33: 1.33, 1.34] 0

(4.3) Lemma. Dic Geradenbiischel einer stabilen Ebcne M =
(M, M) sind lokal homogen.
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4. Finfecksstandgruppen, Unterebenen.

Beweis: Seien X,Y € M;. Man kann Geraden G, I so wahlen,
daBl ¢ = GAX und h = HAY existieren. Auf der Verbindungsgera-
den gh wahlt man einen Punkt z. Dann ist auf einer Umgebung W
von X in M, die Abbildung # = ng ., nz:: L~ (((LAG)2)AH) z
definiert, und das Bild W~ ist einc Umgebung von Y in M. 0O

(4.4) Lemma. Sei M = (M, M) cine 8-dimensionale stabile
Ebene, die eine 4-dimensionale Unterebene IB = (B, B) enthalt.
Dann sind die Geraden von M Maunnigfaltigkeiten.

Beweis: Sei V eine kompakte Umgebung in B, x ein Punkt in
M\ B. Wir betrachten die Abbildung

r:V-oaM,:b— bz

Diese Abbildung ist stetig, wegen der Kompaktheit von V' ist sic
auch abgeschlossen. Da = ¢ DB, liegt = auf hochstens einer Gera-
den L€B. Ohne Beschrankung kann V so gewiahlt werden, daB
VaL = 0. Dann ist x injektiv, und es gilt V = W = V™. Mit
V ist also auch W vierdimensional und enthilt damit eine nicht
leere Teilmenge U, die in M, offen ist [46: Th. 11c)]. Da dic
Punktriume 4-dimensionaler Ebenen Mannigfaltigkeiten sind [33:
1.13], kann man in V eine offene Umgebung U = R* mit U" U
finden, das Bild U” ist dann offen in M,. Aus der lokalen Ho-
mogenitat des Biischels (4.3) folgt nun mit[33: 1.19]: M, = 84,
und auch die Geraden sind Mannigfaltigkeiten. 0

(4.5) Korollar. Enthilt dic Automorphismengruppe ciner 8-
dimensionalen stabilen Ebene cine planare Involution, so sind die
Geraden Mannigfaltigkeiten.

Iin Folgenden werden die Ergebnisse von [76: sect. 2] fiir Vierecks-
standgruppen auf Standgruppen geeigneter Fiinfecke iibertragen.
Dazu sei stets A eine zusammenhingende Gruppe von Auto-
morphismen eciner achtdimensionalen stabilen Ebene IM, die ein

gecignetes Fiinfeck V punktweise festliBt. Die von dem Fiinfeck
crzeugte Unterchene sei IF = (F, F).
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4. Finfecksstandgruppen, Unterebenen.

(4.6) Satz. Ist A kompakt und nicht abelsch, so ist A = SO;IR.

Beweis: Nach dem Struktursatz [98: §25) gibt es einen Epi-
morphismus A x X — A mit nulldimensionalem Kern, wobei A
abelsch und X direktes Produkt (moglicherweise unendlich vieler)
quasieinfacher Liegruppen ist. Ist A nicht abelsch, so ist X # 1
und A enthilt eine quasieinfache Liegruppe ¥. Wegen der Kom-
paktheit von X existiert eine Involution « € A, die planar sein muf§.
Nach (4.5) ist M, = $4. Die Gruppe A wirkt effektiv auf M, (der
Kern der Wirkung hat mit uv, ue mindestens zwei Achsen), und
es gibt eine Gerade mit mindestens zweidimensionaler Bahn [54:
Th. 1]. Mit ou, ov,0e liit A mehr als zwei Geraden durch o fest,
[67] liefert nun A = SO;IR. O

(4.7) Satz. Ist A kompakt, so ist dim A < 3.

Beweis: Wegen (4.6) kann A als abelsch angenommen werden.
Fir c€uv ist die Bahn c¢* in uv enthalten und demnach wegen
der Existenz von Fixpunkten hochstens 3-dimensional nach (3.15).
Wahlt man den Punkt ¢ mit nicht trivialer Bahn, so ist das Erzeug-
nis der Bahn und des Fiinfecks eine Unterebene IE von positiver
Dimension € > 2dime?. Aus IE = M folgt A, = 3 und damit die
Behauptung. Ist IE eine echte Unterebene, so wirkt A nicht tri-
vial auf IE, lait aber das Erzeugnis IF des Fiinfecks punktweise
fest. Folglich muB8 A eine zusammenhingende Gruppe von Baer-
Kollineationen der 4-dimensionalen Ebene IE sein, was [35: 1.5)
widerspricht. a

(4.8) Satz. Wirkt A trivial auf einer Baer-Unterebene B =
(B,B), so ist A kompakt und dimA <1.

Beweis: Ist A nicht kompakt, so gibt es nach dem Satz von
Arzela-Ascoli [57: 7-6.1, p. 290] Geraden L, € M, und Auto-
morphismen A, € A so, daB die Folge der L, gegen die Gerade ou
konvergiert, aber ou kein Haufungspunkt der Folge der Bildgera-
den L2+ ist. Wir wallen J € M, \B, so, da8 der Schuittpunkt
Jaou existiert. Dann gibt es kompakte Umgebungen O von o in

ov und U von u in uv so, daB J alle Verbindungsgeraden von Punk-
tepaaren in O x U schneidet. Es sei D := (BnU) x (Bn0O). Da
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4. Fiinfecksstandgruppen, Unterebenen.

IB eine abgeschlossene Untercbene von M ist, ist D kompakt (und
dim D = 4). Die Abbildung

p:D— D'EM,:(s,t) s (stad)u

ist definiert, stetig, abgeschlossen und injektiv (sonst wire J € B).
Es ist demnach p ein Homdomorphismus von D auf D* =: V.
Wegen dim D = 4 ist V eine Umgebung von ou in M,. Wegen
limL, = ou kann {L, | n€IN} €V angecnommen werden. Es sci
Ly = (8n,ta)", dann konvergieren die Paare (s,,t,) gegen (u,0).
Wir zeigen nun, daB die Folge der J*» gegen uv konvergiert: Es
gilt
(JALu)A" = (sntn'\Ln)A" = 3r|’nAL:\.“-

Da die L}~ sich nicht bei ou haufen, konvergiert die betrachtete
Folge gegen u, also gilt linJ** = uv. Nach (4.3) gibt es Gera-
den GeB, und H € B, sowie einen Punkt z € oun B so, daBl dic
Projektivitat # = ng , i » auf einer Umgebung W von wv in M,
definiert ist und diese homéomorph auf eine Umgebung von ov
in M, abbildet. Ohne Beschrinkung kann J €1V angenommen
werden, I = J™ ist also definiert. Da die zur Projektion be-
nutzten Elemente in B liegen, bleiben sie unter A fest. Daher
zentralisiert # die Gruppe A, woraus die Konvergenz der Folge
K>~ gegen ov = (uv)™ folgt. Fiir d€ Bnuv nahe bei u sind
(d,0)" und (d,0)*Alk definiert und es gibt (cindeutig bestimin-
te) Punkte peuvn B ,g€ovn D so, daB (d,0)" = (pgALl)u. Damit
konvergieren die ((d, o)")"" = (doaJ*~) u gegen du = uv, anderer-
seits gilt ((d, o)")"" = (pgrli*~) u, woraus Konvergenz gegen gu
folgt. Dieser Widerspruch licfert die Kompaktheit von A.

Zur Abschatzung der Dimension von A: Die Gruppe wirkt effektiv
auf dem Biischel M, = $; und lat B, = $, clementweise fest.
Nach {67] miissen alle Bahnen cindimensional sein. Wie i Beweis
von Satz (4.6) stellt man A als epimorphes Bild eines Produktes
A x X dar. Jeder Faktor des nichtabelschen Anteils X miiite mit
eincr wenigstens zweidimensionalen Bahn wirken [54: Th. 1]. A
ist demnach abelsch. Der Stabilisator A, eines Punktes c€ue\ B
wirkt trivial anf dem Erzengnis (B,¢) = IM und ist daher selbst
trivial. Dies licfert die Behanptung. o
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4. Fiinfecksstandgruppen, Unterebenen.

(4.9) Korollar.
a) Wird eine planare Involution einer achtdimensionalen stabilen
Ebene von einer halbeinfachen Gruppe A zentralisiert, so ist
A quasieinfach und induziert auf der Fixebene eine der in [35]
genannten Gruppen:

SO;IR, Spin;, SL;R, PSL,R & Q,R(1),

SL,C, PSL;C = Q,IR(1)=S05C, PSL3IR,
PSU;C, PSU;C(1), PSL;C

oder eine Uberlagerungsgruppe von PSLyIR.

b) LaBt A eine Baer-Unterebene B invariant, die das Fiinfeck V
enthalt, so wirkt A nach [33: 1.34], [35: 1.5] trivial auf B und
ist demnach kompakt und hochstens eindimensional.

(4.10) Lemma. Ist IE = (E,£) eine echte, volle Unterebene
positiver Dimension, die das Fiinfeck V enthilt, so gilt fiir jeden
Punkt c€ Enou: dimc? <2.

Beweis: Ist dim F = 4, so ist ¥ = [E und die Behauptung tri-
vialerweise erfiillt. Sei also dimF = 2, dimE = 4 und ce E\ F.
Danmn ist [E = (F,c), und A, wirkt trivial auf E. Die Zusammen-
hangskomponente AL des globalen Stabilisators wirkt nach (4.9,b)
trivial auf E, ist also gleich der Zusammenhangskomponente Al
Der globale Stabilisator A g ist demnach lokal isomorph zu A.. Es
sei : (Enou) x A — ou: (z,A) - z*”'. Die Einschrinkung von
1 auf cine kompakte Umgebung ist stetig und abgeschlossen, nach
[59: 111.6] existiert y € ou mit dimy? 2 dimA+4+2-4=dimA-2.
Fir dimA <2 ist die Behauptung klar, aus dimA 23 folgt also
(F,b) = EE und damit Ay = A, fiir bey" . Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit sei y = b€ E. Nun gilt:

V" ={(z,\)| E3z =0 }={(t*,N)]| b* e E}={(b*,))| AeAg},

woraus die lokale Homdomorphie des Stabilisators A, mit b
folgt. Es gilt also dim A, 2 dimA — 2 und damit dime? <2, 0
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4. Fiinfecksstandgruppen, Unterebenen.

(4.11) Satz. Ist das Fiinfeck V in ciner Baer-Unterebene IB =
(B, B) enthalten, so gilt dim A <3.

Beweis: Wird die Unterebene B von V erzeugt, so ist nach (4.8)
sogar dim A € 1. Jedenfalls ist dim F 22 [33: 1.34) und es existiert
c€ B mit B = (F,c). Da A, die Bacr-Unterebene IB invariant 1aBt,
gilt dimA. < 1. Andererseits kann ¢ auf ou gewahlt werden. Das
vorangehende Lemma liefert die Behauptung. D

(4.12) Lemma. Ist dinA = 4 und die Standgruppe Ag einer
Geraden G € M,, trivial, so ist die Abbildung

T:A - My: A G

eine offene Einbettung, inshesondere ist A eine Liegruppe und

Mo ~ 54.

Beweis: Die Aussage ist dual zu [76: 2.8]. In dieser dualen Form

1aBt sie sich fiir stabile Ebenen wie im projektiven Fall beweisen.
O

(4.13) Satz. Wenn das Fiinfeck V in einer echten, vollen Un-
terebene IE = (E,£) positiver Dimension enthalten ist, gilt
dimA <3.

Beweis: Wegen (4.11) ist nur noch der Fall einer zweidimen-
sionalen, maximalen Unterebene zu betrachten. Fiir jeden Punkt
z€M\E gilt also (V,2) = (E,7) = M und A, = 1. Da r auf
uv gewahlt werden kann, ist dimA = dimx? <4. Sei dimA = 4.
Zu jeder Geraden G € M, \ € existiert eine Gerade H €&, die G
in einem Punkt x # o schneidet. Aus r€ E folgt G € £, denmach
ist z ¢ E und Ag = A; = 1. Nach (4.12) ist also fiir jede solche
Gerade G die Bahn G? offen in der zusammenhangenden Menge
Mo\ E, worans Transitivitat und damit M,\E =~ A folgt. Aus
dimE = 2 schlicBt man M, \& =~ $;,\ 8§, = R"\IR % R*. dic
Licgruppe A kann also nicht kowpaktfrei sein und euthiilt eine In-
volution. Diese Involution muB planar scin. Die Fixebene enthilt

das Fiinfeck, nach (4.11) mu8 doch dim A €3 sein. Damiit ist. die
Behauptung bewiesen. 0
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4. Finfecksstandgruppen, Unterebenen.

(4.14) Lemma. Seien ®,¥ zusammenhangende, nicht triviale
Untergruppen von A, die sich gegenseitig zentralisieren. Dann
sind die Fixunterebenen gleich, und ® und ¥ wirken frei auf deren
Komplement. Inshesondere gilt dim ® < 4.

Beweis: Wir betrachten cinen Punkt z € ou, der von ¢ bewegt
wird. Die von der Bahn z® und dem Fiinfeck erzeugte Unterebene
IE = (E,£) hat positive Dimension e, und ® wirkt nicht trivial
auf IE, 1aBt aber IF punktweise fest. Aus e = 2 folgt IF = IE, im
Falle e = 4 wire IF von positiver Dimension und & eine zusam-
menhingende Gruppe von Baer-Kollineationen. Beides wider-
spricht der Annalune ® # 1 (fir den zweiten Fall vgl. [35: 1.5]).
Daher gilt IE = M und damit ¥, = 1. Dieselbe Argumentation
mit vertauschten Rollen fiir ¥, ® liefert nun die Behauptung. 0O

(4.15) Lemma. Sei IE = (E, ) eine abgeschlossene Unterebene
von M. Dann ist fiir jeden Punkt o € E die (zusammenhéngende)
Menge M, \ € nicht homéomorph zu IR*.

Beweis: Der Beweis 1t sich genau wie bei [76: 2.11] fithren. O

(4.16) Lemma. Sei ® eine zusammenhangende, nicht triviale
Untergruppe von A. Dann ist der Zentralisator C(®) héchstens
dreidimensional.

Beweis: Sei ¥ = Cp(®)" die Zusammenhangskomponente des
Zentralisators, IE = (E, £) die Fixebene von ®. Aus (4.14) erhilt
man dim¥ <4. Im Falle dim¥ = 4 ist nach (4.12) die Gruppe
¥ eine Liegruppe homéomorph zu M, \ &, die nach (4.15) nicht
kompaktfrei sein kann. Daher enthilt ¥ eine Involution, und (4.11)
liefert den Widerspruch dimA <3 < dim ¥. a

Die Beweise der folgenden Aussagen kénnen direkt von [76: 2.13,
2.14] dbernommen werden, da die dort angefithrten Argumente
sich (unter Verwendung der hier ibertragenen Ergebnisse) nur
noch auf die Gruppen beziehen und deswegen von der betrachteten
Geometrie unabhangig gelten.

(4.17) Satz. Ist A halbeinfach, so gilt dim A <3 (und A ist demn-
nach quasieinfach oder trivial).
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4. Fiinfecksstandgruppen, Unterebenen.

(4.18) Satz. Es gilt: dim A <4, oder A wirkt transitiv auf einem
zu R? isomorphen Normalteiler, und dim A <5.

(4.19) Satz. (Starrheitslemmma)

Wirkt eine Gruppe A trivial auf einer Unterebene der Dimension
e, die ein geeignetes Fiinfeck enthalt, so gilt dimA + € <5 oder
e=8, A=1

Beweis: (4.2), (4.8), (4.13). O

Die Abschitzung der Dimension der Standgruppen geeigneter
Fiinfecke erlaubt eine erste grobe Abschiatzung der Dimension der
vollen Automorphismengruppe:

(4.20) Korollar. Die Dimension der Automorphismengruppe
einer lokal kompakten achtdimmensionalen stabilen Ebene ist hoch-

stens 8+ 8+ 8+ 8 + 4 + 5 = 41, jedenfalls endlich.
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5. KOMPAKTE GRUPPEN VON AUTOMORPHISMEN.

In diesein Kapitel sei stets M = (M, M) eine 8-dimensionale sta-
bile Ebene.

Die folgende Tatsache motiviert die Aussage von Theorem A:

(5.1) Lemma. Echte Untergruppen der elliptischen Bewe-
gungsgruppe PU3H der Quaternionenebene sind hochstens 13-
dimensional.

Beweis: Untergruppen voin Rang <2 sind hochstens 10-dimen-
sional. Die Untergruppen von maximalem Rang entnimnt inan [5):
der 9-dimensionale Zentralisator einer planaren Involution (eine zu
U3 @ isomorphe Gruppe) und der 13-dimensionale Zentralisator
einer Spiegelung (ein Produkt von U;HH und U,HH 2 Spin; mit
identifizierten Zentren). 0

(5.2) Lemmma. Es sei A eine zusammenhingende, kompakte
(nicht notwendig Liesche) Gruppe von Automorphismen einer
achtdimensionalen stabilen Ebene, die sich nicht in die projektive
Quaternionenebene einbetten laft. Die Zusammenhangskompo-

nente Z des Zentrums von A habe positive Dimension. Dann ist
dimA <13.

Beweis: i) Existiert ein Punkt p, dessen Bahn pZ in keiner Ge-
raden liegt, so erzeugt p? eine stabile Unterebene IE. Die Stand-
gruppe A, wirkt trivial auf IE, ist also hochstens dreidimensional
nach (4.13). Wegen (3.15) gilt dimp® <7 und damit dim A < 10.

i1) Falls Z quasiperspektiv ist, seien p und ¢ zwei von Z bewegte
Punkte auf verschiedenen Fixgeraden F,, F,€Gz (vgl. (3.2)).
Dann erzeugen die Bahinen p?,q% einc mindestens vierdimensio-
nale Unterebene IE: die Bahnen sind wenigstens eindimensional,
nach (3.16) sind die Geraden von IE wenigstens zweidimensional.
Da p von Z bewegt wird, gilt Ay, = 1.

Sind die Geraden Mannigfaltigkeiten (und damit die Biischel
Sphiren), so gilt nach [67] entweder dimA, <6 (und damit
dim A £ 13), oder es ist dim(pg)®» < 1. Iim zweiten Fall ergibt sich
mit (3.15) dimBp/p  <1+3=4 uddimBd/p <11
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5. Kompakte Gruppen von Automorphisinen.

Sind die Geraden keine Mannigfaltigkeiten, so ist nach [94] keine
Bahn in Gz offen und daher dim A/ Apq s 12.

Die Standgruppe A, , wirkt nun trivial auf IE, ist also nach (4.8)
hochstens eindimensional. Damit ergibt sich diln A <13. 8]

(5.3) Bemerkung. Zusammenhéngende kompakte nicht Liesche
Gruppen haben stets ein Zentrumn von positiver Dimension [98:
§25], erfiillen also die Voraussetzungen des vorangehenden Lemn-
mas. Liegruppen werden im Folgenden genauer studiert. Mit
® seci eine kompakte zusamnmenhingende Lie-Untergruppe von

I' = Aut (IM) bezeichnet.

(5.4) Lemma. Wirkt eine mehr als G-dimensionale kompakte
zusammenhéingende Lie-Untergruppe A einer Standgruppe T,
quasieffektiv auf dem Biischel M,, so gilt A = Sping(= SU,H),
und die Wirkung auf M, ist die gewohnliche. Insbesondere wirkt
keine mehr als G-dimensionale Gruppe effektiv auf M,,.

Beweis: Sei © = T * ein maximaler Torus von A.

i) Enthalt © eine planare Involution, so ist nach (4.4) das Biischel

?4,, l)lomi')omorph zu $4, und die Behauptung folgt aus [67] und
3.15).

ii) Enthalt © eine axiale, aber keine planare Involution, so licgen
wegen (3.9) und (3.10) hochstens drei Involutionen in 6. Ins-
besondere ist in diesemn Fall A eine kompakte Gruppe vom Rang
k <2. Quasicinfache kompakte Gruppen vom Rang 2 sind lokal
isomorph zu Sping oder SU3C. In beiden Fillen gibt es nach [55:
Cor. p.435] eine vierdimensionale Bahn. Aus (3.15) und [67] folgt
A = Sping. Nicht quasicinfache kompakte Liegruppen vom Rang
k <2 sind hochstens 6-dimensional.

iit) Es bleibt der Fall, da8 alle Involutionen in © Zentrum p haben.
Da A quasieffektiv anf M, wirkt, licgt die Menge 7 dieser Involu-
tionen im Zentrum von A. Sei ¢ # p ein Punkt, der von A bewegt
wird. Wegen (3.15) ist nur noch der Fall dim A/ Ay <3 zu be-
trachten, nnd es gilt dim A‘"’/A., <3. Im Fall dimAg >0 enthélt
A4 cine Involution o € 7. Nach (3.7) hat o eine Achse durch q.
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5. Kompakte Gruppen von Automorphismen.

aus (3.10) folgt k<1 und dimA <3. Es bleibt dimA,; = 0 und
damit dim A <6. o

(5.5) Lemma. Sei a€® eine Involution, ¥ der Zentralisator
Co(a) und © = ¥g | der Kern der Wirkung von ¥ auf G, (vgl.
(3.2)). Dann gilt: dim© <3.

Beweis: Es sei z ein Punkt, der von a bewegt wird, G =
zz® €G,. Nach (3.16) wirkt © auf G mit hochstens dreidimen-
sionalen Bahnen. Die Standgruppe 6, bleibt invariant unter Kon-
jugation mit « und fixiert deswegen auch den Punkt z*. Wir
betrachten die Wirkung von O, auf den Biischeln M, und M.
Enthiilt die Gruppe O, eine Involution g3, so fixiert diese aufler zz*
noch jeweils eine weitere Gerade durch z bzw. z® (3.8). Diese
beiden Fixgeraden sind Achsen, woraus 3 = 1 folgt. Damit ist
dimm O < 3 bewiesen. o

(5.6) Lemma. Der Zentralisator ¥ = Cg(a) einer Involution
« € ® hat hochstens Dimension 13. Hat er die maximal mégliche
Dimension, so wirkt er transitiv auf G,.

Beweis: Es sei dim ¥ 213. Sei weiter z # z® und G = zz® € G,.
Nach (3.16) wirkt die Standgruppe ¥ auf G mit hochstens drei-
dimensionalen Bahnen. Jede Standgruppe = = ¥ . ist also min-
destens 6-dimensional. Wir betrachten die Wirkung von = auf
dem Biischel M. Wegen Zj;) = Ei::l = Ez) nZ(ze) = 1 ist diese
Wirkung effektiv. Nach (5.4) gilt dimZ = 6, woraus dimGY = 4
folgt. Alle Bahnen sind demnach vierdimensional und somit offen
(und kompakt), der Zusammenhang von G, liefert die behauptete
Transitivitit. a

(5.7) Lemma. Es gilt dim ®,) < 3.

Beweis: Sei A die Zusammenhangskomponente von @, und
r ein Punkt, der von A bewegt wird. Dann ist dimz? <3, da
A auf keiner Zentrumsgeraden transitiv wirken kann. Im Fall
dimA >3 gibt es eine Involution @€ A,. Diese fixiert aufler z2
eine weitere Gerade A durch z (3.8). Dicse Gerade ist Achse von
« und wird deshalh vomn Zentralisator Ca(«) fixiert. Es folgt
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5. Kompakte Gruppen von Antomorphismen.

Ca(a) SAx = Ayp <A;. Insbesondere hat A denselben Rang
wie A,. Enthilt A, eine zu T2 isomorphe Gruppe, so liegen
in @,) zwei kommutiecrende Involutionen mit derselben Achse A.
Nach (3.9) ist dies unmoglich, die Gruppe A hat also Rang 1 und
ist hochstens dreidimensional. O

(5.8) Korollar. Fixiert die kompakte Liegruppe ® einen Punkt
p, so gilt dim® <13.

Beweis: Es sei O = <I)'1| die Zusaminenhangskomponente des
Kerns der Wirkung von & auf M,. Dann gibt es eine zusam-
menhangende Gruppe A <® mit & = AB und dim(An8) = 0.
Nach (5.4) und (5.7) ist dim® = dimA +dim© <1043 =13. O

(5.9) Lemma. Keine zu SOglR lokal isomorphe Liegruppe A
enthilt eine zu (SO3R)? lokal isomorphe Untergruppe.

Beweis: Es sei ® = ¥, X,Y3 <SOgIR mit zu SO3IR lokal isomor-
phen Faktoren ¥;. Liegt eine Involution a € ¥; im Zentrum von
¥;, s0ist X; = S])ills.

i) Enthilt £, eine Involution ¢ # —1, so zerfillt R® in zwei o-
Eigenrdume U,V der Dimension 2 bzw. 4. Diese Eigenraume
bleiben invariant unter £y und 3. Dic Gruppe E,Z3 wirkt tri-
vial auf U und deshalb effcktiv auf V, ist also zu SO4IR (in der
nahelicgenden Einbettung) konjugiert. Der Fixraum U von ¥y Z5
bleibt auch unter X; invariant. Die Gruppe X, wirkt daher trivial
auf U, und £,¥,3; wirkt effektiv auf V. Das ist aber unméglich.

ii) Jeder Faktor ¥; enthilt demnach die zentrale Involution —1
und ist deswegen zu Sping isomorph. Als reduktive Gruppe wirkt
£ vollstandig reduzibel auf IR®. Auf jedem invarianten Teilraum
U wirkt —1 und damit L; effektiv. Es folgt dimU > 4 und daher
U = R®. Als Zentralisator der irreduzibel wirkenden Gruppe £,
miite Y933 nach dem Lemma von Schur in einem Schiefkorper
enthalten sein. Das ist unmoglich. o

(5.10) Satz. In nicht klassischen 8-dimensionalen stabilen Ebenen
gilt stets dim® < 13.
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5. Kompakte Gruppen von Automorphismen.

Beweis: Fiir jeden Punkt z gilt dim® = dimz® + dim®,. Ist
die Bahn eines Punktes 8-dimensional, so wirkt ® transitiv und
die Ebene ist kompakt und daher projektiv [33: 1.27). Punktho-
mogene kompakte projektive Ebenen sind klassisch laut [75], [42].
Im Folgenden wird deshalb stets angenommen, dafi alle Bahnen
hochstens 7-dimensional sind.

i) Angenommen, es existiert ein Punkt p mit ®,) = 1. Lemma
(5.4) liefert dim ®, <6, und es folgt dim® <13, da alle Bahnen
hochstens 7-dimensional sind.

ii) Es bleibt der Fall zu betrachten, daB ®(, # 1 fir jeden
Punkt p. Dann ist jeder Punkt das Zentrum einer geeigneten
Zentralkollineation und muf deshalb Fixpunkt des Zentrums Z =
Z (®) sein. Hieraus folgt Z = 1, die Gruppe ® ist also direktes
Produkt einfacher Licgruppen. In nicht klassischen Ebenen exi-
stiert hochstens ein Punkt z, auf dessen Biischel die Standgruppe
transitiv wirkt [47). Mit (5.4) und (5.7) folgen die Abschitzungen
dimz® <7,dim®, <6+ 3 =9 bzw. & = &,,dim®, <10 + 3. Mit
dimn z® < 7 erhilt man dim & < 16, es bleiben also noch die halbein-
fachen Gruppen der Dimension f mit 162 f > 14 auszuschlielen.
Wir betrachten zuerst einfache Gruppen: Nach [95] oder [60]
gibt es nur die Moglichkeiten @ = PSU4C und & = Gy_y4).
Da die 14-dimensionale Gruppe Gy_;4) nach [54: Th. 1] nur
mit mindestens 5-dimensionalen Bahnen wirken kann, muf fir
die Standgruppe gelten: 7< dim®, <9. Ferner mufl ¢, einen
Normalteiler ®j;) mit 32 dim®;) > dim®, — 6 enthalten. Fiir
das Tripel d = (dimz®,dim ®. /q,lzl,dim‘I)[,]) ergeben sich fol-
gende Moglichkeiten: (7,6,1), (7,5,2), (7,4,3), (6,6,2), (6,5,3) und
(9,6,3). In jedem dieser Fille miiite der Rang von @, grofier
als der Rang von Gg(_y4) sein. Fiir die 15-dimensionale Gruppe
PSU4C = PSOgIR ergeben sich die Moglichkeiten fiir d als (7,6,2),
(7,5,3) und (6,6,3). Die ersten beiden Fille scheiden wieder wegen
zu grofiem Rang der Standgruppe aus, imn letzten Fall miiite ¢,
lokal isomorph zu (SO3IR)? scin. Nach (5.9) enthilt aber PSU,C

keine solche Untergruppe.

Die Fille nicht einfacher Gruppen unterteilen wir nach dein Maxi-
mum m der Dimensionen einfacher Faktoren. Ist e = 10, so
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5. Kompakte Gruppen von Automorphismen.

ist ® & SOsIR x (SO3IR)?> und enthilt eine Involution mit 14-
dimensionalem Zentralisator im Widerspruch zu (5.6). Ist m = 8,
so gibt es die Fille & & (PSU;€)? und & = PSU;C x (SO;IR).
In beiden Fillen enthilt ® cine Untergruppe Y, die zu PSU3C x
SO3IR x T lokal isomorph ist. Diese Untergruppe zentralisiert
eine Involution a € M'. Auf G, wirkt PSU3 @ transitiv nach (3.16)
und [54: Th. 1). Nach [54: Th. 1] wirkt eine zu SO3IR x T
lokal isomorphe Gruppe trivial auf G,. Dies widerspricht (5.6).
SchlieBlich bleibt noch der Fall & = (SO3IR)°. In dicsemn Fall
wird jede Involution a in einem der Faktoren von eciner Gruppe
¥ = (SO3IR)* x T zentralisiert. Als 13-dimensionale Gruppe
wirkt ¥ nach (5.6) transitiv auf G,. Nach [54: Th. 1] muB§ der
Kern O der Wirkung auf G, mindestens 6-dimensional scin. Dies
widerspricht (5.5).

Damit ist der Satz bewiesen. 0

Mit (5.1), (5.3), (5-10) und [52] ergibt sich nun:

(5.11) Theorem A. Es sei A einc kompakte Gruppe von Au-
tomorphismen einer achtdimensionalen stabilen Ebene IM. Ist
dim A > 13, so ist A isomorph zur elliptischen Bewcgungsgruppe
PU3H, und M ist isomorph zur projcktiven Quaternionenebene.
Die Wirkung ist aquivalent zur gewohnten.
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6. REKONSTRUKTION VON INZIDENZGEOMETRIEN.

Die von Freudenthal [15: 6.2] 1951 entwickelte Methode zur Kon-
struktion fahnenhomogener Inzidenzgecometrien, die auch in [28]
dargelegt wird, soll iin Folgenden fiir unsere Zwecke verallgenici-
nert werden.

Operiert eine Gruppe A auf einer Menge X, so bezeichnen wir
mit /A = {2 | z€ A’} die Menge der Bahnen unter A. Mit
A, ={beA | z® = z} sei die Standgruppe von z € X’ bezeichnet.
Im Folgenden sei G eine Inzidenzgeometrie, das heifit ein Tripel
(G,G,F), wobei G und G Mengen und F €G x G sind. Fiir g€ G
sei Go={HeG| (¢, H)e F}.

(6.1) Definition.
a) Eine Untergruppe A von Aut (G) heifit reprisentativ fiir @,
wenn gilt:

(R 1) A wirkt transitiv auf G.

(R 2) Es gibt einen Punkt p€ G und cine Teilmenge RCG,,
die gleichzeitig ein Reprisentantensystem fiir § / A und
fiir Gp/ A, ist.

(R 3) Fiir verschiedene Reprisentanten R, R' € R ist stets

Ap # Ap.
In dieser Situation heifit (A,A,,(Ar)per) auch ein repri-
sentierendes Tripel fiir G.

b) Es sei A reprisentativ fiir G.

Mit G = A/Ar’ G = U A/An und
RER

F= {(A,,u,A,,m €C x gl A,nApp # w}

heit G = (G, G, F) dic von (A, A,,(AR) p e ) reprisenticrte
Geometrie.

(6.2) Lemuna. Es sei A reprasentativ fiir G. Dann ist die von
(A,A,,(Au) RER) reprasentierte Geometrie G zu G isomorph,
und die Wirkungen von A anf G und @ sind dquivalent.
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6. Rekonstruktion von Inzidenzgeometrien.

Beweis: i) Die Abbildung x: A/ A, = G:Apa s p ist offenbar
cine Bijektion.
ii) Fiir R, R' € R und o,a’ € A gilt

Apax=Apad & AR=AR'0'G-1

Wegen 1€Ap ist die zweite Bedingung aquivalent zu Ap =
Ap 3a'a~!, was wegen (R 3) zu R = R' und R® = R"® aquivalent
ist. Damit mt die Abbildung

ays U A/An—ig:AnaHm
RER

wohldefiniert und injektiv. Da R ein Reprisentantensystem fiir
G/ A ist, folgt die Surjektivitat von 7.

iii) Fiir ReR und a,a’ € A gilt
(p*,R¥)eF < (p,R"* )eF

da A als Gruppe von Automorphismen auf G wirkt. Nach (R 2)
ist die zweite Bedmgung aquivalent dazu, daB ein Automorphls-
mus 3 €A, mit R = R# (das heiit Ago'a™! = AgrP) exi-
sticrt. chs ist wiederum aquivalent zur Existenz eines Elementes
im Schnitt von A, und Apao’a™! und damit zu Ay,anApa’ # 0,
das heiBt (Apa, Apa’) € F. Damit ist gezeigt, daB die Abbildun-
gen 7 und v einen Isomorphismus von € auf G definieren.

iv) Auf @ wirkt A durch Rechtsmultiplikation. Diese Wirkung ist

offensichtlich (via x,v) dquivalent zur gegebenen Wirkung von A
auf G. a

(6.3) Satz. Es sei M = (M, M) eine stabile Ebene und
A < Aut (M) reprasentativ fir M. Versieht man die Punktmenge

M=A / A, der reprisentierten Geometrie M mit der Quotienten-

topologie, so gibt es genau eine Topologie auf .M die M zu eincr
stabilen Ebcne macht. Mit dieser Topologie ist IM isomorph zu M

(als topologischer Ebene), und die Wirkungen von A auf M und
M sind topologisch dquivalent.
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6. Rekonstruktion von Inzidenzgeometrien.

Beweis: Nach (6.2) sind M und M als Inzidenzgeometrien iso-
morph. Nach [14] (vgl. [2],[56: 2.13]) ist # ein Homéomorphismus.
Nach {33: 1.4] gibt es genau eine Topologie auf M, die IM zu
einer stabilen Ebene macht. Die Abbildung y~! transportiert
diese Topologie auf M und macht damit IM zu einer stabilen
Ebene. Die Wirkung von A auf M durch Rechtsmultiplikation
ist beziiglich dieser Topologien auch topologisch aquivalent zur
gegebenen Wirkung auf IM. O

(6.4) Korollar. Es sei (A,Ap,(ARr)per) reprisentierendes
Tripel fiir zwei stabile Ebenen IE und IF. Dann gilt IE = IF, und
die Wirkungen von A sind dquivalent.

(6.5) Bemerkung. Analog zu [15: 6.3] und [28] lait sich die
Giiltigkeit gewisser Inzidenzaxiome gruppentheoretisch charakte-
risieren:

Eine von (A, A,, (ARr) pe ) reprisentierte Geomnetrie ist etwa cin
linearer Raum, wenn gilt:

i) A= U ApArd, (Existenz von Verbindungsgeraden)
RER
ii) Fir alle ReR: A,ArnArA, =A,ulAp
(Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden).

(6.6) Bemerkung. Fiir jede Translationsebene ist die zugehorige
Translationsgruppe reprisentativ ([1], vgl. [62: S. 200]).



7. SCHIEFHYPERBOLISCHE QUATERNIONENEBENEN.

Alle zwei- und vierdimensionalen stabilen Ebenen, auf denen In-
varianzgruppen zu nicht ausgearteten reflexiven Sesquilinearfor-
men auf R® (SO3R, SO3IR(1)) bzw. €* (SU3C, SU3C(1) und
S0;C = PSL,C) wirken, sind bekannt (vgl. [52]). Im achtdimen-
sionalen Fall hat Lowen die entsprechende Fragestellung fiir die
(21-dimensionalen) Gruppen UzHH und U3IH(1) beantwortet. Im
Folgenden werden die moglichen Wirkungen der 15-dimensionalen
antiunitiren Gruppe U3IH(i) bestimmt. Dieses Ergebnis dient
auch der Bestimmung aller hinreichend groBien quasieinfachen Au-
tomorphismengruppen achtdimensionaler stabiler Ebenen.

Es sei
UsH(i) = {AeH**?| AIA =1}

= (AW | A7A=J}F
= {Ael®?| AKA =K}
={AeM*3| ALA=1L}".

Dabei scien

(1)) () ()

und

1 fv2 ”
R::—-- -3 = o
A (")

ferner sei mit A die Matrix bezeichnet, die durch Konjugation aller
Eintrage und Transposition von A entsteht.

Mit # = (A +— {A, —A}) sci der kanonische Epimorphismus von
U3HH(z) auf I' = PU3H(¢) bezeichnet. Fiir den Kern Z von « gilt

Z = Z(UsH(i)) = Z(SLyH) = (("' 1 4)) (vgl. [11]). Der

Isomorphietyp der maximal kompakten Untergruppen von U3IH(i)
wird von 7 nicht hecinfiuft:
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7. Schiefhyperbolische Quaternionenebenen.

(7.1) Lemma. Es sei n€IN ungerade und ¢ = —1 die zentrale
Involution der Gruppe U, €(r). Dann gilt U, C(r) = U, C(")/@p)-

Beweis: Die Gruppe U,, C(r) erhilt man als epimorphes Bild des
direkten Produktes SU,C(r) x T durch Identifikation der (zen-
tralen) Elemente von Ordnung n. Dieser Epimorphismus komimu-
tiert mit * = (o — {a, —a}). Andererseits gilt T * = T . O

(7.2) Lemma. Unter der natiirlichen Wirkung von I zerfallen die
Punkt- und die Geradenmenge der projektiven Quaternionenebene
in jeweils zwei Balinen. Die Standgruppen anisotroper Punkte und
Geraden sind zu

=" w)

diejenigen isotroper Elemente zu

x
te'lI‘,helH',DeSLglR} .

s
s r>0,acH' beH

d = b c
za + -;—ral_n'b %al;ci ceT,rel

108

konjugiert. Die Standgruppe zweier isotroper Punkte ist jeweils
zu Untergruppen von A und von ® konjugiert.

Beweis: Aus der Darstellung der anti-hermiteschen Form be-
ziiglich J erhilt man die Bedingungen fiir ® als Standgruppe des
isotropen Punktes g = IH(1,0,0)P. Nach dem Satz von Witt ([61]
oder [12: 1§11 p.21]) wirkt I transitiv auf der Menge der isotropen
Punkte. Die Standgruppe des anisotropen Punktes p = 1i(1,0,0)
ist offenbar A. In H® hat jeder anisotrope Vektor rein imaginire
Lange, die sich durch geeiguete Multiplikation auf ¢ normieren lafit.
Aus dem Satz von Witt folgt Transitivitit auf anisotropen Punk-
ten. Die Verbindungsgerade zweier isotroper Punkte ist anisotrop,
wie man leicht nachrechnet. Dies zeigt die letzte Behauptung. O

(7.3) Lemma. Dic Gruppen A und € sind maximal in T

Beweis: i) Scien Ho, IHw zwei isotrope Punkte. Die betrach-
tete schiefhermitesche Form hat den Witt-Index 1, es gilt daher
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7. Schicfhyperbolische Quaternionencbenen.

vl = h # 0. Nun ist Hy = Hh™'v und (h~'v)I®% = 1, und aus
dem Satz von Witt folgt, daB I' ein Element enthilt, das IHv auf
H(0,0,1)P = H(1,0,5) und Hw auf H(1,0,0)P = (1,0, —j)
abbildet. Die Gruppe I' wirkt demnach zweifach transitiv und
damit primitiv auf der Menge der isotropen Punkte. Hieraus folgt
die Maximalitat von &.

1 ®
i1) Als Standgruppe des Zentrums von o = ( = ) mufl A der

volle Zentralisator von ¢ in I sein. Da o die einzige Involution

im Zentrum von A ist, gilt Ny (A) <Cr(o) = A. Jede echte Ober-
gruppe => A hat folglich gréﬂere Dimension als A. Die Gruppe

2= {(* )| rew}

he lH'} wirkt demnach effektiv auf der Lieal-

gebra von =, und diese zerfillt unter dieser Wirkung in die Algebra
von A und cinen wenigstens vierdimensionalen Unterraum. Daraus
folgt dim=211 und damit = =T, da die quasieinfache Gruppe I'
nicht quasieffcktiv auf I' /= wirkt (vgl. [54: Th. 1]). o

(7.4) Lemma. In T gibt es genau drei Konjugiertenklassen von
Involutionen, die durch

i \" 1 @ -\
T=I'=( ii) ,o=( -_l-l) undar"—:K'=( ‘.)

reprasenticrt werden.
Die Zusammenhangskomponenten der Zentralisatoren sind jeweils

ET = {AeC®| AIA = 1}" = Cp(7)"

={( )

Y0 = {Ae €| AKA = K}*" = Cy(o7)".

Rx=
tE'II‘,hEIH',DESLglR} =ZY¥ = Cyp(o)
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7. Schiefhyperbolische Quaternionenebenen.

Dabei ist
E =SU;3C
T={cl| ceT}
z:{(cn ) ce'm} — Z(A)
Rx
{0l
Rx=
"J"J ~Js —Jt —— i

- cc) M}'.

Ferner gilt: die Untergruppe ET ist maximal kompakt in I', und
die Gruppen T, © und Z erzeugen einen maximalen Torus von ET.

Beweis: Die Involutionen 7,0 und o7 liegen offenbar in I', und
die genannten Gruppen sind jedenfalls in den Zentralisatoren ent-
halten. Wir betrachten die klassische Wirkung von PSL3IH aunf
der projektiven QQuaternionenebene. Die Involution 7 ist planar,
und ihr Zentralisator 1afit die Fixebene invariant. Der Kern der
induzierten Wirkung ist kompakt und héchstens eindimensional.
In PSL3H wird 7 von [1 = {A € 38 | |det A| = I} zentralisiert.
Diese Gruppe induziert auf der Fixebene die volle Gruppe PSL; €,
und der Kern hat die maximal mogliche Dimension. Also ist IT die
Zusammenhangskomponente des Zentralisators von 7 in PSLyli,
und es gilt Cp(7)' =1l = ET. Wegen o1 = K™ = 9% = 79°
gilt Cr(o7)' = M9" aT = TO. Die Gruppe A ist maximal nach
(7.3), also gilt A = Cy(0). Da ihre Zentralisatoren nicht isomorph
sind, liegen 7,0 und o1 in drei verschiedenen Konjugiertenklassen.
Nach [95] oder [60] ist ET & Uy € maximal kompakt. In U3 C gibt
cs genan drei Konjugiertenklassen von Involutionen (reprisentiert
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von(—l-l !),(l—t l)und(ll_‘l)). Da T, und Z eine

zu T3 isomorphe Gruppe erzeugen, folgt die letzte Behauptung
aus rang(ET) = 3. O

(7.5) Lemma. WirktT aufeiner stabilen Ebene M = (M, M) der
Dimension 8, so enthilt jede Punktstandgruppe eine Untergruppe
isomorph zu 'IC 2. Ferner gilt:

a) Die Involution 7 ist planar, die Fixebene IE ist isomorph zur
komplexen projektiven Ebene, und E/ (7) wirkt als elliptische
Bewegungsgruppe auf IE.

b) Die Involution o ist eine Spiegelung (das heiit, sie hat ein
Zentrum z und eine Achse H).

¢) Die Iuvolution o7 ist planar, die Fixebene IF ist isomorph
zu ciner unter der Wirkung der hyperbolischen Bewegungs-
gruppe invarianten, offenen Unterebene der komplexen pro-

jektiven Ebene, und T/ (o) wirkt als die hyperbolische
Gruppe.

Beweis: i) Ist 7 €T';, so mufl 7 planar sein, da der Zentralisator
weder auf einem Biischel noch auf einer Geraden wirken kann (vgl.
(3.15)). Nach [52] ist die Fixebene isomorph zur komplexen pro-
jektiven Ebene, und die Wirkung von E 2 SU; € ist aquivalent zur
gewohnlichen. Die Standgruppe (ET), = E.T enthilt dann einen
maximalen Torus. Insbesondere wirkt keine der Involutionen frei
auf M. Nach (3.11) konnen die drei zu o konjugierten Involutio-
nen im maximalen Torus nicht alle axial mit Achsen durch z sein,
die Involution o ist daher eine Spiegelung.

ii) Die Involution ¢ kann nicht planar sein, da ihr Zentralisator die
halbeinfache, nicht quasieinfache Gruppe Z¥ enthailt (4.9).

ili) Hat o ein Zentrum z, so enthilt die Standgruppe I', die Invo-
lution 7, und o ist eine Spiegelung nach i).

iv) Die maximal kompakte Untergruppe ET von I ist 9-dimensio-
nal. Nach (3.15) hat ET keine 8-dimensionale Bahn. In diesem
Fall hitte die zentrale Involution 7 von ET Fixpunkte, was der
Transitivitat widerspricht. Daler sind alle Standgruppen in ET
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7. Schiefhyperbolische Quaternionenebenen.

wenigstens zweidimensional. Enthilt die Standgruppe I'; keine zu
T2 isomorphe Untergruppe, so ist die maximal kompakte Unter-
gruppe = der Zusammenhangskomponente I'! lokal isomorph zu
Sping. Wir konnen = < ET annehmen, da ET maximal kompakt in
I' ist. Die Projektion der quasieinfachen Gruppe Z nach T muf tri-
vial sein. Daher ist =< E;. Nach i) wird z von 7 bewegt, und dic
Punktstandgruppe E. ist in der Geradenstandgruppe E;.- ent-
halten. Nach (3.16) ist die Wirkung von E auf G, nicht trivial,
nach {54: Th. 2] also dquivalent zur gewohnlichen Wirkung von
SU3 @ auf der projektiven Ebene iiber €, und T wirkt trivial auf
G,. Insbesondere ist (ET) . = E;.+T konjugiert zu TZE, und =
ist konjugiert zu . Wir kénnen also = = ¥ und o €', annehmen,
Nach ii) ist o zentral oder axial. Im Falle o € ', enthilt I'; den
Zentralisator A von ¢ und damit eine zu T'? isomorphe Unter-
gruppe. Also liegt x auf der Achse H von o. Die einzigen linearen
halbeinfachen Liegruppen, die Spin,, aber keine zu Tl 2 isomorphe
Gruppe enthalten, sind Sping & SU,C und SL, € (vgl. [95] oder
[60]). Da SL,€ sich nicht in Cp(o) = A einbetten laBt, ist I'}
das Produkt der Gruppe ¥ und eines aufldsbaren, kompaktfreien
Normalteilers £ mit dim 2 >4. Nach dem Satz von Lie 1ait £ bei
der natiirlichen Wirkung auf der projektiven Quaternionenebene
einen Punkt fest. Da A keine vierdimensionale kompaktfreic
Gruppe enthilt, hat € in der gewshnlichen Wirkung genau einen
(isotropen) Fixpunkt, der dann auch unter ', fest bleibt. Fiir
geeignetes p €I ist also I'Y < ®. Da 2 nicht imn Zentralisator von
o liegen kann, wirkt ¥ effektiv auf der Liealgebra von 2. Anderer-
seits zerfillt die Liealgebra von ® unter der Wirkung von £¥ in die
Summe der L¥-invarianten Untervektorraume, dic man als Lieal-

Px P
gebrenvonzv,{(rx _I) ,->0} ,{(lcl) (-E']I‘} und

Px
1
A= {( b1 ) bGIH,J:GIR} crhiilt. Nur die Licalge-
x+4bib bi 1

bra von A zerfillt weiter entsprechend der Zerlegung von A in die

Px
i
Kommutatorgruppe A’ = {( 1 ) :::EIR} und deren X¥-

z 1
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Px
be lH} . Dabei
$bib bi 1
bildet D keine Gruppe. Die mindestens vierdimensionale Liealge-
bra von §2¥ hat im 7-diincnsionalen Radikal der Liealgebra von &
nicht trivialen Schnitt mit dem vierdimensionalen Unterraum, der
D entspricht. Da £ irreduzibel auf diesem Unterraum wirkt, liegt
D und damit A = (D) in 9¥. Wir betrachten nun dic Wirkung
von I';« auf der Bahn von z¥ unter der Gruppe ®. Die Gruppe
A ist normal in ®. Daher wirkt sie trivial auf der Bahn z¥?®.
Wegen dimA = 5 ist diese Bahn in einer Geraden G enthalten
(4.19). Im Falle G # H* enthielte die Standgruppe I'ze mit dem
Zentralisator Cg(0%) eine Gruppe isomorph zu T2, Daher gilt
G = H¥. Aus der Maximalitit von @ folgt I' = I'y;. Nun wirkt

ET effektiv auf der vierdimensionalen Geraden H im Widerspruch
zu [54:Th.1).

Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Wir betrachten nun die
moglichen Tripel kommutierender Involutionen in einer zu T 2 iso-
morphen Untergruppe von I',.

1
invariantes Komplement D = {( b 1 )

v) Je drei kommuticrende, zu o7 konjugierte Involutionen erzeugen

eine zu (Z /22)3 isomorphe Gruppe und konnen deswegen in
keiner zu T 2 isomnorphen Gruppe enthalten sein.

vi) Fixieren drei kommutierende, zu o konjugierte Involutionen
einen Punkt, so muf dieser das Zentrum einer der drei Involutionen
sein (3.11), und i) findet Anwendung.

vii} Es bleibt noch der Fall zu betrachten, da I'; die Involutionen
o,a und oo enthilt. Dabei sei @ # o7 eine zu o7 konjugierte
Involution, die mit o0 und 7 kommnutiert (dann ist oo ebenfalls zun
o7 konjugiert). Sind alle drei Involutionen axial, so mufl wenig-
stens cine Zentrum z haben, und i) findet Anwendung. Ist o (und
damit o7) planar, so ist nach [52] die Fixebene IF = (F, F) von o7
isomorph zu einer unter der Wirkung der hyperbolischen Bewe-
gungsgruppe invarianten, offcnen Unterchene der komplexen pro-
jektiven Ebene, und T/ (or) Wirkt als die hyperbolische Gruppe.
Da © auf IF trivial wirken muB, enthilt die Standgruppe I'y jedes
anisotropen Punktes y € F' cinen maxiinalen Torus. Insbesondere
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7. Schiefhyperbolische Quaternionenebenen.

fixiert 7 einen Punkt.

Damit ist gezeigt, dafl keine der Involutionen frei ist. Aufierdem
ist nach i) die Involution 7 planar, und o ist eine Spiegelung.

viii) Im Zentralisator von o7 liegen wenigstens drei kommu-
tierende, zu o konjugierte Spiegelungen. Die Involution o7 fixiert
das aus den jeweiligen Zentren bestehende Dreieck. Wiire o7 axial
oder zentral, so hitte o1 dieseclbe Achse wie eine dieser Spiegelun-
gen. Alle zu o7 konjugierten Involutionen sind daher planar, die
Wirkung von T auf der Fixebene ergibt sich aus [52]. 8]

(7.6) Satz. Wirkt I effektiv auf einer 8-dimensionalen stabilen
Ebene M = (M, M), so enthidlt M eine I'-invariante, offene Un-
terebene ID = (D, D), die isomorph ist zu der auf der Mecnge
der anisotropen Punkte induzierten stabilen Unterebene der pro-
jektiven Quaternionenebene. Die Wirkung von I' auf ID ist die
natiirliche.

Beweis: i) Nach (7.5b) hat die Involution ¢ ein Zentrum z. Die
Standgruppe I', enthalt den Zentralisator A von ¢. Da ET nicht
effektiv auf dem Biischel M, wirken kann, ist I', eine echte Unter-
gruppe von I'. Aus der Maximalitit von A in I’ folgt ', = A, und
die Bahn 2" ist offen in M. Es sei D die auf D = 2V induzierte
offene Unterebene von IM.

ii) Es ist A = ZX¥ (vgl. (7.4)). Die Gruppe ¥ zentralisiert

7 = LR* die Gruppe ¥ zentralisiert ('i i) = If"e(or)t.
Beide Gruppen wirken effcktiv auf den zugchorigen Fixebenen,
die jeweils 2 enthalten. Auf der jeweiligen Fixebene wirkt weder ¥
noch ¥ trivial auf demn Biischel durch 2. Die Wirkung von ¥ auf
M. muf daher quasieffcktiv sein. Nach [67] kann A nicht quasicf-
fektiv auf dem Biischel wirken, der Kern I, ist also die Gruppe
Z 2 M. Aus der Planaritit von 7 folgt M, = $, nach (4.5),
und die Anwendung von [67] auf die effektive Wirkung der maxi-
mal kompakten Untergruppe von L¥/ (o) = SO3IR x PSL,IR =
PU,H(i) auf M, zeigt, daB die maximal kompakte Untergruppe
SO3R x SO,IR von E¥/ (o) in der natiirlichen Weise (als Unter-

gruppe von SOsMR) aufl dem Biischel wirkt. Insbesondere hat ¥
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cine zu §; homoomorphe Menge G von Fixgeraden in M,, auf
der ¥ transitiv wirkt. Es gibt daher eine Gerade S€G mit ¥g =

Rx
{(‘.. l)lO#uElR,vGIR} und damit As = (Z5)¥s. Sei

T € M, \G. Nach [67] enthilt diec Standgruppe (E¥)r eine zu T
isomorphe Untergruppe. In Ay = Z(Z¥)r gibt es daher drei zu
o konjugierte Spiegelungen oder eine zu o7 konjugierte planare
Involution a. Im ersten Fall enthédlt Aj7y eine der Spiegelungen,
und A7 enthalt deren Zentralisator in A. Aus der Maximalitat
des Zentralisators in I' folgt die Gleichheit. Im zweiten Fall in-
duziert o eine Spiegelung auf der Fixebene von a. Das Zentrum 2
ist ein anisotroper Punkt, die Standgruppe von T im Zentralisator
Cr(a) enthilt also eine zu T ? isomorphe Untergruppe. Damit ist
der zweite Fall auf den ersten zuriickgefiihrt.

iii) Nach ii) ist die Wirkung von A = I'; auf dem Biischel M,
die gewohnliche. Fiir jede Gerade T € M, \ @ ist auflerdem die
Standgruppe I'r als die gewohnliche erkannt, es bleibt also nur
noch I's fir S €G zu bestimmen. Wegen dimAg < dimTI" — 8 gilt
dim[s > dimAs. Die zu Sping isomorphe Untergruppe T wirkt
daher effektiv auf der Liealgebra von I's. Es gibt also eine Zer-
legung dicser Liealgebra in die Liealgebra von As und einen wenig-
stens vierdimensionalen Vektorraum. Andererseits ist I's, = As
und daher dimI's = dim Ag + 4 = 10.

Halbeinfache Liegruppen der Dimension 10 sind quasieinfach und
zu einer der Gruppen SOsIR(r) lokal isomorph (vgl. [95] oder
[60]). In keine dieser Gruppen 138t sich Ag einbetten. Es gibt also

cincn minimalen abelschen zusamnmenhingenden Normalteiler
der Zusammenhangskomponente FL

Wird €2 von o nicht zentralisiert, so wirkt ¥ effektiv auf 2, und
{1 ist cine mindestens vierdimensionale Vektorgruppe. Nach dem
Satz von Lie und (7.2) fixiert {2 genau einen isotropen Punkt. Der
Normalisator von Q2 ist daher zu ® konjugiert. In & gibt es aber
keinen solchen Normalteiler. Demmach liegt £ in Crs(o) = As
und fixiert mit z die vierdimensionale Bahn 2''s. Insbesondere ist
die Involution o nicht in Q enthalten, und cs ist 2nZ = 1. Da
i Radikal Z¥ ¢ von Ag liegt, ist dimQ = 1 (sonst wiire ZV¥ g = ZS?
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abelsch). Die maximal kompakte Untergruppe Z von Z¥g ist
charakteristisch in Z¥s. Es folgt 2 =2 IR. Der Schnitt Qn¥g

ist nicht trivial (sonst wire Z¥gs = (1¥gs kompaktfrei). Da der
einzige nicht triviale abelsche Normalteiler von ¥ g die Kommuta-

Rx
1
torgruppe ¥ = {( 1 1) r EIR} ist, erhilt man 2 = ¥%. In
L
der gewohnten Wirkung auf der Quaternionenebene ist ¥’ genan

die Gruppe der Translationen in I mit der Achse R (?). Der Nor-

malisator N (/) ist die Standgruppe dieser Geraden, eine zusam-
menhangende Gruppe der Dimension 10. Dual zu (7.3) erhalt
man die Maximalitit der Geradenstandgruppe. Damit ist I's be-
stimmt. Wie in (6.4) rekonstruiert man die Geometrie von IM ans
den Nebenklassenriumen nach den Standgruppen. Damit ist der
Satz bewiesen. 0

(7.7) Satz. Alle achtdimensionalen stabilen Ebenen, auf de-
nen I' = PU3H(i) effektiv wirkt, sind in die projektive Quater-
nionenebene einbettbar, genauer: die Wirkung von T ist aquivalent
zur gewohnlichen, und die Ebene M ist die Spurgeometrie ID auf
der offenen Bahn von T', oder M ist isomorph zur projektiven
Quaternionenebene. '

Beweis: i) Sei ID wie in (7.6) und x € M \ D. Nach (7.5) enthilt
I'; eine zu T 2 isomorphe Gruppe. Da I'; keine zu 7 konjugierte
Involution und hochstens zwei zu ao konjugierte Involutionen
enthalt, konnen wir annehmen, da8 der Punkt = auf der Achse H
von o liegt. Der Zentralisator A von o wirkt mit genan zwei Bah-
nen auf dem Biischel M, durch das Zentrum z von o. Die Gerade
zz reprasentiert die zu $; homdomorphe Bahn. Da A die Achse
von o festhilt, ergibt sich, daB die Projektion ¢ v~ gz: H — M.
surjektiv ist. Die Achse H ist also cine kompakte Gerade. Die
Gruppe I' wirkt transitiv aufl der Menge der Spiegelungsachsen,
diese sind demmach simtlich kompakt.

ii) Es sei S €D cine Gerade, die nicht Achse einer Spiegelung ist.
Da die Verbindungsgerade von zwei isotropen Punkten anisotrop
(und damit Achse einer Spicgelung) ist, gibt es in der stabilen
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Ebene D durch jeden Punkt p€ D genau eine Parallele G zu S.
Der Schnittpunkt von zwei Nicht-Achsen ist aus dualen Griinden
anisotrop und existicrt demnach in D. Dies zeigt, da8 G Achse
ciner Spiegelung ist. In IM ist G kompakt nach i), daher existiert
in M der Schnittpunkt GAS, und S ist kompakt. Nach i) liegt
jeder Punkt x € M\ D auf einer Spiegelungsachse. Die Gruppe
I' wirkt transitiv auf den Achsen, und die Standgruppe I'y = A
wirkt transitiv auf H\ D. Jeder Punkt z € M\ D liegt demnach
auf genau einer Nicht-Achse G € D.

iii) Es seien z und y zwei verschiedene Punkte von M\ D. Die
beiden Geraden G, und G, schneiden sich in einem Punkt p€ D.
Dicser Punkt ist Zentrum einer Spiegelung, und alle diejenigen
Punkte auf Nicht-Achsen durch p, die nicht in D liegen, gehoren
der Achse dieser Spiegelung an.

iv) Nach iii) treffen alle Geraden von IM die Punktmenge D in
mchr als einem Punkt. Nach i) und ii) sind simtliche Geraden
kompakt. Die Ebene M ist damit als projektive Ebene erkannt
{33: 1.15]. Dualisieren von (7.6) liefert die behauptete Isomorphie
von ID mit der projcktiven Quaternionenebene. 0

Zum SchluB dehnen wir unser Ergebnis auf die von I’ approximier-
ten Gruppen aus:

(7.8) Satz. (Charakterisierung der schiefhyperbolischen Ebenen)
Wirkt eine von T' = PU;IH(i) approximierte zusammenhingende
lokal kompakte Gruppe X eflektiv auf einer achtdimensionalen sta-
bilen Ebene M = (M, M), so gilt X 2 T' (und die Ebene ist klas-

sisch).

Beweis: Die Gruppe I' ist die zentrunsfreie Form der Licgruppen
vom Typ A7 ' = DY (vgl. [95] oder [60]). Sei also ¢ ein nicht
triviales Element des Zentrums von X. Licgen alle (¢)-Bahnen in
Geraden, so wirkt die in X enthaltene Gruppe E & SU;C (vgl.
(2.18)) effektiv auf der Menge G = {z2¢| 2¢ # ze M}. Diese
Menge ist lokal homGomorph zu einer Geraden (3.2) und daher
vierdimensional. Nach [54: Th. 2] gibt es keine solche Wirkung.
Es gibt also einen Punkt z, dessen Balin unter (¢) ecin Dreieck
enthilt. Da dic kompakte Gruppe E nicht mit achtdimensionalen
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Bahnen auf M wirkt (vgl. (3.15)), enthilt die Standgruppe von z
eine Involution o € E. Der Zentralisator dieser Involution kann auf
keiner vierdimensionalen Ebene wirken (4.9), der Punkt 2 ist also
Zentrum oder Achsenpunkt von o. Mit z hilt o auch die Bahn 2¢¢)
fest. Eine der Ecken des in dieser Bahn enthaltenen Dreiecks ist
Zentrum von o. Der Zentralisator von o, insbesondere die Gruppe
(), fixiert dieses Zentrum: ein Widerspruch. 0
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8. AUSSCHLUSS DER VON PSpgIR APPROXIMIERTEN
GRUPPEN.

Es sci
SpgR = {A€R®**®| ATA' =1}
={Bem**®| BJB' = J}°.
Dabei seien
1 1 1
-1 -1 ll
I = =1 : 9 J = =1 - ’ Q = 1

und A’ die zu A transponierte Matrix. Mit # = (4 — {A,-A})
sci der kanonische Epimorphismus von SpgIR auf I' = PSpgIR be-
zeichnet.

(8.1) Lemma.

a) Die Konjugiertenklassen der Involutionen in I' werden repra-

sentiert durch
w

r=1I% a= £ und ar = J".

-1
-1
b) Der Zentralisator von 1 ist die maximal kompakte Unter-
gruppe
Cr(r)={A| AIA' = 1,AI = IA}".
MitT={cl+sI|+s*=1}">T
und E = Cr(7)’ = SU;C gilt Cr(r) = ET 2 U, C.
c¢) Der Zentralisator von « ist die (maximale) Untergruppe

cr@={( p)|cespmpespm}

()
I (G

gilt Cy(ar) = PV,

L
De szm}

C eSp, IR}
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8. AusschluB der von PSpyt approximierten Gruppen.

d) Der Zentralisator von at ist die Gruppe
Cr(at) ={A| AIA' =1,AJ = JA}"
={B| BJB' = J,BI = IB}®~.
Mit © = T? und T = Cr(ar)’ = SU;C(1) gilt
Cr(ar) =TO = U3 C(1).

Beweis: Die Aussagen iiber die Zentralisatoren verifiziert man
sofort durch Nachrechnen. Dabei benutzt man die Identifikation
von € mit der Menge der Drehstreckungen von IR? und beschreibt
den Endomorphismenring von €*(= IR®) durch

{(Aii)nsi.jsal Aij = (_‘;,';, ﬂg) E]R2x2}.

Damit wird I = 11, J = ('i _), und Transposition der reell

aufgefaBten Matrix (A;j), <; ;<3 entspricht Transposition und
. 5 Lo 21 Sg 23

Konjugation aller Eintrige der komplex aufgefafiten.

Die Involutionen 7,a und ar reprisentieren offenbar die Kon-

jugiertenklassen von Involutionen in ET = U3z€. Nach [95] oder

[60] ist ET maximal kompakt in . Jede Involution in T ist daher

zu einer in ET konjugiert. Da die Zentralisatoren nicht isomorph

sind, sind die genannten Involutionen paarweise nicht konjugiert.
0

(8.2) Lemma. Jede zu SU; € isomorphe Untergruppe von I ist
konjugiert zu

A2 Axn Aij = (—‘B’ A, ) € IR2*2 g
L= Asz Ay €SpsIR S
1

AxpAszz — AxzAsy =1

Fiir die jeweiligen Zentralisatoren von X in T bzw. ¥ gilt:

Cr(X) = ¢T,
AA' =1
detA=1

A
Z=Cy(X) = { ( A €SpgIR
1

iR

.




8.. AusschluB der von PSp, R approximicrten Gruppen.

Beweis: Jede zu SU2 € isomorphe Untergruppe von I ist kom-
pakt und daher zu eincr Untergruppe = von ET konjugiert. Da
= quasieinfach ist, gilt = = =’ und damit Z<(ET)’ = E. In
E = SU;3C sind alle Involutionen paarweise konjugiert, die zen-
trale Involution £ von Z ist daher in E konjugiert zu a. Nun ist =
die Kommutatorgruppe des Zentralisators von £ in E und damit

zu L konjugiert. Die Aussage tiber den Zentralisator rechnet man
leicht nach. 0

Die Gruppe PSpgIR ahnelt der Gruppe PU3IH(i), was die Invo-
lutionen und deren Zentralisatoren angeht (vgl. (7.4)). Das fol-
gende Lemmna stehit jedoch in offenkundigemn Gegensatz zu (7.5).
Es bildet damit den Schliissel zum Ausschlu8 der symplektischen
Gruppe. Im Folgenden sei M = (M, M) eine zusammenhéngende
stabile Ebene der Dimension 8, auf der I' = PSpgR effektiv als
Gruppe von Automorphismen wirkt.

(8.3) Lemma. Die Involution a hat kein Zentrum, und T wirkt
frei.

Beweis: i) Fixiert die Involution 7 einen Punkt p, so wirkt sie
planar, da E weder trivial noch quasieffektiv auf M, wirken kann
(3.15). Die Gruppe E induziert auf der Fixebene IF von 7 dann die
elliptische Bewegungsgruppe, und IF ist isomorph zur komplexen
projektiven Ebene [52]. Insbesondere hat a in diesem Fall Achse

und Zentrum in IF und damit, da a nicht planar sein kann (4.9),
auch in M.

ii) Hat a ein Zentrum 2z, so fixiert 7 den Punkt z und ist nach
dem eben Bemerkten planar. Insbesondere ist M, &~ $, nach
(4.5). Aus [67] entnimmt man, daB keine maximal kompakte
Unterguppe von ®¥ quasieffektiv auf M, wirken kann. Da ¥
nicht trivial auf M, wirkt (3.15), gilt ® = (®¥);). Die maxi-
mal kompakte Unterguppe £Z von ¥ induziert auf M, eine zu
SO3R x SO;R isomorphe effektive Transformationsgruppe. Laut
[67] ist die Wirkung dieser Gruppe auf $4 bis auf Aquivalenz fest-
gelegt. Insbesondere gibt es eine Gerade G € M., die von ¥ fixiert
wird. Es sei A = I'¢; die Standgruppe dieser Geraden. Dann ist
A; = AnT, = An®¥ = Cp(a). Die reduktive Gruppe ®X wirkt
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daher effektiv auf einem Vektorraum-Komplement V der Licalge-
bra von A, in der Liealgebra von A. Da die Bahn z* in der Geraden
G enthalten ist, gilt dimV <4. Die zu SU, € isomorphe Gruppe
¥ wirkt demnach irreduzibel auf V 2 IR*. Nach dem Lemina von
Schur miiite ® in einem Schiefkorper liegen. Das ist unméglich.
O

(8.4) Lemma. Die Gruppe I’ = PSpgIR kann nicht wirken.
Beweis: i) Nach (3.15) ist dimE; >0 fiir jeden Punkt pe M.

Insbesondere enthilt E, eine Involution. Diese ist konjugiert zu c.
Nach (4.9) ist o nicht planar, hat also eine Achse A nach (3.7) und
(8.3). Diese wird voin Zentralisator ®¥ von o festgehalten. Die
Gruppe ¥ enthilt drei zu « konjugierte Involutionen, die paarweise
kommutieren. Nach dem Dreieckslemmma (3.11) kann ¥ keinen
Punkt der Achse A fixieren.

il) Wir betrachten die Wirkung von ®¥ auf dem Nebenklassen-
raum X = ®¥ /(gg), nach der Standgruppe eines Punktes a € A.
Da ®¥ die Achse A invariant lifit, gilt dim.X <4. Wirkt ®¥
quasieffektiv auf X, so ist dim X = 4 nach [54: Th. 1], und jede
maximal kompakte Untergruppe von ®¥ wirkt transitiv auf \X.
In diesem Fall ist a*¥ offen in A und daher homdéomorph zum
Nebenklassenraum X. Dies widerspricht (3.15).

iii) Die Gruppe ®¥ wirkt also nicht quasieffektiv anf X =
‘I"I’/(qnp)‘. Da ¥ nach i) nicht in (®¥), liegt, folgt ® <(®¥),
fiir alle Punkte a€ A. Die maximal komnpakte Untergruppe X7
von ¥ wirkt mit mindestens eindimensionaler Standgruppe (£Z),
nach (3.15), die Standgruppe (2¥), enthilt also eine zu T2 iso-
morphe Untergruppe.

iv) In einer zu T 2 isomorphen Untergruppe von (®¥), licgen drei
paarweise kommuticrende Involutionen. Diese konnen nach dem
Dreieckslemma (3.11) nicht alle axial sein. Hitte eine dieser In-
volutionen Zentrun a, so wire 7 nicht frei. Es ergibt sich somit,
daB (®¥), cine planare Involution enthilt. Diese nmB zu a7 kou-
jugiert sein. Nach [52] enthiilt die Fixchene von a7 cine zur in-
neren oder inleren komplex hyperbolischen Ebene isomorphe Un-
terebene IE = (B, €), aul der YO wie gewolint wirkt. Die Stand-
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gruppe (Y6), eincs Punktes g € E enthilt damit eine zu T2 iso-
morphe Gruppe. Diese ist ein maximaler Torus von I'. Das wider-
spricht der freien Wirkung von 7. 0

(8.5) Satz. Keine von PSpgIR approximierte Gruppe kann auf
ciner stabilen Ebene der Dimnension 8 wirken.

Beweis: Sci A eine von PSpgIR approximierte Gruppe. Nach
(2.18) enthilt A cine zu SU3 € isomorphe Gruppe E. Die Stand-
gruppe E; jedes Punktes z hat nach (3.15) positive Dimension und
cnthilt eine Involution 0. Alle Involutionen in E sind zueinander
konjugiert und werden in A jeweils von einer von PSp,IR x PSp,IR
approximierten Gruppe zentralisiert. Die Involution o ist dem-
nach nicht planar (4.9). Wir betrachten das Zentrum Z(A) von
A. Nach (8.4) ist Z(A) # 1.

i) Gibt es einen Punkt z, dessen Bahn z44) ein Dreieck enthilt,
so wird dieses Dreieck von der in E, enthaltenen Involution ¢
punktweise fixiert. Demnach ist o eine Spiegelung, und eine der
Ecken ist Zentrum von o. Da die Ecken von Z (A) bewegt werden,
ist dies unmoglich.

i) Im Fall eines nicht trivialen quasiperspektiven Zentrums wirkt
Alz( A) = PSpglR effektiv auf der Fixgeradenschar Gz(a) (vgl.

(3.2)). Die Gruppe PSpgIR enthilt aber eine zu Uz € isomorphe

kompakte Untergruppe, die nach {54: Th. 1] nicht auf der vierdi-
wensionalen Menge Gz(4) wirkt. o
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Eine lokal kompakte Gruppe A endlicher positiver Dimension heifit
quasieinfach, wenn alle echten (abgeschlossenen) Normalteiler to-
tal unzusammenhangend sind. Insbesondere ist dann A zusain-
menhangend, und die echten Normalteiler sind Untergruppen des
nulldimensionalen Zentrums Z = Z(A). Die Zentrumsfaktor-
gruppe A / 7 ist eine einfache Liegruppe. Die einfachen Liegruppen
sind bekannt (vgl. etwa [95] oder [60]). Insbesondere kennt man
die maximal kompakten Untergruppen von A/7 und damit halb-
einfache kompakte Liegruppen in A (vgl. (2.18)). Wegen Theorem
A, (8.5) und [52] entnimmt man [95] oder [60]:

(9.1) Lemma. Sei A eine quasieinfache Automorphismengruppe
einer achtdimensionalen stabilen Ebene, die sich nicht in die pro-
Jjektive Quaternionenebene einbetten lafit. Dann ist dim A <16,
oder die Zentrumsfaktorgruppe A [z ist isomorph zu einer der

Gruppen
SLsIR, PSUsC(2), SO;5C,

QsR(3), POIR(4), Q2I}(2), QIR(3).

Dabei bezeichnet Q,IR(r) die Zusammenhangskomponente der
Gruppe SO,IR(r). Wir werden im Folgenden alle diese Gruppen
ausschliefen.

(9.2) Bemerkung. Auf der projektiven Quaternionenebene
wirken neben der vollen Automorphismengruppe PSL3H die fol-
genden quasieinfachen Gruppen in nahelicgender Weise: die cllip-
tische, die hyperbolische und die schicfhyperbolische Gruppe sowie
die Gruppen SL3 € und SL,IH.

Bis auf die Gruppe SL3C (vgl. [77: S. 354-3506] crzwingen alle
diese Gruppen die desargnessche Ebene (vgl. [52],]93] und (7.8)).

(9.3) Lemma. Sci ® cine zu SOsIR lokal isomorphe zusam-
menhingende Untergruppe der Automorphismengruppe einer ache-
dimensionalen stabilen Ebene M = (M, M).
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0. Quasicinfache Automorphismengruppen.

a) Ist ® = SU,H (= Sping), so gilt: Fiir jeden Punkt €M,

der von der zentralen Involution ¢ = ("' —1) von & bewegt

wird, ist die Zusanumnenhangskomponente = der Standgruppe
&, konjugicrt zu X = {(") g) I dd = 1}. Die in Z enthaltene

Involution o = (l _,) hat die Achse zz¢. Die Involution ¢

ist frei, axial oder zentral (oder beides).
b) Ist ® = SOsIR, so gilt:

-1
-1
Jede zu o = -1, konjugierte Involution hat eine
1
Achise, aber kein Zentrum. Jeder Punkt z € M liegt auf der
Achse einer zu o konjugierten Involution 7. Die Standgruppe

®. enthalt eine zu Sping isomorphe Untergruppe des Zentra-
-1

e

lisators Cg(7), oder a = 1 ist planar.
1
¢) Ist ® = SO5R und a nicht planar, oder ist ® = SU;H, so hat
ciner der beiden quasieinfachen Faktoren der (zu SO4IR bzw.
Sping 2 Spiny x Sping isomorphen) Zusammenhangskom-
ponente des Zentralisators von o in ® eine Halbachse (vgl.
(3.12)). Diese ist in der Achse von o enthalten.

Beweis: 1) Sei ® = SU,IH. Wegen dim @ = 10 miissen die Stand-
gruppen wenigstens zweidimensional sein. Enthélt = zwei kommu-
tierende Involutionen, so auch deren Produkt, die zentrale Involu-
tion { = ( =1 =i ) Da x von ¢ bewegt wird, ist das unmoglich. Aus
dimZ=>1 folgt demnach = 2 Spin,. Ohne Einschrankung kann

l e . — .
o= ( _!) €= angenommen werden. Dann ist = im Zentralisa-

tor ¥ = Ce(0) = {(g 3) | aadd = 1} enthalten. Die Projektionen
von E auf die quasieinfachen Faktoren Zund © = {( (1') I aa = 1}
von ¥ sind jeweils entweder bijektiv oder trivial. Da o im Kern
der Projektion auf © licgt, muBl = = ¥ scin. Die Involution o wird

von einer zu Sping X Spin, isomorphen Gruppe zentralisiert, kann
also nicht planar sein (4.9). Da ¢ das Zentrum von o fixiert, gilt
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9. Quasieinfache Automorphismengruppen.

0 € B, ). Damit ist a) bewiesen.

ii) Sei ® = SOsIR. Die Involution ¢ wird von einer zu SO4IR iso-
morphen Gruppe zentralisiert, kann also nach (4.9) nicht planar
sein. Hat sie ein Zentrum z, so ist C¢(0) < ®,. Insbesondere wird
z von fiinf zu o konjugierten paarweise kommutierenden Involu-
tionen fixiert. Nach dem Dreieckslemma (3.11) hat o keine Achse.
Alle diese Involutionen liegen demnach in ®(,), und ihre Zentrali-
satoren fixieren 2. Da C¢(0) maximal in @ ist, wird z von ganz &
festgehalten. Nun folgt ® = ®y,), ein Widerspruch zu (3.16). Die
Involution o ist demnach entweder axial (ohne Zentruin) oder frei.

iti) Nach ii) kann ® auf keiner projektiven achtdimensionalen
Ebene wirken. Aus (3.15) erhilt man dim ®, 2 3 fiir jeden Punkt
z€M. Die Gruppe ® enthilt keine zu T3 isomorphe Unter-
gruppe, es gibt also eine zu Spin, oder zu SO31R isomorphe Gruppe
=<®,. Im Fall E = Spin,; enthilt = eine zu o konjugierte Invo-
lution, die nach ii) eine Achse, aber kein Zentrum hat. Im Fall
= 2 SO3R enthilt = drei paarweise kommutierende zu o kon-
jugierte Involutionen. Es gilt Z(;) = 1 oder Z;) = Z. Die Zen-
tralisatoren dieser Involutionen sind maximale Untergruppen von
®. Es konnen daher keine zwei dieser Involutionen in @) liegen,
da sonst (wie oben) ® = ®, = @[, folgt. Da nach dem Dreiccks-
lemma (3.11) nicht alle drei Involutionen Achsen durch z besitzen
konnen, sind diese Involutionen planar. Insbesondere sind sie nicht
zu o konjugiert, also zu a, und auch « ist planar. Auf der Fixebene
IF' wirkt ¢ wie o«. Da o« in dem zu SO3;IR isomorphen Faktor
des Zentralisators Cg(«) liegt, ist nach [49: Th. 2, Cor. 2] die
Involution o« axial auf IF. Damit hat o Fixpunkte und ist nach
ii) axial. Damit ist b) bewiescn.

iv) Ist ® = SOsIR und a nicht planar, oder ist ® = SU3IH, so wird
nach a) bzw. b) jeder Punkt der Achse A von ¢ von einem der bei-
den quasieinfachen Faktoren der Zusamumenhangskomponente des
Zentralisators fixiert. Die Fixpunktmengen der beiden Faktoren
sind jeweils abgeschlossen in A. Wenigstens einer der Faktoren
hat also eine offene, nicht lecre Fixpunktmenge U € A. N

N
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9. Quasicinfache Antomorphismengruppen.

(9.4) Korollar.
a) Kcine von SLsIR approximierte Gruppe kann auf einer acht-
dimensionalen stabilen Ebene wirken.
b) Keine von SO5C approximicrte Gruppe kann auf einer acht-
dimensionalen stabilen Ebene wirken.

Bewecis: i) Die einzigen von SLsIR approximierten Gruppen sind
SLsIR sclbst und die einfach zusammenhingende Uberlagerungs-
gruppe. Im Fall A = SLsIR enthalt der Zentralisator von

einc zu SLyIR x SL3M isomorphe Gruppe. Nach (4.9) kann a nicht
planar sein. In beiden Fallen sind damit die Voraussetzungen von
(9.3¢) fiir jede maximal kompakte Untergruppe @ erfiillt. Die zu
SL4IR lokal isomorphe zusammenhingende Untergruppe des Zen-
tralisators von o hat also im Widerspruch zu (3.14) eine Halbachse.

i1) Die einzigen von SOsC approximierten Gruppen sind SO5C
sclbst und die einfach zusammenhangende Uberlagerungsgruppe.
Im Fall A = SO5C enthalt der Zentralisator von «a eine zu SO3C
isomorphe Gruppe ©. Ist a planar, so induziert nach [49: Theo-
rem 1] die Involution o« € © auf der Fixebene von a eine Involution
mit Achse und Zentrum. Damit fixiert aber auch o ein Dreieck,
hat also im Widerspruch zu (9.3b) ein Zentrum. In beiden Féllen
sind damit die Voraussetzungen von (9.3c) fiir jede maximal kom-
pakte Untergruppe @ erfillt. Eine zu SO3€ lokal isomorphe Un-

tergruppe des Zentralisators von o hat also itn Widerspruch zu
(3.14c) eine Halbachse. o

(9.5) Lemma. Es sei ® & SOsR eine Gruppe von Automor-
phismen einer achtdimensionalen stabilen Ebene M = (M, M).
Der Zentralisator von ® in Aut (M) enthalte eine kompakte

zusammenhangende eindimensionale Gruppe T. Dann enthilt dic
Gruppe ®T cine planare Involution.
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9. Quasieinfache Automorphismengruppen.

Beweis: i) Die Gruppe ® 2 SO5;IR kann nach [54] und (3.15)
weder auf einem Biischel noch auf einer Geraden wirken. Ins-
besondere fixiert ® keinen Punkt und keine Gerade.

ii) Nach i) erzeugt jede Punktbahn z? eine stabile Unterebene
IE = (E,f) von M. Auf hichstens vierdimensionalen Ebenen
kann & nicht wirken [35). Es folgt IE = M (vgl. (4.1)). Die
Standgruppe T, wirkt trivial auf z® und damit trivial auf M. Es
ergibt sich T, = 1 fiir jeden Punkt z € M. Da die Gruppe T das
Zentrum jeder nicht trivialen Zentralkollineation in ®T fixiert, gilt
auch (@T);,) = 1 fiir jeden Punkt z € M.

iii) Fiir jeden Punkt = € M ist die Standgruppe (®T), mindestens
vierdimensional (3.15) und wirkt trivial auf der Bahn zT. Nach
(4.19) ist diese Bahn in einer Geraden enthalten. Die Gruppe T ist
somit quasiperspektiv. Nach i) fixiert ® keine Gerade, wirkt also
mit vierdimensionalen, offenen Bahnen auf der Fixgeradenschar G-
(vgl. [54]). Die Fixgeradenschar ist folglich eine Mannigfaltigkeit,
und die Biischel sind zu $4 homdéomorph.

iv) Nach ii) wirkt die Standgruppe (®T), effektiv auf M; =~ $,
und fixiert dabei die Gerade, die die Bahn =7 enthilt. Nach [67]
ist die Zusammenhangskomnponente (®T). zu U;C oder SO4IR
isomorph, und die Wirkung auf M, ist dquivalent zur gewoln-
ten. Insbesondere gibt es eine Involution mit zu $; homaéomorpher
Menge von Fixgeraden durch x. Diese Involution kann nach (3.8)
nicht axial sein, ist also planar (3.7). 0

(9.6) Lemma. Keine von PSU5C(2) approximicrte Gruppe kaun
auf einer achtdimensionalen stabilen Ebene wirken.

Beweis: Jede von PSU5C(2) approximierte Gruppe enthilt eine
von PSU,€(1) & PU3 (i) approximierte Untergruppe. Aus (7.8),
(7.7) und [78] folgt dic Behauptung. ]

(9.7) Lemma. Die Gruppe SLyIH wirkt nur anf offenen Unterebe-
nen der projektiven Quaternionenchene. Die Wirkung ist stets
dquivalent zur gewohnlichen. Wirkungen von Gruppen, dic SL,11
enthalten, lassen sich auf die projektive Ebene fortsetzen.

Beweis: [93), [44] 0y
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(9.8) Lemma. Wirkt die Gruppe PSL2IH auf einer achtdimen-
sionalen stabilen Ebene, so ist ihr Zentralisator in der vollen Au-
tomorphismengruppe dieser Ebene trivial.

Beweis: Sei ( # 1 ein Element des Zentralisators. Die Gruppe
A = PSL;H enthalt eine zu SO5IR isomorphe Gruppe ®. Gibt
es cinen Punkt 2 € M, dessen Bahn z{¢) ein Dreieck enthilt, so
fixiert die nach (9.3b) in ¥, enthaltene zu o konjugierte Involu-
tion dicses Dreieck. Nach (9.3b) ist dies unmoglich. Das Zen-
trumselement ( ist also quasiperspektiv. Auf der Fixgeradenschar
G¢ wirkt A mit hochstens vierdimensionalen Bahnen. Nach [93:
1.d] ist die Standgruppe einer Geraden G € G¢ zusammenhingend,
ihre maximal kompakten Untergruppen sind zu SO4IR isomorph.
Andererseits wird jeder Punkt z € G von einer zu o konjugierten
axialen Involution 7 € @ fixiert. Wilhlt man einen von ( bewegten
Punkt, so mu8 G die Achse von 7 sein. Dann wird G vom Zen-
tralisator Ce(7) fixiert. Dieser Zentralisator enthilt aber eine zu
4R isomorphe Untergruppe, die nicht in SO4IR liegen kann. O

(9.9) Korollar. Keine von 2;IR(2) (oder Q3IR(3)) approximierte
Gruppe kann auf einer achtdimensionalen stabilen Ebene wirken.

Beweis: i) Die Gruppe §2;IR(2) hat zu SO5IR x SO, IR isomorphe

maximal kompakte Untergruppen. Die Konjugiertenklassen der
Involutionen werden reprisentiert durch

Y= 1 , ayund 3y.
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9. Quasicinfache Automorphismengruppen.

Die Zentralisatoren enthalten jeweils zu SO, IR x 25IR(2),

SOq]R X Q;,]R(l), SOs]R x SOle, SO3IR x Q4IR(2) bzw. QGIR(2)
isomorphe Gruppen. Nach (4.9) ist keine dieser Involutionen pla-
nar. Dies widerspricht (9.5).

it) Jede von 2;I}(2) approximierte, nicht zu £2;IR(2) isomorphe
Gruppe enthilt eine zu PSL,H 22 (2gIR(1) lokal isomorphe Gruppe

mit nicht trivialem Zentralisator. Aus (9.8), (9.7) und [78] folgt
die Behauptung. O

(9.10) Lemma. Keine von 2;IR(3) (oder P§2sIR(4)) approxi-
mierte Gruppe kann auf einer achtdimensionalen stabilen Ebene
wirken.

Beweis: i) Die maximal kompakten Untergruppen von A =
2;IR(3) sind konjugiert zu

@={(A B)

Jede von A approximierte Gruppe A hat nach (2.18) zu & lokal iso-
morphe maximal kompakte Untergruppen. Nach (2.7) ist A cine
Licgruppe. Jede echte Uberlagerungsgruppe von A zentralisiert
wenigstens eine Involution ¢ (vgl. [95] oder [60]). Anf G¢ wirkt
® und damit A nicht quasieffektiv [54: Th. 1}. Nach (3.14) ist
A aber auch nicht ¢uasiperspektiv, es kann also nur die einfache
Gruppe A vorkommen.

AeSO4IR, Be SOalR} X

ii) Die Konjugiertenklassen der Involutionen in A werden repra-
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sentiert durch

7= 1 , avund By.

.y

Fiir diec Zusammenhangskomponenten der Zentralisatoren gilt:

Cala)' 2 SO,R x Q5IR(2),
& = Ca(B)' & SO4R x SO,
Ca(y)! 2 QsR(1) x SO, R,
Caloy)' = QR(2) x 3IR(1),
Ca(By)' = Q6IR(2).

Nach (4.9) ist keine der Involutionen planar. Der quasieinfache
Zentralisator von 7y enthilt eine zu SO4R x SO;R isomorphe
Gruppe,die nicht quasieffektiv auf ciner Achse oder einem Zen-
trumsbiischel wirkt [54: Th. 1], [67). Wegen (3.14) ist B frei.

iii) Jede Involution wird von einer zu By konjugierten zentralisiert.

Es gibt daher keine Involutionen mit Zentrumn. Alle Involutionen
in A sind folglich axial oder frei.

iv) Nach (3.15) ist die Standgruppe ®, fiir jeden Punkt z wenig-
stens zweidimensional. Nach demn Dreieckslemma (3.11) liegt keine
zn T 2 oder SO31IR isomorphe Untergruppe in @,. Die Zusammen-
hangskomponente £ der Standgruppe ist also zu Spin, isomorph.

v) Durch Projektion auf den zu SO3IR isomorphen Faktor von ®
sieht man, daB ¥ die Involution 8 enthalt. Auf der Achse von
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9. Quasieinfache Antomorphismengruppen.

B wirkt ® mit hochstens vierdimensionalen Bahnen. Dies wider-
spricht dim®/g_=9-3=6. o

Damit ist bewiesen:

(9.11) Theorem B. Sei A eine quasieinfache Automorphismen-
gruppe einer achtdimensionalen stabilen Ebene, die sich nicht

in die projektive Quaternionenebene einbetten 1aBt. Dann ist
dim A <€ 16.

(9.12) Bemerkung. Es gibt eine Einparameter-Familie von nicht
desarguesschen achtdimensionalen kompakten projektiven Ebe-
nen, die die 16-dimensionale quasieinfache Gruppe SL3C zunlassen
(sogenannte Hughes-Ebenen, vgl. [77: S. 354-356), (30}, [8], (9],
[10]). Die in dieser Arbeit bewiesene Schranke ist daher scharf.
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BEZEICHNUNGEN:

In der vorliegenden Arbeit werden Gruppen durchweg mit grofien
griechischen Buchstaben (A,B,T',A,E,Z...), ihre Elemente mit
kleinen griechischen Buchstaben («, 8,7, 4, ¢,( .. .) bezeichnet. Fiir
die Wirkung eines Gruppenelementes a wird die Potenzschreib-
weise 2% verwendet, konsequenterweise bezeichnet af die Abbil-
dung zuerst a, dann 3. Diese Konvention gilt auch fiir Matrizen:
Koordinatenvektoren sind als Zeilen aufzufassen, die Anwendung
einer linearen Abbildung erfolgt durch Multiplikation einer Ma-
trix von rechts. Vektorriume liber Schiefkorpern sind nach dieser
Konvention Linksvektorramme.

Die folgenden Bezeichnungen werden im Text verwendet:

‘%"‘NE@E&E

Cr(4)
Ni-(4)
l"l

=2

QIR

Korper der reellen Zahlen

Korper der komplexen Zahlen
(Schief-)Korper der Hamilton-Quaternionen
Algebra der Cayley-Oktaven

natiirliche Zahlen

ganze Zahlen

Neutralelement bzw. die triviale Gruppe
volles a-Urbild

Zentralisator von A in I’

Normalisator von A in T’
Zusammenhangskomponente des Neutralelements von T
(abgeschlossene) Kommutatorgruppe von I'
Isomorphie

Homoéomorphie
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