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Wozu vollstandige Induktion?

Als Informatiker werden wir oft mit mathematischen Aussagen
konfrontiert, die es fir alle n € N, fir alle nattrlichen Zahlen
n> K, fir alle k < n < K usw. zu beweisen gilt.

In solchen Fallen, wo eine Aussage fir alle, bzw. viele, natlrlichen
oder ganzen Zahlen zu beweisen ist, ist vollstdndige Induktion
oft hilfreich.
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Was ist vollstandige Induktion?

Dies ist Tux:
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Was ist vollstandige Induktion?

Dies ist Tux: Dies ist eine Treppe:

-
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Was ist vollstandige Induktion?

Tux kann auf Stufe 0 stehen...

r=-
]

I
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Was ist vollstandige Induktion?

Tux kann auf Stufe 0 stehen...
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Was ist vollstandige Induktion?

... und wenn er auf Stufe k steht
Tux kann auf Stufe 0 stehen...

(far alle k),
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Was ist vollstandige Induktion?

... und wenn er auf Stufe k steht

Tux kann auf Stufe 0 stehen... (fiir alle k), kann er immer auf

re- Stufe k + 1 hinaufspringen:
I k r--
r- ]
r=d
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Was ist vollstandige Induktion?

<I\;h bin so hochbego@!)

|
|

Dann kann Tux alle Stufen n € N
erreichen!
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Ein mathematisches Beispiel
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Ein mathematisches Beispiel

0. Induktionsaussage: Sei A(n) die Aussage ,2' +22 + - -- + 27 = 2™1 _ 2 Beweisen
wir durch vollstandige Induktion, dass A(n) fur alle n > 1 zutrifft.
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Ein mathematisches Beispiel

0. Induktionsaussage: Sei A(n) die Aussage ,2" + 22 + - .- + 27 = 2™1 _ 2" Beweisen
wir durch vollstandige Induktion, dass A(n) fur alle n > 1 zutrifft.
1. Induktionsanfang: Da2' =2=4 —2 =22 — 1 =21 _ 2 trifft A(1) zu.
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Ein mathematisches Beispiel

0. Induktionsaussage: Sei A(n) die Aussage ,2' +22 + - -- + 27 = 2™1 _ 2 Beweisen
wir durch vollstandige Induktion, dass A(n) fur alle n > 1 zutrifft.
1. Induktionsanfang: Da2' =2=4 —2=22 — 1 = 2"+ _ 2 trifft A(1) zu.
2. 2.1 Induktionsvoraussetzung Sei k € N, so dass A(k) gelte, d.h.
214224 . g2k okl D
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Ein mathematisches Beispiel

0. Induktionsaussage: Sei A(n) die Aussage ,2" + 22 + - .- + 27 = 2™1 _ 2" Beweisen
wir durch vollstandige Induktion, dass A(n) fur alle n > 1 zutrifft.
1. Induktionsanfang: Da2' =2=4 —2 =22 — 1 =21 _ 2 trifft A(1) zu.
2. 2.1 Induktionsvoraussetzung Sei k € N, so dass A(k) gelte, d.h.
21422 4. .42k =2kl _p
2.2 Induktionsbehauptung Zu beweisen ist, dass A(k + 1) auch gilt.
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Ein mathematisches Beispiel

0. Induktionsaussage: Sei A(n) die Aussage ,2" + 22 + - .- + 27 = 2™1 _ 2" Beweisen
wir durch vollstandige Induktion, dass A(n) fur alle n > 1 zutrifft.
1. Induktionsanfang: Da2' =2=4 —2 =22 — 1 =21 _ 2 trifft A(1) zu.
2. 2.1 Induktionsvoraussetzung Sei k € N, so dass A(k) gelte, d.h.
21422 4. .42k =2kl _p
2.2 Induktionsbehauptung Zu beweisen ist, dass A(k + 1) auch gilt.
2.3 Induktionsschritt Wir bemerken zun&chst, dass

21422 4. 4ok 2 [21+22+-~~+2k]+2k+1

ist.
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Ein mathematisches Beispiel

0. Induktionsaussage: Sei A(n) die Aussage ,2" + 22 + - .- + 27 = 2™1 _ 2" Beweisen
wir durch vollstandige Induktion, dass A(n) fur alle n > 1 zutrifft.
1. Induktionsanfang: Da2' =2=4 —2 =22 — 1 =21 _ 2 trifft A(1) zu.
2. 2.1 Induktionsvoraussetzung Sei k € N, so dass A(k) gelte, d.h.
21422 4. .42k =2kl _p
2.2 Induktionsbehauptung Zu beweisen ist, dass A(k + 1) auch gilt.
2.3 Induktionsschritt Wir bemerken zun&chst, dass

L, O LS [21 +22+-~~+2k] 4 2k
ist. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass
21 +22+_”+2k+1 - [2k+1 _2] +2k+1 =2'2k+1 _2=2k+2_2
gilt, also trifft A(k + 1) zu.

DINFK Frangois Hublet ~ 21. September 2020 6



Ein mathematisches Beispiel

0. Induktionsaussage: Sei A(n) die Aussage ,2" + 22 + - .- + 27 = 2™1 _ 2" Beweisen
wir durch vollstandige Induktion, dass A(n) fur alle n > 1 zutrifft.
1. Induktionsanfang: Da2' =2=4 —2 =22 — 1 =21 _ 2 trifft A(1) zu.
2. 2.1 Induktionsvoraussetzung Sei k € N, so dass A(k) gelte, d.h.
21422 4. .42k =2kl _p
2.2 Induktionsbehauptung Zu beweisen ist, dass A(k + 1) auch gilt.
2.3 Induktionsschritt Wir bemerken zun&chst, dass

21422 4. 4ok 2 [21 +22+-~~+2k] + 2k
ist. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass
ol f 02 ... Lokl _ [2k+1 _2] p okl o okl _ 5 _ok+2 _ o

gilt, also trifft A(k + 1) zu.
3. Induktionsschluss Aus dem Induktionsprinzip folgt, dass A(n) fir alle n > 1 gilt.
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Fazit: Induktive Beweise schreiben

Struktur immer gut beachten:
0.
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