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Messunsicherheit

berechnen

Warum geht’s — Motto:
LAlles was messbar ist, messen und was nicht messbar ist, messbar machen";
Galileo Galilei (1564-1642)

Was wird vom Messresultat erwartet:

Ein Messresultat nach GUM [1] sollte drei Zahlenwerte enthalten:
10.00 V +0.01V Uberdeckungsbereich 95%

Sie beschreiben neben dem besten Schatzwert, den Bereich der Messunsicherheit,
in dem sich der Messwert mit der angegebenen Wahrscheinlichkeit befinden soll.

GUM ist seit einem Vierteljahrhundert der internationale Industriestandard.

Wie wird’s gemacht?
Die Methode wie diese drei Zahlen zu ermitteln sind, mit der Aufteilung in Typ A und
Typ B Unsicherheit, davon handelt dieses Skript. Der Begriff Messfehler ist nur noch
in dlteren Lehrbichern zu finden, die Industrie arbeitet heute ausschliesslich mit

dem Begriff der Messunsicherheit (Uncertainty).

Diese Anleitung wird im Selbststudium durchgearbeitet. Nach einer kurzen praktischen
Diskussion der Notwendigkeit der Behandlung der Messunsicherheit, bzw. kurzen theoretischen
Einfihrung liegt der Fokus auf der selbstandigen praktischen Anwendung. Die Berechnung der
Messunsicherheit und Anwendung der Methode wird in Kapitel 7 bzw. zusammengefasst fir
einen einfachen Fall auf Seite 12 als erstes Beispiel behandelt. Die Details/Funktionalitat der
Messgerate spielt hier eine untergeordnete Rolle. Es werden in den Rechenbeispielen die
Angaben des Herstellers laut Datenblatt verwendet. In der Praxis kann eine aktuelle
Referenzmessung mit einem genaueren Messgerat oder Normal jedoch viel genauere Werte
liefern, verglichen mit den urspriinglichen Angaben im Datenblatt die ja stets befristet sind.
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1. Warum ist der Wert der Messunsicherheit wichtig?

Im Supermarkt vertrauen wir alle darauf, dass 1kg Apfel auch wirklich 1kg und nicht 0.9kg sind.
Dies ist nicht neu, sondern war schon auf den Markten des Mittelalters und frither wichtig und
hatte mit Vertrauen und geregelten Ablaufen zu tun. Auf der Akropolis im alten Griechenland
wurde die Organisation der Referenzgewichte fir den Markten, sogar von ,Messpriestern®
ausgefuhrt.

Nach dem sorgfaltigen Durcharbeiten dieser Unterlagen haben Sie die erste Stufe zum Amt des
.Messpriesters® geschafft, der in unsere heutige Zeit, Eichmeister oder Prifmittelbeauftragter
eines Unternehmens genannte wird. Allemal zahlt dieses grundlegende Verstandnis der
Zusammenhange zu den Grundlagen der wirtschaftlich/industriellen Zusammenarbeit. Es gilt
daher auch beim Qualitdtsendtest oder Eingangstest in der Wirtschaft/Industrie. Dies kénnen
elektrische Messgrossen, wie an einem Stromzahler aber auch fiur einfache Sensor-
ausgangssignale z.B. flr die genaue Temperaturmessung sein. Was das bedeutet, kann am
Beispiel der Fertigung ,alter* Automobiltechnologie betrachtet werden, also die noch laufende
Produktion der Auslaufmodelle der Verbrennungskraftmotoren. Deren Kolben sollte sehr genau
in den Motorblock passen, sonst gibt es einen ,Kolbenfresser”, wie es umgangssprachlich heisst.
Sind dazu zusétzliche Arbeitsschritte notig entstehen unnotige Extrakosten.

. . p >
Quelle: Porsche AT RN i N ‘ .

Abbildung 1 links: Kolben im Motorblock, rechts: Oberflachenbehandlung wie Hohnen erfolgt, um den
Durchmesser des Motorblocks bis auf die Rauhigkeitstiefe von 4 bis 10um zu optimieren.

Auf welches Mass muss also der Zulieferer des Kolbens, seine Endkontrolle im Kolbenwerk
einstellen. Der Abnehmer des Kolbens hat fur das ,reibungslose® Zusammenspiel zwischen
Kolben und Motorblock eine interne Toleranz des Durchmessers fir den Kolben spezifiziert. Da
er aber selbst den Kolben nur mit einer gewissen Unsicherheit messen kann, hat er im Vertrag
mit dem Zulieferer eine kleinere Toleranz festgeschrieben. Damit der Kolbenzulieferer dies
erreichen kann und die meisten Kolben beim Eingangstest des Autobauers nicht wieder
zurtickgeschickt werden, muss er seine Freigabetoleranz in der Fertigung noch kleiner als die
Vertragstoleranz festlegen.

Spezifizierte Toleranz

Vertragstoleranz

Freigabetoleranz

N AP far Zulieferer o
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I
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Abbildung 2 Damit Teile in der industriellen Fertigung zusammenpassen, missen die Messunsicherheiten
der Zulieferer und Abnehmer vergleichbar sein und den ausgehandelten Toleranzen geniigen. [4]
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1.1. Typische elektrische Unsicherheiten

Die einfachsten elektrischen Messgerate, die Multimeter (Abb. 3) erlauben eine
Spannungsmessung mit Abweichungen weit unter einem Zehntel Prozent. Dies beutet in der
Praxis, dass mit der Messung ein Spannungsintervall dieser Breite gefunden wird, in dem der
Messwert mit einer Wahrscheinlichkeit von z.B. 68% (k=1) liegen wird. Oszilloskope sind
schneller aber viel ungenauer was eine Gleichspannungs- oder Effektivwertmessung anlangt.
Haushaltstromzahler gehdren typisch zur Genauigkeitsklasse 2%. (Tab. 1) Die Schweizer
Verordnung fur die Elektrizitdtszahler umfasst seit 2015 auch digitale Zahler / Smart Meter. [5]

Tabelle 1 Typische Unsicherheiten elektrischer Messgerate (Begriffe siehe Kap. 5)

Angabe Quelle/Anmerkung
Unsicherheit
Haushaltsstromzahler Genauigkeitsklasse B | 2% (Garantie) Bis zu 7 stelliger Anzeige
Wirkleistung
Multimeter - Gleichspannung 0.1% bis 0.001% | Garantieabweichung
Einfaches Oszilloskop, im Spannungsbereich | Resolution 8bit TDS2000B Series von
Zeitbereich bis 200MHz Accuracy +/-3% | www.tektronix.com
Referenzmessung im Eichamt www.eichamt.de
Frequenz 500Hz bis 1kHz 1.0-10%® (k=2) | Baden Wirttemberg
Gleichspannung 200mV bis 500V 1.0-10° (k=2) | Nov 2016
Gleichstrom 10mA bis 2A 25-10% (k=2)
Gleichstromwiderstand 10mQ bis 100Q 2.0-10* (k=2)

AC Leistung (50Hz) 3W bis 48kW 2.0-10% (k=2)
E-Zahler bis 160A/320V / 50 Hz Wirkleistung | 2.3. 103  (k=2)
Phasenwinkel cosg =0 bis 1 (50V bis 500V) | 0.2° (k=2)

Eichamt in der Schweiz siehe www.metas.ch

34460A accuracy specifications: + (% of reading + % of range) '

These specification are compliant to ISO/IEC 17025 for K =2

AM KEYSIGHT m',',tAM Itimeter Truevolt

(DC Voltage |

+0. 629 876 Ve

Auto IV

M +0.557 824 Average! UE&! 23!]9 Haic +0 BEW 193
span: +0.303 368 otd dev #0057 1798 Semples: 269

| e [oreer
Bperture | Auto Zero Inpu tz DCV Ratl
H:? an off On 10MAuto Off On |Readings

Range ?/frequency 24 hour ® 90 day 1 year 2 year Temperature
Teat1°C Tea£5°C Teart5°C TCALi 5°C coefficient/°C ¢
DC voltage
100 mV 0.0040 + 0.0060 | 0.0070 + 0.0065 0.0090 + 0.0065 0.0115 +0.0065 | 0.0005 + 0.0005
1V 0.0030 +0.0009 | 0.0060 + 0.0010 0.0080 + 0.0010 0.0105 + 0.0010 | 0.0005 + 0.0001
0V 0.0025 +0.0004 | 0.0050 + 0.0005 0.0075 + 0.0005 0.0100 + 0.0005 | 0.0005 + 0.0001
100V 0.0030 +0.0006 | 0.0065 + 0.0008 0.0085 + 0.0006 0.0170 + 0.0006 | 0.0005 + 0.0001
1000 V 0.0030 +0.0006 | 0.0065 + 0.0010 0.0085 + 0.0010 0.0110 + 0.0010 | 0.0005 + 0.0001

Abbildung 3 Datenblattangabe eines hochwertigen Tischmultimeters, bei dem oberhalb vom Geratebild
klar angegeben ist, dass die Werte in der Tabelle sich auf die Wahrscheinlichkeit von 95% (k=2) beziehen.
Diesem hochwertigen Tischmultimeter mit 6 signifikanten Stellen plus die jeweiligen Vorzeichen, schreibt
man als Anzeigeumfang 6 %z Stellen (Digits) zu. (Ref: www.keysight.com)
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Electrical Specifications

DC Voltage Specifications

Specifications are valid for 5% digit mode and after at least a half-hour warm up.

Characteristic

Description

Maximum Input 1000 V on any range

Common Mode 120 dB at 50 or 60 Hz 0.1% (1 kQ unbalance)
Rejection

Normal Mode Rejection 80 dB at Slow Rate

AJD Nonlinearity 15 ppm of range

Input Bias Current

<30 pAat 25 °C

Setfling Considerations

Measurement settling times are affected by source
impedance, cable dielectric characteristics, and input
signal changes

Input Characteristics

Range Full Scale Resolution Input Impedance
(672 Digits) Slow Medium Fast

200 mvV 199.999 mV 1w 10 pv 10 pv >10 GQ*72

2V 1.99999 V 10 pv 100 pv 100 pv >10 GQ*2

0V 19.9999 V 100 pv 1000 pv 1000 pv 10 MQ +1%

200V 199999 V 1 mv 10 mv 10 mV 10 MQ +1%

1000 V 1000.00 V 10 mV 100 mV 100 mV 10 MQ +1%

*2 At some dual-display measurements, the input impedance of 200 mv and 2 V ranges may be changed to 10 MQ

Accuracy
Range Uncertainty™ Temperature Coefficient/°C
90 days 1 year Outside 18 - 28 °C
23°Ci5°C 23°Ci5°C

200 mV 0.01 + 0.003 0.015 + 0.004 0.0015 + 0.0005

2V 0.01 + 0.002 0.015 + 0.003 0.001 + 0.0005

20V 0.01 + 0.003 0.015 + 0.004 0.0020 + 0.0005

200V 0.01 + 0.002 0.015 + 0.003 0.0015 + 0.0005

1000 V 0.01 + 0.002 0.015 + 0.003 0.0015 + 0.0005

*3 Uncertainty given as =(% of reading + % of range).

Abbildung 4 Datenblattangabe eines anderen hochwertigen Tischmultimeters, bei dem klar
die Bereiche als Empfindlichkeits- (% of reading, Anzeigewert) bzw. Nullpunktabweichung
(% of range, Messbereich) bezeichnet sind. Da aber in keinem Teil des Datenblattes
Informationen zu finden sind ob sich diese Werten
Wahrscheinlichkeit von 95% (k=2) beziehen, muss von einer Garantieabweichung, also
Wahrscheinlichkeit fir

100%

Bereich

ausgegangen

in der Tabelle auf die

(Ref: https://www.cnrood.com/amfilerating/file/download/file_id/843/)

Aus den Tabellen ist ersichtlich, dass mit steigender Betriebsdauer seit der letzten Hersteller
Messung (Kalibrierung), die Ungenauigkeiten zunehmen, zusatzlich auch noch wenn die
Betriebstemperatur von der Raumtemperatur starker abweicht.
Diese jeweiligen Datenangaben vom Hersteller des Messgerats sind zu berucksichtigen,
gemeinsam mit den erhalten Ablesewerten, um daraus das Messresultat zu berechnen. Die
dabei anzuwendende Rechenvorschriften bzw. Methoden werden in Kapitel 2 beschrieben.

Grundsatzlich besteht jede Messung nicht nur aus einem Ablesewert, sondern aus mehreren
Ablesungen, die optimal in gleichen Zeitabstanden hintereinander und gleichen Bedingungen

erfasst werden.
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Abbildung 5 Verlauf der Spannungsmesswerte die mit einem Analog Digital Wandler aufgenommen
wurden (Messbereich 20V — oder +/-10V mit einer Auflésung von 14bit)

Nachfolgen drei erste Antworten zu oft gestellte Fragen betreffend Genauigkeit beim Messen:

1. Sind die teureren Messgeriéte die bessere Wahl und damit auch genauer?

Nein!

Als Beispiel sei hier die Gleichspannungsmessung mit einem
kostengiinstigen Multimeter genannt, zum Vergleich mit den teureren
Oszilloskopen.

Der Blick ins Datenblatt zeigt, dass das Multimeter fir dieses Beispiel der Gleich-
spannungsmessung um den Faktor 3 genauer ist, obwohl das Oszilloskop einen um mindestens
den Faktor 10 hoheren Listenpreis hat. Die Ursache liegt nicht daran, dass der Handler oder
Hersteller einen Wucherpreis veranschlagt, sondern in der Arbeitsweise der beiden Messgerate.
Beide Spannungsmessgerate wandeln mit einem Analog/Digitalwandler (A/D oder ADC Analog
Digital Converter) die analoge Spannung in eine digitale Grosse um. Der ADC im Multimeter hat
dazu mehr Zeit, weil nur typisch einmal pro Sekunde einen neuen Anzeigewert liefern muss.
Dieser Wert ist dann auch sehr genau, kann also mit vielen signifikanten Stellen angezeigt
werden. (Die Auflésung, Resolution gibt den kleinsten Unterschied im Messwert an, der gerade
noch angezeigt werden kann.) Hingegen muss der ADC des Oszilloskops viel schneller sein, um
viele Millionen bzw. auch Milliarden Einzelwerte pro Sekunde liefern zu kénnen. Man spricht dann
von einer hohen Sample Rate (meist auf Anzahl Messwerte pro Sekunde bezogen). Dies geht
aber dann auf Kosten der angezeigten Stellen pro einzelnen Messwert.
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Abbildung 6 Links die Anzeige eines kostenglinstigen Tischmultimeters mit 3 3/4-stelliges LCD-Display
bis 4000 Ziffern. In der Mitte die Spannungsanzeige eines einfachen Oszilloskops mit nur zwei signifikanten
Stellen die im Display angezeigt werden, (Auflésung Oszi nur 8 bit — also 20mV Auflésung bei einem
Messbereichsspanne CH1 von 5000mV bei 500mV/Div (500mV Spannungsbreite eines vertikalen
Kastchens im Display -— Division) mit einer vom Hersteller im Datenblatt gegeben Genauigkeit von +/-3%
also +/-150mV.

Beispielsweise gibt der Hersteller Keysight flir das hochwertige Tischmultimeter des Typs 34461A
(Abb. 3) die vollen Stellen des Anzeigeumfangs von 6 % bei jeweils zehn Anzeigewert pro
Sekunde an und nur noch 4 2 Stellen wenn 1000 Werte pro Sekunde ausgelesen werden sollen.
(Abb. 4) Fazit : Genauigkeit steigt wenn pro Zeiteinheit weniger Anzeigewerte geliefert werden.

2. Was ist der Unterschied zwischen Resolution und Accuracy?

Die Auflésung (Resolution) bezeichnet den kleinsten Unterschied, der zwischen zwei
benachbarten Messwerten angezeigt werden kann. Sie wird von der Bit-Zahl (Erlduterung siehe
nachfolgendes Beispiel 1) der maximal mdglichen Spannungsstufen des ADC bestimmt, der die
analogen Spannungswerte in digitale Grossen wandelt. Die Auflésung der Anzeige ist im
Regelfall grosser als die Auflésung des ADC. Diese Auflésung darf aber nicht mit der Genauigkeit
verwechselt werden.

Viele Hersteller von Messgeraten geben die Accuracy (Genauigkeit) mit einem Wert an, der um
den Faktor typisch 10 oder 20 grésser ist als die Auflosung, entsprechend der Bit-Zahl. Sie
bezeichnet den Bereich um den Anzeigewert in dem der tatsachliche Wert erwartet wird. Diese
Unsicherheit wird von vielen Faktoren bestimmt wie Temperatur, Stabilitdt von Bauteilen z.B.
Widerstanden im Eingangsspannungsteiler, von der Qualitdt des ADC selbst und weiteren
Einflussfaktoren wie Qualitat der Spannungsversorgung oder der Abschirmung vor Stérungen.

Beispiel 1

Der Hersteller eines Oszilloskops gibt 8 bit Auflosung flir die Spannungsmessung an. Wenn also
hier ein vertikaler Spannungsbereich von 500mV pro Division eingestellt wird, entspricht dies bei
10 vertikalen Kastchen einem Messbereich von 5000mV. Dieser Bereich kann also maximal in
256 (=28) Spannungsstufen aufgeteilt werden, was bei diesem Messbereich einer minimalen
Stufenhéhe von 20mV zwischen zwei nachsten Messwerten entspricht. In Abb. 3 rechts ist dieses
Beispiel als Teil einer Liste der ausgelesenen Messwerte des Oszilloskops ersichtlich, mit diesem
minimalen maoglichen Unterschied von 20mV.

Beispiel 2

Berechnen Sie die Aufldsung (kleinste Stufenhdhe) in pV flr einen Messbereich von 2V, wenn
ein ADC mit 22 bit eingesetzt wird? (Losung 0.5uV) Vergleichen Sie das Ergebnis mit Abb. 4.

3. Warum geniigt es nicht einfach einen Messwert abzulesen und fertig?

Weil die einzelnen Messwerte in der Regel auf den letzten Stellen, die oft wichtig sind,

schwanken. Auch die Werte der einzeln berechneten Mittelwerte, aus je einer Menge

Einzelmesswerte, schwanken (z.B. nach dem Gesetz der Gaussverteilung). Dies hat mit der

Messgrdsse aber nichts mit den obigen Datenblattangeben des Herstellers Abb. 3 u. 4 zu tun.
4. Wie genau konnen die besten Labors der Welt die Spannung messen?
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Wenn an derselben Spannungsquelle die besten Labors der Welt ihre Genauigkeit der
Spannungsmessung Uberprifen, ohne vorher den genauen Spannungswert zu kennen, kénnen
ihre Angaben zum Unsicherheitsbereich Uberpriuft werden. Wenn sie wie in Abb. 7 dargestellt, die
+/- Bereiche um ihren Mittelwert mit einem vertikalen Balken darstellen, so durften unter 100
Labors nur ca. 5 davon ausserhalb des wahren Wertes — die Waagrechte bei 0 - liegen. Dies aber
nur wenn alle 95% Vertrauensbereiche (level of confidence) korrekt ermittelt wurden.

CCEM-K8; EUROMET .EM-K8 and CCEM-K8.1 - DC Voltage ratic 100V / 10V

Degrees of equivalence [£; and expanded uncertainty ¢/;{95% level of confidence)]

T
3 oo
2 o
1 _______________________________________________________________________________
y $ I
N ¥ [T
o S S S I
L ]
F
D T L L L Ll Tk CCLELEEEE R PR PP PP
_4 g
_5 T I;I T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
w o Js w0 o o Jdas o = O 2 F oow Wz oo w o ds o o> = =
— o O 7] = =S 0 g w =z A [u T = o 2 oW N = W~ =W =
G238 2EE522282% ZUPEGRSET35ESY " FEezon §
¥os o o = = = = &a
s o = =
o 8] =
]
Red diamonds: participants in CCEM-KB
Green triangles: participants in EUROMET.EM-IE
Black square: participant in CCEM-KB.1
Tagung 17. Now. 04 /Jk @ METAS - 24

Abbildung 7 Messunsicherheiten in ppm (parts per million) bei einem Vergleich der
Gleichspannungsmessung der weltbesten nationalen Messlabors, Metrologie Institute (Stand 2004). Ref. 1

1.2. Vollstandigkeit des Resultats einer Messung

Der exakte Wert der analogen Gleichspannung kann nie genau bestimmt werden, da dazu
unendlich viele Stellen n6tig waren. Dies ist ja im technischen, wirtschaftlichen Umfeld auch nicht
notig. In der Praxis wirde eine zu hohe Stellenzahl nicht helfen, da der Messwert selbst im
Regelfall um einen Mittelwert schwankt. Flr das Messresultat ist immer dieser dahinter liegende
Mittelwert im Zentrum der von einer zuféalligen Stérung Uberlagert wird. Wie diese Einzelwerte um
einen Mittelwert schwanken, ist in Abb. 8 mit einer Haufigkeitsdarstellung zu sehen. Es gilt, je
breiter diese Glockenkurve der Schwankung ist, umso ungenauer kann die exakte Lage des
Mittelwerts bestimmt werden. Zudem wird im Messergebnis nicht nur dieser Mittelwert sondern
auch ein Bereich anzugeben sein, in dem dieser Mittelwert erwartet wird. Dies ist der Zweck der
genauen Messung. Schwankt der Messwert selbst sehr stark, kann mit dem genauesten
Messgerat mit hochster Stellenzahl, auch nur ein endliches Intervall flir das Auffinden des Mittel-
wertes im Messresultat angegeben werden. Die Breite ist dann ein Mass fir die Schwankung. Ob
Stérung oder Messwertschwankung kann oft nicht klar gesagt werden.

! Dr. Beat Jeckelmann; Tagung IG elektrische Mess- und Priiftechnik; am 17 Nov 2004, METAS, Bern
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Abbildung 8 Die Anzeige eines Zahlenwertes der Spannung links, liegt dem Mittelwert von vielen
Einzelmessungen zugrunde, deren Verteilung in 100 einzelne Spannungsintervalle (#Bins) rechts
dargestellt ist. Dies entspricht einem anderen Anzeigemodus dieses hochwertigen Tischmultimeters.
(Display des Tischmultimeters 34461A; www.keysight.com)

Daher wird nicht eine einzelne Zahl, sondern fir das Messergebnis ein Bereich erwartet, in dem
der tatsachliche Mittelwert des Messwertes liegen wird. (siehe Titelseite diese Skripts)

Dies muss so angegeben werden damit es eindeutig ist — z.B.

(1.00£0.02)V womit der Bereich von 0.98V bis 1.02V bezeichnet wird oder
1.00V+0.02V womit der Bereich von 0.98V bis 1.02V

oder
1.00V + 2% womit der gleiche Bereich wie oben beschrieben wird

Falsch ware es, wenn die signifikanten Stellen von Mittelwert und Breite nicht tGbereinstimmen
wirden, wie z.B. bei 2.1V + 0.0002V (richtig ware 2.1000V + 0.0002V). Falsch ware auch z.B.
2.1V + 0.2mV (richtig ware 2.1000V + 0.2mV)

Damit ist aber die Angabe des Messresultats nicht vollstadndig. Es muss zwingend gesagt
werden mit welcher Wahrscheinlichkeit der Wert dort vermutet wird. Dies klingt auf den ersten
Blick umstandlich. Ist aber klar, wenn bedacht wird, dass ein Hersteller eines Multimeters in sein
Datenblatt heute in der Regel die maximal erlaubte Abweichung hineinschreibt (siehe Abb.4
aber nicht Abb. 3).

So beschreibt z.B. die Angabe Klasse 2 bei einem Haushaltsstromzahler, dass der Hersteller
garantiert, dass der Wert immer innerhalb von zwei Prozent vom Messbereich um den
Anzeigewert liegt. Der Stromkunde ist dankbar fur diese Sicherheit, die bei einer Strom-
rechnung von 1000 Franken, ja bedeutet, dass nicht genau gesagt werden kann, ob der Kunde
jahrlich 20 Franken zu viel oder zu wenig gezahlt hat! Es gibt in der Praxis wenige Ausnahme-
falle bei denen Kunden hunderte Franken zu viel oder zu wenig verrechnet wurden. Aber
Vorsicht, wenn ein Kunde eine Kontrollmessung eines Zahlers anfordert entstehen meist
Gesamtkosten von Uber 200 Franken fir diese Kontrollmessung.

Daraus erkennen wir, dass die Messunsicherheit in den meisten Fallen eine wirtschaftliche
Bedeutung hat, also auch im Streitfall auch vor Gericht eingeklagt werden kann.

Fir den Richter ist dann wiederum wichtig, dass diese Messunsicherheit nach einem
einheitlichen Verfahren berechnet wird. Dies ist das international verbindliche Verfahren nach
GUM (Guideline of Expression of Uncertainty in Measurement), das daher weltweit die Industrie
aber auch der Handel einzuhalten hat.

Ein vollstandiges Messresultat nach GUM lautet z.B.
10.000V +/- 0.002V bei 68% Uberdeckungswahrscheinlichkeit

Die 68% Uberdeckungswahrscheinlichkeit (oder auch Vertrauensniveau genannt) basieren auf
der Gaussverteilung, der in der Praxis am haufigsten auftretenden Verteilung fur die
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Schwankung. (Kapitel 1.4) Natdrlich ist diese GUM Analyse nicht notwendig, wenn wir bei
einem Netzteil im Labor einen Funktionstest machen und kontrollieren wollen ob dort wirklich
ungefahr 5V oder etwa 5.5V anliegen.

Wie die vielfaltigen Einflusse verschiedener physikalischer und technischer Gréssen auf eine
Messung wirken und wie dabei die Messunsicherheitsanalyse ausgefuhrt werden kann, ist am
Beispiel der Gleichspannungsmessung im Anhang Kap. 6 zu finden.

1.3. Wahrscheinlichkeiten — Gauss bzw. Normalverteilung
Kennwert der Wahrscheinlichkeit damit der Wert innerhalb der Standardabweichung liegt.

0.45 - - TR
—m— Haufigkeitsdichte Gc_:,-C
044 . ..o ---Summenhaufigkeit [ ~mm - - P Toe
D.35 i ' =
L £
S o3 =y
= =
n 0.25 i
! H
-E :
£ oz 5
= E
= 0.15 4
= E
H ] -
I 0.1 D
D.05
o
68.3%
+20
95.4%
+3ag :
99 .7 %  Hinweis: EXCEL-Befehl: NORMVERT(x:Mittelwert; Standabwn:Kumuliert)

Abbildung 9 Grafische Veranschaulichung des Weges zum vollstandigen Messergebnis nach GUM wenn
viele Einzelmesswerte n erfasst wurden (n<200 dann ist t=1 siehe Kap. 2.1)

Darstellung bzw. Berechnung mit Matlab:
x=normrnd(5,2,1,10000) ; % X-Wert gaussverteilt, Mittelwert=5; s=2, 1000 Werte
n_histogram=HIST (x,50); % Histogramm mit 50 Klassen - bins

PLOT(2,2,1), bar(n_histogram, 'rh:");
Beispiel:

Es gibt unterschiedliche Konfidenzwerte (confidence levels), Vertrauensniveaus,
Dass der Wert grosser als der Mittelwert + der zweifachen Standardabweichung ist, ist 97.72%.
z.B. k=2in EXCEL NORMVERT(2;0;1;wahr)=0.9772 folgt 2*(1-0.9772)=0.0455

Vertrauensniveau (Confidence level) Wieviel liegen ausserhalb ca.
k=1 68.3% 3 von 10

k=2 95.4% 5 von 100

k=3 99.7% 3 von 1000
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2. Einfacher Fall der Messunsicherheit nach GUM

Das Vorgehen nach GUM ,Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement® 2 ist hier an
einem einfachen Beispiel der Widerstandsmessung grafische zusammengefasst. [1]

In diesem Beispiel der Messung eines Sensorwiderstandes fuhrt der Leitungswiderstand zu
einem hdheren Widerstand, wenn die Messwerte des Ohmmeters betrachtet werden. Bleibt
dieser Leistungswiderstand stets gleich, so muss er als systematische Unsicherheit esys vom
Mittelwert m, denn das Ohmmeter geliefert hat, abgezogen werden. Dieses Vorgehen wird als
Korrektion bezeichnet und ist ein wichtiger Teil der GUM Analyse.

Weiters wird die GUM Analyse aufgeteilt und dabei die beiden Teilgréssen der Unsicherheit ua
(Typ A) Schwankung der Messwerte und ug (Typ B) Qualitédt des Messgerats bestimmt. Beide
Grossen sollten bei einer optimal abgestimmten Messung ahnlich gross sein, beim effizienten
Einsatz der Messgerate.

141.20
141.30
141.90
140.80

N 14111
L 141.20
140.90
141.00
141.09

Ohm- 140.11 m

meter s
o =
" n

Arithmetischer

Mittelwert
m = 140.10Q

Korrektion
Berechnung des besten Schatzwertes
mittels m und den bekannten

Garantiefehler

e n-unabhang.
a=+0,20 Q Standardabw.
=> Rechteckvert./ des Mittelwerts
o, =0,10Q

Typ A Standardunsicherheit:
u,=o, =0,10Q
Typ B Standardunsicherheit

gesch. Grad des

Vertrauens 68%

Erweit. Unsich.
U=ku,

u, =a/\3=0.120
komb Standardunsicherheit

u, =\Ju’ +u; =0,15Q

Vollstandiges Messergebnis

)+ U=(139,10 £ 0,15) 2 (k=1)

systematischen Abweichungen
Myger = M - =139,10 Q

(m -

Abbildung 10 Grafische vereinfachte Veranschaulichung des Weges zum vollstdndigen Messergebnis
nach GUM, wenn viele Einzelmesswerte n erfasst wurden (n<200 dann ist t=1 Details siehe Kap. 2.1)

Wenn der Typ A Beitrag (Schwankung Anzeigewert) im Vergleich zum Typ B Beitrag
(Messgerat-Unsicherheit) klein ist, so flihrt eine weitere Erh6hung der Anzahl an Messungen n
zu keiner merklichen Verbesserung der resultierenden, kombinierten Messunsicherheit uc.
Generell kann eine minimale resultierende Messunsicherheit uc nur durch die optimale Wahl
der Anzahl der Messungen, Minimierung aller bekannten Storquellen und die notwendige
Genauigkeit der Messgerate erzielt werden. Die Aufteilung in ua und ug hilft dies zu erkennen.

2 Erstmalig herausgegeben 1993 von ISO; www.european-accreditation.org Geneva, Switzerland;
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Messgerat zu ungenau

Messgerate optimal

Messgerat zu genau

Uc

U

ua

Uc

ua

U

Uc
& Us

ua

Erganzendes Einfiihrungsbeispiel, um die Rechenmethode kennen zu lernen.

Fir die Messung des Wirkungsgrads der Leistungselektronik eines Elektromotorantriebs werden
nacheinander zehn Messwerte der Wirkleistung vom Powermeter ausgelesen:

Messreihe der Anzeigewerte der Wirkleistung in W
5043

5020 5040 5003 4998

bester Schatzwert des Messergebnisses

5017

5016

5027

5033 5011

Formel

Mittelwert der Anzeige (n=10)

5020,8

W]

1

==2,
m= iz i

n

bekannte systematische Abweichung

Csys

W]

bester Schatzwert des Messergebnisses
(Korrektion um die systematische
Abweichung)

Mkorr

5020,8

W]

mkorr =m- esys

Typ A Unsicherheit

Standardabweichung, = Schwankungsbreite
der Verteilung aller Ablesewerte

15,0

W]

e e

Standardabweichung des  Mittelwertes
(t=1.06)*

(steht fir einen Vertrauensniveau von 68%)

ua=

5,0

W]

uA:t's/\m

* flr n<200 ist der Faktor der Student-t Verteilung zu verwenden; hier n=10, t=1.06 fur das 68% Niveau

Typ B Unsicherheit

Messinstrument, Garantiegrenze vom Messbereich MB
(steht fur ein Vertrauensniveau von 100%) Klasse 0.2|% bei Angabe der Klasse
Messbereich des Powermeters MB= 10 000 | [W]
halbe Toleranzbreite, Rechtecksverteilung a= 20,0 | [W] a=MB*0.2/100
Messunsicherheit, Wurzel der Varianz U, =a- 1
(steht fur einen Vertrauensniveau von 68%) | us= 11,5 [W] 3
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kombinierte Messunsicherheit Uc

Typ A Unsicherheitsbeitrag ua = 5,0 | [W]

Typ B Unsicherheitsbeitrag Us = 11,5 [W]

2 2
12,6 | [W] Ue =AU, Filp

kombinierte Messunsicherheit uc

Erweiterte Unsicherheit

Erweiterungsfaktor k festlegen k= 11[]
Erweiterte Unsicherheit U= 12,6 | [W] U=k-uc
Vollstandiges Messergebnis in W 5021 %13  (k=1) MiorrtU (k=1)

k=1 bedeutet eine Uberdeckungswahrscheinlichkeit von 68% fiir den Bereich um den Mittelwert. (Abb. 9)
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Hier das GUM Vorgehen im Detail mit den notwendigen Formeln in den weiteren Kapiteln.

Die Bestimmung der Messunsicherheit nach GUM erfolgt in den folgenden Schritten:
a) Systematische (konstante) Abweichungen vom Mittelwert abziehen
b) Standardunsicherheit Typ A
c) Standardunsicherheit Typ B
d) Kombinierte Standardunsicherheit Typ C
e) Erweiterte Unsicherheit basierend auf dem geforderten Vertrauensniveau
angeben und vollstandiges Messergebnis angeben

Erlauterung zu a)

Soll eine Widerstandsmessung an einem Sensor ausgeflhrt werden, so ist beispielsweise der
Leitungswiderstand zum Sensor selbst immer gleich, sofern Temperatur und andere Grossen wie
Kontaktwiderstande der Anschlisse unverandert sind. Dann ist der beste Schatzwert zur
Berechnung des Widerstandswert des Sensors, indem der Leitungswiderstand abgezogen wird.
Der beste Schéatzwert des Messergebnisses myor wird also aus dem Mittelwert m der n
Messungen x; und aus der bekannten systematischen Abweichung esys (ist hier der
Leitungswiderstand) bestimmt mit.

mkorr =m- esys

21. Typ A - Schwankung des Anzeigewertes

Die Ermittlung der Typ A - Standardunsicherheit basiert auf einer statistischen Analyse. Basis
zur Ermittlung dieser Unsicherheit ua ist die empirische Standardabweichung der einzelnen

Messwerte x; die das Messgerat mit insgesamt n Einzelwerten geliefert hat.

s

n—1

Die Standardunsicherheit Typ A des Mittelwertes wird aus s wie folgt berechnet

w,=t-—=
Y n
Ublicherweise kann der Faktor t=1 gewahlt werden, wenn der Stichprobenumfang mehr als 200
gewahlt wird und beim GUM Vorgehen das Vertrauensniveau von 68.3% in diesem Rechenschritt
gewahlt wird.

Ist der Stichprobenumfang n<100, so muss der Vertrauensfaktor t gemass der Student t-
Verteilung (Tab. 2) mit berticksichtigt werden. Ohne Berlicksichtigung der Student t-Verteilung ist
die Standardabweichung des Einzelwertes vom Stichprobenumfang abhangig, d.h. man wirde
bei kleinem Stichprobenumfang eine zu kleine Standardabweichung des Einzelwertes erhalten
und somit die tatsachliche Schwankungsbreite unterschatzen.

Die Standardunsicherheit Typ A wird fur ein Vertrauensniveau von 68,3% berechnet. Damit lasst
sich die kombinierte Standardunsicherheit Typ C (siehe unten) leicht ermitteln, da die ebenfalls
bendtigte Standardunsicherheit Typ B ebenfalls mit einem Vertrauensniveau von 68,3% ermittelt
wird.
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Tabelle 2 Vertrauensfaktor t der Student t-Verteilung

Anzahl Student t-Verteilung: Vertrauensfaktor t
Messungen -
nin der Vertrauensniveu [%)]
Messreihe 68.27 90.00 95.00 95.45 99.00 99.727 99.9937
2 1.84 6.31 12.71 13.97 63.66 233.19 10105.08
3 1.32 2.92 4.30 4.53 9.92 19.10 125.98
4 1.20 2.35 3.18 3.31 5.84 9.18 32.68
5 1.14 2.13 2.78 2.87 4.60 6.60 17.47
6 1.11 2.02 2.57 2.65 4.03 5.49 12.30
7 1.09 1.94 2.45 2.52 3.71 4.89 9.85
8 1.08 1.89 2.36 2.43 3.50 4.52 8.47
9 1.07 1.86 2.31 2.37 3.36 4.27 7.60
10 1.06 1.83 2.26 2.32 3.25 4.09 7.00
20 1.03 1.73 2.09 2.14 2.86 3.44 5.10
30 1.02 1.70 2.05 2.09 2.76 3.28 4.67
50 1.01 1.68 2.01 2.05 2.68 3.16 4.38
100 1.01 1.66 1.98 2.03 2.63 3.07 418
200 1.00 1.65 1.97 2.01 2.60 3.03 4.09
n—> 0 1.00 1.65 1.96 2.00 2.58 3.00 4.00
2.2. Typ B - Datenblattangabe des Messgerates

Das Messgerat selbst ist laut Herstellerangaben mit Unsicherheiten behaftet wie Nullpunkts-,
Empfindlichkeitsabweichung, Temperaturdrift und weitere Einflussfaktoren. Der Messaufbau und
das Messverfahren bringen nochmals Abweichungen hinzu. Diese Art von Unsicherheiten ug, die
nicht auf "statistische Weise" bestimmt wurden, sind unter Typ B - Standardunsicherheiten
zusammen gefasst. Deren Beitrage stammen in der Regel aus den unbekannten systematischen
Abweichungen, deren ,Standardabweichungen® geschatzt werden missen. Mdgliche Quellen
zum Schéatzen der ,Standardabweichungen® sind:

Angaben des Herstellers des Messgerates oder der Messeinrichtung;
Daten von Kalibrierscheinen und anderen Zertifikaten;
Daten aus friiheren Messungen oder anderen Vergleichsmessungen;

Erfahrungen oder allgemeine Kenntnisse Uber Verhalten und Eigenschaften der
relevanten Materialien und Messgerate;

Unsicherheiten, die Referenzdaten aus Handbuchern zugeordnet sind.

Mathematisch werden die Beitrage so behandelt, als waren es Standardabweichungen bzw.
Varianzen, mit einem Vertrauensniveau von jeweils 68%. In der Praxis werden die Unsicherheiten
der Messeinrichtung auf unterschiedliche Art und Weise angegeben. Die vier haufigsten Angaben
und deren Handhabung sind die Folgenden:

Wird in den Angaben des Herstellers oder Kalibrierzertifikats die Unsicherheit als ein
bestimmtes Mehrfaches einer Standardabweichung angegeben (erweiterte
Messunsicherheit), so errechnet sich die einfache Standardunsicherheit u(x;), indem der
angegebene Wert durch den Multiplikationsfaktor (Erweiterungsfaktor k) geteilt wird.

Beispiel: (20 + 0,004) Q (k=2)

0,004Q
Standardunsicherheit Typ B: u, =—

=0,002Q2

Wird die Unsicherheit in Form eines Bereichs mit einem Vertrauensniveau von
beispielsweise 90, 95 oder 99 Prozent angegeben und ist nichts anderes angezeigt, darf
man davon ausgehen, dass zur Berechnung der Unsicherheit eine Normalverteilung
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herangezogen wurde. Die Standardunsicherheit u(x;) wird mittels Teilung der
angegebenen Unsicherheit durch den entsprechenden Faktor der Normalverteilung (siehe
Tabelle2; t-Verteilung flir n — o) ermittelt. Die Faktoren, die den oben angegebenen
Vertrauensniveaus entsprechen, betragen 1,64; 1,96 und 2.58. In der Praxis wird meist
das Vertrauensniveau von 95% mit dem Faktor k=2 anstatt k=1,96 gleichgesetzt.

Beispiel: + 5mQ) Vertrauensniveau 95%

Standardunsicherheit Typ B: u, :% =2,55mQ2; (statt 1,96 kann auch 2 gewahlt sein)

2

(erst wenige Hersteller machen diese Angaben vgl. Multimeter Abb. 3 links oben)

e Garantiebereich
Vereinfacht gesagt, gibt der Herstelle in seinem Datenblatt einen Bereich -a bis +a an, in
dem der Messwert garantiert liegen wird. Dann liegt keine Gaussverteilung vor sondern
es wird der Messwert zu 100% in diesem Garantiebereich liegen. Solch eine Verteilung

Wenn es keine speziellen Kenntnisse Uber die mdglichen Verteilung innerhalb des
Bereiches -a bis +a gibt, lasst sich nur annehmen, dass im gesamten Bereich etwa die
gleiche Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten des Messwertes besteht (quasi Gleich- oder
Rechteckverteilung). Sind beispielsweise im Datenblatt des Messinstruments,
Messmittels keine weiteren Angaben zur Unsicherheit gemacht, wird stets eine
Rechteckverteilung angenommen. Ist die Differenz zwischen den Schranken

—a und +a gleich 2a, so wird die Standardunsicherheit wie folgt geschéatzt: u(xi):i

NG

Dies entspricht dem Wert der Standardabweichung einer Rechtecksverteilung. Damit
wurde diesem Garantiebereich —a bis +a eine der ahnlichsten Gaussverteilungen
zugeordnet (gleiche Standardabweichung). Somit kann jetzt diese gleichwertige
Gaussverteilung mit k=1 fur die weiteren Berechnung fir die Typ B Unsicherheit
verwendet werden. So ist auch die spater Zusammenfiihrung mit der Typ A Unsicherheit
vorbereitet.

Beispiel: +4mC) (keine weiteren Angaben)

4mQ)
Standardunsicherheit Typ B: 1, = == = 2,3mQ

NG

o Bei Messgeraten mit digitaler Anzeige erfolgt die Angabe der Messunsicherheit in der
Regel in der Form =*(x %+y dgts). Dabei bedeutet die Angabe x % die
Empfindlichkeitsabweichung. Dieser Beitrag bezieht sich deshalb auf den gemessenen
Mittelwert (nicht auf den Messbereich). Die Angabe ydgts beschreibt die
Nullpunktabweichung (d.h. einen Offset), welche fir den gesamten Messbereich glltig ist.
Mit dgts (digits) ist der Wert auf der letzten Stelle der Digitalanzeige gemeint. Diesem Wert
entspricht die im Datenblatt des Messinstrumentes angegebene Auflésung
(= kleinster wahrnehmbarer Unterschied in der Anzeige). Fur beide Unsicherheitsbeitrage
wird eine Rechtecksverteilung angenommen, sofern keine anderen Verteilungen
angegeben werden.

Beispiel: gemessener Mittelwert 3,24 V; Unsicherheit gemass Datenblatt des Multimeters
1(0,5 %+2 dgts)

Empfindlichkeitsabweichung: u, = 0,005 3,247 =0,0094)" .

NG

Mit \/5 wird hier die Rechtecksverteilung berticksichtigt.
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Nullpunktsabweichung:
_ 0,01V -2dgts

u

! V3
(Auflésung). Im Datenblatt sind als Nullpunktsabweichung — Garantieangabe zwei Digits
2dgts zu finden. Absolut ist also die Nullpunktabweichung als Garantieangabe wie folgt zu
berechnen 0,01V -2dgts =0,02) . Da im Datenblatt mit der Garantieangabe eine

=0,0115V ; Das Messgerat zeigt die Spannung auf 0,01 V genau an

Rechtecksverteilung vorliegt, muss dieser Wert noch durch \/5 geteilt werden.

Standardunsicherheit Typ B:

T \/(0,005-3,24V)2+(0,01V-2dgts)2 0015

Up = ME+MN: 3

Die Varianzen der einzelnen Unsicherheitsbeitrage kébnnen addiert werden.

Ist bei der Angabe der Unsicherheit eine von der Normalverteilung (Gaussverteilung)
abweichende Verteilung gegeben, so wird die Unsicherheit mit den im untenstehenden Bild 11
angegebenen Korrekturfaktoren berechnet. Mit Abstand am haufigsten kommt da die
Rechtecksverteilung vor. Die Verteilung rechts ist z.B. bei einer sinusférmigen Grosse gegeben,
die dann mit diesem Korrekturfaktor vom Scheitelwert zum Effektivwert der Grésse flihrt.

-a +a -a +a -a +a

Dreiecksverteilung: Rechteckverteilung: U-formige Verteilung:
a a a

- - s

Abbildung 11 Sonderverteilungen bei Unsicherheitsberechnungen und Darstellung Bereich -a bis +a 3

Beispiel fiir die Berechnung der Messunsicherheit des Typs B #

Im Zuge der Kalibrierung von Digitalmultimeter nach VDI/VDE Norm sollen vier
unterschiedliche Messunsicherheitsanteile zusammengefasst werden. Sie reprasentieren die
Messunsicherheitsanteile aus der Nullpunktsabweichung ao, Empfindlichkeitsabweichung ae,
Auflésung der Anzeige a; und aus Umgebungseinfliissen a,. Diese Gréssen sollen nicht
normalverteilt sondern gleichverteilt sein, d.h. Rechteckverteilung. Die Grosse a soll jeweils die
halbe Weite (siehe Abb. 11) der Rechtecksverteilung sein (+ Garantiefehler, Toleranz nach
Datenblatt). Es folgt die Standard-Messunsicherheit Typ B aller vier Messunsicherheitsanteile:

U, =\/§~ao2 +%-an +%-ar2+§~au2

3 W. Dutschke, Fertigungsmesstechnik, B.G. Teubner, Stuttgart 2002
4 Norm: DIN1319 und Kalibrierung von Messmittel fiir elektrische Grossen, Digitalmultimeter
VDI/VDE/DGQ/DKD 2622 Blatt 1, 1997
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2.3. Typ C — kombinierter Unsicherheit aus Typ A und B

Die Unsicherheitsbeitrage Typ A und Typ B miissen zusammengeflihrt aber nicht einfach addiert
werden. Dies deshalb, weil wir hier nicht den sehr unwahrscheinlichen Fall der maximalen
Abweichung bzw. Bereich um den Mittelwert betrachten missen, der der Garantieabweichung
mit 100% entspricht. Fir das GUM Messergebnis ist stets ein Bereich auszuweisen in dem der
tatsachliche Messwert z.B. mit 68% Wahrscheinlichkeit (k=1) oder mit 95% also k=2, aber nie mit
einer 100%-igen Trefferwahrscheinlichkeit liegt. Dieser 100% Bereich ware in der Praxis viel zu
gross und wirtschaftlich nicht brauchbar.

Daher wird auch hier die kombinierte Unsicherheit Typ C aus dem geometrischen Mittel errechnet
und Ublich fur 68% Wahrscheinlichkeit berechnet.

Beide Quellen der Unsicherheiten ua und us tragen gleichwertig zur resultierenden kombinierten
Messunsicherheit uc bei. Die Typ C Unsicherheit kann auch als geschatzte Standardabweichung
des Bereichs um den wahrscheinlichsten Schatzwert des Mittelwertes verstanden werden. Sie
wird entsprechend der Fortpflanzung von wahrscheinlichen unabhangigen Zufallsgréssen® aus
der Summe der Varianzen (ua?, ug?) wie folgt berechnet.

[ 2 2
Ur =AU, +Ug

Erweiterte Unsicherheit basierend auf dem geforderten Vertrauensniveau

Die erweiterte Unsicherheit gibt die Messunsicherheit des Messergebnisses bei einem
vorgegebenen Vertrauensniveau an. Je nach Anwendung schwankt das Vertrauensniveau, mit
dem das Messergebnis angegeben werden soll, zwischen 68 und 99%. Dies wird mit dem
Erweiterungsfaktor k berucksichtigt (z.B. k=1 bei 68%, k=2 bei 95%). Man erhalt die erweiterte
Messunsicherheit U mit

U=k-u,
X «--- wahrer Wert
E __. arithmetischer Mittelwert
P als Schitzwert fiir X

!
v X0

— +_#_ T X, X

E | i __ Standardunsicherheit
u(x(,):u(xo) des Mittelwertes

u(x) | (x) <--- kombinierte
o d\X) L U WY) 27 Standardunsicherheit

erweiterte ! erweiterte
Messunsicherheit ! Messunsicherheit

___ Vertrauensbereich

-— e

Abbildung 12 Darstellung des erweiterten Messunsicherheitsbereiches ©

5> W. Grénicher, Messung beendet was nun?; Teubner Verlag Stuttgart, 1996; ISBN 3-519-13659-7; besonders Kapitel 9.2;
Diese Fortpflanzung der Zufallsgrossen geht auf den Mathematiker Gauss zurlick, der sie erfolgreich schon vor zwei
Jahrhunderten bei der Landvermessung einsetzte.

6 F. Adunka in J. Hoffmann; Taschenbuch der Messtechnik;2002; ISBN 3-446-21977-3
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Tabelle 3 Empfehlungen fiir Annahme des Erweiterungsfaktors k (siehe Ref. 7)

Grad des erweiterte Einsatzgebiet
Vertrauens | Unsicherheit U
68,26% tu, - Physik und Vermessungswesen
- Physikalische Naturkonstante
95% +1,96u,. - Industrielle Messtechnik
- Basis aller ASTM Standards (American Society for Testing and
Meterials)

99,73% +3-u, - Biologie
99,98% t4.u, - Bremse im Kraftfahrzeug

- Luft- und Raumfahrttechnik

Obige Tabelle ergibt einen ersten Eindruck, welcher Wert fir den Erweiterungsfaktor k
angenommen werden soll. In den einzelnen Branchen und Normen wird darauf naher
eingegangen.

Vollstandiges Messergebnis angeben

Es wird ein Schlussresultat mit folgendem Inhalt bzw. 3 Zahlen erwartet :

m, +U (k=..)

Das Messergebnis und die Messunsicherheit wird auf so viele Kommastellen genau angegeben,
wie das Messgerat abgelesen wurde. In der Praxis wird der Unsicherheitsbereich typisch mit zwei
signifikanten Stellen angegeben.

Beispiel zur Unsicherheitsangabe entsprechend DKD °

Das mit einer Waage gemessene Gewicht des Gewichtsstlicks mit dem Nennwert 10 kg betragt
10.000°025 kg + 59 mg (k=2).

Bedeutung:
Bester Schatzwert des Messergebnisses: 10.000°025 kg

Messunsicherheit von + 59 mg

Angegeben ist die erweiterte Messunsicherheit, die sich aus der Standardmessunsicherheit durch
Multiplikation mit dem Erweiterungsfaktor k = 2 ergibt. Sie entspricht bei einer Normalverteilung
der Abweichungen vom Messwert einer Uberdeckungswahrscheinlichkeit von 95,45 %. In der
Praxis ist die Verteilung keine exakte Gaussverteilung und damit konnen die obigen
Vertrauenswahrscheinlichkeiten nur als Schatzwerte verstanden werden, die aber fir die meisten
Anwendungen ausreichen. Daher genugt es in der Praxis bei k=2 der Einfachheit halber nur die
Zahl 95% flr den Vertrauensbereich anzugeben.

7 M. Bantel, Grundlagen der Messtechnik, Messunsicherheit von Messung und Messgerit; Fachbuchverlag Leipzig 2000
8 GUM oder DIN 1319-3: 1996-05 oder DIN V 13005
9 sieche Dokument DKD 3 des DKD Deutscher Kalibrierdienst; www.dkd.de bzw. www.ptb.de
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3. Messunsicherheit mit Teilmessungen

Soll beispielsweise die Flache eines Rechtecks genau berechnet werden, so muss in die
Berechnung dieser Unsicherheit der Flache, die Unsicherheit der Messung der jeweiligen
Kantenlange eingehen. Wie ist dabei vorzugehen? Das formale Vorgehen ist gleich wie bei der
Berechnung z.B. des elektrischen Widerstandes durch Division von Spannung durch Strom.

Das Messergebnis F soll ganz allgemein eine Funktion von N Teilmesswerten f; sein
F=F(f1, f2,..fN).

Beispiel: Es soll der ohmsche Widerstand R aus den Teilmessgrossen Spannung U und Strom |
berechnet werden. Gesucht ist die Unsicherheit des Widerstandes u(R).

F=R
f1=U
f2=/

Der Mittelwert des Widerstandes m(R) wird aus dem Mittelwert m(U) der Teilmessgrésse
Spannung U und dem Mittelwert m(l) der Teilmessgrésse Strom | wie folgt berechnet.
m(U)

Ty

Allgemein gilt, dass der Mittelwert m(F) aus den einzelnen Mittelwerten m(f) mit oft viel
komplizierteren Formeln zu berechnen ist.

m(F) =F[m(f1), m(f2),.. m(fn)].

Wir gehen davon aus, dass bei allen Mittelwerten bereits eine Korrektion um die jeweilige
bekannte systematische Abweichung durchgefuhrt wurde. Von den jeweiligen Teilmessung sind
die Mittelwerte m(fy) und Standardabweichungen bzw. resultierenden Unsicherheit der
Teilmessungen bekannt s(fk)= u(fk). Es liegen die Teilresultate m(fi) £ u(f) vor.

Nachfolgend sollen nur die einfachen Rechenregeln fiir die Grundrechnungsarten bei der
Fortpflanzung von zwei Teilmessgrossen fx zur Zielmessgrésse F behandelt werden. Herleitung
dazu siehe Fachliteratur z.B. Referenzen in Kapitel 2.3.

3.1. Multiplikation und Division der Teilgrossen

Merkregel 1: Sowohl bei der Multiplikation als auch bei der Division von zwei Teilmessgréssen
fi, fo errechnet sich die Unsicherheit u(F) im Resultat F, aus dem geometrischen Mittel der
Teilunsicherheiten u(fc) bezogen auf den jeweiligen Mittelwert m(fx).

F=f-f,und F=&L = (M(F)J :[u(fl)J +(u(fz)]
/> m(F) m(f,) m(f,)

3.2. Addition und Subtraktion der Teilgrossen

Merkregel 2: Die Addition bzw. Subtraktion von Teilmessgrdssen fi, f> fuhrt zur Addition der
Varianzen (auch bei der Subtraktion) der Teilmessgrossen fir die Gesamtunsicherheit u(F) des
Resultats von F.

F=fixf, = wF) =u(f) +u(f,)’
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Rechenbeispiel 1: Widerstandsbestimmung zur Fortpflanzung der Unsicherheiten:

An einem Temperatursensor (PT1000 Platinwiderstand) wurde mit einem Amperemeter
nachfolgendes Messergebnis flr den Strom und mit einem Voltmeter nachfolgende

Spannung ermittelt.
[=90.0pA +/- 0.2pA k=1  und U=110.0mV +/- 0.2mV k=1
Geben Sie das vollstdndige Messergebnis fur den daraus errechneten Widerstand an.

Losung berechnet aus den Teilmessgrossen elekt. Strom und elekt. Spannung:

/) A o S
() A jarl .
= 77 — —_— s LA £
= ) y/da
SR N
p ¢ —
/
f « (V)| —
| — ; i — . Fy N
—— | /-/ » [ A = /(Q;F_g’_“ﬁr | 4+ (O O
[ V]
v
A <
& X ' 5 (i ,'/\_ = /”)
v

Rechenbeispiel 2: Summenspannung zur Fortpflanzung der Unsicherheiten:

Zwei in Serie geschaltete elektrische Batterien wurden mit zwei baugleichen Voltmetern
vermessen. Als beste Schatzwerte wurden 12.50V fur die erste und 13.60V fur die
zweite Batterie erhalten. Beide Messungen waren mit einer relativen GUM Unsicherheit
von 0.2% bei k=1 verbunden. Geben Sie aus diesen Teilmessgrdssen die resultierende
Gesamtspannung mit Unsicherheit und korrekter Schreibweise nach GUM an.

Weitere Rechenbeispiele mit Losungen im Kapitel 7

Skript Messunsicherheit 2019 Seite 21 / 34 F. Baumgartner, bauf@ZHAW.ch



4. Entwicklung Messwesen — Hierarchien / Pyramide

Eichen ist das Messen auf Basis gesetzliche Grundlagen. (siehe Definitionen Kap. 5)

In jedem Kanton sind fur bestimmte Gebiete Eichmeister ermachtigt um die Aufsicht fur das
,Gesetzliche Metrologie“ das regionale Eichwesen zu gewahrleisten. www.metas.ch/

Die Eichmarke tragt die Angabe der zustandigen Stelle sowie das Ablaufdatum der Giltigkeit der
Eichung. Die messmittelspezifischen Verordnungen legen fest, welche Verfahren fur welche
Messmittel anwendbar sind und regeln die Haufigkeit der Prufung.

("+ Realisierung der Masseinheiten
4 @ - Aufbau Infrastruktur zur
2 Bewertung und Kalibrierung
Nationale von Messinstrumenten

Genauigkeit VIESSHASIE

~+ Stindige Verbesserung durch
eigene F&E-Arbeiten

U

« Technische
Kalibrierdienst Entwicklung

Eichdienst

* Innovationsférderung

quu!% B S « Freier Handel
Konsumentenschutz

a

Za

i Handel,

==} Sicherheit,

' Gesundheit, und
Umweltschutz

Forschung, Industrie
und Gewerbe

B

Abbildung 13 Das Messwesen in der Schweiz - Hierarchien der Infrastrukturen [5] Zuoberst steht in der
Schweiz das METAS Eidgendssisches Institut fir Metrologie.

Abbildung 14 Genigt ein Messmittel den Anforderungen, so wird die Nacheichung durch Anbringen einer
Eichmarke bestatigt. www.metas.ch

Das METAS beschreibt seine Aufgaben zur Marktiiberwachung so: ,Die Markttiiberwachung
ermaoglicht es in der Schweiz und auch international gegen unlautere Wettbewerbspraktiken
vorzugehen. Fir die Marktiiberwachung auf dem Gebiet der Messmittel ist das METAS in
Zusammenarbeit mit den Vollzugsorganen des gesetzlichen Messwesens zustandig. Die
Marktiberwachungsbehdrden prifen, ob die in den einschlagigen Richtlinien festgehaltenen
Bestimmungen von den Herstellern und Inverkehrbringern eingehalten werden. Uberwacht
werden nicht nur schweizerische Produkte, sondern auch Messmittel, die aus der EU oder
Drittstaaten importiert werden.*

vgl. auch Firmenhinweise flr Serviceleistungen im Messwesen: https://www.esz-
ag.de/service/fag-reparieren.html oder www.calplus.de/
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4.1. Gesetzliche Vorgaben Stromzahler Schweiz

Dieses Kapitel gilt als optionaler Lehrinhalt und dient nur zum Praxisbezug auf dem Gebiet der
elektrischen Messtechnik.

Vgl. auch Ref [6]
https://www.admin.ch/opc/de/classified-compilation/20142068/index.html#
941.251

Verordnung des EJPD iiber Messmittel fiir elektrische Energie und Leistung
(EMmV)

vom 26. August 2015 (Stand am 1. Oktober 2015)
Das Eidgenossische Justiz- und Polizeidepartement (EJPD),

gestiitzt auf die Artikel 5 Absatz 2, 8 Absatz 2, 11 Absatz 2, 16 Absatz 2, 17 Absatz 2, 24 Absatz
3 und 33 der Messmittelverordnung vom 15. Februar 20061 (MessMV),

verordnet:

2. Abschnitt: Elektrizitatszahler
Art. 6 Verfahren zur Erhaltung der Messbestandigkeit

! Zihler miissen vom Eidgendssischen Institut fiir Metrologie (METAS) oder von einer
erméchtigten Eichstelle wie folgt nach dem Verfahren nach Anhang 7 Ziffer 1 MessMV
nachgeeicht werden:

a. Zahler mit elektronischem Messwerk: alle 10 Jahre;
b. Zahler mit elektromechanischem Messwerk: alle 15 Jahre.

2 Das METAS kann die Fristen nach Absatz 1 im Einzelfall verkiirzen, wenn der Verdacht
besteht, dass die Messbestiandigkeit bereits vor Ablauf der Frist nicht mehr gegeben ist. Es kann
ergdnzende Priifungen anordnen.

3 Zihler kdénnen auf Antrag der Verwenderin dem statistischen Priifverfahren nach Anhang 4
unterzogen werden. Die dem statistischen Priifverfahren unterstellten Zéhler behalten ihre
Eichgiiltigkeit, solange die Zahler der Stichprobe die Anforderungen nach Anhang 4 Buchstabe
F einhalten. Vom statistischen Priifverfahren ausgeschlossen sind Zdhler, die bereits einmal dem
statistischen Priifverfahren unterstellt waren und anschliessend in das Priifverfahren nach Absatz
1 iiberfiihrt wurden.

Art. 7 Genauigkeitsklassen

! Fiir die Messung des Wirkenergieverbrauchs in Privathaushalten diirfen Wirkenergiezihler der
Genauigkeitsklassen A, B und C verwendet werden.

2 Fiir die Messung des Wirkenergieverbrauchs im Gewerbe oder in der Leichtindustrie diirfen
nur Wirkenergiezihler der Genauigkeitsklassen B und C verwendet werden.
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3 Fehlergrenzen

Tabelle 2: Fehlergrenzen in Prozent unter Nennbetriebsbedingungen und bei

definiertem Laststrom und definierter Betriebstemperatur

Betnebstemperaturen

+52Chbis+30°C | —-10°C bis +5°C | —25 °C bis +10 °C | 40 °C bis -25 °C
oder oder oder
+30 °C bis +40 °C | +40 °C bis +55 °C | +55 °C bis +70 °C

Zihlerklasse A B C A B C A B C A B C
Einphasenzihler; Mehrphasenzihler bei symmetrischer Last
Inin <7< Iy 35] 2 1 S5 125113 7 351171 9] 4] 2
Tte <1< Imax 351 2 107145125 1 713511319 4115
Mehrphasenziahler be1 einphasiger Last
Tip <1< Imax™ 4 1251 1 5 311317 4 1 L7) 9 145] 2

* Ausnahme: Fiir elektromechanische Mehrphasenzihler ist der Bereich der Strom-
stiarke bei einphasiger Last auf 5 [ty < I < Imax begrenzt.

Imin = Wert von /, oberhalb dessen die Abweichung innerhalb der fiir die Klasse spezifizierten
Fehlergrenzen liegt (Mehrphasenbetrieb mit symmetrischer Last);

Itr = Wert von /, oberhalb dessen die Abweichung innerhalb der niedrigsten fiir die Klasse spezifizierten

Fehlergrenzen liegt;

In = Referenzwert von /, fiir den Messwandlerzihler ausgelegt sind;

Imax = Hochstwert von /, bei dem die Abweichung innerhalb der Fehlergrenzen liegt;

Tabelle 6: Wirkenergiezédhler (Klassen C, B und A).
Priifpunkte und Eichfehlergrenzen

Prafpunkt Leistungs- | Zahlerart | Belastungsart bei | Eichfehlergren-
faktor Mehrphasenzédhlern zent
£ Mit Adobe Acrobat bearbeiten fur dle(;/:;assen
! cos @ cC B A
0.2/ 1.0 alle sym. 10| — | —
04/ 1.0 alle sym. — 15| 25
1.0 Iy 1.0 alle sym. 05| 10 | 20
1.0/, 0.5 g mehrph. einseitig 1.0 | 20 | 3.0
1.0/ 0.8 kap alle sym. 05| 10| —
1.0 Iy 0.5 kap alle sym. —_ | — | —
0.5 lnax 1.0 alle sym. 05|10 | 20
1.0 Iy 1.0 alle einseitig 1.0 | 20 | 3.0

' Die Prifung ist an allen vorhandenen Strommesskreisen vorzunehmen.
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5. Begriffe — Einheiten- Definitionen

Messabweichung Verfalschung des Messergebnisses durch Unvollkommenheiten
des Messobjekts, der Messgerate und -verfahren, sowie durch
Einflisse der Umwelt, wie Temperatur, Fremdfelder u. dgl.

Messbereich: Der Messbereich gibt Auskunft Gber den zulassigen Einsatzbereich.
In der Praxis ist der Messbereich des Sensors nach oben (und ggf.
auch nach unten) immer ein paar Prozent grosser zu wahlen als der
zu erfassende Bereich. So kdnnen Messbereichsliberschreitungen
detektiert und der Sensor vor Uberlast geschiitzt werden. Im
unteren Teil des Messbereichs kénnen sich bei manchen Sensoren
Probleme mit der Auflésung und der Linearitat ergeben. Deshalb
sollten Sensoren in der oberen Halfte des Messbereichs betrieben
werden.

Empfindlichkeit: Die Empfindlichkeit gibt an, wie stark die Ergebnisgrésse von der
Messgrosse beeinflusst wird. Liegt ein linearer Zusammenhang vor,
ist diese Empfindlichkeit im gesamten Messbereich konstant.

dy A
dx Ax Y =y, + k*x
Ay
y
y = f(x) Yol
Ay AX X
AX X
Garantiefehlergrenzen: Die Garantiefehlergrenzen eines Messgerats sind die vom

Hersteller garantierten (100%) maximal zulassigen Fehlergrenzen
(Grenzen der Messabweichung). Die gesamte Messabweichung
umfasst die systematischen und die zufalligen Messabweichungen
des Messgerats sowie die Einflusseffekte auf das Messgerat. Sie
sind auf den Messbereichsendwert bezogen und kdnnen

zweiseitige () oder einseitige (+ oder -) Messabweichungen sein.

Eichen/Messen Messen, auf der Basis der gesetzlichen Vorschriften fir diesen
Sektor bzw. Anwendungsfall (Tankstelle, Waage, Stromzahler...)

In jedem Kanton sind flr bestimmte Gebiete Eichmeister
ermachtigt, um die Aufsicht fur die ,Gesetzliche Metrologie® das
regionale Eichwesen zu gewahrleisten. www.metas.ch/

Kalibrieren Messen, bei dem nicht ein spezielles Eichgesetz fiir diesen Sektor
bzw. Anwendungsfall zu beachten ist, wie die meisten Falle in der
industriellen Messtechnik bzw. im Gewerbe.
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6. Messunsicherheit — Kalibrierung Spannung

Dieses Kapitel gilt als optionaler Lehrinhalt und dient zur Vertiefung des Praxisbezugs.

Beispiel: Der Kalibriergegenstand ist eine hochstabile Fixspannungsquelle fiir die
Prozesstechnik. Diese liefert eine im Regelbereich von 0 V bis 10 V fest einstellbare Spannung

|— nfa

H Ohmsche Last H

Priifling

b

‘ 50 nV, Rechteck H Auflosung

I

2,0 uv, systematisch H Messabweichung )-

|
‘ 1,9 pV, normal, 95% ’—| Messunsicherheit F + Normal
ca. 2 Vv, zu l . )_
[ diskutieren Interpolation
I 2,3 uV, rechteck H Drift F
50 mQ, rechteck Busheantss Kabel

‘ 0,2 pV, rechteck H Thermospannung

Konnektoren

100 p0), rechteck U_bergapgs—

-I Messmittel )-

{ Gleichspannung

Messreihe

‘ 0,5 pV, normal H

H Wiederhoiprézisfan Messverfahren %

‘ n/a —H Anwender )-

‘ 0,2 pv, rechteck H Temperatur
‘ n/a H Feuchte Um_gebungs—
‘ n/a H Storfelder

Abbildung 8.2:3: Wirkungsdiagramm zur Direktmessung der Spannung mit Darstellung von Schiatzwerten zu den Einfliissen

Kalibrierung einer Gleichspannungsquelle

Varianzen Einfluss WDF G c n u Gew. Anteil (u?)
Unsicherheit der Kalibrierung 1,90 E-6 V N 1,000 | 0,500 | 5,00 E+1 950E-7V .:[ 19 %
Linearitit der Messmittelkennlinie 2,00 E-6V R [ 0577 | 1,000 |900E+99 | 11566V | I ] 28%
Drift 230E-6V R | 0577 | 1,000 | 900E+99 | 133E-6V B 37%
Anzeigenauflosung Normal 2,24 E-9V N 1,000 | 1,000 | 4,00 E+0 2,24 E-9V 0%
Ubergangswiderstiinde 0,00 E+0V R | 0577 | 1,000 | 900E+99 | 0,00E+0V 0%
Wiederholprazision 840E-7V N 1,000 | 1,000 | 4,00 E+0 840 E-7V 159%
Thermospannung 2,00E-7V R | 0,577 | 1,000 | 900E+99 | 1,15E-7V 0%
Umgebungsbedingungen 200E-7V R 0,577 | 1,000 | 9,00 E+99 1,15E-7V 0%
Kovarianzen Korr u

[n/a | [ 0,000 ] | 000E+0V | 0%
Systematische Abweichungen Einfluss WDF G c n u

[Messabweichung | 200E-6v [ s [ 1,000 0000 [ 500E+1 [ 000E+0V | 0%
Bestimmung der erweiterten Messunsicherheit n u

‘ Messunsicherheit (u) mit systematische Anteile (unkorrigiert)

DS 2066y | GG

‘ Erweiterungsfaktor k, gem. Studenttabelle fiir 95%

| 2,00

‘ Erw. Messunsicherheit (Ug g5) mit systematischen Anteilen

4,35E-6V

Tabelle 8.2:3: Messunsicherheitsbilanz Direktmessung der Spannung mit Korrektur sysematischer Abweichungen

Obige Inhalte stammen aus Unterlagen von B. Pesch nach Referenz [2]
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7. Rechenbeispiele zur GUM Analyse

7.1.1) Messunsicherheit der Leistungsmessung

Die Ablesung eines Wattmeters hat nachfolgende 5 Messwerte in Watt erbracht:

101.0, 102.0, 103.0, 104.0, 105.0.

Das Messgerat hat Klasse 1 mit Messbereich 200W. (Hinweis: t-Vertrauensfaktor=1.14)
a) Berechnen Sie die resultierende Messunsicherheit Typ A nach GUM

b) Geben Sie das vollstandige Messergebnis fur (k = 1) mit korrekter Schreibweise an.

a)
Mittelwert= 103.0 W 101 102
Standardabweichung= 1.58 W
Standardabweichung Mittelwert= 0.71W
1.14 t-Wert Typ A= 0.81 W
b)
Wattmeter Klasse 1.0% v.MB 200 Watt, Messbereich
2 Ohm Typ B= 1.2 W
ures= 141 W
vollstandiges Ergebnis 103.0 +/- 1.4 in Watt (k=1)

7.1.2) Widerstandsmessung mit einem DMM als Ohmmeter

Das Ablesen eines DMM hat folgende Messwerte in Q im 120 Q-Bereich erbracht:
10.013, 10.002, 9.998, 10.001, 9.986. Die Messung erfolgte als 4-Leiter-Schaltung. Angaben zum
DMM, Auflésung: 1 mQ; Garantieabweichung £(0.05% v. MW + 8 dgt);

a) Berechnen Sie die Messunsicherheit Typ A nach GUM
b) Geben Sie das vollstandige Messergebnis fur (k = 1) mit korrekter Schreibweise an.
Lésung:

a) mit teg(5) = 1.14; R = 10.000 Q, Standardabweichung(R) = 9.670 mQ, ua(R) =4.930 mQ
b) us(R)=5.45mQ, uc(R)=7.346 mQ, R=10.000Q +0.008 Q (k=1)

7.1.3) Messunsicherheit eines Digitalmultimeters DMM

Ein digitales Amperemeter zeigt am Display den Wert 0.900 A an im Messbereich von 2 A.
(Herstellerangaben nach Geratedatenblatt: 0.1% v. MW., 0.05% v. EW.). Berechnen Sie die Typ B
Messunsicherheit (k=1) mit korrekter Schreibweise (achten Sie auch auf die relevanten Stellen)

Empfindlichkeit 0.10% vom Messwert m unten
m= 0.900 A
aE= 0.001
Nullpunkt: 0.05% vom Endv 2 A
aN= 0.0010 A
ub=wurzel(aN*2+aE”"2)/3)= 0.0008 A
Ergebnis ( +/- 0.001 )A mit k=1

7.1.4) Auswabhlkriterien fiir DMM
Eine Spannung von ca. 10 V soll auf +0.6% genau mit einem Vertrauensbereich von 95.5% gemessen
werden.
a) Die Unsicherheit vom Typ A wird zu Beginn vernachlassigt. Wie gross darf dann die Typ B Unsicherheit
fur (k=1) sowie die Garantieabweichung des Voltmeters in Volt maximal sein?
b) Wie gross wéare die resultierende Unsicherheit, wenn eine Typ A Unsicherheit von der gleichen Grdsse
wie jene vom Typ B zuséatzlich auch auftritt. (2P)
Ldsung:

a) 60mV flur k=2 daraus folgt 30mV fiir k=1; Garantieabweichung Faktor Wurzel(3) grosser 52mV

b) Faktor Wurzel(2) grésser da zweimal gleiche Beitrage 43mV (k=1) und 85mV (k=2) oder 0.85%
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7.1.4) Strommessung mit einem DMM

Mit einem DMM in Serie zu einem Widerstand R wurden kurz hintereinander die beiden Stromwerte
12.524 mA und 12516 mA von der digitalen Anzeige abgelesen. DMM-Datenblatt wie folgt

Tabelle 6-1 DC-Auflosung, Full-Scale-Messwert und Genauigkeit [+ (% des Messwerts + Zahl des
niedrigstwertigen Bit)] (Fortsetzung)

Maximum Genauigkeit Typische Lastspannung
Funktion Rate Bereich Aufldsung M ot (Ein Jahr: Ei impedanzl!! 4]
esswe 23°C + 5°G] ingangsimpeaanz
12.0000mA 00001 mA 119999  0,05%+ 15 <015V
120000mA  000TmA 119999 0.05% +5 <15V
Langsam —

120000 mA 0,01 mA 119999 02% +5 <03V

12,0000 A 0.0001A 11,9999 02% +5 <06V

40,000 mA 0.001mA 39,999 0.1% +6 <05V

Stromsiske Madi 120,00 mA 0,01 mA 119,99 01% +3 <15V
omstarke WeAUM  y000mA  01mA 11988 02%+3 - <03V
12,000 A 0.001A 11,999 02%+3 <06V

a) Berechnen Sie die Messunsicherheit Typ A nach GUM fiir diese zwei Anzeigewerte (2P)

2
m, = %Zli =12,520mA

i=1

2
s, = /%2(1[ —m, ) =5,6569-10°mA
i=1

S
V2

b) Berechnen Sie dafir die Messunsicherheit Typ B nach GUM.(Datenblatt: Rate/ Medium) (2 P)

mitt=1.84 folgt wu,(l)=1t,(1)~~=7,440-10"mA

%. 24 (6- g
uB(I):\/(o.m 12.520mA)" +(6-0.001mA)” _ o

3

c) Geben Sie das vollstandige Messergebnis fiir (k = 1) mit korrekter Schreibweise an. (2 P)

ug (1) = (1) +ug (1) =0,0109 mA
[ =12,520mA+0,011 mA (kzl)
d) Welche Ursache hat der Spannungsabfall an einem typischen DMM bei der Strommessung? (1 P)

Spannungsabfall am internen Shunt Widerstand im Amperemeter

e) Wie klein darf der Widerstand sein, der an den dusseren Anschlissen des DMM wie oben beschrieben
geschaltet ist, damit der Spannungsabfall am DMM (siehe Datenblatt) kleiner als 1%, (Promille) vom

Spannungsabfall am externen Widerstand ist? (1P)
0,5V
<= =12,5Q emass Datenblatt

b

R>%=M:1000-RDMM =12,5kQ
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7.1.5) Spannungsmessung mit einem DMM

Mit einem DMM wurden kurz hintereinander die folgenden Anzeigewerte erhalten
(Student t-Faktor 1.32)

1 190.0100 mV
2 190.0000 mV

3 |89.9950 mV

Das verwendete Voltmeter ist vor einem Monat produziert worden und der Hersteller
garantiert die folgenden Spezifikationen:

Genauigkeitsspezifikationen + (% des Messwerts + % des Bereichs:l1

Funktion Bereich® Frequenz, 24 Stunden’ 90 Tage
ete. 23°C £1°C 23°C £5°C
OC-Spannung 1000000 mv 0,0030 + 0,0030 0,0040 + 0,0035
1,000000 v 0,0020 + 0,0006 0,0030 + 0,0007
10,00000 V 0,001% + 0,0004 0,0020 + 0,0005
100,0000 V 0,0020 + 0,0006 0,0035 + 0,0008

a) Berechnen Sie die Messunsicherheit Typ A nach GUM flr die Messung mit obigen Anzeigewerten.

A

TIE CID WIHTGRLIVT T MG UGN LY S d 1)
| A 7 Z -2 . e '.\ < .
:‘L_ = ll\_t‘ f CCa3 ' C ceA¢ * ¢ O COGE - L 7
\ A

LS O D ImV

b) Berechnen Sie dafir die Messunsicherheit Typ B nach GUM.

a= 0.004 ae= 0.00360 Uo= 0.00202 Ue= 0.00208
WURZEL((G16"2+J16"2)/3)
us=0.00290 mV richtig!
Mit der Nullpunktsabweichung nach Datenblatt aoc und Empfindlichkeitsabweichung ae

c) Geben Sie das vollstandige Messergebnis fiir 95%-ige Wahrscheinlichkeit korrekt an.
aus geometrischen Mittel aus ua und us folgt uc=0.00650 mV bei k=1
(90.0017 +/- 0.0130 )mV (k=2)

e) Wie hoch muss die Anzahl Bit, des verwendeten A/D Wandlers mindestens sein, um die Auflésung wie
oben im Datenblatt des Digital-Multimeter angegeben, zu erreichen?

Auflésung 100mV auf 0.0001mV Bit=(In(100/0.0001))/In2 = 20 bit
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7.1.6) Vergleich Messunsicherheit der Spannungsmessung mit 2 Digitalmultimetern

Eine Spannung wurde gleichzeitig mit zwei baugleichen DMM gemessen: Messbereich: 200 mV,
Garantiefehlergrenze: £(0.5% v. Messwert. + 0.1% v. Messbereich); Messwert 1 (DMM1): 22.0 mV,
Messwert 2 (DMM2): 22.5 mV. Die Typ A Unsicherheit ist in beiden Fallen verschwindend klein.

a) Geben Sie beide vollstandigen Messergebnisse fur (k = 1) mit korrekter Schreibweise an
b) Gibt es mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% eine Uberlappung der Ergebnisse.

c) Konnte ein weiteres DMM mit der Garantiefehlergrenze +(0.2% v. Messwert. + 3 dgt) und Messbereich
2V, bei folgendem digitalen Anzeigefeld in V: _. | mit einem der obigen DMM bei der betrachteten
Spannung von 22 mV kalibriert werden? Begriinden Sie es auf der Basis des Resultats der berechneten
Unsicherheit.

Lésung
a) DMM1 DMM?2 Garantiefehler
m [mV]= 22.0 22.5 0.5% v. MW
ub1 [mV]= 0.13 0.13|geometrische Mitte¢ 0.1% v. MB
ub2 [mV]= 0.18 0.18|Maximum
DMM1 in mV 22.00 +/- 0.13 k=1
DMM2 in mV 2250 +/- 0.13 k=1
b) JA
untere Grenze k=2 22.24 | mit ub1
obere Grenze k=2 22.26 mit ub1
untere Grenze k=2 2214 | mit ub2
obere Grenze k=2 22.36 mit ub2

JA, mit beiden Berechnungsformen von ub1, ub2 gibt es einene Uberlapp

c)

m [mV] 22 Garantiefehler
a_MW [mV] 0.044 0.2% v. MW
a_MB [mV] 3 3 digit
ub [mV] 1.73

ja, die Unsicherheit des zu kalibrierenden Geréats ist ca. zehnmal grésser als
obiges genaues Referenzmessgerates

7.1.7) Messunsicherheit in °C eines Widerstands Temperatursensors

Die Widerstandsmessung an einem PT100 Sensoren erbrachte einen Mittelwert von 125 Ohm.

a) Geben Sie die fiir obigen Widerstand, die ermittelte Temperatur des Sensors an
(eine einfache Linearisierung genigt mit Widerstand bei 0°C RO = 100 Ohm, Temperatur-
Koeffizient TC=0.385 Ohm pro Grad)

b) Geben Sie die resultierende Messergebnis in °C an, wenn die Widerstandsmessung mit einer
relativen Unsicherheit von 0.2% bei k=1 erfolgt ist. Berlicksichtigen Sie zusétzlich, dass die
Garantiefehlergrenze des PT100 Sensors bei dieser Temperatur nach Herstellerangaben +/-
0.16°C ist.

Lésung

a) dR=125-100 Ohm= 250hm; Temperaturkoeffizient TC=0.385 Ohm pro Grad

T= dR/TC=64.94°C

 TuR)T [u(Tsens)]  [[0.002:125Q7T [0.16K | _
. L,(T)_J[ (k)" futte }—J[o.gng 16T asox

Ergebnis: (64.94 +/- 0.66)°C (k=1)
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Rechenbeispiele zur Fortpflanzung der Unsicherheiten

7.2.1) Widerstandsmessung mit zwei U/l Digitalmultimeter

Der Widerstand eines relativ hochohmigen Objekts wird durch gleichzeitiges Messen von Spannung und
Stromstarke mit zwei DMM ermittelt. Die Mittelwerte der Ablesewerte betragen U = 34.205 V und
/=0.0425 mA. Die Typ A Unsicherheit ist zu vernachlassigen. Angaben zum DMM:

DC Spannungsmessbereich: 120 V; Auflésung: 0.001 V;

Genauigkeit: £(0.012% v. Messwert + 5 dgt); Innenwiderstand: 10.1 MQ
DC Strommessbereich: 12 mA; Auflésung: 0.0001 mA,;

Genauigkeit: £(0.05% v. Messwert + 15 dgt); Widerstand ( 0.15 V bei 12mA)
a) Skizzieren Sie das Messschema und berechnen Sie den Spannungsabfall am Amperemeter
b) Geben Sie das resultierende Messergebnis fir (k = 1) fur den Widerstand an (Schreibweise)

c) Geben Sie das Messergebnis fur ein Vertrauensniveau 95% an, mit korrektere Schreibweise (1 P)

Lésung:

a) stromrichtige Widerstandsschaltung;
absolut: AR=0.15V/12mA =125Q Abfall an diesem Shunt: 0.531mV

b) R =2805KkQ (804.82 kQ auf 3 signifikante Stellen runden, wegen Stromstarke)
u (U)=34.205V + 0.004V (k=1) und u (1)=0.0425mA + 0.0009mA (k=1)
geometrisches Mittel der relativen Unsicherheiten: uc(R) = 16.40 kQ (k=1)

c) R=805kQ+32kQ (k=1.96)

7.2.2) Fortpflanzung bei U/l Messung fiir Widerstand und Leistung an R

An einem elektrischen Widerstand lieferte die Strommessung nachfolgendes Messergebnis:
I= (2.000 +/- 0.002) A mit k=1. Die Spannung am Widerstand wurde mit (9.000 +/- 0.003)V mit k=1
bestimmt. Berechnen Sie aus diesen Teilmessungen den Widerstandswert und die Leistung mit den
zugehorigen Unsicherheitsangaben. Geben Sie die resultierende Messunsicherheit in Ohm flr ein
Vertrauensniveau von 95,5% an. (achten Sie auf die relevanten Stellen bei der Schreibweise des
Ergebnisses)

Mittelwert Widerstand m R= 4.500 Ohm
Mittelwert Leistung m P= 18.000 W
relative Unsicherheiten U u Um U= 0.00033
relative Unsicherheiten | ul/ml= 0.001
relative Unsicherheiten R und P ((u Um UY2+(u I/m )A2)"0.5= 0.00105
Unsicherheit Widerstand k=1 0.005 Ohm
Unsicherheit Leistung k=1 0.019 W
Unsicherheit Widerstand k=2 0.009 Ohm
Unsicherheit Leistung k=2 0.038 W

Messresultate:
Widerstand (4.500 +/- 0.005)Q mit 95% Uberdeckungswahrscheinlichkeit
Leistung  (18.000 +/- 0.038)W mit 95% Uberdeckungswahrscheinlichkeit
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7.2.3) Fortpflanzung — Serieschaltung Spannung

Drei elektrische Widerstande sind in Serie geschalten. Den einzelnen Teilspannungen zeigen jeweils
konstante Anzeigewerte ohne Schwankungen mit 1V, 2V und 20V. Die baugleichen DMM (siehe
nachfolgendes Datenblatt) werden fur die jeweilige Teilspannung im optimalen Messbereich betrieben.

(Rate wird mit ,Langsam* gewahlt).
Tabelle 6-1 DC-Auflésung, Full-Scale-Messwert und Genauigkeit [+ (% des Messwerts + Zahl des
niedrigstwertigen Bit}]

Maximum Genauigkeit Typische |
Funktion Rate Bereich Auflasung (Ein Jahr; . P 1]
Messwert 23°C + 5°C) Eingangsimpedanz

120,000 mV  0,001mV 119,999 +0,012%+ 8 10,0Ma
1,20000V 000001V 179999  #0012%+5 10,0 MQ

Langsam 12,0000V 00001V 119998  +0,012%+5  111MQ
120,000V 0,001V 119,999  0,012%+5 10,1 MQ
100000V 0,01V 1000,00 131 +0,012%+5  10,0MQ

Geben Sie das resultierende Messresultat der Gesamtspannung als Summe der drei Teilspannungen an

fir k=2 in idealer Schreibweise. (6P)
—— ul /mvV=0.075 (1.5 P)
u=\/(ae +an’)/3 = u2 /mv=0.320 (1.5 P)
ae=0.00012*1V =0.12mV;an = 0.05mV u3 /mv=_3.202 (1.5 P)
ae=0.00012%2V =0.24mV:an = 0.5mV ug/mv=| 3.219 (0.5P)
ug(k=2)ymV=6.438 (0.5 P)

ae=0.00012%20V" = 2.4mV;an=5mV" yres= (23.000 +/-  0.006) V (k=2) (0.5 P)

2 2 2
ures =+Ju” +u,” +u, =

7.2.4) Fortpflanzung — Parallelschaltung von Widerstanden

Zwei elektrische Widerstande wurden mit folgendem Ergebnis jeweils mit (k = 1) bestimmt:
R1=100Q+2Qund R2=150Q + 3 Q.

a) Bestimmen Sie die Leitwerte G1 und G2 der Widerstédnde mit ihrer Messunsicherheit und geben Sie
das Ergebnis korrekt fir den Vertrauensbereich 68% an.

b) Geben Sie den resultierenden Widerstandswert R = 1/G der Parallelschaltung dieser beiden
Widerstande mit Messunsicherheit nach GUM an (95% Vertrauensbereich)

Ldsung:
u(G) _ u(R)

a)
Gl R1
Hinweis zu Beweis der nicht gefragt war: Hier mit partielle Ableitung der Funktion 1/R folgt

d(YR)
’W

es gilt, die relativen Unsicherheiten von R und G sind identisch

AG =

G,=10,0-10"Q"=02:107 Q" G,=6,66-10" Q" =0,13- 107 Q' je k=1

b) u(G) = \/M(Gl)2 +u(G,)* = 0-230 1 entspricht fiir k=1 mit 0.24/16.66 etwa  1-44%

G= (16.66 +/- 0.48) mS (k=2)
Mit anderem (komplizierteren) Rechenweg mit R= R1*R2 / (R1 + R2) und partieller Ableitung folgt

R 2 R’ Sy
R)=_||—2—u(R —1  _u(R)| = 144%+R=08640Q (k=1
" {(R&R»z 8 1)} +LRI+R2)2 8 2)} =y

2 2
@:R- {”;R;)} +[”(R;)} ~1.44%  fiir 95% folgt (60.00 +/- 1.73)Q (k=2)
1 2
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7.2.5) Fortpflanzung — Parallelschaltung Fortpflanzung — Gesamtstrom in einem Knoten

Mit drei Amperemetern werden alle in einen Knoten zufliessenden Strome gemessen. Die Mess-
ergebnisse dieser Teilmessungen lauten fur jeweils k=1, 11=(1.900£0.011)A; 12=(2.100+£0.020)A;
13=(6.600+0.031)A. Es werden jeweils baugleichen DMM (siehe Datenblatt unten) fir die jeweilige
Teilstrome im Messbereich 12A betrieben. (Messrate wird ,Langsam® gewahlt. Geben Sie das
resultierende Messresultat des Gesamtstroms der zum Knoten fliesst an, mit der resultierenden

Unsicherheit.

Datenblatt Messgerat-Garantieabweichung
Tabelle 6-1 DC-Auflosung. Full-Scale-Messwert und Genauigkeit [+ (% des Messwerts + Zahl des

niedrigstwertigen Bit)] (Fortsetzung)

Maximum Genauigkeit Typische Lastspannung
Funktion Rate Bereich Aufldsung Messwert (Ein Jahr: Einaanasimpedanzl!] 14
23°C £.5°¢) n9angsimp
120000mA  0.0001mA 119999  0,05%+ 152 <015V
120,000 mA  0.001mA 119,999 0,05% +5 <15V
Langsam —
120000 mA 0,01 mA 1199,99 02%+5 <03V
12.0000A  0,0001A 11,9999 02%+5 <06V
40000mA  0001mA 39,999 0,1%+6 <05V
Stomstarke Medi 12000 mA 0,01 mA 119.99 0,1%+3 <15V
omstarke WEAIM - yo000mA  01mA 11989 02%+3 - <03V
12,000 A 0,001 A 11,999 02%+3 <06V
40,00 mA 0.01mA 3999 0,1%+2 <05V
120,0 mA 0.1 mA 1199 01%+2 <15V
Schnell —
1200 mA 1 mA 1199 02%+2 <03V
12.00A 0.01A 11,99 02%+2 <06V
Lésung
A0. €00 4 + 0 038 «
/ /._;' B = i
3 ~ 4 $ A
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Optionale Rechenbeispiele

7.3.1) Widerstandsmessung am Temperatursensor PT100 mit Shunt

Die mittlere Spannung Uber einem PT100 betragt Upt = 97.23 mV. In Serie zum PT100 liegt ein
Messwiderstand R7 = 1000 Q (1£0.001) mit k=1 Gber dem die Spannung U = 0.9028 V + 0.0012 V
mit k=1 gemessen wird. Die Spannung Uber dem Messwiderstand R+ dient dazu die Stromstarke
im PT100 zu bestimmen. Fir den PT100 soll im Bereich 0°C (mit 100 Q) bis 100°C (mit 138.5 Q)
die lineare Approximation zur Temperaturbestimmung verwendet werden.

Zur Ermittlung der erlaubten Grenze der Garantieabweichung des PT100 soll gelten:
_ Q
Toleranzklasse B mit: | 0,12Q+0, 0018%-|9|

a) Bestimmen Sie den mittleren Widerstandswert Rer des PT100 und geben Sie seine Messunsicherheit in
Ohm an, in der vorlaufigen Annahme, dass die Messung von Uet exakt ist.(uc Voltmeter =0)

U; U

=—FPL-"PTLR=-107,70 Q
Rey= ==
Us(Upr) | (u(RY [u(U)Y
_ cMpr) | n _
uo(Rer) R”T( U, ] (R] [uj
=107,70 Qy/0+0,001> +0,001329> = 0,179 O oder u(1)=0.0015mA

b) Bestimmen Sie die bendtigte Messunsicherheit (k=1) fir die Spannung Uet in mV, wenn der
Widerstandswert Ret auf 2 %o (Promille) bei k=1 genau bestimmt werden soll.

2 2 2
U, U R u(U
uC(UPT):UPT [ C(RPT)] —( ( )] —( ( )J -
Rer R U
=97,23mV4/0,0022 —0,001> —0,001329> = 0,108 mV

c) Welche Unsicherheit weist die Temperatur infolge der Toleranzklasse des PT100 auf?
(Sensitivitat PT 100 R, =0.385 Q /°C; Formel Garantieabweichung Temp. einsetzten)

R, —R

9= 0 =20,00C

R,

2 ° 2
w(R)=U, \/(o,lzg) +(O,(3)018Q/C-9) 007210

d) Geben Sie den Temperaturwert mit seiner Messunsicherheit fur den 95.45%-Vertrauensbereich korrekt
an. Dabei wird angenommen, dass Rpr auf 2%0 genau bestimmt wurde.

Ug (Rer) =0,002- Ry =0,2154 Q
U(Rer) =JUs(Rer)’ +Ue(Rer)’ =0,227202
u(9) z‘ dg

dRer
$=20,0°C£12°C (k=2)

u(Ror)=0,590 Q2
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