DEFINITHEIT VON MATRIZEN — quadratische Formen

Sei A eine n X n Matrix.

o A definiert eine lineare Abbildung f : R™ — R™,
Der n-Vektor @ wird durch f lbergefiihrt in den n-Vektor

fx) = Ax

Matrix X Spaltenvektor = Spaltenvektor

o A definiert ebenfalls eine quadratische Abbildung ¢ : R — R.
Der n-Vektor @ wird durch ¢ iibergefiihrt in den Skalar (Zahl)

Zeilenvektor X Matrix X Spaltenvektor = Skalar
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Beispiel 1:

Wir beschranken uns hier auf symmetrische Matrizen A.

n =2, aIsoA:<aL11 alQ),q:RQ—ﬂRmit

aij2 Q22

Es gilt fiir beliebiges n: | g(Ax) = A%q(x) [und | ¢(0) =0 |
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Beispiel 2:

Gegeben sei die quadratische Form
_ 2 2 2
q(x1, 2, x3) = D] — 4 T2 + 15 — 3T103 — 2075

Gib die zu dieser quadratischen Form ¢ gehdrende symmetrische Matrix A an!
Es gilt:

Ai; — ij =
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Definitheit von quadratischen Formen

Definition: Eine quadratische Form ¢(x) = ' Ax, bzw die entspr. Matrix A ist

1) positiv definit, falls g(x) = | '’ Ax > 0 | fur alle x € R™, & # 0.

2) positiv semi-definit, falls g(x) = | &’ Az > 0

fur alle @ € R™.

3) negativ definit, falls ¢(x) = | @’ Ax < 0 |fir alle x € R, & # 0.

4) negativ semi-definit, falls g(x) = | £’ Az <0

fur alle & € R™,

5) indefinit, falls es ein & € R™ gibt mit g(x) =

' Ax < 0

yeR"mitq(y) =y Ay >0 |
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Anschaulich:

H positiv definit

H negativ definit

H indefinit
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Hauptminoren

Der i-te Hauptminor «; einer n x n Matrix A ist definiert als

a1 ... ai; ( ailr ... aq;
o = a_21 '“ a_% , wobei A = a_21 a?i
a1 ... A4 a;1 ce A;q
\ Anl (022%)
1 =2 0
Die Matrix A = | —2 1 1 ] hat Hauptminoren
0 1 1
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Definitheit und Hauptminoren

(a) Eine n x n Matrix A ist positiv definit <= alle n Hauptminoren erfiillen a;; > 0

(b) Eine n x n Matrix A ist negativ definit <= alle n Hauptminoren erfiillen a;-(-1)* > 0

Dh: a1 <0
ao >0
agz < 0
ayg > 0
Alle geraden Hauptminoren (aw, auy, ag,. . . ) sind positiv und alle ungeraden Haupt-
minoren (v, a3, as,. . . ) sind negativ.

(c) det A # 0 und weder (a) noch (b) treffen zu = A ist indefinit. (Nicht umgekehrt!!)

Wichtig: Semidefinite Matrizen konnen mit der Methode der Hauptminoren nicht
klassifiziert werden, indefinite Matrizen nur teilweise!
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Beispiele:

Bestimme die Defnitheit der folgenden quadratischen Formen:

1) Q(:Cl7x27w3) =x' | -

O~ N
Ut W —
_ Ot O
8

2) q(x) = ' Az, mit £ € R und A = (él _2)

3) q(x1,x2,w3) = 41 T3 — T3 — T3 + 27973 — S5
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Fir jede (symmetrische) n x n Matrix A mit Eigenwerten A1, ..., A\, gilt:

1) Sind | alle A\; >0

2) Sind | alle A\; >0

3) Sind | alle A; < 0

4) Sind | alle A; <0

Definitheit und Eigenwerte

, dann ist A positiv definit.
, dann ist A positiv semi-definit.
, dann ist A negativ definit.

~dann ist A negativ semi-definit.

5) Ist|ein A\; < 0 undein A\; > 0| dann ist A indefinit.
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Beispiel:

Bestimme die Definitheit der folgenden Matrix:

—1 0 2
A= 0 —1 1
2 1 =95
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