
DEFINITHEIT VON MATRIZEN � quadratische Formen

Sei A eine n× n Matrix.

• A de�niert eine lineare Abbildung f : Rn → Rn.
Der n-Vektor x wird durch f übergeführt in den n-Vektor

f(x) = Ax

Matrix × Spaltenvektor = Spaltenvektor

• A de�niert ebenfalls eine quadratische Abbildung q : Rn → R.
Der n-Vektor x wird durch q übergeführt in den Skalar (Zahl)

q(x) = x′Ax

Zeilenvektor × Matrix × Spaltenvektor = Skalar
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Beispiel 1:

Wir beschränken uns hier auf symmetrische Matrizen A.

n = 2, also A =
(

a11 a12

a12 a22

)
, q : R2 → R mit

q(x) = x′Ax = (x1, x2 )
(

a11 a12

a12 a22

)(
x1

x2

)
=

Es gilt für beliebiges n: q(λx) = λ2q(x) und q(0) = 0 .
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Beispiel 2:

Gegeben sei die quadratische Form

q(x1, x2, x3) = 5x2
1 − 4x1 x2 + x2

2 − 3x1x3 − 2x2
3

Gib die zu dieser quadratischen Form q gehörende symmetrische Matrix A an!
Es gilt:

aii = aij =
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De�nitheit von quadratischen Formen

De�nition: Eine quadratische Form q(x) = x′Ax, bzw die entspr. Matrix A ist

1) positiv de�nit, falls q(x) = x′Ax > 0 für alle x ∈ Rn,x 6= 0.

2) positiv semi-de�nit, falls q(x) = x′Ax ≥ 0 für alle x ∈ Rn.

3) negativ de�nit, falls q(x) = x′Ax < 0 für alle x ∈ Rn,x 6= 0.

4) negativ semi-de�nit, falls q(x) = x′Ax ≤ 0 für alle x ∈ Rn.

5) inde�nit, falls es ein x ∈ Rn gibt mit q(x) = x′Ax < 0 und ein

y ∈ Rn mit q(y) = y′Ay > 0 .
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Hauptminoren

Der i-te Hauptminor αi einer n× n Matrix A ist de�niert als

αi =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1i

a21 . . . a2i
... ...
ai1 . . . aii

∣∣∣∣∣∣∣∣ , wobei A =


a11 . . . a1i . . . a1n

a21 . . . a2i . . . a2n
... ... ...
ai1 . . . aii . . . ain
... ... ...
an1 . . . ani . . . ann


Die Matrix A =

(
1 −2 0

−2 1 1

0 1 1

)
hat Hauptminoren
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De�nitheit und Hauptminoren

(a) Eine n× n Matrix A ist positiv de�nit⇐⇒ alle n Hauptminoren erfüllen αi > 0

(b) Eine n× n Matrix A ist negativ de�nit⇐⇒ alle n Hauptminoren erfüllen αi·(-1)i > 0
D.h.: α1 < 0

α2 > 0
α3 < 0
α4 > 0

...
Alle geraden Hauptminoren (α2, α4, α6,. . . ) sind positiv und alle ungeraden Haupt-
minoren (α1, α3, α5,. . . ) sind negativ.

(c) detA 6= 0 und weder (a) noch (b) tre�en zu⇒ A ist inde�nit. (Nicht umgekehrt!!)

Wichtig: Semide�nite Matrizen können mit der Methode der Hauptminoren nicht
klassi�ziert werden, inde�nite Matrizen nur teilweise!
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Beispiele:

Bestimme die Defnitheit der folgenden quadratischen Formen:

1) q(x1, x2, x3) = xt

 2 -1 0
-1 3 5
0 5 1

x

2) q(x) = xtAx, mit x ∈ R2 und A =
(
-4 3
3 -5

)
3) q(x1, x2, x3) = 4x1 x3 − x2

1 − x2
2 + 2x2x3 − 5x2

3
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De�nitheit und Eigenwerte

Für jede (symmetrische) n× n Matrix A mit Eigenwerten λ1, . . . , λn gilt:

1) Sind alle λi > 0 , dann ist A positiv de�nit.

2) Sind alle λi ≥ 0 , dann ist A positiv semi-de�nit.

3) Sind alle λi < 0 , dann ist A negativ de�nit.

4) Sind alle λi ≤ 0 , dann ist A negativ semi-de�nit.

5) Ist ein λi < 0 und ein λj > 0 , dann ist A inde�nit.
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Beispiel:

Bestimme die De�nitheit der folgenden Matrix:

A =

−1 0 2
0 −1 1
2 1 −5



� Typeset by FoilTEX � 119


