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Zusammenstellung de r augewan d ten Beze i chnungen : 

Ortskoordinate 

Zeitkoord i nate 

Spie gelb r eite 

Mittlere ~asser iefe 

Tra nsp ort geschwindigkeit ( mittle re Geschwi ndigkeit) 

LAGRANGEsche Geschwindigkei t klein e r Störung en 

Erdbe schleuni g ung 

~uerschni tt fläche des Profils 

Dur chfluss (pr o Ze iteinhe it ) 

niderstandsglied 

Neigungswinkel des Bettgefälles 

(2 . 3) beze i chnet die F or me l 3 von Abschnitt 2 

verweist a u f das entsprechende Literaturzitat T 4 
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1. Das hydraulische und das mathematisc he Problem 

Di e Vor ausbe r e chnung einer Tideflußr e gulierung ist nur mög­

lich, wenn bereits der bestehend e Zustand a nalytisch beherrscht 

wird . Und das ist schon ein kompliz ie rtes hydraulisches Prob le m. 

Auf di e S chwie rigkeiten , die die Erfassung des Strömungswiderstan­

des bei der Tideb e vJ egung bereitet, wurde in Heft 11 hingewiesen. 

I n einem folgenden Bericht so l l die Problematik des Di fferentia l­

g l eichungssyste ms der Flusstheorie behandelt we r d en. Pa rallel zu 

diesen Problemen der Hyd r aulik bedarf das damit verbundene In tegr a­

tionsproblem e ine r eingehenden Diskussion . Die fol genden Ausfüh­

runge n sollen Grundsä tzliche s üb e r d i esen Fragenkreis bring en. 

Als L. FHANZIUS (um 189o) s i c h mit demAusbau de r unt e ren ~e-

se r beschä fti gte , glaubte er noch zur Vor ausberechnung mit der An­

<"ve ndung der LAGRANGEschen Geschwindigkeitsformel1 ) ausz uko mmen. 

Die völ l ige Unbrauchbarkeit diese r z u e infachen Methode zeigte si ch 

schon in der Tatsache, dass die durch den Ausbau erzielten Hoch­

und Nie dr igwasserhöhe n hinter den von FRANZ IUS f ü r Bremen bere c h ­

neten um nicht wenige r als 85 cm bzw . 2 o8 cm zurückbleiben ! 

Nachdem OElTJEN 1919 darauf hinge~iesen hatte, dass es für 

das v orliegende Pro blem unerlässl ich sei , die Dynamische Gleichung 

der F lußtheori e heranzuziehen und ihr für den pr aktis chen Einsatz 

die Gestalt einer Diffe r e nzengleichung zu geben , entwickelte REI­

NEKE 1921 ein systematisches Verfahren der Vorausbere chnung . I nde m 

REINEKEs Methode di e Tidekurve an der Mü ndung a l s gegeben a nsieht 

und von einer willkürl i chen Annahme de r :Jasse r s tände kurz vo r Nie­

drigwas ser ausgeht , ergeb e n sich schrittweise ( in Rieb tung der 

Raumkoordinate) du r ch Probieren die ges uc hte n Tidekurven . 

Die e rz i elte nahe Übe reinstimmung zeigte die Mögl ichkai t ei­

ner solchen Berechnung . Dennoch muss abe r mit allem Nachd ruck da­

r auf hinge wiesen we r d en , da ss REI NEKEs Methode dem bei Probleme n 

dieser Art einzig mögl ichen Berechnungsprinzip2 ) nicht entspricht • 

1 ) 
Ve r gl. F or mel (2.1) 

2) 
Ma n vergl. hierzu die Aus f ührungen des Abschnitts 2 



"' 3·1 -

Auf den Umstand, daß REINZKEs Annahme und 1'Probiermethode" zu f al­

schen Resultaten führen können, hat bereits THORADE in seiner be­

k annten Monographie [ T 11 ] aufmerksam gemacht. Jedoch muß das von 

THORo\DE in diesem Zus ammenha ng gestellte Problem Nr. 29 als nicht 

vol ls tändig formuliert bezeichnet werden. In diesem wird nämlic h 

nach der Ent wiaklung der Flusstiden bei vorgegebener Mündungstid e 

gefragt Diese Formulie rung is t in zweifacher Neise unvollständig, 

da die rechnerische Erfassung einer Flusstide auch die Vorgabe der 

Wasserbewegung an der (mehr oder weniger na türliehen) oberen Be ­

grenz ung der Berec hnungsstrecke voraussetzt und ferner ohne die An ­

gabe des Anfang szustandes (Abhängigkeit von der Vorgeschichte) 

nicht auskommt. 

Ein Ausweg aus diesen Schwierigkeiten ist - wenigstens was 

die Aufstellung eines einwandfreien Verfahrens betrifft - für den 

theoretischen Hydrauliker sehr einfach. Zunächst bieten die berei ts 

von SAI NT- VENANT 1~71 in voller Allgemeinheit und in der Erkennt­

nis ihrer Zusamme ngehörigkeit angegebenen Differentialgleichung e n 

der Tideflusstheorie (Kontinuitätsgleichung und Dynamische Glei­

c hung ) 

'O A 'O Q 0 -- + a s = 'at ( 1 ) 

'() u 
+ u 'O u sin <p - g 

'Q h gX 'a t 'a s = g '0 s - (2) 

die Mögli c hkeit , ein System zweier partieller Differentialglei­

chungen zur Bestimmung der mittleren Tiefe h == A b -
1 

und der Trans~ 
portgeschwindigkeit u == Q A-

1 
a ufzustellen.Dieses lautet,wenn zur 

Vereinfachung von der Variation der Breite und auch von anderen 

möglichen Zusatzef fekten abgesehen wird: 

'a h + h 'a u + u 'O h = 0 (3) 'a t a s a s 

a u + u 'O u + g 
'O h g sin <}' - g 'X, (4) a t a s 'C) s = 

Na ch Hinzunahme der oben genannten Anfangs- und Randwerte ist das 
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Proble m der Tidebe wegun g dann analy tisch vol lständig bestimmt , so 

daß nur noch die Frage nach dem günstigsten Inte g r at ionsverfahren 

übri g bleibt. 

Be denkt man daß wege n dei qu adratischen ~ide rstandsgliedes 

keine explizite analytische Lösung mögl ich ist, dann liegt es nahe, 

numeris ch zu verfahren . Und indem man hierbei den bzw. die Para-

meter variiert, lässt sich auch ein Einblick in die bestehenden 

Abhäng i gkeitsgeie tze gewinnen . 

Damit entsteht die Frage nach der günstigsten Methode zur 

nume rischen Int egr ation des vorliegenden Diffe rential g leichungs­

systems . Als I deal wäre natürl i ch eine solche Methode anzusehen , 

die sich dem eigenar t i t: en analytischen Verhalt en dieser Sys teme 

a npasst . Die ses Zie l ist vor ca . zehn Jahre n auch erreicht worden, 

und zwa r durch R . COURANT und seine Mitarbeiter, denen die The orie 

und Praxis der par tiellen Di fferential - und Di fferenzengleichungen 

der Mat hemat ischen Physik in jeder Hinsicht grundlegende Arbeiten 

verdankt . 

Bei dem allge meinen COURANTee hen Verfahren handelt es sich 

um eine mit konstanten Masc h enweit en a r beitende Gitt ermethode . Die-

ses Diff erenzenver f ahren ist re cht einfach und hat sich bei der 

numerischen Int egr at ion de r Dif f erentialgleichungen der instatio­

n ä r en F l usstheorie und der Gasdynamik 
1

) als sehr leistungsfähig 

bewäh r t . 

Die auch mögliche numeris che Int egr at ion l ä ngs Charakteristi­

ken ist in dem Buc h von CHRIST I NOJ I TSCH [T 1 ] a u sführlich behan­

d e l t worden. Die Grundlage dieses vorteilhaft en Ver f ahrens ist die 

nach MASSAU [ T 4 ] benannte Ne t zkonstruktion. 

Einen allgemeinen Übe rb l i ck über die Methoden zur Lösu ng von 

Aufgabender Gezeitenhydra ulik verd a n k t man DRONKERS und SCHCNFELD 

[ T 2 ]. 

1 ) 
Es s e i in diesem Zusammenhang besonders auf das grundlegende 
'Nerk v on R.COURANT und K.O.FRIEDR I CHS 11 Supersonic F low and Shock 
,'/aves 11

, N. Y. 1948 , hingewiesen. 
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Von der umfangreichen Literatur des behan del te n Ge b ie t es 

wur den im Literaturverzeichnis i . a. nur die im Text genannte n Mo ­

n ographien und Zei tschriftenarti::el angeführt. Vollstän digk eit 

sollte in keiner Neise angestrebt werden. Ferner muss darauf hin ­

ge·,v i esen werden, dass sich sowohl die Theorie der Tide;·1ellen a ls 

auch die der hier behandelten mathematischen Fragen '7 • z . LJ. 1n leben~ 

diger Entwicklung befindet, wie auch schon aus den genannten ameri ­

kanischen und russischen Publikationen der letzten Jahre hervor-

geht. 

Die angewandten Termini Symboleund Abktirzungen entspreche n 

den i n der mathematischen Fachliteratur tiblichen. 

Ftir eine kritische DurchsichtdesManuskriptes und ftir viele 

we r tvol l e Diskussionen ist der Verfasser Herrn ORR HORN vom Deut­

schen Hydrographischen Institut, Hamburg, sehr zu Dank verpflich­

t et. 

2. Der analytische Charakter des Integrationsproblems 

Be i der numerischen Lösung technischer Probleme ist ni c ht d i e 

Re c henf e r tigkeit das Entscheidende, sondern vie l mehr die Einsich t 

in ihren inneren p hysikalischen Ablauf und in ihre analyti s c he 

S t rukt ur . Denn nur auf dieser Grundlage kann aus den i.a. z a hlre i­

c he n formalen Möglichkeiten de r Berechnung die brauchbarste Meth o de 

a u sgewähl t und in sinnvoller Jeise durchgeflihrt werden. 

Die erste Fragestellung in dieser Hinsicht betrifft di e ge ­

eignetste Form der grundlegenden Differentialgleichungen d e s Pr o­

blems. Zunächst liegt die Nützlichkeit der Symmetrisierung d er bei­

den s o v erschiedenen partiellen Differentialgleichungen (1 3) und 

( 1. 4 ) nahe. Diese gelingt auf folgende Neise: Es ,·vird die Geschwin-

d . k •t 1 ) 1 g e1 

1 ) 

c =Vih ( 1 ) 

c kann als die LAGRANGEsche Nellengeschwindigkeit kleiner Stö-
rungen angesehen werden. - Andererseits ist c di e " kri tis c he 
Geschwindigkeit" der .Vasserbewegung. F tir Tide·vvellen ist c > 1 u 1 
anzunehmen, d. h. die hier betrachteten .'Jasserbewegungen sind 
" un terkri tisch ., • 
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e i rrge f ührt und dann die Summe und Differenz der beiden Gleichungen 

gebildet. So gelangt man zu dem äquivalenten Gleichungspaar 

{ ~t + (u + c) ~s } Cu + 2c) = g (sin ~ - %) (2) 

{__Q.,. + (u- c) ~}Cu- 2c) = g (sin ~ - 'X, ) 
'(J t 'O s 

(3) 

Seine hydraulis che Deutung ist sehr einfach : Die Tidewell e als 

Funktion des Ortes und der Zeit ist die Resultante zweier entge­

gengesetzt gerichteter Elementa r welle n. 

vV ie so oft in der Mathematischen Physik zeigt sich auch hier, 

dass eine naheliegende formale Vereinfachung zu Grundgleichungen 

führt die sowohl die physikalischen als auch die analytischen Zu­

sammenhänge klarer hervortreten lässt. Die mathematische Analyse 

des symmetrischen Gleichungssystems (2), (3) ergibt nämlich fol­

genden Sachverhaltz Die auftreten den Differentialoperatoren stel­

len - wi e ein Vergleich mit der bekannten Formel 

d z(s,t) 
d t 

zeigt - Zeitdifferentia tionen dar die auf ausgeze ichnete Eigen­

schaften der durch die gew~hnlichen Differentialgleichungen 

ds 
dt u + c, 

ds 
dt = u - c (4) 

bestimmten Kurven ~ (s,t) = const. bzw. ~ (s,t) = const. hinwei­

sen. Durch jeden Punkt P des Existenzberei c hs in der s, t-Ebene 

gehe n zwei charakteristische Kurven r p+, f p- , die man nach HONGE 

kurz als ncharakteristikenn bezeichnet~ und zwar heisst f p- die 

nvorwärtscharakteristikn und r p- die nRückwärtscharakteristik" 

durch P. Die beiden 11charakteristischen Richtungen 11 werden vom 

L~sungspaar (u,c) bestimmt . Die Gesamtheit dieser b eiden reellen 

Kurvenscharen bildet in der s, t-Ebene ein ausgezeichnetes Kurven-

netz das als natürliches Koordinatensystem eingeführt we rden 

kann. 
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In d iesew Sinne is t das Syst em ( 2) , (3) a ls die " charakteri­

stische F orm'' des Differentia l g leichungsp roble ms nzusehen; seine 

Einführu ng ve rdankt man COURANT und LAX [ H 3 ]. 

Zu den Cha r a k t er i s tiken e i nes beli e "bigen Systems zvveier par­

tieller Dif fe re 1 tialgleichun gen 1 . Ordnu ng gelangt rnan auch dur c h 

die Trans fo r ma t ionsL1eorie, die Syste,·Je igens chaf ten du eh den tber­

gan g zu n euen U l13 h ängigen v~ riabl en he rv ortr e t e n l ä sst . Und zwa r 

führt eine so lehe allgemeine " Charakt eristis c he Tr ansforma tion' ' zu 

d e m Zrge bnis, da~ Sys t e me mi t zw ei konjugier t -komplexen , zwei ver-

s chiectenen reeL en un d z ::ei zusamme falle" den Cha rakte r i s tiken 81>. . . --

s (,j_e:c·eu, - · e r.'.an in ihren Reculari täts'Jerei che n als "elliptis c~ e ' 

bz\v. nhype r b olisc':1 e 11 bz ·N . ' 'parab oli sche" Syste e unt erschiede t . 

Du rc h die se Klass i fiz ierung ~erden tieflie c en de analyt ische 

S t r ukturen e r fa ß t , die zu v~llig v e rschiede nen LHsungs eigens cha f­

ten führen . So sind die hier ( und a llgeme in in der ,Jellenthe o ie) 

auftr e t e den hy· c rb o l i schen Diff ~ re;J.tialgleichungs systeme dadurch 

c harakterisi e t, d ß i n ihnen di e Zei tvaria"b le eine au sgeze i chn ete 

Rolle s pielt, und zwar derart, dass nu r das nach CAUCBY be nannte 

'i ll.nfangswe r tproble tn"ge s tellt werde n kann . Das b edeutet bei de m v or­

liege n d en Prob l em ,daß di e gesucht e Lösu ng u (s , t) , c(s , t) (unter g e ­

wi s sen S t etigkeit s e igensc haften und Di ffe re nz ie rbarkeitsbeding­

unge n ) n u r f ür solche t > t existier t und e inde utig b estimmt ist 
0 

die g u f eine n (belie ~ig 1ählbaren ) Anfangszus tand 

u (s , t ) = u ( s ) , 
0 0 

c(s, t ) = c (s) 
0 0 

folg e n . Hie . dur c h f indet die b e reits oben e r vvähnt e Abhä gigkeit der 

Tidewelle n vo n i h r er " Vo r geschichte " ih r e n analytischen Ausdru c k . 

Zu d iese n .~nfangsb e d ingungen k~nnen noch die Randbedingu ngen 

u (s t) = a( t ), 
0 

hinzutr e ten, wo s
0 

bzw . sE die Koordi n a t e d e s Anfangs- bzw. End ­

p unktes der Berec hnungsst r e cke bezeichn et . Au f g rund der durch das 

Di ff e r entialgleichungs system a u sgespr oche nen Ve rknüpfung vonuund 

c kann an j edem Rc nd p unkt nur eine die se r be ide n F unk t i onen vorge­

gebe n we rden. 
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Durc h die se Anfangs- und Randbe ding ungen ist das Lösungspaar 

(u 1 c) eindeutig bestimmt . Mit jeder Ände rung der Anfane;s- und Rand­

werte ist eine stet i ge Änderung der .v'erte von u und c verbunden. 

Die fundamentale Bedeutung der Cha r akte ris tiken tritt bei 

einem Anfangswertproblem in folgender vcise in Erscheinung: Die 

Lösung in einem Punkte P( s 1 t) des Existenzbereichs wird nur von 

denjeni e;en Anfangswerten bestimmt 1 die zu dem vo n den beiden Cha­

r akteristiken f p+ 1 fp- durch P herausgesc hnittenen Abschnitt der 

s-Achse ge hören. Die Strecke [ P+ P-) heisst in diesem Sinne das 

"Abhängigkei tsin te rva ll'' des Punktes P( s 1 t) . Jede ~\nderung d e r An­

f angswerte außerhalb [p+ P-] hat al so au f den ~ert der Lö sung in 

P(s 1 t) kein en Einfluß . Dieser Sachverhalt läß t sich auch in fol-

gende r J eise ausdrUcken: 

Eine Abänderung der Anfangswerte auf der Strecke [ A
1 

A
2

] der 

s - Achse bee influßt di e Lösung nur in einem Teil G ihres Existenz-

bereichs 1 und die Begrenzungslinien dieses ''Einflussgebiets'' von 

[ A1 A2 ] sind die beiden Charakteristiken rA- I 

1 
f+ durch die Be­

A2 
grenzunfspunkte A

1 
und A

2
• 

t 

L-....1....---------.L.---.s 
8 

Abhängigkeitsint ervall 
des Punktes P(s 1 t) 

f 

Einflussgebiet 
des Abschnitts A

1 
A

2 
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Diese Begriffsbildun g en , bei denen von Abänderungen von Funk­

tionen nur in ei nem Teil ihres Definitionsberei chs die Rede i s t, 

sind cha rakt e r istisch für das physikalische Ver halten von Ausarbei­

tungsvo r gängen , d ie als L~sunge n hyperboli sche r Differentialgl ei-
1 ) 

chungssysteme auftreten • 

Von grundlegender Hich tigkei t für Prob l e me dieser Art ist 

f erner die Erke nntni s der F ort setzba rkeit der Anfangs bedingungen, 

d.h . die L~ sung hat a uf jeder Geraden t = const. in de r Umgebung 

de r s-Achse diese l ben Stet igkeits - und Differenzierbarkeitseigen­

schaften. 

Sind die Anfangsbedingungen - wie bei vielen Problemen der 

Phys i k u nd Technik- nic b.t, stetig und hinre i chend oft differenzier ­

bar, so ist i . a. die Existenz der L~ sung eines An f angs-Randwert­

p r ob l emsnicht me hr gesiche rt. Wie die wichtigen Unt ersuchungen von 

.SOBOLEN H 15 ergaben , ist es dann aber m~gli ch , "verallgemeinerte 

L~sungen 1 1 zu konstruieren , d i e s inngernässe Erweiterung en der 1~­

s u nge n de r klassischen Theorie lin earer und quasilinearer Systeme
2

) 

darstellen. 

Auf die Schwierigkeiten, die bei hy p erbol ischen Probleme n mit 

n icht l inea r en Diffe rentialquotientenund unstet ige n Anfang sbeding­

ungen auftreten, braucht hier nicht eingegang en zu werden, da das 

Di ff e rentia l g l e ichungssyst e m der Tideflusstheorie ( we g en des in u 

q uad r a tischen Wid erstandsgliedes) nur quasilinearen Chara kter hat . 

1 ) 

2) 

Wei te r e Bezie hu nge n der Cha rak t eristiken zur Theorie der Well en-
ausb r eitung , speziell d e r Oberf l äc henwellen , findet man in de n 
klassischen Monographien von HADAMA RD [ H 6 ] und LEV I - CI VITA -
[ H 9 ] , sowie in der Di ssert a tion von SCHÖNFELD [ T 9 ] . 

Andererseits muß darauf hingewiesen we rden , daß sich die 
L~sungen der "elliptischen Systeme " de r Potential theorie v~llig 

a nders verhalt e n; bei diesen kann auch nur da s reine Rand wert­
problern ges t ellt werden . So hat jeder Gl eichungstyp nur b e i 
11 sachgemäß gestell ten 11 Bedingungen eine eindeutige L~ sung. Man 
vergleiche hi e r zu den int e ressanten Aufsatz von JOHN [ H 7]. 

Ausführliche Entwicklu ngen dieser Theorien findet ma n bei COU-
RANT [ H 21 un d PETROWSKI [ H 13 ]. 
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3 . Der Übergang zu Differenzengle ichungen 

Der erste Schritt zur numerischen I ntegrat ion eines Systems 

von Differentialgleichung en besteht in seiner Approxi ma tion durch 

das ihm zugeordnete System von Differenzengleichungen und dem ent­

sprechenden "Cbergang von derkontinuierlichen Ortskoordinate s und 

de r Zeitkoordinate t zu eine m Koordinatengitter durch 

Hier bezeichnen 

/:). s = ~t = 

t + Yb t 
0 

t 
r 

- t 
0 

n 

( 1 ) 

(2) 

di e a l s " Maschenwe iten" auftretenden Schrittlängen der b eiden un­

a bhängigen Variabl en. ~ und ).) durc hlaufen alle ganzen Zahlen von 

Nul l bis z u den der Grösse des Raumintervalls sE - s 
0 

bzw . des 

Zeitintervalls tT - t
0 

ange assten m bzw . n . 

Die Funktionswe r te in den Gitte r punkten ( ~ ' )J ) bezeichnet 

man der Einfachhe it ha lber durch hoch und niedrig gestellte I ndi­

zes, d.h . es ist 

u ~ = u ( s !L , t v ) , (3) 

Die Anfa ngs- und Ra ndbedingungen werd en durch äquiva l en t e 

Beding ungen in den entsprechenden Gitt erpunkten ersetzt . 

Die Approximation von Differentialquotienten durch Diffe r ­

enzenquotienten ist in verschiedener iNe ise möglich . Je nachdem 

man nämlich die durch 

de f inierte n "Vorwär tsdifferenzen" mit dem Operator ~ , "Rückwärts­

dif f e r enzen " mit dem Operator \1 , ' ' Zentralen Differenzen" mit dem 

Operator & anwendet , existieren schon f ür de n ersten gewöhnlichen 

Di ff e r entialquotienten vier 
1

) v erschiedene Nähe r ungenmit Approxi-

1 ) 
Di e vierte Jl.1öglichkei t folgt aus der STIRLINGschen I nterpola-
tionsformel durch Diff e r entiation . 
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ma t i onsfehlern, die sich sowo~l im Betrag wie im Vorzeichen unter­

scheiden. 

Die entsprechende Approximation eines partiellen Differen ­

tial quotienten im Gitterpunkt ( ~ , Y) führt zu Ausdrücken, d i e Li­

nearkombina tionen der Funktionswerte i n den benachbarten Gitter­

punkten darstellen. Die auf diese Weise formal möglichen Übergänge 

zu fi niten Ausdrücken
1

) sind aber nicht alle anwendbar, da die in 

de n nächsten Abschnitten zu behandelnden Forderungen der Konve r genz 

und der Stabilität nicht j ede Gittermethode zulassen. 

Jede partielle Differenzengleichung stellt eine algebraische 

Relation zwi s chen den Funk tionswerten in benachbarten Gitterpunkte n 

dar. Durch den Bbergang zu Differenzengleichungen wird also aus de n 

beid en Differentialgleichungeneinalgebraisches Gleichungssys tem. 

Seine leichte Auflösbarkeit nachden gesuchten Funktionswerten i s t 

aber durchaus keine Trivialität. So ist THOMAS [ T 1 o] im Jahre 1937 

die Au f lÖsung seines ungünstig gewählten Systems von Differenzen ­

gle ichungen nicht gelungen. 

Die prinzipielle Möglichkeit dieser numerischen Behandlung 

e ines hyperbolischen Problems beruht auf der erwähnten Fortse t zbar­

kei t sei ne r Anfangsbedingungen. Die Rechnung schreitet also sukzes­

siv in Richtung der Zeitachse vor. Aus den bekannten Funktionswer ­

ten einer Zeile ergeben sich die der nächsten durch rekursive An­

wendung de r in der o. a. Weise gewonnenenexpliziten Rechenvorschr i ft. 

Beim Fortschreiten vom Gitterpunkt ( ~' )J) zum Gitterpunkt 

( 1-l. , Y + 1) kommen (verursacht durch die auftretenden räuml i che n 

Diffe r e nze nquotienten) auch die Einflüsse der Nachbarpunkte ( t-4-± 1, 

)J ) zur Ge ltung. Damit wird aber auch die sich sukzessiv ins Innere 

des Integrationsbereichs fortsetzend e Wirkung der Randwert e k lar. 

1 

(ll, V+1) 

( ~-1 1 V) ( IJ.,V) (ll+1,V) 

Eine für die Belange der Praxis nützliche Zusammenstellung die­
se r Formel verdankt man PANOW N 12 • 
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4. Die Konvergenz des Approximationsver f ahrens 

Von grundsätzlicher ~ichtigkeit ist zunächst die Beme rkung, 

dass die augewandte Gi tterpunktmethode durchaus n icht nur die Be­

deutung e ines mehr oder weniger genauen Approximationsverfa hrens 

zur nume rischen In tegra tion hat , sondern auc h eine legitime und 

vielb enutzte Met h ode des Analytikers ist . So können mit ihrer Hilfe 

s oga r die fundame nt a len Existenzsätze be.viesen uerden 
1

). Bei dem 

hierfü r durchzu füh r enden Gre n zproze ss , der sukzessive Verieinerung 

des Koordinatengitte rs bedeute t, muß na t ü rlieh die Konvergenzfrage 

im Grenzfall bewie sen we r den . Die s e Frageste llung ist durcha us nicht 

trivial, d . h. a us dem fbergang de r approximierenden Differenzenglei­

chungen in die zu l ös enden Di fferentialgleichungen folgt i. a. nich t 

d ie Konverg enz der Näherungslösung gegen die exakte Lösung . 

Die Aufgabe einer Konvergenzuntersuc hung besteht zunächst da ­

rin, mö glichst allgemeine Bedingung en zu ermitteln, unter denen 

die in den Gitt e r punkten definierten F unktionsvie rte gege n die Lösun g 

des Differential gleichungssystems konve rgieren. Ihre S chwierigkeit 

e rkennt man an der Bemerkung , daß es durchaus nicht selbstverständ­

lich ist, da ß be i dem Grenzprozess die Approximat i onslösung in der 

erwarteten ~ ei se konvergiert. Ein Näherungsve rfahren kann konve r­

g i e ren und normale Verhältnisse v ort ä u s chen, während es nicht gegen 

die gesuchte Lösung konvergiert , sondern g egen ein Element einer 

ve r wandten F unk ti ons k lasse ode r gar gegen eine v öllig a bw eichende 

Phantom-Lösung2 ) . 

Zu einer Einsicht in die die Konve rgenz zerst ö renden Ein flüs­

se gelang t ma n durch fol gend e Betra c htung : Das Anfangs -Randwertpro­

blem der Dif f e rent ialgleichung stheorie geht durch den o.a . Zu ord­

nung sprozes s über in ein An fangs-Randwe rt prob lem von Differenzen­

glei chungen . Die Theo rie der Differenzengle ichun ge n hat aber ihre 

eig enen Ges etze, wie diesem Geb ie t der Ana l ysis überhaupt eine völ­

lig selbständ ige Bedeutung zuko mm t.Interessantund wesenserhellend 

1
) Z.B. bei BECKERT [H 1 ] 

2) 
Diese r Te r minus wurde ausd em englis chen Schrifttum übernommen. 
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ist die Unt ersuchung der bestehenden Ana l oga . And ererseits s timmen 

be i hype r bolischen Prob l eme n die "Charakteristiken" und da mit 

auch die Einfluss - und Abh ä n g i gkeit s berei che - der Differenzen­

gleichun gen durchaus nicht über e in mit denen des zugeordneten Di f ­

fe rent i a l gleichungsproblems . 

Die Beachtung di e ses fund amenta l en Unterschiedes und seiner 

Ko nsequenzen führt zu de r Erkenntnis, dass eine konvergenzsicher e 

Näherungslösung nur'bei einer entspre chenden Anpassung der beiden 

Abhängigkeitsbereich e möglich ist . Das b"edeutet, daß di e Nah l des 

Verhä l tnisses ~ t : A s von ents c heidende r Bedeut ung i st. 

Aufgrund diese r Eins i ch t muss bei dem vorliegenden Prob lem 

das Verhältnis ~ t : b, s s o klein gewählt werden, dass der zu be ­

rechnend e Git terpunkt ( ~ , )) + 1 ) i nne rha l b des Dre i e cks liegt, das 

von den Basiseckpunkten ( ~ - 1, )) ) und ( ~ + 1 , )) ) gebildet wird 

und dort die (sich aus de n Ri chtungsfaktoren der entspre c hend en 

Cha rakte r istiken e rgeb e n d en) Ne igungsw inkel 

a r ctan bzw . a rct a n { c}: +1 
- u ~ +1

} 

besitzt . Die se Be ding ung führ t für die p r akt i sche Re c hnung a uf das 

leicht einz u halt ende Konvergenzkriterium 

Ll s 
c + u 

~i e COURANT , ISAACSON und REES [ N 3 ] zeigten, ist aber a uch 

der tb e r gan g zu finiten Differenzen du r chaus nicht willk ü rlich , 

i ndem sich ein konvergen t es Gi tte rver fah re n nur auf fol gende ,·J eise 

e r gib t : I n D.Gl . (2 . 2) , die der Vor wärt schar akte r istik zugeordnet 

ist, we rden die Ablei tungen n a ch der Ra umk oo r dinate dur c h di e ent ­

sprechenden Rückwärts-Differenzenquotien~en ap~~oximiert , dagegen 

in der der Rückwärtschar akt e ri stik zugeordne ten D. GL .(2.3) dur ch 

d i e Vor wärts - Diffe ren ze n quot ienten. De r Eigenart des .Anfangswert -

pr·oblems entsprechend, we rden abe r in jeder der beiden Di fferential­

gleichungen die partiellen Ableitungen nac h der Zeit durch Vorwärts ­

Di ff e renzenqu otienten a u sge drückt . Die Differenzengleichungen,di e 
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man auf diese Neise erh~lt 

f l
.. 1) 

au ose n • 

lassen sich leicht nach u 
1 

und c 
1 V+ V+ 

Fü r die Berechnung innerer (d.h. r andferner) Gi tterpunkte 

haben KELLER und LAX [N 8] ein besonders einfaches Lösungsverfah­

ren entwickelt. 

Konvergenzbetrachtungen sind also auch bei der praktisc hen 

Re chnung mit f initen Differenzen erforderlich. Insbesondere ver­

langen auch diese ein Verst~ndnis der analytischen Natur der Lösung , 

d.h. der fundamentalen Bedeutung der Charakt eristiken. 

5. Das Stabilit ~tsproblem 

Bei der Anwe ndung eines konvergenten Differenzenverfahrens 

sollte es möglich sein, die Approximationsfehler durch die ivahl 

hinrei chend kleiner Schrittl~ngen unter j ede vorgegebene Schranke 

herunterzud r ücken. Die praktische Durchführungder numerischen In­

tegra tion einer partiellen Differentialgleichung zeigt aber , dass 

die s e Annahme durchaus nicht immer richtig ist. Dur ch diese Erkennt ­

nis ist das Stabilit~tsproblem entstanden. Konver genzbetrachtungen 

sind a l so i.a . ni cht hinreichendzur Beurteilung der Brauchbarkeit 

eines numerischen Integra tionsverfahrens. 

Zun~chst kann n~mlich durch die Nahl eines nicht geeignete n 

Differenzensc hemas eine die Lösung unbrauchbar machende Fehle rf ort­

p fl a nzung auftreten. So entsteht z.B. durch die Anwendung Zentraler 

Differe nz en i. a . eine sukzessiv wac hsende Stö r wirkung der Abrun~ 

dungs fe hler, also eine instabile Lösung , obwohl der Zentrale Dif­

feren zenquotient mitder zu approximierenden Tangentenrichtung we­

sentlich be sser übereinst i mmt als der Vorw~rts- bzw . Rückwärt s­

Differenzenquotient2). 

Von dieser " Sta bili t~ t im Mittel 11
1 .vie sie aus f ührlic h 0' BR IEN, 

HYMAN und KAPLAN [ N 1o ] unt ersucht haben, ist die 11 C-Stabilit~t 11 

zu unters c heiden. Es is t n~mlich durchaus möglich, dass a uch b ei 

1 ) 
Die explizitenund recht einfachen Formeln findet ma n in den im 
Lite r aturverzeichnis angegebenen Arbeiten von COURANT und STOKER. 

2
) Beispiele bei COLLATZ [ N 1]. 
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Annahme exakter Zahlenwe rt e die L~sung unbrauchbar wird , und zwar 

a ufgrund eine s a us dem inneren F ormalismus des Approximationsver­

f ahrens ent stehende n Aufschauke lungsphänomens. Eine zusamme nfas­

sende tber s icht ve rdankt man LAX und RICHTMYER [ N 9 ], eine a u sführ­

li che Monographie RICHTMY ER [ N 1 2 ] . 

Eine wichtige F rage ist die nach dem Zusammenha n g zwischen 

der S tabilität und der Konvergenz ein·es Dif f erenzenschemas. Und 

dieses tiefl iegende theore tische Problem ist auc h von großer prak­

tischer Bedeutung , da es of t beträchtlich einfacher i s t, die Sta­

bilität bzw. Instabilitä t zu erke nnen a ls die Konverg enz zu bewei­

s en. Für das CAUCHYsche Problem einer umfassenden Klasse vo n Dif ­

fer ent ia l glei chungen h a t RJABENKI [N 14 ] nachgewiesen, dass ein 

C-stabiles Differenzenschema auch konvergentist. Ein entsprechen­

des Äquivalenzthe orem , das die Stabilität a l s die not wendige und 

hinreichende Bedingung der Konvergenz formuli ert, wurde von LAX 

[ N 9 ] für e i ne a usgezeichnete Klasse von Anfangswertproblemen auf­

ges t e llt. 

Das o . a . COURANTsche Differenzenverfahren besitz t mi t der 

Konverg enz- auch die Stabilitä tseigens cha ft . Bei seine r Anwendung 

könne n also kein e St örungen dur ch I nst ab i lit ä ten auftreten . 

6. Die Genauigkeit der Näherungsl ~ sung 

Ausser de r Tatsache der Konvergenz muss a uch die Güte der 

Konve r genz e ines Gi tterve rfahren s geprü ft werden, d.h. es ist not ­

wendig, die Approximat ionsfehler des L~sungspaares , a lso die Au s ­

drücke 

c, u = I u~ - u c s , t ) 1 , e c = c~ - C( s ,t) 

ab zuschätzen. Diese wi chtige Frage ist i.a. r echt schwierig zu be -
1 ) 

ant worten , obwohl sofort einzusehen ist , daß die zu be s timmenden 

Ab weichungen um so kleine r sein werden , je genauer die in den Dif­

fe re ntia lquotiente n durch Diffe r enzen quotienten approximiert we rdenor 

1 ) 
Grundsä tzli c hes enthal t die Arbeit v on GERSCHGORIN [ N 5 ] 
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Einen Einblick in die bestehenden Genauigkeitsverhält nisse 

gevvi nn t man auch durch die Betrachtun g der Approximations fehl e r der 

Differenzengleichungen. I m englischen Sehr1ftt urn wir d d iese Abwei­

c hung " trunc a tion error" genannt. Insbesond ere ergeben s ich au f 

dies e .'leise explizite Ausdrücke zur Untersuchung der ·.Virkung einer 

Netzverfeinerung die auch die gü nstigste Nahl de s Ve rhältni s s es 

.6 t : ß s erkennen lassen 1 ). 

Außer diesen mathematischen Ver f nhrensfehlern, die - ebens o 

wie alle Abrundungs-und Messfehler- unverme idbar sind und hinrei­

chen d klein gehalten werden müssen, sind die Ergebnisse e ine r Tide­

re c hnung nochmit ·.vei teren Ungenauigkeiten belastet. So l ässt sich 

die physikalische Richtigkeit der Dynamischen Grundgleichung nie 

vollständig erreichen. Immerhin gestatten es die neue ren Fort­

schrit e de r Hydrodynamik , die Jichtigsten Effekte durch entspre­

c hende Zusat z glied er zu berücksichtigen
2

). Dazu kommt die schwieri­

ge Erfassung de s Str~mungswiderstandes. 

Eineweitere Schwierigkeit, die die Res ulta te einer Tiderech­

nung beeinfluß, istdie hinreichend genaue Erfass ung der regellos 

wechselnden Morphologie. Auch hierdurch ist der mathematisch- for ­

malen Be trachtungsweiseeine Grenze gesetzt. Diese Frage l äßt sich 

am einfachsten durch eine Vergleichsrechnung mit kleinerem /]. s be ­

antwo:r;,ten. 

7. De r Einsatz moderner Grassrechenmaschine n 

Die in den letzten 15 Jahren erfolgte Entwi cklung der pro­

g r ammges teuerten Re chenmaschinen hat der Numerischen Analysis die 

L~sung bisher unangreifbar komplizierter Problemem~glich gemacht, 

indem jetzt Rechnungen großen Umfanges ca. 1ooo-mal schneller be ­

wä l t igt werd en k~nnen. Der große Zeitgewinn rechtfertigt auch die 

1 ) 
Aus führ liche mathematische Entwicklung wird der Verfasser dem-
nä chst an anderer s~elle ve r ~ffentlichen. 

2
) Auf diese Effekte wird die angekündigte 2. Mitteilung des Ver­

fasser s a usführlich eingehen. 
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immerhin beträch tlichen Kosten, die de r Ei nsa t z dieser teuren Ma ­

schinen rrii t sich bringt. Au c h auf d e n Zeit - und Geldaufvvand für die 

erforderli c he Programmierung muss hingevvi e sen we rd en. 

Die Rechenopera tionen kommen i n e ine r p r ogrammg e steue r ten 

Maschine durch da s Zusammen.vi rken von Steuerwe r k , Speicher und Re ­

c henwerk zustande. Die handelsüblichen Maschinen arbeitenmit 1 o -

12stelligen De zimalzahlen und können durchschnittlich et wa 15 ooo 

El emen tarbefehle in der Sekunde ausführen
1

) . Die gesuchten Ergeb ­

nisse liefert das Registrie r werk in F orm von Funktionstabellen, 

und zwar mit Hilfe von elektrischen S c hreibmaschinen vom Fern-

s c hreibertyp. 

Der Einsatz dieser elektronischen Hochgeschwindigkei ts-Auto­

maten ist zur Bewältigun g der grossen Rechena rbeit einer hinrei­

chend genauen Tidere chnung (insbesondere in e ine r nicht zu langen 

Zeitspanne) unbedingt erfor derlich. Di e notwend i ge [ bertragung des 

I nte grationsprobl ems in ein Rechenprogra mm
2

) ist leicht ausführbar. 

In sbesondere kann ein solchen Programm s o eingerichtet wer den, dass 

die i . a. notwendigen ,'Jiede rholungen der Re c hnu ng mit oder ohne Va"'" 

riation der Parameter iterativ a us geführt werden . Auf diese j eise 

kann man nicht nur die erforderliche Genauigkeitsun tersuchung leicht 

v o nehmen, sondern auch den Einschwingvo r gang b e i ~ iner Regulie ­

rungsrechnung in der einfachsten Ne i se dur ch f üh r en. Der Wasserbauer 

hat damit auch die Mögli c hkeit, Baumass n a h men bester Wirkung zu 

erkennen. 

Erfa h runge n über Anwendungen au f Prob l eme d e r F l u ss - und Ge­

zeitenhydraulik liegenvor. Von FAURE [ R 4 ] wurde die Tidebe wegung 

rler GI RONDEmit Hil fe einer I BM-Maschine u n ter .s ucht . Die durch die 

Einteilung der Bere c hnungsst r ecke und de r Tidedauer notwendig ge ­

·rvesenen 9o ooo Re chenoperat ionen wurden a u f diese Neise in 3o S tun -

den durchge f ührt . Der CENTRALE STUD I ENDIENST de s MI NIS TER TE VAN 

VERKEER EN JATERSTAAT, Den Haag , läßt seine umfangreichen Voraus -

1 ) Die IBM ?o5- II I kann sogar 4 5 4 oo log i sche Entsc h eidungen i n 
der Sekunde durchführen 

2) An ein bestimmtes Integrationsverfahren ist man dabei nic h t ge ­
bunden 
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b erechnungen auf der ARHAC des l1ATH.i!JMATIC L CENTER, Amsterdam , 

durchführen. lber Methoden und Ergebnisse hat SCHC ~FELD [ R 7, R 8] 

b erichtet. Mit dem REHINGTON- RAND- UNIVAC der Universität New York 

sind die Hoch~asserwellen der J ahre 1945 1947 , 195o auf dem OHIO 

und HISSISSIPPI berechnet worden. Für die Vorausberechnung e iner 

Perio de von drei .iochen benötigte diese Hochgeschwi nd i gkei tsma ­

schine ca. vier Stunden. Be richte hierüber ver öffentlichten I SAAC­

SOf, STOKER und T20ESCH [ N 3, N 4 ]. 

Au ßer den programmgeste uerten Ziffermaschinen sind i m letz ­

ten J a hrzehnt auch "Analogiemaschine n '1 entwickelt word en. Diese 

stellen physikali s che Hodelle für Probleme de r Analysis dar. Ihre 

Reche ngenauigkeit ist daher beschränkt. Die nalogiemaschinen eig­

nen sich a t "h für die Int egra tiGn von Problemen der Gezei tenhy­

draulik ; Näheres enthä lt eine Arbeit von SCHCNFELD [ R 9 ] . tber die 

Anwendungdes GOODYE: R ELECTRONIC DIFFERENT IAL ANALYSER ( GEDA) ha­

ben LA/JLER und DRUHL [ R 6 ] berich tet. 



Zusammenfassung 

Die Voraus berechnung e ine r Tid eflußregulierung ist ohne die 

Beherrschung des bestehenden Zust a nd es nicht möglich . Dieses Pro ­

blem der theoreti s chen Hyd r a ulik i st mit den Hilfsmitteln der mo~ 

dernen Numeri schen Ana l ys i s lösbar. 

Die Grl!l!nd g leichungen zu einer a na l ytischen Erfassung der Ti~ 

de we llen sind die beiden Differentia lgleichungen der instationären 

Flusstheorie v o n SAINT-VENANT. Dieses Gl e ichung ssystem kann durch 

Einfüh rung der LAGRANGEschen :vellengeschwindigke i t dera rt umg e formt 

und symmet r isiert we rden, daß es in natü rlic he r Weise de m p hysik a ­

l i s c hen Abla uf der Hellenbewegun g des ~ass e rs a ngepasst i st. 

Für die besonders wichtige numerische I ntegratio n des Di f ­

ferent ial g leichungssystems existiert ein einfaches App roxima tions­

verfa hren , das i n organischer Ve rbindung mit dem ana l ytischen Ver­

hal en der Lösung steht . Diese vo n COURANT und seinen Ni tarbei tern 

entwickelte un d e r p robte Method e eignet sic h in he rvorra g endem Mas ­

se für die nume ri s che Lösung des Anfangs-Rand ·;v ertproblems einer 

Flusstide . 

Der g r o s se Arbeits- und Ze itau f wand eine r Tidere c hnung k a nn 

durch den Einsatz einer elekt ronischen Rec henma s chine wesentlich 

v erkür zt werd en . Erfolgre iche Ergebnisse auslä ndische r Nissens c h a ft ­

l er liege n vor. 

Auchder Binne nwasse rba u kann die hier bes prochenen Methoden 

und Ergebnisse verwerten , n ä ml i ch für di e Berechnung v on Ho chwas­

s e r we llen , instationären Bewegun ge n i n Kraftwe r ksk a nälen und über­

h a upt f ü r alle Schwall - und Sunkphänomene. 

Die Au s führunge n und Literaturangaben machenk i . o nAnop u h 

a uf Vollstän di gke i t. Es s oll te l edigl ich ein l e icht ve r s tändlicher, 

aber doch die wesentlichen Grundlagen und ma thema tischen Fragest el ­

lungen h ervorheb e nder Überblick gegeben vve rden über ein ebenso in­

teressa ntes wie wichtiges Problem der theoretischen Hydraulik . 
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