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Erik W. Grafarend

Kinematische und dynamische Gleichungen zur Erdrotation:
Messexperimente, Prizession/Nutation versus Tageslingenschwan-
kung (LOD)/Polbewegung (PM)

Als Leonhard Euler (1745) seine berithmte Formel zur Berechnung der
Nutationsbewegung der Erde aufstellte, war noch nicht absehbar, welchen
Boom zur genaueren Berechnung und zur modernen Theorie der Erdrotati-
on, des Mondes, der Himmelskorper, des Kosmos im GroB3en und der Ele-
mentarteilchen im Kleinen er ausloste. Auf der Beobachtungsseite zeigen die
ersten drei Abbildungen die Fortschritte bei der Ermittlung der Polbewegung
des Kreisels Erde. Die Polbewegung charakterisiert die Orientierung der Erde
im erdfesten Referenzsystem, die Tageslingenschwankung die Anderung des
Betrages der Erdrotation iiber einen Zeitraum.

F. Klein und A. Sommerfeld (”Uber die Theorie des Kreisels”, Nachdruck
der Ausgabe 1897-1910, B.G. Teubner, Bd.1, 1965) beobachteten die Pol-
bewegung von 1890 bis 1900 mit traditionellen astronomischen Methoden.
Dagegen prisentierte der Internationale Erdrotationsdienst (IERS: ”Interna-
tional Earth Rotation Service””) Polbewegungsdaten in Intervallen von 5 Ta-
gen vom 5. Januar 1984 bis 13. Mai 1989 mit der Methode der Langbasis-
interferometrie (VLBI: ”Very Long Baseline Interferometry”). Unsere letzte
Darstellung der Polbewegung betrifft den Zeitraum Januar 1958 bis Dezem-
ber 1992 als Funktion der Zeit (Deutsches Geoditisches Forschungsinstitut,
Abteilung I, auf der Basis des Bureau International de I’Heure und des Inter-
nationalen Erdrotationsdienstes IERS). Auch dem Laien ist der periodische
Charakter der Polbewegung deutlich: 12 Monate, 14 Monate, Ddmpfung ver-
sus Anregung, Einheiten 100 msec (tausendstel Bogensekunde), Bereiche £ 9
Meter. Zum Beispiel werden alle Koordinaten des Globalen Positionierungs-
systems (GPS, Global Problem Solver) wegen der Polbewegung auf ein Refe-
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renzdatum reduziert. Ein Beispiel ist die Referenzepoche 2000.0. Die zentrale
Bedeutung der Polbewegung wird damit deutlich, werden doch Positionsbe-
stimmungen auf den Millimeter genau benotigt!

Uber die Priizession und Nutation, die Beschreibung der Erde in einem
raumfesten System, gibt die vierte Abbildung Auskunft: Bezogen auf den
Himmelspol und auf die Ekliptikebene ist die Rotationsachse um 23,5 ge-
neigt. Die Bahn des mittleren Himmelspols definiert die Prézession mit einer
Periode von 18,6 Jahren, iiberlagert von kurzperiodischen Stdrungen genannt
Nutation. Die Nutation ist eine elliptische Bewegung mit den Halbachsen 6.9
und 9”.2. Daten liefert der FK 5 Katalog (W. Fricke: Determination of the
Equinox and Equator of the FK 5, Astron. Astrophys. /07 (1982) 13-16, W.
Fricke, H. Schwan und T. Lederle: Fundamental Katalog 5, Part 1, Veroff.
Astrono. Rechen-Inst., Heidelberg 1988).

Atmosphirische und ozeanische Anregungsfunktionen auf dekadischen
Skalen beeinflussen die Tageslingenschwankungen (“Length-of-day”: LOD)
maBgeblich. Uber die Beobachtungssituation informiert das “IERS Bulletin-
A” ("International Earth Rotation Service”) in vorziiglicher Weise. Wir haben
mit Absicht den Tag des 29. Mirz 2007 ausgesucht, welches folgende wo-
chentliche Informationen enthilt:

- als generelle Information
MID: Julianische Datum minus 2 400 000.5 Tage

- UT2 — UT1
”in Bessel Jahren: Universal Time 2 minus Universal Time 17 (Schaue
in Standardwerke iiber Astronomie, z.B. Karttunen et al: Fundamental
Astronomy, 4th edition, Springer Verlag, Berlin 2003, Seiten 28-43)

- TT = TAI + 32.184 seconds
“gesendete Zeit gleich astronomische Zeit international plus 32.184 Se-
kunden”

- DUT1 = (UT1 — UTC)
“gesendete Zeit mit Zeitsignalen gleich minus 0.1 Sekunden beginnend am
15. Mirz 2007 fiir 0000 Universelle Zeit ”coordinated” ”

- TAI — UTC (BIPM) = 33.000 000 Sekunden”
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Beispiel einer Vorhersage:

0.0495 0.4821

Mittlerer
Jahr  Monat Tag Julianischer Tag

2007 4 13 54203

x (Bogensekunden) y (Bogensekunden)  UT1 — UTC
siidliche Komponente  Ostliche Komponente  (Sekunden)
der Polbewegung der Polbewegung

0.07899

Abbildung 1: Bewegung des Nordpols der Erdachse
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Polbewegung in den Jahren
1890-1900 (mit freundlicher
Genehmigung des  Verlages
B. G. Teubner, Stuttgart, ent-
nommen aus: F. Klein & A.
Sommerfeld: Uber die Theorie
des Kreisels, Nachdruck der
Ausg. 1897-1910, BMT Bd. 1,
1965)

Die Beobachtungen basieren auf Daten von folgenden Typen:

1. ”Very Long Baseline Interferometry” (VLBI): Quasare
2. ”Satellite Laser Ranging” (SLR)

3. ”Global Positioning System” (GPS): Satelliten

4. ”Lunar Laser Ranging” (LLR)

5.

Momentum”. (AAM)

Meteorologische Vorhersagen der Variationen im “Atmospheric Angular
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Abbildung 2: Polbewegung aus VL.BI Beobachtungen
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Beispiel fiir einen "IERS Rapid Service”:

300
~Axis (msec arc)

Polbewegung aus Very Long
Baseline Interferometry (VLBI)
Beobachtungen (entnommen
aus: IRIS Bulletin A - Earth
Rotation (No. 64))

POLE POSITION
At 5-day intervals

Jan 5, 1984 - May 18, 1989
Circles: Interpolated IRIS values

Triangles: Markers for

Jan 3, 1984 (4) Jan4, 1987 (7)
Jan4, 1985 (5) Jan4, 1988 (8)
Jan 4, 1986 (6) Jan 3, 1989 (9)

Jahr

X
(stidlich: PM)
0.1580”

Monat

Fehler in
Bogensekunden
0.00010”

UT1-UTC
-0.061 500 Sekunden

Mittlerer
Tag Julianischer Tag
29 54188
y Fehler in
(Ostlich: PM) Bogensekunden
0.47595” 0.00009”

Fehler
0.000 057 Sekunden
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Abbildung 3: Polbewegung von Jan.
1958 bis Dez. 1992 als Funktion der
Zeit (Quelle: DGFI, Abt. I, nach Daten
des BIH bzw. des IERS)
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Abbildung 4: Prizession und Nutation

Bahn des wahren (scheinbaren)
Himmelspols (Prézession und
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Fiir die Vorhersage wird eine elliptische Polbewegung angenommen, die in
Formeln lautet:

(x —c1)?

(cacos A+ c3sin A + ¢4 cos C + ¢5 sin C)2+

(y —co)? _1
(c7cos A+ cgsin A + ¢g cos C + ¢19 sin C')2

Sie ldsst sich auflosen in prograde Komponenten in Richtung der Dreh-
bewegung der Erde und in retrograde Komponenten entgegengesetzt zur Er-
drotation. Es wird deutlich, dass die Bewegung der Rotationsachse und der
Tragheitsachsen der Erde keine einfache Bewegung ist!

Diese Tatsache wird iiberdeutlich, wenn wir uns die theoretischen Grund-
lagen der Erdrotation ansehen, Grundlagen, die das Genie Leonhard Euler
geschaffen hat. Nach ihm benannt gibt es zwei Sorten von Gleichungen:

Kinematische
Euler-Gleichungen

Dynamische
Euler-Gleichungen

Arbeiten von Arbeiten zu Drehimpulsbilanz ~ Euler-Lionville-
V.Dehant, Quaterionen von ’starrer Korper” bilanz
Y.Georgiadon, J.C.Hamilton, ”deformierbarer
C.Truesdell, D.Hestenes, Korper”
B.Richter, W.Niemz,
M.Smith, J. Wahr, F.Sanso,
E.Grafarend M. Vitins,

B.L. Van der

Waerden,

J.Wittenburg, Standard Technik:

E.Grafarend mehr als 1000 Arbeiten

In einem bemerkenswerten Beitrag vergleicht H.-W. Mikolaiski (”Synthe-
tische Modelle zur Polbewegung eines deformierbaren Erdkorpers, ein Bei-
trag zur Modellerweiterung und Bewertung: Ergebnisse, Deutsche Geoditi-
sche Kommission, Bayerische Akademie der Wissenschaften, Report C 354,
Miinchen 1989”) Losungen der kinematischen Euler-Gleichungen (globaler
Oberflichen-Vortizititsvektor) mit den dynamischen Euler-Gleichungen



Kinematische und dynamische Gleichungen zur Erdrotation 73

(Drehimpulsbilanz-Gleichung, Figuren-Achse/ Tisserand-Achsen) und findet
grosse Diskrepanzen zwischen den Losungen. Hier werden wir den Weg des
globalen Oberflachen-Vortizititsvektors gemiss C.Truesdell und M. Smith
beschreiten.

Eine spezielle Losung der dynamischen nichtlinearen Euler-Gleichungen
, die im Einklang mit den Messexperimenten stehen sollte, mochten wir al-
lerdings hervorheben, namentlich die freie Euler Periode der Erde. Unter der
Annahme eines starren Korpers fiir die Erde sollte die freie Bewegung einen
Betrag von 10 Monaten aufweisen, wie L.Euler selbst berechnete. Wir spre-
chen von der berithmten Euler-Periode! Dagegen fand S.C.Chandler ((1891)
: On the variation of latitude, Astronomical Journal 11, volume 83) bei Mes-
sungen eine realistische Frequenz von etwa 14 Monaten., die in der Tat bei ei-
ner Annahme eines deformierbaren Korpers sich ergibt! Die Erkldrungen rei-
chen von atmosphérischen Prozessen, von kontinentalem Wassermassenaus-
tausch, Kern-Mantel-Wechselwirkung bis zu Erdbebenwirkungen. Im Rah-
men eines Uberblickes (R.Gross, I. Fukumori and D. Menemenlis (2003):
Atmospheric and oceanic excitation of the Earth‘s wobbles during 1980-
2000, J.Geophysical Research 108(2003) 2370,doi:10.1029/2003JB002143)
kommt der Autor zu dem Schluss, dass wihrend der Periode 1985.0 bis 1996.0
die Chandler-Periode definitiv von

atmosphdrischen und ozeanischen Prozessen

mit dominanter Erregung durch Ozean-Bodendruck-Fluktuationen entstan-
den sind.

Zuriick zu den kinematischen Euler-Gleichungen des Rotationsvektors,
die wir sowohl im quasi-inertialen Referenzsystem (das kosmische Zentrum
bewegt sich nur inertial) der Ekliptik als auch im quasi-festen Referenzsys-
tem der Erde (da sich die Erde deformiert im Verlaufe ihrer Existenz, muss
ein quasi-festes Referenzsystem, verbunden mit der Erde, sorfiltig definiert
werden) des Aquatorsystems (orthonormales Dreibein bestehend aus der mo-
mentanen Rotationsachse, der Projektion des Greenwicher Schwerevektors
auf die momentane Aquatorebene - senkrecht zum momentanen Rotations-
vektor, der Vervollstandigung des dritten Bezugsvektors des Dreibeins, iden-
tisch mit dem Vektorprodukt aus dem ersten und dem zweiten Referenzvek-
tor). Wir mochten annehmen, dass der Rotationsvektor eine gleichférmige
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Bewegung auf einem Kegel als Referenz beschreibt ("Priazession”) und von
kleinen Storungen iiberlagert wird ("Nutation”) im Sinne einer Linearisie-
rung. Die Basisvektoren im quasi-inertial Referenzsystem (“Ekliptik Sys-
tem”) werden tiber eine Euler-Rotationsmatrix mit dem quasi-korperfesten
Referenzsystem im Sinne der Gleichungen

e:=ley, e e3]”  versus f:=[f, £, f5)"

| f = Ry()Ra(O)Rs() e |

Q=eTx=fTy

beschrieben. f und e sind ”Container” von Basisvektoren. Wir verfolgen die
Bewegung der zwei Referenzsysteme im Sinne der Euler-Bewegungsgleichungen.
Rj3 ist eine Rotationsmatrix um die 3-Achse, R eine Rotationsmatrix um die
2-Achse und letztlich R; eine Rotationsachse um die 1-Achse, alle rechtssin-
nig.

[0 —siny cosysinf] [x
x= [0 cosy sinysiné| |0
|1 0 cos 6 10|
versus

[—sinfcoso sinoc 0] [x
y = | sinfsinc cosoc 0| [0
cosf 0 1

—cosycotf —sinycotd 1

X .
0l = —siny cos Y 0
cos X sin x 0
sin 6 cos 0
cos o sino 0
sin 6 sin 0
X sino Ccos o 0|Y
cot@coso —cotfsino 1

Wir erhalten die Euler-Gleichungen (i) iiber den Container x im Ekliptik-
Referenzsystem oder (ii) iiber den Contatiner y im erdfesten-Referenzsystem.
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’ regulédre Prizession

Im Ekliptik-Referenzsystem ldsst sich die reguldre Prdzession einfach als
Kegelbewegung um die Ekliptiknormale darstellen. Wir schreiben als partiku-
lare Losung der Euler-Gleichungen wie folgt auf:

sin e cos (pt)
X = w | —sinesin (pt)
cose

Die Prizessionsfrequenz betrigt p = (360°)/(25, 800 years), die Schiefe der
Ekliptik ¢ = 23.5f. Die zugehorigen kinematischen Euler-Gleichungen der

Priizession lauten x (e, p), 0(e,p), (e, p):

X = —wsinecotfcos(x + pt) +wcose
0 = —wsinesin (x + pt)
6 = wsine cosec 0 cos (x + pt)

’ partikulidre Losung ‘

X = —pt

wcose +p ;. D .
0 = arccot ——— =:¢/ =¢— —sgine
wsine w

0 = w2+ p?+2wpcoset =: w't = (w+ pcose)t

’ reguldre Prizession plus Nutation ‘

Wir tiberlagern der reguldren Prizession beschrieben durch den Container
g = Ry(e)R3(—pt) e als mittleres Aquatorsystem den Rotationsvektor in
diesem Referenzsystem.

g = Rao(e)Rs(—pt) e

0 cos (nt)
Q = glw | Bsin (nt)
1
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Abbildung  5:  Eulerwinkel Abbildung 6: Uberlagerung von
(x.0,0} regulédrer Prizession und Nutation
T (1 Term)

Die kegelformige Bewegung um den mittleren Rotationsvektor €2 lduft
mit einer Frequenz n um. Der kleine Aperturwinkel wird iiber 3 dargestellt.
Wir stellen in Folge den Rotationsvektor 2 im Ekliptik-Referenzsystem, zer-
legt in regulédre Prazession und Nutation dar.

sinecospt +fcosecosptcosnt +[Fsinptsinnt
Q=e"w |—sinesinpt —fFcosesinptcosnt +03cosptsinnt
cose —sine cosnt 0

Q=0+ AQ

Der Rotationsvektor stellt sich analog im redfesten Referenzsystem dar,

psine cos (w't)
y = | —psine’sin (w't)
w' —pcose’

wobei die kegelformige Rotationsbewegung um die f3-Achse mittels w’=360f/d
mit einem Aperturwinkel von arctan (psine’)/(w’ — pcose’). Eine analoge
Beschreibung der kinematischen Euler-Gleichungen basiert auf der Winkel-
zerlegung

X=x0+Ax, 0=0+A0, oc=00+Ac
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gegeben: xo, 0o, 00, Xo; 0o, &0

bildet ein Differentialgleichungssystem vom Typ linear in Néherung erster
Ordnung.

Ax — wsine cosec’0p A = —wf3 cos e cot b cos (nt) — wf3sine cos (nt)
Af + wsineAy = wfsin (nt)

A6 + wsin e cos Oy cosec 20p A = w3 cos e cosec 20 cos (nt)

’ partikulidre Losung ‘

wt . .
Ay = { cos e cot By + sine — wsin e cosec 26y
n

wsin € cos € cot Oy +wsin?e+n

} sin (nt)

w2 sin® & cosec 20 — n2

wsinecose cot Oy + wsin’e +n

AO = wp 5

cos (nt)

w? sin” € cosec 20y — n?

wpi .
Ao = —— cosec 60{ cose — wcot by sine-
n

} sin (nt)

wsinecose cot Oy + wsin’e + n

w? sin? € cosec 260y — n?

Wenn wir Produkte vom Typ Bp vernachléssigen, werden wir auf die ein-
fache Darstellung 2 = Q + A2 im korperfesten System gefiihrt.

nwf

psine’ cos (W't) — cos {(w' — n)t}

y= b gin{(w' — n)t}

w' —pcose’

—psine’sin (W't) +

Als Superposition von zwei Kegelbewegungen im korperfesten Referenz-
system erhalten wir Frequenzen vom Typ w’ und (w’ — n) bei einer Apertur
von psine’/w’ und B’ := nB/(w — n). Die drei nachfolgenden Tabellen
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geben den “Input” der Nutation im quasi-inertialen Referenzsystem wieder,
gefolgt von den umgerechneten Bewegungen in quasi-erdfesten Referenz-
system, geordnet nach Periode, Frequenz und Amplitude. Auffillig ist, dass
die Perioden im erdfesten Referenzsystem im Niveau von einem Tag liegen,
insbesondere bei ”Input-Perioden” im Quasi-Inertialsystem von 6 794.4 Ta-
gen bis zu -5.6 Tagen! Die letzte Tabelle gibt abschlieBend einen Uberblick,
geordnet nach “prograden” und “retrograden” Bewegungsformen. Die ab-
schlieBenden Grafiken sollen die auftretenden Perioden und Aperturen gra-
phisch veranschaulichen: Sie werden hier erstmals vorgestellt. Die Darstel-
lung gelingt jeweils aus der "Input-Relation” (Quasi-Inertialsystem: Pridzes-
sion plus Nutation) und aus der ”Output-Relation” (Quasi-erdfestes Refe-
renzsystem: Polbewegung) auf der Basis der kinematischen Euler-Gleichungen.

Die hier vorgestellten Ergebnisse basieren auf Ergebnissen der Arbeits-

gruppe “Erdrotation”, bestehend aus J. Engels (Stuttgart), B. Richter (Miin-
chen) und mir.

Abbildung 7: Retrograde Komponenten im quasi-inertialen System

aperture angle 3 [10~* arcseconds|
N ocod v cowd n sedl n el & cosd ~ = oed

100 2 4 5 810 2 4 5 8102 2 u & 810 2 4 5 810

period [days]
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Tabelle 1: Komponenten der Nutation im quasi-inertialen und terrestrischen System

quasi-inertiales System terrestrisches System
Periode | Frequenzm | Amplitude 3 | Periode | Frequenzn — w’ | Amplitude

Nr.* [d] [rad/d] [07.001] [d] [rad/d] [07.001]

lp | 6798.4 0.00092 1180.45 -0.99742 -6.29946 0.17

1r | -6798.4 -0.00092 8022.05 -0.99712 -6.30131 1.18

9p 182.6 0.03441 549.07 -1.00275 -6.26598 3.01

9r | -182.6 -0.03441 24.53 -0.99185 -6.33479 0.13
10p 365.3 0.01720 25.66 -1.00000 -6.28319 0.07
10r | -365.3 -0.01720 31.06 -0.99455 -6.31759 0.08
31p 13.7 0.45994 94.08 -1.07581 -5.84045 7.41
31r -13.7 -0.45994 3.62 -0.92942 -6.76033 0.25
S54p 5.6 1.11351 0.31 -1.21136 -5.18688 0.07
S54r -5.6 -1.11351 0.01 -0.84749 -7.41390 0.00
31p 13.7 0.45994 94.08 -1.07581 -5.84045 7.41

9p 182.6 0.03441 549.07 -1.00275 -6.26598 3.01
34p 9.1 0.68797 12.44 -1.11951 -5.61242 1.52
33p 13.6 0.46087 17.68 -1.07598 -5.83952 1.40

Ir | -6798.4 -0.00092 8022.05 -0.99712 -6.30131 1.18
32p 27.6 0.22803 14.51 -1.03472 -6.07236 0.54
32r -27.6 -0.22803 13.81 -0.96244 -6.52842 0.48

* Die Nummern beziehen sich auf das IAU 1980 Nutationsmodell. p bezeichnet die prograde, r

die retrograde Komponente des jeweiligen Ausdrucks.
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Tabelle 2: Komponenten der Nutation im terrestrischen und quasi-inertialen System

quasi-inertiales System:

No. period [d] n [Rad/d] | B7 [0,°0001] | B2 [0,°0001]

1 6798.4 0.00092 11 804 80221

9 182.6 0.03441 5491 245

10 365.3 0.01720 -257 311

31 13.7 0.45863 941 36

54 5.6 1.12200 3 0
terrestrisches System:

2/ (w" —n) | 2n/(w —n) prograde retrograde

Amplitude Amplitude

No. Periode [d] Periode [d] | (1 [0,°0001] | B2 [0,°0001]

1 0.99741 0.99712 2 -12

9 1.00275 0.99185 30 -1

10 1.00000 0.99455 -1 -1

31 1.07556 0.92960 74 -2

54 1.21335 0.84652 1 0

aperture angle 8 [10~* arcseconds]

Abbildung 8: Komponenten im terrestrischen System
(Transformationen der retrograden Nutationskomponenten)

S v f0@3 M £0X3 N £0R3 M £0B3 N £ 003 N = 00G

oL
3

0.82 0.86 0.90

period [days]

0.9u 0.98
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Abbildung 9: Prograde Komponenten im quasi-inertialen System

aperture angle 3 [10™* arcseconds]
S v fo0@3 M £f008 N Ffowy N £0GE N £o0m8 N £ owog

100 2 u & 810 2 u 5 8102 2 4 6 8100 2 4“5 8 10%

period [days]

Abbildung 10: Komponenten im terrestrischen System
(Transformationen der prograden Nutationskomponenten)

5 v 2003 M S0XE M £0A3 M £OK3 N S 003 N = oeg

aperture angle 3’ [10~* arcseconds]

.
0.80 0.54 0.98 1.02 1.08 1.10 1.1y 1.18 1.22 1.26 1.30
period [days]
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Abbildung 11: Prograde und retrograde Komponenten der Polbewegung

1 10'(") amplitude of the pole position
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