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«Das hab ich mir so ausgetuftelt» —
Herausfordernde Aufgabenstellungen im
Mathematikunterricht der Primarstufe

Eine Aufgabenkultur, die den Kompetenzaufbau unterstutzt —
was bedeutet das fur die Begabungs- und Begabtenforderung?

Margret Schmassmann_Barbara Hohtker



Uberblick

* Einstimmung
* einige Anmerkungen zu Beginn
* Dossier: Aufgaben variieren

« Fazit: Flexible Differenzierung

PH
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Einstimmung

Berechnen Sie die Summe
aller Zahlen des
Zahlenfeldes.

Finden Sie verschiedene
Wege.

Tauschen Sie sich mit
lhrem Nachbarn/lhrer
Nachbarin aus.

PH
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Zahlenfelder: geschicktes Bestimmen der
Summen

Wie haben Sie es
gemacht?

Welche mathematischen Fahigkeiten, welches Wissen
und Konnen, welche Vorgehensweisen haben Sie bei der

Bearbeitung der Aufgaben genutzt?

PH
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Vorgehensweise Alex, 4. Klasse
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Vorgehensweise Lisa, 5. Klasse
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«Reichhaltige Aufgaben»

]
Beispiel
Zahlenfelder
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Bezug zum Lehrplan 21
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Mathematik lernen

«Was soll gelernt werden?» und «Wie soll gelernt werden?»

Inhaltsbezogene Ziele Tatigkeitsbezogene
Ziele

«Zahl und Variable» Erforschen, Argumentieren
«Form und Raum Begrunden

«Grossen, Funktionen, Zusammenhange herstellen
Daten und Zufall» verallgemeinern

Mathematische «Tatigkeiten und Vorgehensweisen» als Ziel und

Weg des Mathematikunterrichtes.

PH
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Zur Erinnerung ...... (aus der Ausschreibung)

I

« Mathematische Kompetenz (und mathematisches Verstandnis) kann
sich nur in der aktiven Auseinandersetzung mit mathematisch
gehaltvollen Aufgabenstellungen entwickeln. So eroffnet sich ein
breites Spektrum an Moglichkeiten fur den Erwerb von inhaltlichem
Wissen sowie fur die Forderung mathematischer Fahigkeiten wie z.B.
Erforschen, Begrunden und Strukturen erkennen.

* Auf Grund ihrer mathematischen Substanz konnen solche
Aufgaben in vielfaltiger Weise variiert und erweitert werden, so
dass alle Kinder gefordert und insbesondere die Leistungsstarken
herausgefordert werden.

PH
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Grundidee:
Das Potential «reichhaltiger Aufgaben» ausschopfen

I

Aufgaben variieren, offnen, weiterentwickeln, erweitern,

so dass alle Kinder erfolgreich lernen konnen:

 im Hinblick auf Anforderungen und Komplexitat
(einfacher/schwieriger)

« im Hinblick auf die Tiefe der Bearbeitung
(Zusammenhange erforschen, Erklarungen finden,
Vermutungen uberprufen, ..... )

« WeiterfUhrende Auftrage anbieten und zur Entwicklung
eigener Aufgaben anregen

« Lernbegleitung, Hilfen, Tipps und geeignete Materialien
anbieten PH
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Aufgaben variieren, erweitern, offnen.....
Beispiel Zahlenfelder

]

Startaufgabe

« Berechne die Summe des kleinen Zahlenfeldes
(5 mal 5) moglichst geschickt und schreibe
deinen Losungsweg ubersichtlich auf.

* Findest du noch eine andere Moglichkeit, die Summe auszurechnen?

Weiterfuhrende Auftrage (Fokus des Ateliers)
Lernangebote fur leistungsstarke und besonders begabte Kinder

Unterstutzung fur Kinder mit Lernschwierigkeiten
Differenzierte Anforderungen/ Vereinfachungen, Variationen, Materialien

Lernbegleitung, Hilfen und Tipps fur alle Kinder PH
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Dossier
«Aufgaben variieren»

I
« Wahlen Sie eine (oder zwei) der Aufgaben aus
dem Dossier aus:
Zahlenfelder (Fortsetzung)
Experimentieren mit Dreiecken
Summe 1000
Froschhupfen
« Setzen Sie sich mit den gewahlten Aufgaben gemass der
jeweiligen Auftrage/Fragestellungen auseinander.
« Tauschen Sie sich mit Ihren Kolleginnen und Kollegen aus.
* Notieren Sie sich Fragen, Anregungen und ggf. neue Ideen.

PH
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Mogliche Perspektiven zur Erweiterung der
Aufgaben aus dem Dossier

Beispiele

« Zahlentafeln: Strukturanalogien, Vernetzungen
* Dreiecke: systematisches Vorgehen
 Summe 1000: Kombinatorische Teilfragen

* Froschhupfen: Zahlenmuster — Algebraisieren

PH
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Zahlenfelder: Summen berechnen

Startaufgabe

 Berechne die Summe des kleinen Zahlenfeldes
(5 mal 5) moglichst geschickt und schreibe deinen Losungsweg auf.

* Findest du noch eine andere Moglichkeit, die Summe auszurechnen?

Was konnen alle Kinder lernen? eigenen
Rechenweg
Muster entdecken darstellen,
und nutzen erklaren
rechnen
Addition/Multiplikation
Rechengesetze nutzen Rechenwege
Geschickt rechnen anderer verstehen

(Zahlenblick)
PH
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Zahlenfelder: Summen berechnen

eine ldee der Weiterarbeit

« Berechne auch das grosse
Zahlenfeld. Finde verschiedene Wege.

* Entdeckst du einen Zusammenhang
des kleinen mit dem grossen Feld
und den entsprechenden Summen?

Lernchancen fur leistungsstarke Kinder:

« Struktur erforschen, Muster beschreiben und
nutzen

« Zusammenhange erklaren und begrinden

« vernetzen, verallgemeinern,
Strukturanalogien erkennen
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Bearbeitung durch Lisa

Lisas Vermutung: 10 x 125

\:v.‘lu-. g

™
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Transferversuch der Strategie
(Diagonalen berechnen),

anschliessend schlussfolgern auf die
Summe der anderen Diagonalen

PH
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Lisa und Alex: Erkunden der Strukturanalogie
Zahlenfeld - Wurfelgebaude

18
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Erkunden der Strukturanalogie
Zahlenfeld - Wurfelgebaude

PH
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Erkunden der Strukturanalogie
Wourfelgebaude —
Reihenfolgezahlen

Ausgleich um die
Zahlen der mittleren
Reihe:
Summe aller Zahlen
im 4x4 Zahlenfeld =
4-4-4=064

PH
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Wie kann man diese ldee nutzen, um die Summe
beliebiger analoger Zahlenfelder zu berechnen?

Zahl in der Spitze 1

* Feld 4x4 Summe 64
* Feld 5x5 Summe 125
* Feld 10x10 Summe 1000

e Feld nxn Summe n3

Verallgemeinerung: Zahl in der oberen Spitze m

e Feldnxn Summe n?- m
PH
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Experimentieren mit Dreiecken

Startaufgabe

* Lege mit allen vier Dreiecken verschiedene Vierecke.

« Zeichne die gelegten Vierecke von Hand ab. Zeichne auch die
Einteilungen.

» Wie viele verschiedene Vierecke findest du?

* Benenne die Vierecke.

Was konnen alle Kinder lernen?

* Raumliche Vorstellung

« Eigenschaften von Dreiecken und Vierecken
(Zusammensetzen und Zerlegen)

« Beschreiben und Benennen von Vierecken

» Darstellung gefundener Losungen

PH
ZH
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Experimentieren mit Dreiecken
gespiegelt (gewendet)

— =B

eine ldee der Weiterarbeit

* Finde alle Vierecke. Begrunde, warum du sicher bist, alle Vierecke
gefunden zu haben. Erklare wie du vorgegangen bist.

Lernchancen fur leistungsstarke Kinder:
« systematisches Herleiten der verschiedenen Vierecke
« Begrundungen und Erklarungen versuchen

PH
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Alle Grundformen aus 2 Dreiecken

lange Seite mittlere Seite kurze Seite

Dreieck Dreieck flach
hoch

Rechteck

Parallelogramm 1

Drache

v

Parallelogramm 2

PH
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Aus den Grundformen und den ursprunglichen
Dreiecken die Vierecke aufbauen

Grundform Rechteck ’ ‘ ‘ .
10 Vierecke - mit Spiegelung 14.

Grundform
Drachen

Fehlen noch welche?

Grundform
Dreieck

hoch FZ’H
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Aus den Grundformen und den ursprunglichen
Dreiecken die Vierecke aufbauen

Insgesamt
Grundform Rechteck ]
I ‘ ‘ 19 Vierecke
Grundform Drachen

' Grundform

Grundform Dreieck
Dreieck flach
hoch

I Grundform

Parallelogramm 2
PH
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Grundform
Parallelogramm 1




Experimentieren mit Dreiecken gespiegelte (gewendete)

_ P

noch mehr Ideen

* Versuche, mit den gefundenen Vierecken (gleichen oder verschiedenen)
die Ebene zu parkettieren. Mit welchen geht es, mit welchen nicht?

« Versuche, mit den gefundenen Vierecken vergrosserte (d.h. ahnliche)
Vierecke zu legen.

Lernchancen fur leistungsstarke Kinder:

« Systematisches Herleiten der Parkettierungen

« Begrindungen und Erklarungen versuchen

« Geometrische Berechnungen anstellen (Winkel, Seiten)

PH
ZH
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Zum Beispiel: Parkettierung mit dem Drachen

PH
ZH
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Auf der Suche nach vergrosserten Vierecken

Baustein b

Vergrossertes (ahnliches)
Trapez im Verhaltnis 1: 2
aus 4 allgemeinen
Vierecken

LI\

PH
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Summe 1000

Startaufgabe

« Bilde aus den Ziffern 1 — 9 jeweils zwei dreistellige Zahlen und
addiere die Zahlen schriftlich. Jede Ziffer darf nur einmal
verwendet werden.

* Finde moglichst viele verschiedene Additionen aus zwei
Summanden mit der Summe 1000.

Was konnen alle Kinder lernen?

 schriftlich addieren

* Verstandnis des dezimalen Stellenwertsystems vertiefen
« systematisch variieren — Strategien entwickeln

PH
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Summe 1000

eine Idee der Weiterarbeit

* Wie viele verschiedene Aufgaben gibt es?
« Was hast du dir Uberlegt? Erklare.

noch mehr Ideen

« Warum kann man die Summe 1000 mit drei Summanden nicht
erreichen?

«  Welche Summen kann man erreichen? Uberlege und Probiere.

Lernchancen fur leistungsstarke Kinder:
» Vernetzung: kombinatorische Uberlegungen versuchen

e argumentieren, begrunden, darstellen
PH
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Losungen suchen .....
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Einerstelle: Summe 10
1+9,2+8,3+7,4+6

Zehner- und Hunderterstelle: Summe 9
1+8,2+7,3+6,4+5

6 Moglichkeiten
PH
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Losungen suchen .....

S\ T

Z &
24
— ? 9

» 6 Moglichkeiten

» Hunderter- und Zehnerstelle konnen horizontal vertauscht
werden:
12 Moglichkeiten

» Diese Moglichkeiten konnen auf 8 Arten vertikal vertauscht

werden:
96 Moglichkeiten

PH
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Losungen suchen — andere Vorgehensweise

149 2+8 3+7

446
2+7 3+6 4+5 3+6 +5 1+ 4+5 1+ +7

3+6 4+5 2+7 445 247  3+6 445 3+6 4+5 148 2+7 1+8
342
| 658
12 Varianten 1000
PH
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Die 12 Moglichkeiten konnen noch vertikal
variiert werden: 96 Moglichkeiten

vertauschey wt vertauschen (nv)

O
AWAN /\ \
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Warum kann man die Summe 1000 mit
drei Summanden nicht erreichen?”?

]

» Fur die drei dreistelligen Zahlen werden alle Ziffern von 1 bis
9 genau einmal verwendet.

» Die Quersumme des Ergebnisses ist gleich wie die Summe
dieser 9 Ziffern, namlich 45.

» 45 ist durch 9 teilbar.

» Daraus folgt, dass die Summe nicht 1000 sein kann, denn

1000 ist nicht durch 9 teilbar. Kl g

» Welche Summen kann man mit drei 322

Summanden erreichen? Y68

774,...,990, 999, 1008, ... 2556 11512
(Quersumme durch 9 tb.) —3-43-? PH
ZH
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Warum kann man die Summe 1000 mit drei
Summanden nicht erreichen?
andere Vorgehensweise, wer es lieber fleissig mag...

» Alle Ziffern von 1 bis 9 werden verwendet.

» Einerstellen: Summe 10 oder Summe 20
Summe 10: 142 +7, 1+3+6, 1+4+5, 2+3+5
Summe 20: 3+8+9, 4+7+9, 5+6+9, 5+7+8

» Zehnerstellen wenn Einerstelle 10:

Summe 19 (3+7+9, 4+7+8, 4+6+9, 5+6+8)
oder Summe 9 (1+2+6, 1+3+5, 2+3+4)

» Zehnerstellen wenn Einerstelle 20:

Summe 18 (3+7+8, 3+6+9, 4+6+8, 4+5+9,5+6+7)
oder Summe 8 (1+2+5, 1+3+4)

» Und jetzt alle Varianten durchspielen...~»> Summe 1000 nicht
moglich, da fur die Hunderterstellen nie passende Ziffern mit der
Summe 8 oder 9 ubrig bleiben PH

ZH
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Fur Kinder mit Lernschwierigkeiten .....

]
Finde moglichst schlau Aufgaben mit der Summe 10 (9).

00000 00000
O0000 OOOC0O - *+ =100

OOO00O0O OO000
OOO000O OO00O0 - —

PH
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Froschhupfen

Startaufgabe
» Probiere das Spiel «Froschhupfen» aus (auch mehrmals).
« Versuche mit moglichst wenigen Spielztige das Ziel zu erreichen.

000 000

Ziel: Die Plattchen tauschen die Seiten.

Regel: Jedes Plattchen darf sich auf ein benachbartes freies Feld
verschieben oder Uber ein benachbartes besetztes Feld hupfen.
(Weder rot/blau noch hupfen/schieben mussen sich abwechseln!)

PH
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Froschhupfen

— @0e (O
Startaufgabe

* Probiere das Spiel «Froschhupfen» aus (auch mehrmals).

» Versuche mit moglichst wenigen Spielzlige das Ziel zu erreichen.
 Mache ein «Protokoll» des Spielverlaufs.
« Wie viele Spielztuge brauchst du mindestens?

Was konnen alle Kinder lernen?

« Spielzuge protokollieren

« Effizienz bestimmter Spielzlige erkennen und beschreiben
« (Teil-) Strategien entwickeln

PH
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Lisa auf der Suche nach einer Strategie

PH
ZH
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Mindestanzahl Spielzuge begrunden
(3 Frosche auf jeder Seite)

— 000 000

Jeder der 6 Frosche muss 4 Felder weiter bewegt werden, damit die
Zielaufstellung erreicht werden kann.
- 24 Bewegungen

Da aber jeweils die Frosche der anderen Farbe ubersprungen
werden mussen, rucken dabei die Frosche nicht nur 1 Feld, sondern

2 Felder weiter.

Jeder Frosch der einen Farbe uUberspringt jeden Frosch der anderen
Farbe, also gibt es 9 Sprunge, wodurch 9 Bewegungen eingespart

werden. 2 24 -9 =15 Zuge PH
ZH
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Bewegungsmuster protokollieren
(2 Frosche auf jeder Seite)

000 0 -
8 Spielzuge!
shshhshs

PH
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Froschhupfen
(2 Frosche auf jeder Seite)

I
Bewegungsmuster:
shshhshs
— | — ||| |—| |\ | —
Farbmuster:
robrebbr [N ENENEE

Anzahl Zuge: 8

PH
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Froschhupfen

eine Idee der Weiterarbeit

* Untersuche die Mindestanzahl ‘.@‘.
Spielzuge bei verschiedenen “‘Q‘”

Spielfeldlangen.

Was stellst du fest? W
Entdeckst ein Muster? W

Lernchancen fur leistungsstarke Kinder:

« Muster entdecken und verallgemeinern: Zusammenhange von
Spielfeldgrosse, Anzahl und Verteilung der Frosche und der mindestens
bendtigten Anzahl Spielzuge untersuchen, beschreiben, algebraisieren

PH
ZH

Begabungsférderung_05.11.2016_Barbara Hohtker/Margret Schmassmann 54 phzh.ch  ———



Froschhupfen: Mindestanzahl Spielzuge

© 2016 Margret Schmassmann, Mathematiklabor Zirich.



Zahlenmuster fur je n Frosche auf beiden Seiten

56 Begabungsférderung_05.11.2016_Barbara Hohtker/Margret Schmassmann

Frosche |Frosche |Felder, die jeder Frosch |Felder, die .Hupfer” (h) Spielzuge:
pro ins- uberwinden muss insgesamt
Seite  |gesamt (von allen Froschen)
uberwunden werden
mussen
1 3 1+1=2 2-2=4 1 4-1=3
2 4 2+1=3 4-3=12 2-2=4 12-4=8
3 6 3+1=4 6-4=24 3:-3=9 24 -9 =15
4 8 4+1=5 8-5=40 4-4=16 40-16=24
) 10 5+1=6 10-6 =60 9:-5=25 |60-25=35
n 2n n+1 2n(n+1) - 2N +2n— - =
A n2 +2n =
e~ 2.
qraiza™ (n+1)" - 1
Qua




Froschhupfen (Solitaire)



Was ware wenn...

...Sich die Frosche anders verteilen, z.B. 4 links und 2 rechts.
Braucht es dann gleich viele Zuge?

o000 60

4-3 + 2:5 2 22 Bewegungen
Da es aber 2 - 4 Sprunge gibt, wird
das Vorwartsschieben 8 mal eingespart > 22 -8 =14

Und wenn sich die Frosche so verteilen: links 5, rechts 1?
16 Bewegungen — 5 Springe =11

00000 O o

58 Begabungsférderung_05.11.2016_Barbara Hohtker/Margret Schmassmann phzh.ch  ———



Aufgabenkultur - Unterrichtskultur

... und den
— Austausch
Inszenierung sinnvoll und
- sorgfaltige Klarung der Aufgabenstellung ' produktiv
(alle Kinder kdnnen «starteny) gestalten.

« Motivieren, Herausfordern
« (differenzierte) Erwartungen klar formulieren

Lernbegleitung

» das Lernen der Kinder wahrnehmen, begleiten und
unterstutzen

 Hilfen, Tipps bei Schwierigkeiten

« Variationen, weiterfuhrende Auftrage als «Rampen»

PH
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Fazit
Aufgabenpotential nutzen und flexibel differenzieren

Suchen, durchdenken, anbieten:

Variationen (z.B. «Was ware, wenn ..... »)
Transfermoglichkeiten

Verallgemeinerungen — propadeutisches Algebraisieren
Vernetzungen

mit anderen mathematischen Themenbereichen

mit strukturanalogen Aufgaben

verschiedene Vorgehensweisen und Darstellungen
Potential zur Strategieforderung (probieren, operativ
variieren, systematisieren, strukturieren)

PH
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Wir wurden uns freuen, wenn ....
Sie noch mehr Lust bekommen haben, sich auf eine
vertiefte Auseinandersetzung mit den Themen und
Aufgaben der Primarschulmathematik einzulassen.

Herzlichen Dank!

PH
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Im Anhang einige Impressionen

lhrer Arbeit
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Drelecke

PH
ZH
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Drelecke
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Zahlenfelder

A
oG
AS - A 3
. g ‘A',”c Ay
42 e . 150 k-
By 2
? s 108
2 A9 =00
A 00
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Froschhupfen
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