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8.1. MC Fragen Waihlen Sie die richtigen Antworten.

(a) Seien fi, fo stetige Funktionen und seien gy, g» unstetige Funktionen, die auf ganz
R definiert sind. Dann gilt:

M f1+ fo ist stetig.

Richtig: Aus der Stetigkeit von f; und fy folgt, dass lim,_..(f1 + f2)(z) =
limy_yq, f1(z) + lim, s fo(z) = fi(zo) + fa(xo) = (f1 + f2)(x0) und somit ist
fl + fg stetlg

O fi + g1 ist stetig.

Falsch: Sei z.B. f; =0, dann ist f; + g1 = g1 unstetig.
[ g1 + go ist unstetig.

Falsch: Sei go = —g;. Dann ist g1 + go = g1 — g1 = 0 stetig.
M fy + g2 ist unstetig.

Richtig: O.B.d.A sei go an der Stelle xy unstetig, d.h. lim,_,,, g2(x) # g2(x0).
Dann gilt, dass lim, ., (f2 + g2)(z) = lim, ., fo(z) + lim, ., g2(x) = fa(zo) +
lim, ., 92(2) # fo(xo) + ga(xo). Somit hat die Funktion f; + go die gleichen
Unstetigkeitsstellen wie die Funktion gs.

O fi+ fo+ g1 + g2 ist stetig.

-1, firz <0
Falsch: Seien z.B fi1 = —fo, g1(z) =sgn(x) =< 0, firz=0 und go(z) =
1, firz>0
sgn(|z|) = { 0 ﬁ:lr r=0 . Dann ist fi + fo + g1 + g2 = sgn(x) + sgn(|z]) =
1, firz#0
{ g: iﬁi i i 8 flir x = 0 unstetig.

(b) Wir betrachten die Funktionenfolge (f,,) mit
foiRsg = R,z (2424012
Welche der Aussagen gilt?

M lim,, oo fu(z) = z fiir alle z € Rxg

Richtig: Es gilt lim, o (22 + 112 = (limy, 00 (272 +n71))? = (2/?)? = .
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[1 Die Funktionenfolge konvergiert gleichméssig.

Falsch: Aus |f,,(x)—x| = 222 /n+1/n? folgt, dass fiir x > n? auch | f,(z)—z| > 2
ist. Also kann (f,,) nicht gleichméssig konvergiern.

W Fir alle M > 0 gilt, dass die Funktionenfolge f,|jo,a : [0, M] — R gleichmassig
konvergiert.

Richtig: Es gilt | fo(z) —z| = 22Y2/n+1/n? < 2MY2 /n+1/n? fir alle x € [0, M.
Es folgt, dass (fn|0,0) gleichméssig konvergiert.

8.2. Konvergenz von Funktionenfolgen Konvergieren die folgenden Funktio-
nenfolgen auf dem Intervall [0, 1] punktweise gegen eine Grenzfunktion f? Falls ja,
bestimme f und untersuche, ob die Konvergenz gleichmaéssig ist.

(a) fao(x) =01+ %)2, neN;
(b) fulz) :=1+2"(1-=)", neN;

|~

2nz, 0<x<s5;
() folx) =42~ 2nz, L <a<l;
0, <<l

Solution: Eine Funktionenfolge f, konvergiert punktweise gegen eine Grenzfunktion
f auf einem Intervall I, falls fiir jedes « € I die (Zahlen-)Folge f,(z) gegen den Wert
f(z) konvergiert, d.h. |f(x) — fn(x)| — 0 fiir jedes x € I.

Eine Funktionenfolge f, konvergiert gleichméssig gegen eine Grenzfunktion f auf
einem Intervall I, falls

suplf(z) — fu(2)| = 0.

xel n—o0

(a) Beh.: f,(z) konvergiert gleichméssig (und insbesondere auch punktweise) gegen
f(z) =1 auf [0, 1].

Bew.: Fiir alle z € [0, 1] gilt

2

T T i
— fn = |1+ —-1=1+25+5 —1
f@) = fu@)] = [+ P =1 =]1+2-+ 5 1
r 2’ 1
= 2-+5< -+
n n? - n n?

Somit gilt also

2 1
sup |fo(z) = f(@)| < —4+— — 0
xEmJ“ (z) — f(z)] s S

was die gleichmaéssige und damit auch die punktweise Konvergenz zeigt.
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(b) Beh.: f,(z) konvergiert gleichméssig gegen f(z) =1 auf [0, 1].
Bew.:
ng(l—x)gi Vz € [0, 1].
Denn die erste Ungleichung gilt offensichtlich und ausserdem ist
r(l—z)=-2*+r=—(2—-1/2*+1/4<1/4 VzeR
Somit ist |z(1 — z)| < 1 fiir z € [0,1] und

|[f(2) = f(2)] = [(z(1 = 2))"| = |2(1 — 2)[" < (1/4)".
Somit gilt
sup |fn(z) — f(z)] < (1/4)" — 0

z€[0,1] n—oo

und die Folge konvergiert gleichmssig gegen f.
(c) Beh.: f,(x) konvergiert punktweise gegen f(z) = 0.

Bew.: Sei z € [0, 1].

Falls x = 0 ist, gilt f,(x) = 0 fiir jedes = und somit sicher f,(z) — 0 fiir n — oco.
Fir x > 0 wahlen wir ng € N so dass x > T%O Dann gilt insbesondere x > % fir alle
n > ng. Also ist f,,(z) = 0 fiir n > ny und damit sicher f,(z) = 0.

Beh.: f,(z) konvergiert nicht gleichméssig gegen f(x) = 0.

Bew.: Es gilt fiir jedes n, dass f,(5-) = 1 ist und damit ist f,(5-) — f(55) = 1.
Damit gilt aber auch

up [1,(2) — F@)| 2 [ful5e) — f5)] =10
z€[0,1] n n

und die Folge konvergiert nicht gleichméssig.

8.3. Eine Funkionenreihe Die Funktion (-) : R — R definiert wie folgt: (z) ist der
Abstand von z zu der nachsten ganzen Zahl, namlich, mit der Abrundungsfunktion
(Aufgabe 1.3):

() = r — [x] falls z — [2] < 1,
|1 (z—[z]) fallsz—[z] > 3.
Man definiert die Funktion f durch
(10z) ~ (100z) > (10%x)
= co= R
fl@) = (@) + 357+ o0 + kZZO o tER

definieren.
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(a) Zeigen Sie, dass die gegebene Reihe absolut konvergent fiir jedes z € R ist.

(b) Betrachten Sie jetzt die Folge f,(z) = > 1_, “10(]#. Konvergiert f,, nach f gleich-
massig?

(c) Ist f stetig?
Solution:

(a) Es immer gilt fir jedes y € R [(y)| < 1, also

[(10%z)] _ [(10%2)] _ = 1
— <
0F = 1ok ,;) 10’f = ,;) T

damit ist die Reihe absolut konvergent auf R.

(b) Um gleichmaéssige Konvergenz zu beweisen, beobachten wir, dass fir jedes © € R
gilt:

(@) B 23 10k> ,;0 10
00 <10k > 00 1
= Z < Z — =0 firn — oo.
k=n+1 10k k=n+1 10k

Somit im0 (SUp,er | fu(z) — f(2)]) = 0.
(c) Stetigkeit von f folgt sofort aus Satz 3.7.4 (Prof. Marc Burger, Analysis I,

D-INFK).
8.4. Trigonometrische Funktion
(a) Zeigen Sie,
. T /3 |
sin— =-—, sin—-=—
3 2 6 2
(b) Zeigen Sie,

tanz + tany T T
t - v ’ G <_’)
an(e +y) 1 —tanztany Y 4" 4

tanx — tany v c ( T 7r)
x _ —
1+ tanztany Y 4’ 4

tan(z —y) =

Solution:
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(a) Wir haben

. ™ . . . .
sin (2 - sc) = cosz und sin(m — ) = sinz und sin(2z) = 2sinz cosx

Dann

.om L 2w T T
Sin — = sin — = 2sin — cos —
3 3 3

3

Weil sin £ > 0,

und
. . . sinz siny
sin(z +y) sinxcosy+ cosxsiny cosz T cosy
tan(x + y) = = : : = sinzx siny
cos(r+y) cosxcosy—sinzsiny 1 — dnrsny
COST COSY

Die andern ist gleich.



