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MC-Aufgaben

1. Es ist das folgende autonome System

T =x1+2x2+3
Ty =2T1 + T

von linearen Differenzialgleichungen 1. Ordung gegeben. Welche der folgenden Aussagen sind
wahr?

(a) Es gibt keinen Gleichgewichtspunkt.
(b) (0,0) ist Gleichgewichtspunkt.

(¢) (1,-2) ist Gleichgewichtspunkt.

(d) (—1,2) ist Gleichgewichtspunkt.

Wir setzen zugehérige Vektorfeld v(x1,x2) = (1 + 2x2 + 3,221 + x2) gleich Null, um die Gleich-
gewichtspunkte zu erhalten (siehe Stammbach, Kap. VII.12, p.106). Das ergibt z1 + 222 +3 =0
und 2x; + x2 = 0, also 1 = 1 und zo = —2. Das DGL-System entspricht genau den Feldlinien
von v, die durch (&1,42) = v(x1,z2) gegeben sind. Deshalb ist (z1,22) = (1, —2) eine konstante
Feldlinie und damit ein Gleichgewichtspunkt.



2. Betrachten Sie das folgende System

T=br—vy
y=x—by.
Fiir b =1 ist die Losung zu den Anfangsbedingungen z(0) = 1,y(0) = 0 gleich...
(a) a(t) = e,y(t) = te!
(b) wlt) = t+1y(t) =t
() a(t)=tylt)=t
(d) a(t) = e y(t) =te'
Mit b = 1 lautet das System
T=z—y
y=z—y.

Wir fithren das System auf eine Differentialgleichung 2. Ordnung in z, indem wir die unbekannte
Funktion y eliminieren. Es gilt

T=x—y=1y, dasheisst,z=y.

Die Ableitung der ersten Gleichung gibt

und somit erhalten wir

Also ist
z(t) = C1 + Cat,

und
y(t) = x(t) — l‘(t) = (1 + Cyt — Os.

Mit den Anfangsbedingungen erhalten wir C; = Cy = 1 und somit ist die Losung z(¢t) = 1 +
ty(t) =t.



3. Fiir die Losung (x(t),y(t)) des Systems

i+g=4duz,
T—y=~0y,

welche die Anfangsbedingungen z(0) = 1 und y(0) = 0 erfiillt, gilt
(a) z(1) +y(1) = 2€>.

(b)  2z(1) +y(1) = 2€3.

(c) (1) +2y(1) = 2€3.

(d)  2(1)+y(1)=¢

Dieses System kann geschrieben werden als

! 2 -3

9.C+y = = 23.0 = Az 40y = T = v+ 3y <:>,éAZ(2 : >Z,
T—y = 6y 2y = 4dx—6y y = 2x-—3y

wobei z = < :; ) Wir berechnen die Eigenwerte A\; bzw. Ay und die Eigenvektoren ( Z ) bzw.

( cci ) von A. Es gilt

2—-A 3

O:det(A—/\Ig):‘ 9 —3_\

’:()\+4)()\—3).

Die Eigenwerte von A sind somit A\; = —4 und Ay = 3. Die zugehorigen Eigenvektoren berechnen

()= (50 () =(8) = e e
aman ()= (5 %) (5)=(0) =emm

Damit ist < ) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A; und ein Eigenvektor zum

3

-2 1

FEigenwert 2. Da die EW voneinander verschieden sind, erhalten wir zwei linear unabhéngige
Losungen von Z = Az



Es folgt, dass die allgemeine Losung von 2 = Az gegeben ist durch

Z(t) = 0z (t) +/8Z2 (t) = ( _12 ) 674t +/6 < :;) > 63t,
oder
z(t) =ae™ £33 und y(t) = —2ae M 4+ B, a,p R

Mit den Anfangsbedingungen bestimmen wir die Konstanten o und g

z(0) = 1 1 = a+38
y(0) = 0 7 0 = —2a+8"
Es folgt, dass a = % und 8 = % Also
1 6 2 2
x(t) = ?6_4'5 + ?eSt und  y(t) = —?6_4'5 + ?e?’t.

Mit Einsetzen folgt die richtige Antwort 2z(1) + y(1) = 2¢3.

4. Wenn man zwei beliebig oft differenzierbare Funktionen addiert, dann werden ihre Taylorreihen
an einem Punkt xq

(a) addiert.
(b) addiert, aber man erhilt die Taylorreihe an der Stelle 2.
(c) addiert, aber man erhilt die Taylorreihe an der Stelle x3.

(d) es kann keine allgemein giiltige Aussage getroffen werden.

Die Taylorreihe der Summe f + g zweier Funktionen ist ).~ w. Wegen (f +¢g)*) (z—
zo) = f®)(z — x0) + g™ (2 — 2¢) ist die erste Antwort die richtige.

5. Der Konvergenzradius der Reihe Y 2F2* ist

k=0
(a) 0
(b) 3
(¢) 2
(d) oo
Nach dem Quotientenkriterium ist der Konvergenzradius klirrgo 23% = kl;r& % = % Also ist (b)
richtig.



6. Die Entwicklung der Funktion f(z) = 1 als Potenzreihe um z = 1 lautet

() > (x—1)F

() > (~1)F(z— 1)k

Dank der geometrischen Reihe haben wir fiir [z — 1] < 1

1 1 2 —

il gy s pn b GRS +(1-2)P+. =

:1—(x—1)+(m—1)2—(ac—1)3—|—-~-:i(—l)k(x—l)k.
k=0

Die Reihe konvergliert fiir |z — 1| < 1; ihr Konvergenzintervall ist also (0;2).

7. In welchem Bereich konvergiert die Potenzreihe W”
k=1

(a‘) (_15 2)

(b)  (=4,5)

(€ (=2,2)

(d) (=23)

Es sei z = (22 — 1)%. Aus dem Quotientenkriterium folgt, dass der Konvergenzradius beziiglich z

gleich

kg(fl)k+152k+2 25]{53

m ———m

=2
k— o0 (k‘ + 1)3 g

i
koo (k + 1)3(—1)F 252

ist. Folglich konvergiert die Potenzreihe genau dann, wenn z = (2r — 1)? < 25 ist, also wenn
—2 < z < 3 gilt. Um den Beweis abzuschliessen reicht es zu zeigen, dass die Potenzreihe fiir
z € {—2,3} nicht konvergiert. Dies folgt aber daraus, dass die Reihe Y27, (—1)*"1k3 divergiert.



8. Welche der folgenden Aussagen iiber die Losungen der Differentialgleichung

y"(x) + 2y’ () +y(z) =0
sind korrekt?

(a) Fiir eine Potenzreihe y(z) = Y7 a,z™, die die Gleichung 18st, gilt (n + 2)a,42 + a, = 0
fir n > 0.

b) Die eindeutige Lésung mit y(0) = 0,4'(0) = 1 ist eine gerade Funktion, dh. y(—z) = y(x).
g g

(c) Die eindeutige Losung mit y(0) = 1,3/(0) = 0 ist y(z) = e~ /2.

(d) Jede Losung y erfiillt entweder y(—z) = y(z) oder y(—x) = —y(z).

Mit dem Ansatz y(z) = > o~ a,z™ ergibt sich
oo
xy (x) = Z apnz’
n=0

v’ (z) = Z ann(n —1)z" "2 = Z anto(n+2)(n+1)z"
n=0

n=0

Im letzten Schritt haben wir den Index n durch n + 2 ersetzt.
Addiert man diese Gleichungen, ergibt sich

o0

y' (@) +ay' (@) + y(@) = D (anp2(n+2)(n+ 1) + an(n+1))z" = 0.

n=0

Es folgt (n+2)(n+1)apt2 +an(n+1) =0 fir n > 0. Dan+1 # 0 gilt also (n+2)ap42+a, = 0.

Eine Potenzreihe y(z) = >°.° ) a,z™ ist eine gerade Funktion genau dann wenn alle a,, fiir n
ungerade verschwinden. Die Bedingung 3’(0) = 1 = a; schliesst diesen Fall schon aus. Tatséchlich
sieht man, dass wegen y(0) = 0 = ag gerade 2a3 + ag = 0, also az = 0, und 4a4 + a3 = 0, also
a4 = 0 und so weiter. Es gilt also, dass alle a,, fiir n gerade verschwinden, also ist diese Losung
eine ungerade Funktion.

Durch Ableiten und Einsetzen sieht man leicht, dass y(z) = e=*"/2 cine Losung mit y(0) =
1,9/(0) = 0 ist.

Die eindeutige Losung y mit y(0) = 1,3/(0) = 1 ist weder gerade noch ungerade, denn es
verschwinden weder alle a,, mit n gerade noch alle a,, mit n ungerade.




Offene Aufgaben

9.

10.

Losen Sie das Differentialgleichungssystem

T = —z+y
y = —x—3y

mit Anfangsbedingungen
2(0) =0, y(0) = 1.

Losung: Das System kann man schreiben als

. -1 1 R A
Z_<1 3>2—Az furz_(y).

Daraus folgt die Differentialgleichung 2. Ordnung;:
@ — (spur(A))  + (det(A)) = & + 44 + 4z = 0.

Das charakteristische Polynom dieser homogenen, linearen Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten lautet
M 4A+4=(\+2)%

Die allgemeine Losung lautet daher
z(t) = (C1 + Cat)e 2"
Aus der Anfangsbedingung z(0) = 0 folgt C; = 0. Einsetzen liefert fiir y(t)
y(t) = +x = (Cy — 2C5t)e™ 2 + Cote 2" = (Cy — Cot)e ™.
Aus der Anfangsbedingung y(0) = 1 folgt noch Cy = 1. Die gesuchte Losung lautet daher

x(t) = te? y(t) = (1 —t)e 2.

20—y

Finden Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems { * — a4

Loésung: Das System kann man schreiben als

. (2 -1 _ .o [z
z-(l 9 )Z—AZ furz—(y).

Daraus folgt die Differentialgleichung 2. Ordnung;:
& — (spur(A4)) & + (det(A)) = & — 44 4 52 = 0.

Das charakteristische Polynom dieser homogenen, linearen Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten lautet

M A +5=A=2—i)(A—2+1).
Die allgemeine Losung lautet daher
z(t) = e*'(Cy cost + Cysint).
Aus der ersten Gleichung ist

y(t) = 2x(t) — @(t) = 2e*(C cost + Cysint) — 2e* (Cy cost + Cysint) — e*(—Cy sint + Cy cost)

= (O sint — Cycost).



11. Skizzieren Sie das Phasenportréit des folgenden Differentialgleichungssystems

T =2
g=2
o}

Hinweis: Betrachten Sie y als y(x) und lésen Sie die Differentialgleichung % =4

Loésung: Das Phasenportrit ist die Schar der Losungen des Systems.

Mit dem Hinweis erhalten wir die Differentialgleichung

welche separierbar ist. Die Losungen lauten
v =xz+C, CeR,

das heisst
t=y*+D, DeR.

Dieses Schar besteht aus Parabeln mit der z-Achse als Symmetrieachse, die nach rechts
gedffnet sind. Man kann den Durchlauffsinn durch Untersuchung des Differentialgleichungs-
system bestimmen : Der Tangentialvektor zur Kurve (z(t),y(t)) im Punkt (x(t9), y(t0)) ist

(&(to), ¥(to)) = (2(to), L42). Also Zum Beispiel wenn (z(to), y(to)) im ersten Quadrant sich

befindet (d.h. z,y > 0), dann sind beide Koordinaten von (i(tp),y(to)) positiv und somit
lguft die Kurve nach rechts.

AN
AN

Es ist auch moglich, eine explizite Losung des Differentialgleichungssystems zu finden:
Die erste Differentialgleichung & = 2z liisst sich leicht 16sen. Man erhilt () = Ce?. Dies
eingesetzt in der zweiten Gleichung fithrt zu

06275

2
v C D
i 2t

d j=Ce¥ — == .
y oder yy e 5 5 ¢ 5

Im Phasenraum ist also die Parameterdarstellung der Losungskurve gegeben durch
) = Ce?
t)=+vCe? - D

Durch Elimination von t sieht man, dass die Losungen auf der Parabelschar = y2 + D
liegen.

Fiir C' > 0 liegen die Punkte in der Halbebene x > 0. Fiir D > 0 bewegen sich die Punkte
vom Scheitel (D,0) auf einem der beiden Parabeliste nach rechts. Diese Losung ist nur fiir
t > %log % definiert. Fiir D < 0 bewegen sich die Punkte ebenfalls nach rechts, aber nur
auf den Parabelpunkten die in der Halbebene x > 0 liegen.

Fiir C =0 (und D < 0) hat man die stationdren Losungen (z(t),y(t)) = (0, £y/—D).

Fiir C < 0 (und D < 0) liegt die Losung in der Halbebene x < 0 und lduft in den Scheitel-
punkt (D, 0). Diese Losung ist nur fiir ¢ < 1log Z definiert.

—~
o~

X

—~

Y



12. Finden Sie alle Gleichgewichtspunkte des Systems
wt) = z@t)*+yt)? -1
gt) = a(t)® —y)*

Bestimmen Sie, welche Gleichgewichtspunkte stabil sind.
Hinweis: Betrachten Sie fiir die Stabilitét das linearisierte System.

Lésung: Ein Gleichgewichtspunkt ist eine konstante Loésung des Systems. Sei also (a,b),
a,b € R, eine konstante Losung des Systems, dann gilt (eingesetzt in die Differenzialglei-
chung)

0 = a2—|—b2—1 o 2 o \/T . o \/T
0 = a—p2 = 0=2a"—-1, alsoa==+ iundsomltb—:lz 5

Die Gleichgewichtspunkte sind somit

Va2 \V2r Vz /> 2 Va2 ™ 2 Va2
Um die Stabilitét zu bestimmen, linearisieren wir das System im Gleichgewichtspunkt (a, b).
Sei f(may) = SC2 + y2 - 1 und Sei g(I,y) = .’,E2 - y2' ES gllt f”c ($3y> = 2353 fy (x,y) = 2y5
9z (2,y) = 2z und g, (x,y) = —2y. Die lineare Ersatzfunktion von f in (a,b) ist gegeben
durch

(‘T7y) '—>f (avb) + .fx (a7b) (1‘ - CL) + fy ((I,b) (y - b)
=a® +b0* -1+ 2a(x —a) + 2b(y — b) = 2ax + 2by — a® — b* — 1.
Die lineare Ersatzfunktion von ¢ in (a,b) ist gegeben durch

(z,y) =g (a,b) + gz (a,b) (x — a) + g, (a,0) (y = b)
=a? — b + 2a(x — a) — 2b(y — b) = 2ax — 2by — a® + b*.

Das linearisierte System ist folglich
& = 2ar+2by—a?—b>—1 — £\ _ (2a 2b T\ —a?—-b? -1
Y = 2ax—2by—a®+b? y) \2a —2b) \y —a?+v* )
Setze
2a  2b
A= ( 2a —2b ) '

Eine partikuldre Losung ist durch den Gleichgewichtspunkt (z,y) = (a,b) gegeben. Die
allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Systems héngt nur von den Eigenwerten A

von A ab.
2a — A 2b
0 = det(A—A\Ey) =det ( o0 —9h— A) =(2a — \) (=20 — \) — 4ab
= —4ab — 2a\ + 20\ + \? — 4dab = A\? 4+ X\ (2b — 2a) — 8ab
Damit ist

2a — 2b + \/(2b—2a)2+32ab .

A = 5 =a—b+1/(b—a)” + 8ab
2a — 2b — \/(Qb—Qa)2+32ab 5

Ao = 5 =a—b—1/(b—a)” + 8abd.

Es gilt, dass (a,b) stabil ist, falls Re (A1) < 0 und Re (A2) < 0. Wir betrachten die oben
gefundenen Gleichgewichtspunkte:




o Fiir ( <\/; [) oder (a, b) ( \/; \/>) gilt Ay = 2 und A2 = —2. Somit ist
Re (A1) > 0 und es folgt, dass die Gleichgewichtspunkte <\/; \/;> und (—\/;, —\/;)

instabil sind.

o Fiir (a,b) = (ﬁ_ﬁ) gilt Ay = 2\/§+m= V2 + v/ und Ay = V2 — Vi
Da Re (A1) > 0 und Re (Az) > 0, ist (\/I, —\/I) instabil.

2

o Fiir ( ( \/;\/7) gilt Ay = —2\/7—1—\/74— V242 und Ay = —v/2—/2i.
Da Re (A1) < 0 und Re (\2) < 0, 1st( \/; ;) stabil.

13. Berechnen Sie die Taylorreihe um zy = 0 der folgenden Funktionen f.

(a) f(x) = sinh(z);
(b) f(x) = 2%In(1 + 2*).

Lésung:

(a) Wir wissen
(sinh(z))" = cosh(x), (cosh(z)) = sinh(z)
also gilt (sinh(z))” = sinh(z). Allgemeiner gilt (sinh(z))®*) = sinh(z) fiir alle & > 0
und (sinh(z))®*=1Y = cosh(z) fiir alle k > 1.

Weil sinh(0) = 0 und cosh(0) = 1, iiberleben in der Taylorreihe von sinh(z) nur die
ungeraden Terme. Tatséchlich gilt

3 xs :L'2k71

Sinh(2) = & + 20 4 o e o
o EEIR (2k — 1)!

(b) Die Taylorreihe von In(1 4 x) bzgl. des Punkts « = 0 lautet

0 ok
n(l+x) Z .
Pt k1
Daraus folgt
A o0 . alk+d
In(1 = 1)~ .
n(l+eh) = 30" g

Fiir 22In(1 + %) ergibt sich also die Reihenentwicklung

OO( 1 LAk+6
xlnl—l—x Z +6,
k=0k+1

14. Entwickeln Sie die Funktion 5
1—az+ 22— a3

fz) =

oo}
in eine Potenzreihe ) a,z" und bestimmen Sie deren Konvergenzradius.
n=0

Hinweis: Fiihren Sie zunéchst eine Partialbruchzerlegung von f(x) durch.
Lésung: Wir stellen fest, dass wir den Nenner der gegebenen Funktion faktorisieren kénnen

als
l—z+2?—2°=(1-2)(1+2%).

10



Wir machen daher fiir die Partialbruchzerlegung den Ansatz

2 A Bx+C

J(@) = (1—2)(1+a?) 1. 1422

Multiplikation mit dem Hauptnenner und Sortieren nach Potenzen von z liefert

2=(A-B)2* +(B-C)z+ (A+0O).
—— —— ——
=0 =0 =2

Durch einen Koeffizientenvergleich zwischen linker und rechter Seite finden wir A = B =
C = 1. Die gesuchte Partialbruchzerlegung lautet daher

1 14+
fl@) = 1—x+1+m2'
Die geometrische Reihe liefert
1
. =14zt +3+at . =Q+a) 142> +22+2°+--1)
-z
1 1

_ _ 2., .4 _ 6
1—|—x2_1—(—x2)_1_x trm

und daher

f@)=0+2) 1+ +a* +25+- )+ (1 +a) 1 —a® +2* —2®+-.1)
(14+2)(2+ 22" +22% + 2212 +...)

=(1+x) Z 2xtk = Z(2x4k + 2R+ = Z anx”
k=0 k=0 n=0

2 firn=4kundn=4k+1, k € Z,
a =
" 0 sonst.

Die Konvergenzradius der Potenzreihendarstellung von f(x) ist identisch mit dem Kon-

(o) o0

vergenzradius der Reihe Y 22* = 3 2(2*)* im Zwischenergebnis. (Da eine Potenzreihe
k=0 k=0

innerhalb ihres Konvergenzkreises absolut konvergiert, hat der Vorfaktor (14 z) keinen Ein-

fluss.) Um den Konvergenzradius letzterer Reihe zu bestimmen, substituieren wir o4 =: y
o0

und erhalten damit die Reihe Y~ 2y*, deren Konvergenzradius offensichtlich 1 betriigt. Die
k=0

Potenzreihe fiir f(x) konvergiert also, falls |24 < 1 <& |z| < 1. Ihr Konvergenzradius

betrigt demnach ebenfalls 1.

11



15. Berechnen Sie fiir die folgenden Potenzreihen den Konvergenzbereich (xg — p, ¢ + p)-

Lésung:

(a) Wir benutzen die Definition des Konvergenzradius
p=tim (D) ALY gy (2T gy (DT
n—oo \ N <n+1)n+1 n—oo \ N (n+ 1)n n— 00 nn

1 n
= lim (1 + > =e.
n—oo n

Also ist der Konvergenzbereich gegeben durch (—e,e).

(b) Wir setzen die Koeffizienten a,, = D i die Formel fiir den Konvergenzradius ein

5’”.2”’”.
und
— ol
(5n12) :L. LTIL 5(n+1)”
= lim = lim |——"*———|= lim ——2— ———
e n—00 | Gpy1 n—oo | _(=1)"T1(n+1)! n—oo _(nt+1)! Hn?
5(n+D)? (n1)n+1 (n+1)+t
. 2 .2
= e lim 5" TInHl—n" —

n— oo

Die Potenzreihe besitzt demnach den Konvergenzradius oo, konvergiert also fiir alle
z eR.

(c) Die Formel fiir den Konvergenzradius lésst sich hier leider nicht direkt anwenden, da
alle ungeraden Koeffizienten der Potenzreihe simtlich Null sind.

o0

9" 92
Z—m2"=9m2+—x4+---
= 2

92
:O-x+9x2+0~x3—|—?x4+0~x5+~--

(oo} (oo}
Wir betrachten daher statt > 97:102" zunichst die Potenzreihe Y %y". Aus letzterer
n=1

= n=1
erhilt man die urspriingliche Potenzreihe zuriick, indem man y := 22 einsetzt. Die
Koeffizienten der neuen Potenzreihe lauten a, = %. Damit erhalten wir fiir deren
Konvergenzradius
_ 3 o Y onHl 1 1+1 1
P= 7L1—>H;O Up+1 - nl—>ngo gn+1 n o 9 n1—>Holo 1 o 9

Die Ersatzreihe konvergiert also fiir |y| < %. Wegen des Zusammenhangs y = 22 ist

dies genau dann der Fall, wenn |z| < % Also ist der Konvergenzbereich gegeben durch
(_%7 %)

12



16.

17.

(d) Der Konvergenzradius betrigt

i I 2" n+1 . 1 /n+1 1
= lim = lim —-——— = lim - =-.
P n—00 | Ap41 n—o00 /N on+1 n—oo 2 n 2
Da wir um den Punkt zg = —3 entwickeln konvergiert die Potenzreihe also sicher fiir
7 5
€ (-3-1/2,-3+1/2) = (—5,-3)

Bestimmen Sie das Taylorpolynom 6. Ordnung der Losung des Anfangswertproblems
y'(x) +xy' (@) + 2’y =0,  y(0)=0, y'(0)=1.

Loésung: Sei y(z) = > 1o, arr® = ag+ a1+ asx® +azx® + - - - die Taylorreihe einer Losung.
Damit ergibt sich fiir die Ableltungen

v (2) = ay + 2a92 + 3azz® + -,y (x) = 2az + 6azx + - - - .

Schreibt man die Terme, die in der Gleichung vorkommen, geeignet untereinander, ergibt
sich

a?y(z) = apz? +az? +aszt + - -
2y (z) = azx +2a52? +3asx® +dagzt + -
y'(x) = 2as +6asx +12a422 +20a52> +30agz* + - - - .

Die Summe dieser Potenzreihen soll 0 ergeben. Vergleich der Koeffizienten gibt
2a9 = 0,a1 + 6as = 0, a9 + 2a2 + 12a4 = 0, a1 + 3as + 20a5 = 0, as + 4a4 + 30ag = 0.

Die Bedingungen y(0) = 0,%'(0) = 1 besagen gerade ag = 0,a; = 1. Mit den Gleichungen
oben ergibt sich dann

ag = O,ag = —1/6,&4 = 0,@5 = —1/40,&6 =0.
Das 6. Taylorpolynom einer Losung lautet also

1 1
y(z) =a — 63:3 — Ex?

Finden Sie eine Rekursionsformel fiir die Taylor-Koeffizienten a,, der Losung y(x) = ag +
a1z + asz® + - - des Anfangswertproblems

y'(z) +2’y(x) =z,  y(0)=0, ' (0)=0,

und bestimmen Sie ag,aq,...,ao.

Losung: Fiir y(z) = > pe akz® = ag + a1 + asz? + aza® + - -+ sind

y'(z) = a1 + 2a07 + 3agz? + - = Z kagz®~ Z ak+1$
k=1 k=0
und
y"(z) = 2ag + 6azz + - - = Z k(k — 1)apz® Z (k4 2)(k + 1)ag 02"
k=0

13



Nach der Anfangsbedingungen kriegen wir sofort
ag=0=a.

Durch einsetzen in der Differenzialgleichung kriegen wir

o0
Zk—i—Q (k+ 1)agyoz” —|—$32aka: =z
k=0 k=0

oder auch

(04+2)(0+Dag+(142)(1+1)asz+(2+2) 2+ Dasz®+ Y (k+2)(k+1)a22" +ar_sa* = .
k=3

Ein Koeffizientenvergleich liefert

ap=0=a1 =ax=a4 =a5 =as = ar =ag = aig

_1
ag—g
- 1
“TT8 T 6
und fiir n > 11
o Anp—5
aniin(n—l)'
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