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Binomialkoeffizient

-
Der Binomialkoeffizient (:) kann folgendermaflen berechnet werden:

n n!
e — fir alle k,n € N mit 0<k <n.
k E!'-(n—Ek)!
Dabeiist n!=n-(n—1)-...-2-1 und 0! = 1. Sprechweisen: (Z) > »n Giber &

n! < ,n Fakultit bzw. ,,n Faktorielle®

Wie viele Moglichkeiten gibt es, um aus n Personen eine Gruppe von k Personen auszuwédhlen?

Die Losung dieses Abzdhlproblems ist der Binomialkoeffizient (Z) Eine Erklarung dafiir findest du auf dem AB — Kombinatorik.

)
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Das links dargestellte Pascalsche Dreieck ist durch folgende beide Regeln eindeutig festgelegt:

1) Jede Zahl am linken Rand und am rechten Rand ist 1.
2) Jede Zahl im Inneren ist die Summe der beiden benachbarten Zahlen in der Zeile dariiber.

Die Zahlen im Pascalschen Dreieck sind genau die rechts dargestellten Binomialkoeffizienten:

1 1 ®) ()
1 2 1 _ (o) () (2)
1 3 3 1 (o) () (2) (s)
1 4 6 41 (o) () (2) () (a)
t 5 10 10 5 1 (o) () () () (2) (&)

Eine kombinatorische Erklarung dafiir findest du auf dem AB — Pascalsches Dreieck II.

Wir kénnen die Gleichheit auch rechnerisch iiberpriifen:

1) Rechne nach, dass (g) =1 und (n) =1 fiir alle n € N gilt.
n
n n! n n!
(O>_0!-n!_1/ (n>_n!-0!_1/
-1 -1
2) Rechne nach, dass <Z> = (Z_ 1) + (n I ) fiir alle 0 < k < n gilt.

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
<k-—1>+< . )(k—l)!~(n—k)!+k!~(n—1—k)!
m—1!k (n—1!(n—k)

T =R B-(n—Fk) =
(=1 (k+n—k)
B k! (n—k)!
n! n
TR (k) <k> ’
\_ )
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Der Binomische Lehrsatz
" (n
(x+y)" =) <k> sk y™F mitn=0,1,2,3,...
k=0

hilft beim Ausmultiplizieren von Binomen der Form (z + y)". Zum Beispiel:

4 4 4 4 4
(xz+y)t= <0> -xo-y4+<1> -xl-y3+<2> -xz-y2+<3> -x3-y1+<4> a0

Eine kombinatorische Erklarung fiir den Binomischen Lehrsatz findest du auf dem AB — Pascalsches Dreieck I1I.

Jetzt beweisen wir den Binomischen Lehrsatz mit vollstdndiger Induktion nach n:

Uberpriife den Binomischen Lehrsatz fiir n = 0:
% /0 0
(z+y)’=1 (k) R (0) =t
k=0

Als Néchstes tiberprifen wir den Induktionsschritt n — n + 1.

n
Wir diirfen also verwenden, dass (z +y)" = Z (Z) sz oy R il
k=0

- : n+1 o n+1 k  nt+l-k _.:
Daraus miissen wir folgern, dass (x + )" = Z P R gilt.
k=0

Wir ziehen zunéchst die Summanden k = 0 und k = n + 1 aus der Summe, um ("2’1) = ( " ) + (Z) verwenden zu kénnen.

k—1
—+1
nz: (” + 1) R
k . . y p—

k=0
_n+l n+1 < n n k n+l—k __ e .
=y +x + Z k1 -+ i ] = Ausmultiplizieren, Summe aufteilen
k=1
n—1 n n n n n—1

=y gt 4 N (k) AR DY <k> -:c’“y”“’“] = S k) = fk+1)

—~ = =0 =t k=1 k=0

k=0 k=n

~ (n k., n—k ~ (n k., n—k
k=0 k=0

=z-(z+y)"+y @+y)" =@ty (@+y)" =(@+y" v

Zeilensumme im Pascalschen Dreieck

Berechne mit dem Binomischen Lehrsatz die n-te Zeilensumme im Pascalschen Dreieck:

00050 -+

Alternierende Zeilensumme im Pascalschen Dreieck *%(
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Berechne mit dem Binomischen Lehrsatz fir n > 1:

n

Zn: <Z> R <:> (=D = (14 1) =07 =0

k=0 k=0
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