
Vorwort
Dies ist unsere Zusammenfassung für die Vorlesung Dimensionieren 1 von Professor Hora. Da die Vorlesung zum ersten Mal abgehalten wurde, ist es möglich, dass sie sich in den kommenden Jahren ändert und somit diese
Zusammenfassung nicht mehr ganz genau den Stoff abdeckt.
Die Zusammenfassung ist so aufgebaut, dass sie als ein Rezept für die verschiedenen Berechnungen dient und ist an sich selbsterklärend. Natürlich werden sich auch noch einige Fehler finden lassen. Wenn ihr Fehler
inhaltlicher Natur findet, schreibt uns eine Email an simonmu@ethz.ch oder jsieber@ethz.ch.

Abgeänderte Versionen dürfen nur unter Angabe der ursprünglichen Verfasser weitergegeben werden.

Wir hoffen die Zusammenfassung ist nützlich für euch und viel Erfolg bei der Prüfung.

Mitja Alge, Dieter Baumgartner, Emanuel Joos, Simon Muntwiler Jérôme Sieber.

Letzte Änderung: HS16
Die Kapitel zu FKM, sowie dasjenige zu Schweissverbindungen habe ich versucht möglichst im Stil der früheren Zusammenfassung zu ergänzen. Ich habe auch frühere Kapitel gestrichen (Kerbspannungskonzept), da diese
bei uns nicht prüfungsrelevant waren und ein paar Graphiken weggelassen, der Übersicht halber - bei der Prüfung muss sowieso überall der genaue Wert berechnet werden, sofern möglich!
Jegliche Information, die gegenüber der alten Version fehlt, ist aber nur auskommentiert! Sollte sie erwünscht sein, kann man sie mit ein paar Klicks ergänzen und die ZF neu kompilieren!
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1 Spannung und Dehnung

In Werkstoffnormen ausnahmslos technische Definitionen. Bei Finite-
Elemente-Programmen wahre Grössen.

1.1 Dehnungszustände und Deformationsmasse

1.1.1 Lagekoordinaten und Verschiebung

• xi = Xi + ui

• Xi: Lage im undeformier-
ten Zustand

• ui: Verschiebung

• xi: Lage im deformierten
Zustand

1.1.2 Technisches Dehnungsmass

Verschiebungen oder Belastungen führen zu Deformationen. Diese
werden mit Hilfe von Dehnungen ausgedrückt.

Technische Dehnung: ε =
L− L0

L0
=

∆L

L0

ε =

ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33

 wobei ε12 = ε21, ...

Dehnungen werden wie folgt berechnet
εij = 1

2
( ∂ui
dxj

+
∂uj
dxi

) bsp. ε23 = 1
2

( ∂v
dz

+ ∂w
dy

) wobei u,v,w die
Verschiebungsfelder ui sind.

Um nun den entsprechenden
Spannungstensor zu berechnen
verwenden wir folgende For-
mel:

σ = 2G · (ε+ ν
1−2ν

· sp(ε)I)

sp(ε) = ε11 + ε22 + ε33

Querkonstraktionszahl ν = − εquer
εlaengs

Zug in z-Richtung: εxx = εyy = −νεzz

1.1.3 Spannungstensor aus Torsion

Drillung (Torsion) D= dϑ(x)
dx

Verschiebungen bei Torsion: v(x, y) = −ϑ(x)z w(x, y) = ϑ(x)y
anschliessend analog wie oben den Spannungstensor berechnen.

ACHTUNG D muss in Radian eingesetzt werden.

1.1.4 Logarithmisches Dehnungsmass

Nur für die Hauptdehnungen einsetzbar und lautet für den 1-
achsigen Fall.

φ1 = ln( L
L0

) = ln L0+∆L
L0

= ln(1 + ε) Wird (meistens) für plast.
Dehnungen gebraucht.

1.2 Spannungen

• Technische Spannung σ = F
A0

• Wahre Spannung σeff = F
Aeff

= σteche
φ

Aus der Volumenkonstanz (l0A0 = l1A1) für plastische Ver-
formungen ergibt sich: A = A0 · e−φ

Abkürzung Bedeutung
Rm Zugfestigkeit
Rp0.2 Streckgrenze bis 0.2% plastische Dehnung
ReH obere Streckgrenze
Rel untere Streckgrenze
εel Elastische Dehnung
εpl Plastische Dehnung
Al Lüdersdehnung (plastisch)
Ag Gleichmassdehnung (plastisch)
Ar Bruchdehnung (plastisch)
Ae Einschnürdehnung
A20 Bruchdehnung bei einer Probe von 20 mm

Meist nur technische Spannung entscheidend, da wir beim Dimensio-
nieren keine plastische Verformungen zulassen.

1.2.1 Umrechnung Spannungstensor → Spannungsvektor

σ =

[
σxx τxy
τyx σyy

]
und n =

[
nx
ny

]
Der Spannungstensor σ beschreibt
den Spannungszustand an einem
Punkt vollständig. Für bestimmte
berechnungen ist es vorteilhaft den
Spannungsvektor t zu berechnen.

t = σ · n =

[
σxx · nx + τxy · ny
τyx · nx + σyy · ny

]

1.2.2 Zusammengesetze Beanspruchung

Für Zug/Druck mit Biegung
σmax = σz + σb,max und σmin = σz − σb,min
Treten jedoch Zug/Druck mit Biegung und Torsion auf, ist eine ein-
fache lineare Summierung nicht möglich. Wir benutzen deshalb die
sog. Festigkeitshypothesen.

Der lineare oder einachsige Spannungszustand

f = σ0 · cosφ =
√
σ2 + τ2

daraus folgt

σ = σ0
2
· (1 + cos(2 · φ))

τ = −σ0
2
· sin(2 · φ)

σmax = σ0 bzw. ‖τmax‖ = σ0
2

Der ebene oder zweiachsige Spannungszustand
Gleichzeitig angreifende Normal und Schubspannungen. Wir können
einen Mohrschen Kreis zeichnen und auch die maximalen Spannungen
ausrechnen.
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Mohrscher Kreis für
den zweiachsigen Span-
nungszustand.

Kerngrössen:

σ1 = σmax =
σx+σy

2
+
√

(
σx−σy

2
)2 + τ2

xy

σ2 = σmin =
σx+σy

2
−
√

(
σx−σy

2
)2 + τ2

xy

τmax,min = ± 1
2
·
√

(σx − σy)2 + 4τ2
xy

Richtungen: tan(2φmax) = −σx−σy
2τxy

und φmin = φmax + φ
2

Der räumliche oder dreiachsige Spannungszustand

Mohrscher Kreis für den drei-
achsigen Spannungszustand

τmax,min = ±σ1−σ3
2

σmax = σ1

σmin = σ3

Berechung der Hauptspannungen (Bsp. Skript Seite 2.12)
Die Hauptspannungen berechnen sich aus
det(σij − σkE) = 0
wobei die Eigenwerte σk die Haupstpannungen sind und die Eigen-
vektoren die zu den entsprechenden Hauptspannungen gehörenden
Eigenrichtungsvektoren.

1.3 Stoffgesetz für metallische Werkstoffe

1.3.1 linear elastisches Stoffgesetz

Metallische Werkstoffe verhalten
sich linear elastisch und werden
mithilfe des Hookschen Gesetz be-
schrieben. Die Deformationen er-
geben sich als Funktion der Span-
nungen

εx = 1
E
· [σx − ν(σy + σz)]

εy = 1
E
· [σy − ν(σz + σx)]

εz = 1
E
· [σz − ν(σx + σy)]

γij = 1
G
τij wobei γij = 2εij

Schubmodul G lässt sich aus der folgenden Beziehung herleiten.
G = E

2(1+ν)
| ν ist die Poissonzahl und immer ≤ 0.5

Spannungen können auch aus
den vorliegenden Dehnungen
berechnet werden

σ11 = E
1−v2 [ε11 + ν[ε22 + ε33]]

σ22 = E
1−v2 [ε22 + ν[ε11 + ε33]]

σ33 = E
1−v2 [ε33 + ν[ε11 + ε22]]

1.3.2 Thermisch induzierte Dehnungen & Spannungen

Treten zusätzlich noch thermisch induzierte Dehnungen auf, kann
man diese mittels der folgenden Formel einfach berechnen.

εtherm = α · δϑ

wobei α der Wärmeausdehnungskoeffizient mit der Einheit [ 1
K

]
ist und δϑ die Temperaturdifferenz in Kelvin.

2 Dauerfestigkeit

2.1 Beanspruchbarkeit bei dynamischer Belastung

Es wird angenommen, dass der zeitliche Verlauf harmonisch, d.h. ei-
nem Sinus- oder Cosinus-Gesetzt folgt. Ein Schwingspiel entspricht
einem Lastwechsel, es ergeben sich folgende Kenngrössen:

2.1.1 Die drei Belastungsfälle

1. Fall I - ruhende Belastung:
σ = σm = σu = σo
σa = 0

2. Fall II - rein schwellende Belastung:
σu = 0
σo = 2 · σm
σa = σm = 0.5 · σo

3. Fall III - rein wechselnde Belastung:
σm = 0
σo = σa = −σu
Auch |σo| 6= |σu| und σu < 0 gilt als wechselnd.

2.2 Dauerfestigkeitsschaubild nach Wöhler

Das Wöhlerdiagramm zeigt die Anzahl Lastspiele, welche eine Pro-
be, bei einer bestimmten Spannungsamplitude σa und gegebener
konstanter Mittelspannung σm , aushält.

2.2.1 Bereiche der Wöhler-Linie

1. Bereich a - Statische Festigkeit:
Lastwechselzahl N: 101...102

2. Bereich b - Zeitfestigkeit:
Zu den entsprechenden Lastwechselzahlen N werden Zeitfes-
tigkeitswerte bei gegebenem σm(τm) angegeben. Des weiteren
wird zwischen der Kurzzeitfestigkeit (LCF - Low Cycle Fatigue)
und der Zeitfestigkeit (HCF - High Cycle Fatigue) unterschie-
den. Die Zeitfestigkeit wird mit einer bestimmten Überlebens-
wahrscheinlichkeit angegeben z.B. Pu = 0
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Lastwechselzahl LCF N: 101...103 − 104

Lastwechselzahl HCF N: 103...104 − 106

3. Bereich c - Dauerfestigkeit:
Sie ist diejenige Grenzspannung die gerade noch beliebig lange
ertragen wird, ohne dass ein Bruch auftritt. Angegeben durch
σo(τo) und σu(τu) oder der Grenzspannungsausslchag σA(τA).
Für den Fall σm = 0 wird die Dauerfestigkeit σW (τW ) defi-
niert. Die Dauerfestigkeit wird mit einer bestimmten Überle-
benswahrscheinlichkeit angegeben z.B. Pu = 0
Lastwechselzahl N: > 106 − 107

2.2.2 Steigung der Wöhler-Linie

Die Neigung q im Zeitfestigkeitsbereich ist wie folgt definiert:

q = −
∆(logN)

∆(log σa)
= −

logN1 − logN2

log σa1 − log σa2
=

log(N1
N2

)

log(σa1
σa2

)

Die Gleichung der Wöhler-Linie ist somit:

N1

N2
= (

σa1

σa2
)−q

Achtung: Die Steigung q nimmt für flach verlaufende Wöhler-Linien
grosse Werte und für steil verlaufende kleine Werte an.

2.2.3 Einflussgrössen und Eckschwingspielzahl

Die Lage der Eckschwingspielzahl ND zeigt, ab welcher Schwingzahl
man den Dauerfestigkeitsbereich erreicht hat. ND hängt hauptsäch-
lich vomWerkstoff ab. Es bestehen aber noch weitere Einflussgrössen:

1. Werkstoff und Werkstoffzustand (Zusammensetzung,
Wärmebehandlung, Herstellungsart...)

2. Probengeometrie und Probenoberfläche (Probenform,
Probengrösse, Oberflächenbehandlung...)

3. Beanspruchung (Art, Mittelspannung, zusammengesetzte
Beanspruchung...)

4. Umgebungsbedingungen (Temperatur, Medium...)

2.3 Dauerfestigkeitsschaubild nach Smith

Das Smith-Diagramm zeigt die auf die Dauer aushaltbare Aus-
schlagspannung σA zu verschiedenen Mittelspannungen. Experimen-
tell kann man dieses Wissen aus den Wöhler-Spannungsversuchen
gewinnen. Aus diesem Grund gelten Einflussgrössen des Wöhler-
Diagramms hier natürlich auch. (siehe Abschnitt 2.2.3 „Einflussgrös-
sen und Eckschwingspielzahl“ auf Seite 3)

2.3.1 Bereiche des Smith-Diagramm

1. Bereich I - Obere Dauerfestigkeitsgrenze:
Theoretische Begrenzung nach oben durch Bruchfestigkeit Rm
mit σA = 0, σm = σB = Rm.
Praktische Grenze aber schon bei Rp0.2.

2. Bereich II - Schwellbereich:
Begrenzung nach unten durch Ursprungsfestigkeit oder Schwell-
festigkeit σSch = σUr = 2 · σA mit σm = σA

3. Bereich III - Wechselbereich:
Begrenzung nach unten durch die sog. Dauerwechselfestigkeit
σW mit σm = 0.

2.3.2 Konstruktion des Smith-Diagramm

Liegen keine Versuchsergebnisse vor, kann ein vereinfachtes Dia-
gramm mit Rm, Rp0.2 und σW konstruiert werden (Bild zu Hilfe
ziehen):

1. 45◦-Linie Abtragen

2. Waagerechte durch Rm und darauf σW
2

von der 45◦-Line in
−σm-Richtung abtragen

3. Den erhaltenen Punkt mit σW auf der y-Achse verbinden.

4. Begrenzung nach oben durch Rp0.2. Schnittpunkt an der 45◦-
Linie spiegeln.

5. Punkte verbinden.
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2.4 Dauerfestigkeitsschaubild nach Haigh

Das Haigh-Diagramm zeigt, wie das Smith-Diagramm,die Ausschlag-
spannung σA welche eine Probe bei verschiedenen Mittelspannungen
σM aushalten kann. Der Vorteil gegenüber dem Smith-Diagramm ist,
dass σA sowohl für den Zeitfestigkeits-/ als auch für den Dauerfestig-
keitsbereich abgelesen werden kann. Wie beim Smith-Diagramm wird
für die erstellung eine vielzahl von Wöhler-Diagrammen benötigt.

2.4.1 Bereiche des Haigh-Diagramm

1. Bereich I - Obere Dauerfestigkeitsgrenze:
Theoretische Begrenzung nach oben durch Bruchfestigkeit Rm
mit σA = 0, σm = σB = Rm.
Praktische Grenze aber schon bei Rp0.2.

2. Bereich II - Schwellbereich:
Auf der Gerade AC liegt reine Schwellbeanspruchung mit einem
Spannungsverhälnis von R = 0 vor. Zwischen dem Punkt Rp0.2
und C, liegt wegen 0 ≤ R ≤ 1 eine Zug-Schwell-Beanspruchung
vor.

3. Bereich III - Wechselbereich:
Zwischen den Punkten A und B liegt wegen −1 ≤ R ≤ 0 der
Zug-Wechsel- Bereich. Die Ordinate kennzeichnet für ein Ver-
hältnis von R = −1 rein wechselnde Beanspruchung.

2.4.2 Konstruktion des Haigh-Diagramm

Liegen keine Versuchsergebnisse vor, kann ein vereinfachtes Dia-
gramm mit Rp0.2, Rm und σW konstruiert werden. Je nach Werkstoff
und Belastungsart hat der Zusammenhang zwischen σA und σm eine
andere Form.

Wir gehen bei der Konstruktion folgendermassen vor (Bild zu Hilfe
ziehen):

1. Rm und Rp0.2 auf σm-Achse abtragen.

2. Rp0.2 und σA = σW auf σA-Achse abtragen.

3. Rp0.2 mit Rp0.2 und σW mit Rm (Tabelle oben für Form be-
achten) verbinden.

4. Falls σSch (Schwellfestigkeit) gegeben: auf der 45◦-Linie den
Punkt σSch markieren und mit σW für die Begrenzung nach
oben verbinden.

5. Falls Druckbereich vorhanden: Rp0.2 auch da abtragen und ver-
binden.

3 Betriebsfestigkeit

Bei ändernder Schwingbeanspruchung kommt es aufgrund geometri-
scher oder/und metallurgischer Kerben zu Mikrorissen, die sich mit
jeder höheren Belastunsspitze weiter fortpflanzen. Dieser Dauerbruch
(eben, blank) lässt sich an den sogenannten Rastlinien erkennen.
Schlussendlich kommt es dann zum Gewaltbruch (rauh).
Der Unterschied zwischen der Dauerfestigkeit und der Betriebsfestig-
keit ist, dass man bei letzterer nicht von einer einzelnen Harmonischen
Belastung ausgeht, sonder von vielen verschiedenen Schwingspielen,
was der Realität natürlich genauer entspricht.
Da wir unmöglich die tatsächlichen Betriebsbedingungen beschrei-
ben können, versuchen wir sie durch Lastkollektive möglichst genau
zu beschreiben.

3.1 Vorgehen zur Bestimmung der Sicherheiten bei
Lastkollektiven mit Miner Regeln

3.1.1 Bestimmung aller Spannungsamplituden σaτa

Die Spannungen sollten wie folgt nach Grösse geordnet vorliegen:
Spannungsamplitude Schwingspielzahl
σzd,a1 = 220 n1,zd

σzd,a2 = 190 n2,zd

. . .
σb,a1 = 230 n1,b

σzd,a2 = 215 n2,b

. . .
τt,a1 = 110 n1,t

τt,a2 = 90 n2,t

3.1.2 Filtern der Spannungsamplituden nach Miner

Miner-elementar Alle Teilkollektive wirken schädigend (kein abkni-
cken der Wöhlerlinie)

Miner-original Berücksichtigt keine Teilkollektive, deren Amplituden
unterhalb der Dauerfestigkeitsgrenze liegen

Miner-erweitert Vernachlässigt nur Teilkollektive mit Amplitude un-
terhalb der Dauerfestigkeitsgrenze, die über ND = 106 hinaus-
ragen. Das letzte berücksichtigte Kollektiv wird bei ND abge-
schnitten

Miner-konsequent Berücksichtigt, dass die Bauteil-Dauerfestigkeit
weiter abnimmt (nicht relevant)
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3.1.3 Bezugsschwingzahl

N∗ =

{∑k
i=1 ni fallsN∗ < ND

ND sonst

ni Schwingspielzahl des i-ten Kollektives
ND 106

Im zweiten Fall wird das letzte Kollektiv abgeschnitten.

3.1.4 Völligkeit & Kollektivfaktoren

νσ = qσ

√√√√ k∑
i=1

[ ni
N∗

]
·
[
σzd,bai

σzd,ba1

]qσ

ντ = qτ

√√√√ k∑
i=1

[ ni
N∗

]
·
[
τtai

τta1

]qτ

KKσ,τ = qσ,τ

√(
1

νqσ,τσ,τ
− 1

)
·DM + 1

ni Anzahl Schwingspiele für eine Lastkollek-
tivstufe (LKS)

N∗ Bezugsschwingzahl
σzd,bai, τtai Spannungsausschlag der LKS i
σzd,ba1, τta1 Grösster Spannungsausschlag des LK’s
qσ , qτ Wöhlerlinienexponent, qσ = 5, qτ = 8
DM Minersumme, DM = 0.3
k letzte zu berücksichtigende LKS-Zahl

3.1.5 Schädigungsäquivalente Ausschlagsspannung

σzd,ba =
σzd,ba1

KKσ
bzw. τta =

τta1

KKτ

3.1.6 Gestaltzeit-/ ausschlagsfestigkeiten

Bei diesem (einfachen) Fall kann man direkt die Wöhlerlinie zu Hil-
fe ziehen und die erlaubte Ausschlagspannung σA, zur gegebenen
Schwingspielzahl NL , berechnen.
Nomenklatur:
σzd,b,GA = σzd,b,ADK
τt,GA = τt,ADK
Falls rein wechselnde Beanspruchung, d.h σm,v = 0: σzd,b,ADK =
σzd,b,WK σzd,bGZ = σzd,b,ANK
τt,GZ = τt,ANK

σzd,bGZ = qσ

√
ND

NL
· σzd,bGA

τtGZ = qτ

√
ND

NL
· τtGA

ND Schwingspielzahl am unteren Knickpunkt der
Wöhlerlinie (ND = 106)

NL auftretende Schwingspielzahl
σzd,bGA, τtGA Gestaltausschlagfestikeit für Z/D, B oder T
σzd,bGZ , τtGZ Gestaltzeitfestigkeit für Z/D, B oder T
qσ , qτ Wöhlerlinienexponent, qσ = 5, qτ = 8

3.1.7 Sicherheit

Zeitfestigkeit:

S =
1√[

σzda
σzdGZ

+ σba
σbGZ

]2
+
[
τta
τtGZ

]2 ≥ SZmin
Dauerfestigkeit:

S =
1√[

σzda
σzdGA

+ σba
σbGA

]2
+
[
τta
τtGA

]2 ≥ SDmin
σzd,b,a,, τt,a Ausschlagspannung für Z/D, B oder T
σzd,b,GZ , τt,GZ Gestaltzeitfestigkeit für Z/D, B oder T
σzd,b,GA, τt,GAGestaltausschlagfestikeit für Z/D, B oder T

Die Mindestsicherheit sollte SZmin = 1.2 betragen (wenn nicht an-
derst definiert).

4 Hypothesen

4.1 Gestaltänderungsenergiehypothese (von Mises;
GEH)

3D-Fall:
σV,vM =

√
1
2
[(σx − σy)2 + (σy − σz)2 + (σz − σx)2] + 3(τ2xy + τ2yz + τ2zx)

2D-Fall: σV,vM =
√

(σ2
xx − σxxσyy + σ2

yy) + 3(τ2
xy)

Anwendung: GEH liefert den Radius des Spannungszylinders
(σV,vM < Re). Die GEH ist ungeeignet bei hydrostatischer Belastung
(σ1 = σ2 = σ3), da Sprödrisse auftreten können aber σV,vM = 0 ist.
Es gilt: τGrenz

σzd,Grenz
= 1√

3

4.2 Schubspannungshypothese (SH; Tresca)

3D-Fall: σV,SH = 2 · τmax τmax = 1
2

(σmax − σmin) 2D-Fall:

σV,SH =
√

(σx − σy)2 + 4 · τ2
xy

Anwendung: Die SH besagt, dass die grösste Schubspannung unter
der Gleitfestigkeit bleiben muss. Ungeeignet bei sprödem Material-
verhalten.
Es gilt: τGrenz

σzd,Grenz
= 1

2

4.3 Normalspannungshypothese (NH; Rankine)

3D-Fall: σV,NH = σmax

2D-Fall: σV,NH =
σx + σy

2
+

√
(
σx − σy

2
)2 + τ2

xy

Anwendung: Die NH besagt, dass die grösste Normalspannung un-
ter der Bruchfestigkeit (Rm!) beiben muss. Wird bei sprödem Materi-
alverhalten, bei konstruktionsbedingter Verunmöglichung der Verfor-
mung oder Spannungsversprödung (hydrostatische Belastung) ver-
wendet. Achtung: ev. Druckwerte eines Materials verwenden, wenn
Druckbelastung!
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4.4 Wahl der Hypothesen

Die GEH ist grundsätzlich der SH vorzuziehen.
Eignung bei Bruch/Fliessen:

Achtung: GEH und SH zeigen nicht an ob Zug oder Druck!

4.5 Anstrengungsverhältnis (Carl von Bach)

Anstrengungsverhältnis:
α0 = σGrenz

ητGrenz

GEH η =
√

3
SH η = 2
NH η = 1

Von Bach unterscheidet 3 Fälle: I: ruhend, II: schwellend, III: wech-
selnd.
Werte für das Anstrengungsverhältnis:

Wird das Anstrengungsverhältnis in die Hypothesen einbezogen er-
setzt sich τ durch α0τ ! Falls nur eine Normalspannung und eine
Schubspannung vorliegt ergibt sich folgende Tabelle:

Festigkeits-Hypothese Vergleichsspannung
Normalspannungshypothese σV = 1

2
[σ +

√
σ2 + 4(α0τ)2]

Schubspannungshypothese σV =
√
σ2 + 4(α0τ)2

Von Mises-Hypothese σV =
√
σ2 + 3(α0τ)2

5 Formzahlen/Kerbzahlen

5.1 Formzahl α für den statischen Fall

Die Formzahl α ist von zwei Grössen abhängig:

• von der Form der Kerbe

• von der Art der Beanspruchung (Zug/Druck, Biegung, Torsion)

Die Fromzahl α ist unabhängig:

• vom Werkstoff

• von geometrisch ähnlicher Veränderung der Grösse des gekerb-
ten Teiles (kein Grösseneinfluss)

• von der Höhe der elastischen Beanspruchung

Die Fromzahl α ist zu berücksichtigen bei:

• spröden Materialien

• Glas, Keramik, Grauguss etc.

Die Fromzahl α ist nicht zu berücksichtigen bei:

• duktilen Materialien

• Aluminium, Stahl, Kunststoff etc.

Mithilfe der Formzahl lassen sich die Normalspannungen (σN , τN ) in
die maximalen Spannungen im Kerbgrund anpassen:

σmax,zd = ασ,zd · σN
σmax,b = ασ,b · σN
τmax,t = ατ,t · τN

Für die meisten Kerbformen gilt:

ασ,Zug/Druck > ασ,Biegung > ττ,Torsion > 1

5.1.1 Formzahl für Absatz und Rundnut abgebildet durch
mathematische Funktionen

Die Formzahlen für Wellenabsätze können nach der folgenden Glei-
chung berechnet werden, falls r/t ≥ 0.03 und d/D ≤ 0.98 sowie

ασ,τ ≤ 6.

ασ,τ = 1 +
1√

A r
t

+ 2B r
d

(1 + 2 r
d

)2 + C( r
t
)Z d

D

Welle Belastung A B C Z
Zug/Druck 0.22 1.37 0 0

Rundnut Biegung 0.2 2.75 0 0
Torsion 0.7 10.3 0 0
Zug/Druck 0.62 3.5 0 0

Absatz Biegung 0.62 5.8 0.2 3
Torsion 3.4 19 1 2

Blech Belastung A B C Z

Rundnut Zug/Druck 0.22 0.85 0 0
Biegung 0.2 2.1 0 0

Absatz Zug/Druck 0.5 2.5 0 0
Biegung 0.5 6 0 0

5.2 Kerbwirkungszahl βk für den dynamischen Fall

Die am glatten Stab ermittelte Dauerwechselfestigkeit (σW , τW ) re-
duziert sich infolge einer Kerbe um den Faktor βk. Diese wird als
Kerbwirkzahl bezeichnet:

βσ =
σzd,bW (d)

σzd,bWK
βτ =

τtW (d)

τtWK

d ist immer der Kerbgrunddurchmesser! σzd,bW (d): Wech-
selfestigkeit des Bauteils mit Durchmesser d im Kerbquerschnitt
(durch Nennspannungen ausgedrückt). σzd,bWK , τtWK : Wechselfes-
tigkeit der ungekerbten, polierten Rundprobe mit Durchmesser d bei
sonst gleichen Bedingungen.

σWG =
σW

Bσ
τWG =

τW

βτ

Die Formzahl für den dynamischen Fall ist normalerweise kleiner als
diejenige für den statischen Fall. Dies bedeutet, dass bei einer dyna-
mischen Belastung höhere Spannungsspitzen zulässig sind.

1 ≤ βσ ≤ ασ βk =
αk

n
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5.3 Bestimmung der Kerbwirkungszahlen

Kerbarten:

• Konstruktive Kerben: Absätze, Nuten, Gewinde, Bohrungen,
Querschnittsübergänge

• Kerben an Fügestellen: Schweissnähte, Klebestellen, Schraub-
/Pressverbindungen

• Kerben an Fehlstellen: Oberflächenrauheiten, Oberflächenfehler
(Poren/Anrisse), Einschlüsse

• Methode I: DIN 743 (experimentell bestimmte Kerbwirkungs-
zahlen)

• Methode II: Kerbwirkungszahlen für Kerben mit bekannter
Formzahl

• Methode III: FEM Berechnung

5.3.1 Methode I

Umrechnung nach Stieler

βk =
αk

n
n: dynamische Stützziffer

Dynamische Stützziffer n ist eine Funktion es Materials (Zug-
festigkeit Rm) und des bezogenen Spannungsgefälles G′. Ein
hohes Spannungsgefälle ist erwünscht, da dann n grösser wird und
damit die dynamische Kerbwirkungszahl βk kleiner wird.

Weiche Randschicht
I.e. vergütete oder normalisierte Wellen oder einsatzgehärtete Wellen
ohne aufgekohlten Konturen.

n = 1 +
√
G′ · 1mm · 10

−(0.33+
σS(d)

712N/mm

Dies wäre z. B. bei "Vor der Verarbeitung durch Drehen vergütet":
1. Vergüten, 2. Drehen (innen drin dann nicht/weniger hart).

Harte Randschicht

n = 1 +
√
G′ · 1mm · 10−0.7

Bezogenes Spannungsgefälle G’

5.3.2 Methode II (Methode der direkten Bestimmung)

1. βkσ(dBK) bestimmen gemäss Tab. 8.6

2. Anpassen mit:

βk,σ(d) = βk,σ(dBK) ·
K3(dBK)

K3(d)

Passfedern: Auf Zugfestigkeit dimensionieren
Bezugsdurchmesser dBK = 40mm, ausserdem kann statischer Nach-
weis vernachlässigt werden → es existieren keine Werte für αk
Daher αk = βk

Geometrischer Grösseneinfluss K3(d)
Berücksichtigt Änderung der Kerbwirkung, wenn Bauteilabmessun-
gen von Probenabmessungen abweichen also ALLE Abmessungen
im gleichen Massstab geändert wurden (Änderung des Span-
nungsgradienten). Nur dann einbeziehen, wenn:

• Bezugsdurchmesser dBK vom Bauteildurchmesser d abweicht.

• Kerbwirkungszahlen ssσ(dBK) oder ssτ (dBK) experimentell
für Werkstoff bestimmt worden sind.

7.5mm ≤ d ≤ 150mm : K3(d) = 1− 0.2 · logασ ·
log ( d

7.5mm
)

log (20)

d ≥ 150mm : K3(d) = 1− 0.2 logασ,τ
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6 Nennspannungskonzept nach DIN 743

Bei den herrschenden Spannungen wird nur mit den Nennspannun-
gen gearbeitet. Diese werden mit den Werkstoffkennwerten vergli-
chen, welche die Korrekturwerte für die Bauteileinflüsse wie Kerben,
Oberflächenverfestigung und Stützwirkung enthalten

6.1 Schritt 1: Berechnung der Gesamteinflussfak-
toren

VOR BEGINN: Sicherheitsformeln aufschreiben und prüfen, was
benötigt wird!

6.1.1 Berechnung der dynamische Kerbwirkzahl

Siehe Kapitel zu FORMZAHLEN!

6.1.2 Berechnung der Einflussfaktoren

Technologischer Grösseneinfluss K1(deff )
Härte (damit auch Streckgrenze und Ermüdungsfestigkeit) beim Ver-
güten/Kernhärten/Einsatzhärten nimmt mit steigendem Durchmes-
ser ab! K1(deff ) ist beanspruchungsunabhängig und wird mit dem
für die Wärmebehandlung massgebendem Durchmesser
deff berechnet (oft Durchmesser des Ursprungsmaterials)!
Ohne spezielle Angaben gilt: K1(deff ) = grösster Durchmesser der
Welle!
Achtung: K1(deff ) ist unterschiedlich für Streckgrenze und Zugfes-
tigkeit! Bei Wechselfestigkeit mit σB(d) = σB(dB)·K1(deff ) rechnen

Es gilt immer: dB=16mm

Für Einsatzstähle im blind- oder einsatzgehärteten Zustand (ausser
Cr-Ni-Mo-Einsatzstähle): Gegensatz zu Tabelle!

deff ≤ 16mm : K1(deff ) = 1

16mm ≤ deff ≤ 150mm : K1(deff ) = 1− 0.41 log

(
deff

dB

)
150mm ≤ 500mm : K3(d) = K1(deff ) = 0.60

Für die Streckgrenze von Vergütungsstählen sowie anderen Bau-
stählen im vergüteten Zustand:

deff ≤ 16mm : K1(deff ) = 1

16mm ≤ deff ≤ 300mm : K1(deff ) = 1− 0.34 log

(
deff

dB

)
300mm ≤ 500mm : K3(d) = K1(deff ) = 0.57

Für Nitrierstähle und die Zugfestigkeit allgemeiner und höherfester
Baustähle sowie anderer Bau- stähle im nicht vergüteten Zustand:

deff ≤ 100mm : K1(deff ) = 1

100mm ≤ deff ≤ 300mm : K1(deff ) = 1− 0.23 log

(
deff

100mm

)
300mm ≤ 500mm : K3(d) = K1(deff ) = 0.89

Die Streckgrenze für allgemeine und höherfeste Baustähle sowie für
andere Baustähle im nicht vergüteten Zustand ist mit K1(deff ) nach
Gleichung wie folgt abzumindern:

deff ≤ 32mm : K1(deff ) = 1

32mm ≤ deff ≤ 300mm : K1(deff ) = 1− 0.26 log

(
deff

2 · dB

)
300mm ≤ 500mm : K3(d) = K1(deff ) = 0.75

Für Cr-Ni-Mo-Einsatzstähle im blind- oder einsatzgehärteten Zu-
stand und die Zugfestigkeit von Vergütungsstählen sowie anderen
Baustählen im vergüteten Zustand:

deff ≤ 16mm : K1(deff ) = 1

16mm ≤ deff ≤ 300mm : K1(deff ) = 1− 0.26 log

(
deff

dB

)
300mm ≤ 500mm : K3(d) = K1(deff ) = 0.67

Geometrischer Grösseneinfluss K2(d)
Der Unterschied zwischen grössten Biege-Ermüdungsfestigkeit
σbW und Zug-/Druck-Ermüdungsfestigkeit σzdW von glat-
ten Stäben (gleicher Probendurchmesser) wegen makrosko-
pischer Stützwirkung der äusseren Fasern durch innere we-
niger belastete Fasern. Bei Biegung existiert solchen Span-
nungsgefälle (im Gegensatz zu Zug/Druck-Beanspruchung)
→ Stützwirkung tritt ein, Wechselfestigkeit wird erhöht.

Für Kreisringquerschnitte: d = Aussendurchmesser, wenn d ≥
150mm kann K2(d) = σzdW

σbW
verwendet werden. Grosse Querschnit-

te: Biege-/Torsionsfestigkeit geht in Zug-/Druckwechselfestigkeit
über (Gradient nimmt ab).

Geometrischer Grösseneinfluss K2F

Einflussfaktor der Oberflächenrauheit KFσ,τ
Wichtig für Rost. s. S. 8.30 für extreme Werte. für σB ≤ 2000N/mm2

und RZ : gemittelte Rautiefe in µm. Wenn Spitzenwerte der Rauheit
> 2RZ , dann Maximalwert statt RZ einstetzen.
σB(deff ) = K1(deff )σB(dB)

Bei Torsion: Für Walzhaut: Mittlere Rauheit RZ = 200µm
Wenn Berechnung mit exp. best. Kerbwerkungszahl durchgeführt
wird, Probe aber Oberflächenrauheit RZB hat, dann gilt:

KFσ =
KFσ(RZ)

KFσ(RzB)
KFτ =

KFτ(RZ)

KFτ (RzB)

Einflussfaktor der Oberflächenverfestigung KV

Anwendungsfaktor KA
Berücksichtigt die Änderung der Beanspruchung (z. B. häufi-
ges/heftiges Anfahren). s. S. 8.34/8.35 bzw. Kap. 9. Gegebenenfalls
alles mit dem Anwendungsfaktor KA multiplizieren (z. B. Mb,K =
KA ·Mb).
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Bestimmung der Gesamteinflussfaktoren

Kσ =

(
βσ

K2(d)
+

1

KFσ
− 1

)
·

1

Kv

Kτ =

(
βτ

K2(d)
+

1

KFτ
− 1

)
·

1

Kv

βσ : Kerbwirkungszahl
K2(d) : geometrischer Grösseneinfluss
KFσ,τ : Einflussfaktor der Oberflächenrauheit
Kv : Einflussfaktor der Oberflächenverfestigung

6.2 Schritt 2: Berechnung der Vergleichsspannun-
gen

σmv =
√

(σzdm + σbm)2 + 3 · τ2
tm

τmv =
σmv√

3

σmv , τmv : Vergleichsmittelspannungen
σzdm,bm : Mittelspannungen Zug/Druck, Biegung
τtm : Mittelspannng Torsion

sollte σzdm + σbm < 0 sein, gilt:

σmv =
H

|H|
·
√
|H| mit H =

(σzdm+ σbm)3

|σzdm + σbm|
+ 3 · τ2

tm

(wobei so auch bei positiven Werten gerechnet werden kann).

6.3 Schritt 3: Bauteilwechselfestigkeit berechnen

σzdWK =
σzdW (dB) ·K1(deff )

Kσ

σbWK =
σbW (dB) ·K1(deff )

Kσ

τtWK =
τtW (dB) ·K1(deff )

Kτ

σzdW,bW : Zug/Druck- und Biegewechselfestigkeit
τtW : Torsionswechselfestigkeit
K1(deff ) : Technologischer Grösseneinflussfaktor
Kσ,τ : Gesamteinflussfaktoren

Die Wechselfestigkeiten können Tabellen entnommen werden und
sonst gelten als Näherungswerte σzdW = 0.4 · Rm, σbW = 0.5 · Rm
und τtW = 0.3 ·Rm.

6.4 Schritt 4: Einflussfaktoren der Mittelspan-
nungsempfindlichkeit berechnen

ψzdσK =
σzdWK

2 ·K1(deff ) · σB(dB)− σzdWK

ψbσK =
σbWK

2 ·K1(deff ) · σB(dB)− σbWK

ψτK =
τtWK

2 ·K1(deff ) · σB(dB)− τtWK

σzdWK,bWK : Bauteilwechselfestigkeit
τtWK : Bauteilwechselfestigkeit
K1(deff ) : Technologischer Grösseneinflussfaktor
σB(dB) : Bruchfestigkeit (Rm)

6.5 Schritt 5: Bauteilfliessgrenzen bestimmen

γF Erhöhungsfaktor der Fliessgrenze

σzdFK = K1(deff ) ·K2F,zd · γF · σS(dB)

σbFK = K1(deff ) ·K2F,b · γF · σS(dB)

τtFK =
K1(deff ) ·K2F,t · γF · σS(dB)

√
3

K1(deff ) : Technologischer Grösseneinflussfaktor
K2F : Geometrischer Grösseneinfluss
γF : Fliessgrenzenerhöhung
σS(dB) : Streckgrenze (Fliessgrenze)

6.6 Schritt 6: Spannungsamplituden der Bauteil-
festigkeit berechnen
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6.7 Schritt 7: Vorhandene Sicherheitszahlen be-
rechnen

Sicherheit gegen bleibende Verformung:

S = 1√(
σzdmax
σzdFK

+
σbmax
σbFK

)2
+
(
τtmax
τtFK

)2 ≥ Smin ≥ 1.2

Sicherheit gegen (Gewalt-) Bruch:
Notwendig bei harter Randschicht, da spröde → NH-Hypothese ver-
wenden.

S = 1

0.5·
(
αk,zdσzdBRand

σzdFK
+
αk,bσbmax
σbBRand

+

√(αk,zdσzdBRand
σzdFK

+
αk,bσbmax
σbBRand

)2
+

(
2αk,tτtmax
τtBRand

)2
) ≥ Smin ≥ 1.2

Sicherheit gegen Dauerbruch:
Keine Berücksichtigung der Kerbwirkung

S = 1√(
σzda

σzdADK
+

σba
σbADK

)2
+
(

τta
τtADK

)2 ≥ Smin ≥ 1.2

Wobei die (Ausschlags-)Nennspannungen gegeben sind durch:

σzda =
Fzda

A
mit A =

π(d2 − d2
i )

4

σba =
Mba

Wb
mit Wb =

π(d4 − d4
i )

32 · d

τta =
Ta

Wt
mit Wt =

π(d4 − d4
i )

16 · d

d : Bauteilduchmesser im Kerbquerschnitt
di : Innendurchmesser

7 Festkeitsnachweis mit örtlichen Spannungen
nach FKM

7.1 Statischer Festigkeitsnachweis - FKM

7.1.1 Schritt 1: Bestimmung wirkenden Spannung

Der Ausgangspunkt ist meistens eine FEM - Berechnung, die einen
örtlichen Spannungstensor im kritischen Punkt liefert (muss gegeben
sein)! Da die grössten Spannungen an der Oberfläche auftreten, han-
delt es sich um einen ebenen Spannungszustand!
Gegebenfalls müssen die wirkenden Spannungen um Druckparameter,
sowie Gussfaktor angepasst werden

σ̄i =
σi

fσ,iKNL,i

GEH: σv,GEH =
√
σ2
x − σxσy + σ2

y + 3 · τ2
xy

NH: σv,NH = MAX (|σ1|, |σ2|, |σ3|)

RESULT.: σv = q · σNH + (1− q) · σGEH

q-Faktor:
Duktile Werkstoffe: q = 0
Spröde Werkstoffe: q = 1

Kontrolle der Mehrachsigkeit:

σH =
1

3
(σ1 + σ2 + σ3)

Falls:
h =

σH

σv,GEH
> 1.333

muss der hydrostatischer Auslastungsgrad zusätzlich berechnet wer-
den!

7.1.2 Schritt 2: Technologischer Grössenfaktor Kd,m & Kd,p

Siehe auch: Kapitel zu Schweissnähten

GJL
deff ≤ 7.5 Kd,m = 1.207

deff > 7.5 Kd,m = 1.207 ·
(
deff

7.5mm

)−0.1922

Nichtrostende Stähle
Kd,m = Kd,p = 1

Alle anderen Werkstoffgruppen
deff ≤ deff,N Kd,m = Kd,p = 1

deff,N < deff ≤
deff,N,max

Kd =
1−0.7686·ad·log

(
deff

7.5mm

)
1−0.7686·ad·log

(
deff,N
7.5mm

)

7.1.3 Schritt 3: Anisotropiefaktor KA

In der Regel sind Festigkeitswerte richtungsabhängig (anisotropes
Material). Falls die Festigkeitswerte in der bevorzugten Richtung
gefordert sind

KA = 1

Falls in Querrichtung
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7.1.4 Schritt 4: Plastische Stützzahl npl

Ermöglicht die Ausnutzung von zusätzlichen Tragreserven! Voraus-
setzung: Ungleichmässige Spannungsverteilung (gegeben bei Kerben)
Siehe Skript 9.21

7.1.5 Schritt 5: Streckgrenze & Zugfestigkeit

Mit den beiden Grössenfaktoren Kd,m & Kd,p können dann die Bau-
teilstreckgrenze und -zugfestigkeit berechnet werden:

Rp = Kd,p ·KA ·Rp,N

Rm = Kd,m ·KA ·Rm,N

KA Anisotropiefaktor
Kd,m/p Technologischer Grössenfaktor
Rm/p,N Zugfestigkeit/Streckgrenze der Normprobe

7.1.6 Schritt 6: Statische Bauteilfestigkeit

Es gilt für nicht geschweisste Bauteile:

σSK = Rp · npl

Rp Bauteil - Normwert Fliessgrenze
npl Plastische Stützzahl

7.1.7 Schritt 7: Gesamt - Sicherheitsfaktor

jges = jS ·
(
jZ ·MAX

(
jm

KT,m

Rp

Rm
;
jp

KT,p
;
jm,t

KTt,m

Rp

Rm
;
jpt

KTt,p

)
+ ∆j

)
jS Lastfaktor
jZ = jG Teilsicherheit für Guss
∆j Zusätzlicher Teilsicherheitssummand

für nicht duktile Gussteile

7.1.8 Schritt 8: Auslastungsgrad

Auslastungsgrad der Vergleichsspannung

aSK = jges
σv

σSK
≤ 1

Auslastungsgrad der hydrostatischen Spannung

aSH,Zug = jges
σH

σSH,Zug
≤ 1

σH Herrschende hydrostatische Spannung
σSH,Zug = 1.33σSK Ertragbare hydrostatische Spannung

7.2 Dynamischer Festigkeitsnachweis auf Dauerfes-
tigkeit - FKM

7.2.1 Schritt 1: Wirkende Spannungen

Ausgangspunkt sind die Ober- und Unterspannungen in Form örtli-
cher Tensoren. Mit deren Hilfe können Mittel- und Ausschlagsspan-
nungen bestimmt werden.
ACHTUNG: Folgende Schritte müssen für jeden Tensoreintrag
einzeln durchgeführt werden. Eine Kombination erfolgt erst über die
Auslastungsgrade.

7.2.2 Schritt 2: Konstruktionsfaktoren bestimmen

KWK,σ,i =
1

nσ,i

(
1 +

1

K̃f
(

1

KR
− 1)

)
·

1

KV ·KS ·KNL,E

KWK,τ,i =
1

nτ,i

(
1 +

1

K̃f
(

1

KR
− 1)

)
·

1

KV ·KS

nσ , nτ RICHTUNGSABHÄNGIGE Stützzahlen
K̃f Schätzwert der Kerbwirkungszahl
KR Rauheitsfaktor
KV Randschichtfaktor
KS Schutzschichtfaktor
KNL,E Faktor füf unterschiedliches Verhalten von GJL

7.2.3 Schritt 3: Bauteilwechselfestigkeiten bestimmen

Für die Wechselfestigkeiten am gekerbten Stab gilt:

σWK,i =
σW,N

KWK,i

Falls die Wechselfestigkeit der
Normprobe nicht bekannt ist,
darf folgende Approximation
angewandt werden:
σW,N = fW,σ · Rm =
fW,σ ·Rm,N ·Kd,m ·KA

7.2.4 Schritt 4: Bauteilausschlagfestigkeiten bestimmen

Für Mittelspannungen ungleich Null σm,i 6= 0 müssen die Bauteilaus-
schlagfestigkeiten berechnet werden:

σAK,i = σWK,i ·KAK,σ,i

τAK,i = τWK,i ·KAK,τ,i

Mittelspannungsfaktor KAK
Ist eine Funktion der Mittelspannungsempfindlichkeit Mσ bzw. Mτ

Mσ = aM · 10−3 ·Rm + bM

Mτ = fW,τ ·Mσ

Die Berechnung des Mittelspannungsfaktors ist sowohl abhängig
vom Bereich im Haigh Diagramm in dem sich die Belastung befindet
als auch vom Überlastfall:

Überlastfall - Unterscheidung
KE,σ Eigenspannungsfaktor

KE,σ = 1 für nicht geschweisste Teile

Fall 1: σm = const
sm = σm

KE,σ·σWK

sm < − 1
1−Mσ

KAK,σ = 1
1−Mσ

− 1
1−Mσ

< sm < 1
1+Mσ

KAK,σ = 1−Mσ · sm
1

1+Mσ
< sm < 3+Mσ

(1+Mσ)2
KAK,σ =

1+ 1
3
·Mσ

1+Mσ
− Mσ

3
· sm

3+Mσ
(1+Mσ)2

< sm KAK,σ = 3+Mσ
(1+Mσ)2

Fall 2: R = const
R = σu

σo

R > 1 KAK,σ = 1
1−Mσ

−∞ ≤ R ≤ 0 KAK,σ = 1
1+Mσ·σmσa

0 < R < 0.5 KAK,σ = 3+Mσ

(1+Mσ)·
(
3+Mσ·σmσa

)
0.5 ≤ R KAK,σ = 3+Mσ

(1+Mσ)2
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Fall 3: σmin = const
smin = σmin

KE,σ·σWK

smin < − 2
1−Mσ

KAK,σ = 1
1−Mσ

− 2
1−Mσ

< smin < 0 KAK,σ = 1−Mσ·smin
1+Mσ

0 < smin <
2(3+Mσ)

3(1+Mσ)2
KAK,σ = 1

1+Mσ
− Mσ·smin

3+Mσ
2(3+Mσ)

3(1+Mσ)2
≤ smin KAK,σ = 3+Mσ

(1+Mσ)2

Fall 4: σmax = const
smax = σmax

KE,σ·σWK

smax < 0 KAK,σ = 1
1−Mσ

0 < smax <
2

1+Mσ
KAK,σ = 1−Mσ·smax

1−Mσ
2

1+Mσ
< smax <

4(3+Mσ)

3(1+Mσ)2
KAK,σ =

3+Mσ
1+Mσ

−Mσ·smax
3−Mσ

4(3+Mσ)

3(1+Mσ)2
≤ smax KAK,σ = 3+Mσ

3(1+Mσ)2

7.2.5 Schritt 5: Gesamtsicherheitsfaktor

Der Gesamtsicherheitsfaktor für den Ermüdungsfestigkeitsnachweis
ist

jD = jS
jF · jG
KT,D

jS Lastsicherheitsfaktor
jF Materialsicherheitsfaktor
jG Gusssicherheitsfaktor
KT,D Temperaturfaktor

7.2.6 Schritt 6: Vergleichsauslastungsgrad aus einzelnen
Auslastungsgraden

Es müssen jetzt für alle anliegenden Spannungen die Auslastungsgra-
de ermittelt werden

aAK,i = jD ·
σa, i

σAK,i

Kombination über GEH - & NH - Hypothese

aGEH =

√
0.5 ·

(
(aAK,1 − aAK,2)2 + (aAK,2 − aAK,3)2 + (aAK,3 − aAK,1)2

)

aNH = MAX
(
|aAK,1|, |aAK,2|, |aAK,3|

)
Der Vergleichauslastungsgrad ist:

aAK,v = q · aNH + (1− q) · aGEH

7.3 Dynamischer Festigkeitsnachweis auf Betriebs-
festigkeit - FKM

Ausgangspunkt stellen mehrere Teilkollektive dar, i.e.: σa,i → ni
In diesem Fall muss ab Schritt 6 des vorigen Abschnittes anders
vorgegangen werden. D.h. an dieser Stelle müssen die σAK,i bekannt
sein!

7.3.1 Schritt 1: Betriebsfestigkeitsfaktor bestimmen

Es gilt:

KBK =

(
A ·ND ·Dm

Ntot

) 1
k

wobei der Faktor A von der Miner - Methode abhängt (FKM emp-
fiehlt Miner - Elementar/-Konsequent). Für Miner - Elementar

1

A
=

1

Ntot

∑
ni

(
σa,i

σa,1

)k
Ausserdem gilt für den Wöhlerexponenten k = 5

7.3.2 Schritt 2: Bauteilbetriebsfestigkeiten bestimmen

σBK,i = σAK,i ·KBK,σ,i
τBK,i = τAK,i ·KBK,τ,i

ACHTUNG: BEGRENZUNG DER BETRIEBSFESTIGKEIT
über die Streckgrenze

σBK,max = 0.75 ·Rp · npl = 0.75 ·Rp,N ·Kd,p ·KA

7.3.3 Schritt 3: Auslastungsgrade

Wie für den Einzelkollektiv Fall nur mit aBK statt aAK
Die zyklischen Auslastungsgrade sind:

aBK,i = jD ·
σa, i

σBK,i

Kombination über GEH - & NH - Hypothese

aGEH =

√
0.5 ·

(
(aBK,1 − aBK,2)2 + (aBK,2 − aBK,3)2 + (aBK,3 − aBK,1)2

)

aNH = MAX
(
|aBK,1|, |aBK,2|, |aBK,3|

)
Der Vergleichauslastungsgrad ist:

aBK,v = q · aNH + (1− q) · aGEH

8 Schweissnähte

8.1 Statischer Festigkeitsnachweis - Schweissnaht-
querschnitt

Schweissnahtübergangsquerschnitt: Querschnitt direkt vor der
Schweissnaht → Berechnung wie OHNE Schweissnaht!

Schweissnahtquerschnitt: Querschnitt durch die Schweissnaht→ Ef-
fekte der Schweissnaht einbeziehen!

8.1.1 Schritt 1: Kenngrössen

Immer Endkraterabzug berücksichtigen (falls nicht explizit Gegen-
massnahmen erwähnt). D.h. das doppelte der Schweissnahtdicke a
von ihrer Länge abziehen.
Bei Kehlnaht: Querschnittsflächen = Umgeklappte Anschlussflächen

8.1.2 Schritt 2: Beanspruchungen

Kritische Stellen suchen & Endkraterabzug beachten

1. Zug/Druck: Die gesamte Fläche einbeziehen
2. Biegung: Trägheitsmoment für die gesamte Fläche berechnen
3. Schubspannung: Nur Flächen, die PARALLEL zur Kraftrich-

tung liegen:
a) I - Träger: Steg
b) Dünnwandiges Rechteck: Beide parallele Flächen
c) Dünnwandiges Rohr: A = rπ · a

4. Torsion (runder Querschnitt): Gesamte Fläche einbeziehen
a) Dünnwandiges Rechteck: τ = MT

2Am·a
b) Dünnwandiges Rohr: τ = MT ·ra

Jpol
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Beispiel I - Träger: Kritische Stelle 1:
1. σzd = N

Ages

2. σb =
Mb(0.5h+a)

Iyy
3. τS = 0

Kritische Stelle 2:
1. σzd = N

Ages

2. σb =
Mb(0.5ls−a)

Iyy

3. τS = V
ASteg

8.1.3 Schritt 3: Bauteilfestigkeiten - Beanspruchungsabhän-
gig

Die Fliessgrenzen werden durch die Schweissnähte verringert! Bei ver-
schiedenen Materialien → kleineres Rp nehmen.

σF,i = v2v3Kd,pRp0.2

i i-te Beanspruchung
v2 Nahtgütebeiwert
v3 Beanspruchungsbeiwert
Kd,p Grössenfaktor

8.1.4 Schritt 4: Festigkeitsnachweis

1. Fall Gleiche Beanspruchungsbeiwerte Berechne die Vergleichspan-
nung nach GEH:

σv =
√

(σzd + σb)2 + 3(τs + τt)2

Diese kann dann mit der Zug/Druck - Fliessgrenze verglichen werden:

SF =
σFzd

σv

2. Fall Unterschiedliche Beanspruchungsbeiwerte

Der Sicherheitsbeiwert für jeden Belastungstyp ist:
SF,zd =

σF,zd
σzd

> 1 SF,b =
σF,b
σb

> 1

SF,s =
σF,s
σs

> 1 SF,t =
σF,t
σt

> 1

Die gesamte Sicherheit folgt mit aus der Festigkeitshypothese ab-
geleitet nach der GEH:

SF =
1√(

1
SF,zd

+ 1
SF,b

)2
+
(

1
SF,s

+ 1
SF,t

)2

Nahtgütebeiwert

Beanspruchungsbeiwert

Fussnoten

1. Mit ad = ad,m folgtKd = Kd,m, mit ad = ad,p folgtKd = Kd,p
2. Berechnung von Kd,m mit deff,N = deff,N,m und deff,max =
deff,max,m
Berechnung von Kd,p mit deff,N = deff,N,p und deff,max =
deff,max,p

3. Für Walzstahl gilt: deff,max,m = deff,max,p = 250mm
4. Für Bauteile aus vergütetem Vergütungsstahl, einsatzgehärte-

tem Einsatzstahl, vergütetem und nitriertem Nitrierstahl, Ver-
gütungsstahlguss, GJS, GJMB, GJMW und GJL

5. Für Bauteile aus unlegiertem Baustahl, Feinkornbaustahl, nor-
malgeglühtem Vergütungsstahl und allgemeinem Stahlguss

6. Für 28NiCrMoV 85 und 33NiCrMo145 gilt deff,N,m =
deff,N,p = 500mm bzw. 1000mm nei unveränderten Werten
ad,m und ad,p

Grössenfaktor
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9 Beanspruchung

9.1 Zug/Druck:

σx =
Fx

A

Mit der Kraft Fx, die im Schwerpunkt angreift und der Querschnitts-
fläche A
⇒ konstates σx über den gesamten Querschnitt.

9.2 Biegung

Normalspannung infolge Biegung:

σx =
Mz

Iz
· y

σx,max =
Mz

Iz
· c =

Mz

Wz

Wz =
Iz

ymax

Wz ist das Widerstandsmoment

• Kreisquerschnitt: Wz = π
32
· d3

• Kreisring:Wz = π
32
· D

4−d4
D

Iz axiales Flächenträgheitsmoment

• Iz =
´
y2dA

Steiner Theorem:

Iz = ISchwerpunkt +Ad2

9.3 Querkraft

τ =
Q · Sy
Iy · b

Q : Querkraft
Sy : Statisches Moment
b : Breite

Statisches Moment Sy (Flächenträgheitsmoment ersten Grades):

• Sy =
´
ydA

• Sy = y‘ ·A‘

– y‘= Abstand von der Achse (Neutralachse) zum Schwer-
punkt von A‘ (y‘=h/4 falls τmax gesucht ist)

– A‘= Teil der Querschnittsfläche oberhalb des Punktes an
dem die Schubspannung berechnet wird (A‘=A/2 falls
τmax gesucht ist)

• Für den Kreisrunden Querschnitt: τzx(z) = 4Qz
3A
·
[

1− z2

r2

]

• Für den rechteckigen Querschnitt: τzx(z) = 3Qz
2A
·
[

1 − 4z2

h2

]
(Maximal in der Mitte wenn z=0)

9.4 Torsion

Schubspannungen infolge Torsion:

τ =
Mt

Wt

Mt : Torsionsmoment
Wt : polares Widerstandansmoment

Polares Widerstandsmoment:

• Wt =
Ip
ra

• Kreisquerschnitt: Wt = π·d3
16

, Ip = π·d4
64

• Kreisring: Wt = π
16
· D

4−d4
D

, Ip = π
64
· (D4 − d4)

10 Biegelinie mit statisch unbestimmten
Strukturen

10.1 1. Möglichkeit mit Biegedifferentialgleichnug:

w(x) : Durchbiegung
Iy : Trägheitsmoment um y-Achse
E : Elastizitätsmodul
q0 : linienverteilte Kraft
V (x) : Querkraft am Ort x
M(x) : Moment am Ort x

Hinweis: Bild dient nur zur Verdeutlichung der Begriffe. Dieser Balken
ist statisch bestimmt gelagert.
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Differentialgleichungen:

E · I ·
d4w

dx4
= q0

E · I ·
d3w

dx3
= V (x)

E · I ·
d2w

dx2
= M(x)

Vorgehen:

1. Integriere die erste Differentialgleichung 4 mal. Dies ergibt 4
Konstanten ci

2. Finde die 4 Konstanten mittels Randbedingungen

3. Beispiele: M(0) = 0 oder w(0) = 0 etc.

10.2 2. Möglichkeit mit Satz von Castilliano:

Ziel: Berechnung der Verschiebung an einem bestimmten Ort eines
statisch unbestimmten Balken.

1. Hilfskraft H am Ort an dem man die Verschiebung sucht ein-
führen.

2. Berechnung der Lagerkräfte und Momente. (alles ausgedrückt
durch eine unbekannte Lagerkraft)

3. Freischnitte Zeichnen: Q(xi), N(xi) und M(xi) berechnen.
(Achtung: wenn eine neue Kraft hinzukommt, muss ein neuer
Freischnitt gezeichnet werden. Auch bei der Hilfskraft H.)

4. Verschiebung in einem Lager ist gleich null.(Da Lager-
kraft gesucht ist.) Mittels Satz von Castiliano eine Gleichung
aufstellen um eine der unbekannten Lagerkräfte zu berechnen.
Kurze Erläuterung:

E ·I ·4A =

ˆ l∗
0

M(x1)·
δM(x1)

δAy
dx1+

ˆ l
l∗
M(x2)·

δM(x2)

δAy
dx2 = 0

4A : Verschiebung im Lager AM(xi) : Momente mit Ay variabel δM(xi)
δAy

:

Momente abgeleitet nach der gesuchten Lagerkraftl∗ : Ort an
dem die Verschiebung gesucht ist, bzw. an welchem H einge-
führt wurde

Nun können alle Lagerkräfte bestimmt werden.

5. Zum Schluss, kann wiederum mittels Satz von Castiliano, die
Verschiebung berechnet werden.

E ·I ·4H =

ˆ l∗
0

M(x1)·
δM(x1)

δH
dx1+

ˆ l
l∗
M(x2)·

δM(x2)

δH
dx2

M(xi) : Momente mitH = 0

*Falls nur die Lagerkräfte gesucht sind Schritte 1 bis 4
durchfüren ohne die Hilfskraft H einzuführen.

10.3 Castiliano Allgemein

Die partielle Ableitung der in einem linear elastischen Körper ge-
speicherten Formänderungsenergie nach der äusseren Kraft ergibt die
Verschiebung w des Kraftangriffspunktes in Richtung dieser Kraft.
Analog ergibt die partielle Ableitung der Formänderungsenergie nach
einem Moment die Verdrehung φ des Balkens am Angriffspunkt die-
ses Momentes. Um die Durchbiegung an Stellen ohne Krafteinwirkung
mit dem Satz von Castigliano bestimmen zu können, müssen an die-
sen Stellen Hilfskräfte H eingeführt werden, die nach dem Ableiten
zu Null gesetzt werden. Falls an der Stelle der gesuchten Verschie-
bung bereits eine Kraft in die richtige Richtung wirkt, so muss keine
Hilfskraft eingeführt werden.

Fachwerke:

4 =
∑

Si ·
δSi

δP
·
Li

AE

4 : Verschiebung am gesuchten Knotenpunkt in gesuchte RichtungSi :

Stabkäfte, falls Hilfskraft eingeführt wurde H=0 δSi
δP

:
Ableitung der Stabkräfte nach der Kraftwelche in Verschiebungsrichtung wirkt

1. alle Stabkräfte Si bestimmen (Drei-Kräfte-Schnitt, Knoten-
gleichgewicht)

2. Stabkräfte nach P bzw. nach H ableiten

3. falls H eingführt wurde Si(H = 0)

4. in Formel einsetzen und auflösen

Balken Verschiebung:

4 =

ˆ l
0
M(x) ·

δM(x)

δP
·

1

EI
dx

4 : Verschiebung am gesuchten OrtM(x) : Moment welches durch Beanspruchung gesucht werden mussP :

Kraft am Ort und in Richtung der gesuchten Verschiebung δM(x)
δP

:
Ableitung des Momentes nach der Kraft P

1. (Bestimmen der Lagerkräfte) Freischnitt so wählen, dass Lager-
kräfte nicht benötigt werden.

2. Beanspruchung M(x)

3. M(x) nach P ableiten und in Formel einsetzen

4. falls H eingeführt M(H=0)

Balken Verdrehung:

θ =

ˆ l
0
M(x) ·

δM(x)

δm
·

1

EI
dx

θ : Verdrehung am gesuchten OrtM(x) : Moment welches durch Beanspruchung gesucht werden mussm :

Moment das eingeführt wird am Ort der gesuchten Verdehung δM(x)
δm

:
Ableitung des Momentes M(x)

1. (Bestimmen der Lagerkräfte)

2. Beanspruchung M(x)

3. Moment m einführen am Ort der gesuchten Verdrehung

4. falls schon ein Moment am gesuchten Ort → kein m einführen

5. M(x) nach m ableiten und einsetzen

6. falls m eingeführt M(m=0)
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11 Knicklast

Ablauf:

1. Ermittlung der Schlankheit λ

2. Entscheidung für die anzuwendende Theorie

a) Quetschen: λ < λF

b) Tetmayer: λF < λ < λ0 plastischen Knicken

c) Euler: λ > λ0 elastischen Knicken (wichtigster fall für uns)

3. Berechnung der Sicherheit mit der entsprechenden Gleichnung
für die Knickspannung

Schlankheit: λ = LK√
Iy/A

Grenzschlankheit (falls nicht gegeben) λ0 = π ·
√

E
Re

"Fliessschlankheit" λF = a−Re
b

Knicklast (Euler) Fk = π2EI
L2
k

Knickspannung (Euler) σk = Fk
A

Tetmajer Gerade σk = a− b · λ

12 Tragende Stabstrukturen

12.1 Beanspruchungsarten

Zur Errinerung : Wir können Stabstrukturen auf vier Arten belasten.
(siehe Abschnitt 9 „Beanspruchung“ auf Seite 14)

• Zug/Druck (Längskrafbeanspruchung)

• Biegebeanspruchung

• Schubbeanspruchung infolge Querlasten

• Torsionsbeanspruchung

Bei der Dimensionierung sind folgende Grössen zu kontrollieren:

• Kritischer Spannungszustand gegenüber Fliessen

• Kritische Knicklast

• Durchbiegung bei einfachen und mehrfach gelagerten Stukturen

13 Auslegung von Spezialträgern

13.1 Grundlagen

Bei Balken, die auf Biegung beansprucht werden, kommt es grund-
sätzlich auch zu einer Querkraft Q und einer Schubspannung τ .
Mit den Vereinfachungen:

• Schubspannung über ganze Breite b konstant

• y-Komponente von τ wird vernachlässigt

Kommen wir auf die Gleichungen:

τ =
Q · S
I · b

S =

ˆ
A′
y′dA′

I =

ˆ
A
y′2dA

Q Querkraft
S statische Teilflächenmoment (Mech II = first

moment of A w.r.t the normal axis)
I Flächenträgheitsmoment
b Breite an gew. Stelle

13.2 Rechteckprofil

τm =
Q

b · h
mittlere Schubspannung

τmax =
3

2
· τm =

3Q

2bh
maximale Schubspannung

I =
h3 · b

12

13.3 Kreisquerschnitt

τm =
Q

πr2
mittlere Schubspannung

τmax =
4

3
· τm =

4Q

3πr2
maximale Schubspannung

I =
π

4
· (R4 − r4) I für einen Kreisring, für Kreis r=0

Die Randschubspannung des Kreises erhält man nicht mehr mit der
bekannten Formel, da die Vernachlässigung der y-Komponente hier
nicht mehr zulässig ist. Die Randschubspannung ist:

τ0 =
τZ

cosφ
=

4Q

3πr2
cosφ =

4

3
τm cosφ

13.4 I-Träger

Die Schubspannung in einem I-Träger kann man mit der bereits er-
wähnten Formel berechnen.
Spezialfall eines Träger mit Schlitz in der Neutralachse (somit für
Biegespannung unwesentlich): Der Träger kann als eine Kombinati-
on zweier einzelner, beidseitig eingespannter Biegeträger betrachtet
werden. Wobei die Schubspannung beim Schlitz natürlich 0 betragen
muss.

TmaxT

TmaxI
= 1.38 bei unendliche Schmalem Schlitz
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TmaxT maximale Querkraft mit Schlitz
TmaxI maximale Querkraft ohne Schlitz

13.5 Dimensionierung von Trägern

Da in Trägern Schub-/ und Biegespannung auftreten, müssen diese
zur Vergleichspannung zusammengestezt werden. Dies kann entweder
mit der Schubspannungshypothese oder der Gestaltänderungshypo-
these gemacht werden. Schubspannungen spielen nur bei kurzen
Trägern eine Rolle.

14 Auslegung rotationssymmetrischer Körper

14.1 Rohre und Zylinder

Im Folgenden wird das rechts ab-
gebildete Koordinatensystem be-
nutzt (Zylindrisches Koordinaten-
system). Alle Spannungen, Deh-
nungen und Kräfte werden in die-
sem dargestellt.

14.1.1 Dünnwandige Rohre

Definition: dünnwandig wenn gilt: mittlerer Radius rm
Wanddicke s ≥ 100. Da-

durch wird die radiale Spannung σr vernachlässigbar klein.

Zylinder:

σθ =
ri

s
(pi − pa) σz =

ri

2s
(pi − pa)

σz ist somit halb so gross wie σθ! → Längsriss

Kugel:

σθ,Kugel =
ri

2s
(pi − pa) Kein σz !

Theoretisch müsste sich die Span-
nung σθ beim Übergang Zylinder
auf Halbkugel halbieren. Durch die
Stülpung des Mantels ergibt sich
aber eine Spannungsüberhöhung!

Ausgehend von folgendem Spannungszustand:

Beachte: in radiale Richtung herrscht Druck nicht Zug!
Mit der Annahme σr = pi

2
und der Schubspannungshypothese folgt

die Vergleichsspannung:

σv = σmax − σmin = σθ − σr =
ripi

s
+
pi

2
≤ σzul

Daraus ergibt sich für die Dimensionierung:

smin,Zylinder =
Dapi

2 · Rp0.2
SF

ν + pi
=

Dipi

2 · Rp0.2
SF

ν − pi

smin,Boden =
Da · pi · β

4 · Rp0.2
SF

ν + pi
=

Di · pi · β
4 · Rp0.2

SF
ν − pi

Mit Durchmesser D, Schweissnahtfaktor ν < 1, Berechnungsbeiwert
β > 1 (y = s

Da
)

14.1.2 Dickwandige Rohre

Definition: Es wird ein axialsymmetrisches Problem betrachtet.
Gleichzeitig wirkt keine Kraft in z-Richtung → ebener Span-
nungszustand mit σz = 0.

Annahmen: Da nur Drücke auftreten, ist die Belastung konstant
und stetig → ∂

∂φ
(...) = 0.

Die Querschnittsflächen bleiben eben und verformen sich nicht.

v(r) bezeichnet die Formänderung.

Aus der Abbildung folgen die Deh-
nungen: (εφ = εt)

εt =
(v + r)dφ− rdφ

rdφ
=
v

r

εr =
(v + dv)− v

dr
=
dv

dr

Mit dem Hook’schen Gesetz erge-
ben sich die Differentialgleichun-
gen:

σt =
E

1− ν2

(
v

r
+ ν

dv

dr

)
σr =

E

1− ν2

(
dv

dr
+ ν

v

r

)
Durch Kräftegleichgewicht am Differenzialelement und lösen der
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Diff. Gleichungen ergeben sich für die Spannungen:

σt = σφ =
κ2pi − pa

1− κ2
+ (pi − pa)

(
κ2

1− κ2

)
1

( r
ra

)2

σr =
κ2pi − pa

1− κ2
− (pi − pa)

(
κ2

1− κ2

)
1

( r
ra

)2

Mit κ = ri
ra

; die Spannungen gelten für den Punkt mit radialem Ab-
stand r.
Die grösste Spannung ist immer die tangentiale Spannung
(σt) an der Innenseite (r = ri)!
Darum interessiert die Vergleichsspannung an der Innenseite:

GEH: σv,i,GEH =
√
σ2
t + σ2

r − σtσr = (pi − pa)

√
3 + κ4

1− κ2

SH: σv,i,SH =
√

(σt − σr)2 = σt − σr = 2 ·
pi − pa
1− κ2

Durchmesser- und Wanddickenänderung Die Durchmesserände-
rung ist direkt gegeben durch: εt = ∆d

d

Wobei εt = 1
E

[
(1− ν)κ

2pi−pa
1−κ2 + (1 + ν)(pi − pa) κ2

1−κ2
1

( r
ra

)2

]
Die Wanddickenänderung ergibt sich aus der Differenz der radialen
Verschiebungen innen und aussen der Rohrwand.

εr = 1
E

[
(1− ν)κ

2pi−pa
1−κ2 − (1 + ν)(pi − pa) κ2

1−κ2
1

( r
ra

)2

]

Überlagerung einer Axialbeanspruchung Wenn eine Spannung in z-
Richtung überlagert wird, muss genau geprüft werden wie das Ende
des Zylinders aussieht → wie sieht die wirkende Spannung aus!
Beispiele für Randbedingungen:

Tipp Spannungsberechnung: F = p ·A, σ = F
A

Beispiel: abgeschlossener, verschweisster Zylinder
σz =

r2i πpi−r
2
aπpa

(r2a−r2i )π

Spezialfälle

• Aussendruck (pa = 0): pa fällt aus Gleichungen raus

• Innendruck (pi = 0): pi fällt aus Gleichungen raus → alles
Druckspannungen!

• Sehr grosse Wandstärke (pi = 0, ri → 0): σt,i,max = −2pa,
kleine Löcher in der Mitte sind sehr gefährlich (doppelter Aus-
sendruck)!

• Sehr hohe Innendrücke: Wertet man die Gleichungen aus
folgt, dass bei noch so dicker Wand kein Zylinder mit herkömm-
lichen Material hergestellt werden kann! Lösung: Erzeugung von

Druckspannungen an der Innenwand vor der Belastung durch
Innendruck. Es gibt folgende Möglichkeiten:

1. Aufschrumpfen eines Aussenmantels → Druckspannung
innen, Zugspannung aussen

2. plastische Vorbeanspruchung mit hohem Innendruck

3. Stahl-Bandagierung (Schierenbeck-Verfahren)

• Auswirkung eines Aussendruckes auf die maximale Spannung
an der Innenwand:

(
σti
pi

= 1+κ2

1−κ2 − 2
1−κ2

pa
pi

)

15 Trägheits- und Widerstandsmomente
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16 Tabellen

Charakteristische Werkstoffkennwerte Tab. 4.1 Festigkeitskennwerte für schweissgeeignete Feinkornbaustähle im normalgeglühten Zustand (Tab.
5.1.3). Alle Festigkeitswerte in MPa; Bruchdehnungen A in %
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Tab. 8.1 Formzahlen abgebildet durch mathematische Funktionen
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Spannungsgefälle G‘
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Tab. 8.5 Kerbwirkungszahlen

Tab. 8.6 Kerbwirkungszahlen für Wellen-Naben Verbindungen
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