
	

	 	 	
	
	
	
	

ZUSAMMENFASSUNG	ANALYSIS	III	
Gioele	Zardini	

1.	Laplace	Transform	

	Bemerkungen:		
• Die	Inverse	Laplace	Transform	ist	eindeutig	bestimmt!	
• Eine	„gute“	Funktion	ist	so	falls:	

	

	

	

	

	
und	 	

	
Bemerkungen:			

• Dirac	Delta	ist	keine	Funktion:	„generalized“	function	or	
„ditribution“	

• 	

	
• 	

	
• Für	AWP	mit	Laplacetransform	gilt:	

	

	

Bsp.	1	



	

	 	 	

	

	

Bsp.	2	

2.	Fourier	Analysis	

Es	gilt	
• f(x)	ist	periodisch	falls	„meistens“	gilt   𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑝)		
• p	ist	nicht	unbedingt	die	kleinste	reelle	Zahl	so	dass	es	gilt!	
• 	

	

	

	

	

	

	
	

	f	ist	gerade	falls	         𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥)	
und	ungerade	falls   𝑓(𝑥) = −𝑓(−𝑥)	

	

	
• Gerade/ungerade:	(symm.	bezüglich	y-Achse/O)	
• 	

	
	 	



	

	 	 	

	

	

	

Gerade	Fortsetzung:	Gegeben	𝑓(𝑥)	auf	Intervall	0 < 𝑥 < 𝐿:	
• Definiere	𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥)	auf	– 𝐿 < 𝑥 < 0	

Bsp	1:	𝑓(𝑥) = −𝑥 + 𝜋 𝑎𝑢𝑓 0 < 𝑥 < 𝜋,	à	𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥) = 𝜋 +
𝑥 𝑎𝑢𝑓 − 𝜋 < 𝑥 < 0.	
Bsp	2:	𝑓(𝑥) = 𝑥 𝑎𝑢𝑓 0 < 𝑥 < 3 ∶ 𝑆𝑒𝑡𝑧𝑒 𝑓 𝑧𝑢 𝑒𝑖𝑛𝑒 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑑𝑒 𝑓, 𝑝 = 4 	
à	Sei	𝑓𝑔	die	gesuchte	Fortsetzung	und	0 < 𝑥 < 2:		

𝑓𝑔(𝑥) = 𝑓𝑔(−𝑥) = 𝑓𝑔(−𝑥 + 4) = −𝑥 + 4	
Also	𝑓𝑔(𝑥) = ! 4 − 𝑥,     0 < 𝑥 < 2

 4 + 𝑥, −2 < 𝑥 < 0	

	Ungerade	Fortsetzung:	Gegeben	𝑓(𝑥)	auf	Intervall	0 < 𝑥 < 𝐿:	
• Definiere	𝑓(𝑥) = −𝑓(−𝑥)	auf	– 𝐿 < 𝑥 < 0	

Bsp	1:	𝑓(𝑥) = 𝑥!, 0 < 𝑥 < 2 ∶ 𝑆𝑒𝑡𝑧𝑒 𝑓 𝑧𝑢 𝑢𝑛𝑔𝑒𝑟𝑎𝑑𝑒 𝑓, 𝑝 = 4	
à	𝑓(𝑥) = −𝑓(−𝑥) = −𝑥! 𝑎𝑢𝑓 − 2 < 𝑥 < 0	

Also	𝑓𝑔(𝑥) = ! 𝑥
! ,    0 < 𝑥 < 2

−𝑥!, −2 < 𝑥 < 0
	

	

	

	

	

	
Bemerkungen:	

• 	

	

• 	

	

	



	

	 	 	Bemerkungen:	
• Wir	annehmen	dass	𝑓	absolut	integrierbar	ist,	nämlich	

! |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 < ∞
!

!!
	

• Das	Dirichlet’s	Unstetigkeitsfaktor	ist	definiert	als	

!
sin(𝜔)
𝜔

!

!
𝑑𝜔 =

𝜋
2
	

• Den	Sine	Integral	ist	definiert	als	

𝑆𝑖(𝑢) = !
sin(𝜔)
𝜔

!

!
𝑑𝜔	

	

	

	

	
	

	

	

	

	

	

	
	

	 	

	

	Bemerkungen:	
• Eine	PDE	ist	linear	genannt,	falls	u	und	ihre	Ableitungen	

nur	mit	Vielfachheit	1	vorkommen	
• Eine	lineare	PDE	ist	homogen	genannt	falls	jeden	Term	u	

oder	ihre	Ableitungen	enthält	
• PDE	order	=	grad	von	die	höchste	Ableitung	

	

	



	

	 	 	Bsp:	
	

	

	

Bsp	1:	

	

Bsp	2:	

	

	

	

	

	
Bsp:	

	

	

	

	

						
Nützlich	für	die	
Herleitung	der	
Lösung!	



	

	 	 	

	
Bsp:	
	

	
Bemerkung:	

• Keine	RB	kann	z.B.	sein	eine	unendliche	Saite!	

	
Bemerkungen:	
	

	
• In	I,III,V,	verschwindet	u	identisch	
• In	IV	nur	die	linksbewegende	Welle	hat	Einfluss	auf	die	

Saite	und	in	VI	nur	die	rechstbewegende	
• In	II	beide	Wellen	haben	Einfluss	auf	die	Saite	
• Die	Einflussregion	von	[𝑥1,2]	ist	die	Ver.	von	II,IV	und	VI	

	
• 	[𝑥0 − 𝑐𝑡0, 𝑥0 + 𝑐𝑡𝑜]	ist	den	Abhängigkeitsbereich	
• Falls	man	f	oder	g	außerhalb	dieses	Bereich	wechselt,	hat	

das	keinen	Einfluss	auf	die	Werte	von	u(x0,t0)	

	
Bemerkungen:	
	

• 𝐾 𝑖𝑠𝑡 𝑑𝑖𝑒 𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚𝑖𝑠𝑐ℎ𝑒 𝑳𝒆𝒊𝒕𝒇𝒂𝒆𝒉𝒊𝒈𝒌𝒆𝒊𝒕	
• 𝜎 𝑖𝑠𝑡 𝑑𝑖𝑒 𝒔𝒑𝒆𝒛𝒊𝒇𝒊𝒔𝒄𝒉𝒆 𝑾𝒂𝒆𝒓𝒎𝒆	
• 𝜌 𝑖𝑠𝑡 𝑑𝑖𝑒 𝑫𝒊𝒄𝒉𝒕𝒆 𝑑𝑒𝑠 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑒𝑠	
• Annahme:	Temperatur	an	Extremitäten	ist	0	

	
Bsp:	

	

	



	

	 	 	

	

	
Bemerkungen:	
	

• u	ist	nicht	von	t	abhängig	:	Laplace	Gleichung	
• Falls	u	ist	„prescribed“	auf	die	Grende	𝛿𝑅 𝑜𝑓 𝑅:	Dirichlet	
• Falls	un	in	die	Richtung	n	normal	zu	𝛿𝑅	ist	„prescribed“	auf	

𝛿𝑅	:	Neumann		
• Falls	u	ist	„prescribed“	auf	ein	Teil	von	𝛿𝑅	und	un	auf	eine	

andere	Teil	von	𝛿𝑅:	Robin		
• Diese	Bemerkungen	sind	z.B.	für	eine	Elliptische	Gleichung	

gültig,	von	Grenzbedingungen	abhängig.	
• 	

	

	

	

	

	
Bemerkung:	

	



	

	 	 	

	

	

	

	

	

	
Bsp:	

	

	
Bemerkungen:	
	

• u	ist	auf	eine	Region	D	harmonisch	à	u	ist	Lösung	zu	
Dirichlet	Problem	

• Harmonische	Fkt.	ist	in	jeder	Punkt	=	Mittelwert	von	Werte	
auf	jedes	Kreis	mit	Mittelpunkt	in	diesem	Punkt	



	

Well-posed	and	ill-posed	Probleme	
	
Die	Lösungen	von	DGL	verhalten	sich	ziemlich	gut	(man	kann	die	
Eindeutigkeit	einer	Lösung	eines	AWP	und	Ihre	Abhängigkeit	von	
Anfangsbedingungen	beweisen).	Man	kann	nicht	das	für	PDEs	sagen!	
	
	

	 	

Wir	nennen	ein	Problem	well-posed	falls:	
• Existence:	Das	Problem	hat	eine	Lösung	
• Uniqueness:	Die	Lösung	ist	eindeutig	
• Stability:	Die	Lösung	ist	von	A.B.	und	R.B.	abhängig	

Falls	eine	diese	Bedingungen	nicht	erfüllt	ist:	ill-posed	
	
Bsp:	

	


