ZUSAMMENFASSUNG ANALYSIS III
Gioele Zardini

oo

F(s) = 2 {f(t)} = / et f(t)dt

Inverse Laplace Transform  f(t) = ¢~ {F(s)}

* Die Inverse Laplace Transform ist eindeutig bestimmt!
¢  Eine ,gute” Funktion ist so falls:

img 00 £(f)(s) = 0.
sL(f)(s) is bounded as s — oo.

/j (/Ooo e’“f(t)dt> ds = /OOO (/: e~ f (1) ds> ds.

% (/Om e (1) dt) - —/Ow te™* f(t) dt = —L(tf(t)).

Z{af(t)+ Bg(t)}
=a-Z{fO)}+B-L{9t)}

Linearitat

Ahnlichkeit f{%f(f)}:F(sa):_Z’{f(t)} (s-a)
s-shift L™ f(1)} (5) = L {f(t)} (s — a)
=F(s—a)
t-shift LLf(t—a) ult —a)} = e - F(s)
LU -t —a)} = e - L{f(t+a))
t-Ableitung 2 {f'} =s-Z{f} - f(0)
LUy = Ly =5 10)~ [(0)
{1} =52 (=S 00
t-Integral & { Of f(T)dT} =1.F(s)
s-Ableitung 2 {t- f(1)} = —F'(s) = — [Z {f}]

)
)

¢) L(f) is continuous for all s € R such that o < s < 8, where k < a.
)

sintegral 2 {1 f(t)} = [ F(3)d3
t-Faltung L{fxgy=2{f}- Z {9}
s-Faltung ZLAf -9y =2Z{f}«Z{g}
Anfangswert* tliI(I)1+ ft) = SILIEO s-Z{ft)}
Endwert*

Jim f(6) = lim s 2 {f(0)}

*

Man muss priifen, ob diese Grenzwerte existieren, bevor man

diese Gleichungen verwendet!

Typ Funktion Laplace Transform
Impuls o(t) 1
o(t—a) e
Step u(t) -1 :
u(t — a) 1oem
Polynome u(t) -t s%
u(t) - t" i
Exponential u(t) - e sia
u(t) - t" - e (37:)!“4.1
Trigonometrisch u(t) - cos(wt) 2
u(t) - sin(wt) Tro?
Hyperbolisch u(t) - cosh(at) P
u(t) - sinh(at) T

Step und Impuls

Heaviside Funktion (1)’ folls ¢ < a

, fallst>a

ut-a) = {

oo, fallst=a

o(t —a) = { 0, sonst

wobei [ d(t—a)dt =1
0

Dirac Delta Funktion

Sifting

o—3

f(t)-0(t —a)dt = f(a)

und

LO(t—a))=e

Faltung/ Convolution

(f*a)(t) = / F(r) - gt — )dr

Eigenschaften der Faltung
o fxg=gx[

o fx(g+h)=fxg+fxh
o fx(gxh)=(f*g)xh
e fx0=0=0xf

*  Dirac Delta ist keine Funktion: ,generalized” function or
,ditribution”

o (af)xg=oa(f*g)

e Im Allgemeinen gilt
o fxl1#f
o fxfZ0

CUFWR = = [ e T e

o O R
» L7'e ] = 47rt3e
v o Leevs o L&
L [\/ge ] 7rte
[2] = ero -0 -sio - i)
dt3

¢ Fir AWP mit Laplacetransform gilt:

(i) Laplacetransformierte der einzelnen Summenden bilden.
(Ableitungsregel verwenden)

(ii) Anfangsbedingungen einsetzen, nach F(s) auflgsen.

(i) Riicktransformieren. (PBZ / Faltungssatz verwenden)

Bsp. 1

= Losen Sie die folgende ODE mittels Laplace - Transfor-
mation:

dgix(:)”w(t)mf » 2(0)=a
B gyt Le sX(e)- X(0) 22X(5) - 5
dt N~—— §
1 a ot -2t

X(s) = s zt)=tre P +a-e

—+_
s2(2+s) 2+s



Der Faltung ergibt
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Somit ist die gesuchte Funktion

z(t) = (a+ %)G_Zt +

el B

t
2

Bsp. 2

& Losen Sie die folgende ODE mittels Laplace - Transfor-
mation:

y(0)=1

y+y=cos(t) ,

gry=cos(t) -  sY(s)-y(0)+Y(s)= - u

241
S 1

YO =Gy -

s+1

Die Partialbruchzerlegung des Bruches erfolgt mit dem Ansatz

fiir komplex konjugierte Nullstellen, also G 2+1)(5+1) Asjf +

<~ und liefert s = (As+ B)(s+1) + (s> +1)(C). Der Koeffi-

zientenvergleich fiihrt auf m = %S;ﬁ + %5—1“ - %811
und somit gilt
1 s 1 1 3 1
Y(s)== + = - =
(s) 2s2+1 2s2+1 2s+1

Die Laplace - Riicktransformation liefert das gesuchte Resultat

1 1 3
y(s) = 2 cos(t) + 2 sin(t) — §e_t

t te=2t t '
-2t f (t—t")e 2t = _ f o2t gyt
0 -2 | 0 Tw—/

Es gilt
*  f(x)ist periodisch falls ,meistens” gilt f(x) = f(x + p)
*  pistnicht unbedingt die kleinste reelle Zahl so dass es gilt!

2S¢
Die Funktionen sin (cz) , cos(cz) , tan (cx) , cos (mx)
V2T (i) gip (x)cos(z) , m sind periodisch.

Die Funktionen sin (z%) , arcsin(z) , arctan(cz) ,
cosh (z) , aresin (7z) , €'V® sind nicht periodisch.

Die Funktionen tan(z)
periodisch.

, cos?(z) , sin(2z) sind -

Die Funktion sin(maz) ist 2=-periodisch.
Sind f, g m-periodisch, dann auch f +g.

Ist f(z) m-periodisch, so ist sin(f(z)) ebenfalls -
periodisch.

Ist f(z) a-periodisch und g(z) b-periodisch, so ist
f(g(x)) b-periodisch, g(f(x)) aber a-periodisch®.

Ist f(x) n-periodisch und g(z) k-periodisch, n > k, so
ist f(x)g(z) mindestens (kgV (n,k))-periodisch.

Ist f(x) wu-periodisch und g(z) v-periodisch,, so ist

f(x) +g(z) (kgV (u,v))-periodisch.

L 0 n#m
/ cos (%x) cos (%x) dv=<¢L n=m=#0
-k 2L n=m=0

[ ()i () an =G 7

L
/ oS (n—ﬂx> sin (mx) dr =0, for every n,m
L L L

2r fallsn=k=0
cos(kx)cos(nz)dz={ m fallsn=k#0
0 falls n# k

0 fallsn=k=0
sin(kz)sin(nz)de={ 7 fallsn=k#0
0 falls n# k

Grenzen sind egal, wichtig ist, Periode: 27

e

3

etmin _ 1 n  gerade
~ 1 -1 n ungerade

sin(kx) cos(nz)dz = 0

L,

Fiir f(z) 2L-periodisch.

flz) =ao+ i [an - cos (%z) + b, - sin (i—wz)}

Euler-Formel : Berechnen der Koeffizienten
1 L
a0 = 57 /;Lf(I)dl‘
1 / " i (")
L/, (x) - cos 7 t)dr
1 L . (nT
=7 /_L f(z)-sin (Tr)dx
fist gerade falls f(x) =f(—x)

und ungerade falls f(x) = —f(—x)

Fiir gerade Funktionen

f(x) =ao+ i [an - COS (%x)]

n=1

Mit der Eulerformel

apg =

an =

S ==

Fiir ungerade Funktionen

=3 oo ()

Mit der Eulerformel

_Z / sm )dw

* Gerade/ungerade: (symm. beziiglich y-Achse/0)
. L L

even, then [~ g(z)dxr =2 [ g(x)

odd, then f_LLg(z) dr = 0.




Eine beliebige Funktion lasst sich als Summe ei- GeradelFortsetzing: Gegeben f(x) auf Intervall 0 < x < L: Koeffizienten

ner geraden und ungeraden Funktion schreiben: e Definiere f(x) = f(—x) auf-L<x <0
f(x)=fg (x)+fu(x)=((f(x)+1(-x)) /2)+ ((f(x)-f(-x))/2) Bspl:f(x) =—x+mauf 0<x<m>f()=f(-x)=n+ -
xauf —m <x <0. . _ L f(z).e—i%zdm nel
+ | fg  fu o | fg fu Bsp2: f(x) = x auf 0 < x < 3 : Setze f zu eine gerade f,p = 4 "L/,
I - f. - Sei f g die gesuchte Fortsetzungund 0 < x < 2:
g ‘ g g g
Su u g u f9(x) =fg(=x) = fg(-x+4) = —x+4
Al 4—x, 0<x<?2 komplex — reell reell — komplex
'.;T | fg fu Sofg(x)_{4-+x, -2<x<0 aop= Co Co = ao
g u
fg ‘ u g DNgeradeFortsetzung: Gegeben f(x) auf Intervall 0 < x < L: n= et Cn en = L(an—i-bn), n>0
e Definiere f(x) = —f(—x) auf-L < x < 0 ?
E = x? : = bn: n — C—n —n= 5\0n b
Die Funktionen cos(az) , cosh(az) , sin(z2?) , Bsp1:/(x) =70 <x <2 2: Setze f zu ungerade f,p = 4 i+ (en —eon) ‘ 3(an +i-5n)
- isin(@)\2 o Dfx)=—f(—x)=—x‘auf —2<x<0
sin(z) tan(z) , Re(e )* sind gerade. 5
Die Funktionen sin(az) , tan(az) , sinh(az) |, Also fg(x) = { x%, 0<x<2 _
2<x<0 .

tanh(az) , sin(z) cos(z) , sinh(sin(z)) sind ungerade.
Das Produkt von 2 geraden Funktionen ist auch eine
gerade Funktion.

In den Formeln fiir die Fourier - Koeffizienten konnen und
sollen jeweils die folgenden Umformungen vollzogen werden:

|
=
N
|

Das Produkt von 2 ungeraden Funktionen ist eine ge-

rade Funktion ¢ ¢ E cos(nm) = Zl( v nek
. n=

Das Produkt einer geraden und einer ungeraden Funk- Falls zwei Funktionen f(z), g(x) die gleiche Periode (hier: 2L) oo bm(ﬂ

. . . . Z 2 Z( 1) —— 7

tion ist eine ungerade Funktion. haben, gilt = = m+1 n

Ist f gerade, dann ist f’ ungerade und f” wieder ge-

rade. ~ B N nm

sin(sin(z)) — ungerade und 2m-periodisch. (f +9) = (ao +ao) + Z [(an +ay) - cos (T:U) . Koeffizientenvergleich o _

sin(cos(z)) — gerade und 27-periodisch 1 Falls wir Funktionen wie sin”(z)(= 5 (3sinz —sin3z)) oder
g P . : sin 2z soll man nicht Reihen-Entwickeln. Durch Koeffi-

cos(cos(x)) — gerade und 7-periodisch. +(b + I; ) . sin E.’E zientenvergleich kann man z.B. beim ersten Term nach-

cos(sin(z)) — gerade und 7w-periodisch. L vollziehen: a; = 3; ag=-%;an=0

tan(sin(z)) = % — ungerade , p = 27.
_ sin(cos(z)) _ .
tan(cos(z)) = cos(cos(@)) ~ ungerade , p = 2. Fourier Integral
sinh(z™ + 2™ 1 + ...) ist gerade, falls n gerade und
ungerade falls n ungerade

cosh(a™ + ™1 + ..) ist immer gerade Falls f(z) 2L-periodisch, stiickweise stetig ist, sowie der rechts- ) '

Sei f gerade. Dann ist die Stammfunktion F(z) = und linksseitiger Limes aller Unstetigkeitsstellen zo existiert, f(z) :A [A(w) cos(wz) + B(w) sin(wz)] dw
J f(t)dt ungerade. dann gilt

0 ' _

T )= PR Ve wo ] et Wobei  A(w) =2 T () cos(wn)ds

Die Funktion f(z) ist nur auf einem Intervall (0, L) definiert. Oft Und fiir alle Unstetigkeitsstellen zo B(w) =21 [ f(v)sin(wv)dv

I
8

ist es einfacher, die Funktion 2[-periodisch fortzusetzen. Dazu
gibt es zwei Moglichkeiten

FR{f}(x0) = 3 (Lm fl) + tim. f(r)>

Gerade Fortsetzung Ungerade Fortsetzung St

Falls f(x) stiickweise stetig ist, die rechte und linke Ableitung
: existiert sowie f(z) absolut integrabel (d.h. [%_|f(z)|dz < o)
.7 ist, dann gilt

7 = | f(@) = FI(f)(x)  Va wo f stetig]|

=3 e elE)
n=1

-
~
~
-
2
N
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Und fiir alle Unstetigkeitsstellen zo

Wenn die Funktion nicht auf [0, L], sondern auf einem anderen

Intervall definiert ist, muss die entsprechende Funktion fiir das Definiti it t4i-sint 1
Intervall [0, L] erst durch Verschieben und Spiegeln hergeleitet efinitionen €™ = cost +¢ - sin FI(f)(z) = 3 llm f(z)+ lim f(x)
werden. cost — eit+2e—it  sint = it _Qj—it ozl Tz




*  Wir annehmen dass f absolut integrierbar ist, namlich

f If (O)ldx < oo

* Das Dirichlet’s Unstetigkeitsfaktor ist definiert als
J‘ “ sin(w) T
d
0

W=z
w 2
* Den Sine Integral ist definiert als
% sin(w
Si(u) = f (@) dw
0

Fourier Cosinus Integral

f(z) = [° A(w) cos(wz)dw f(z) gerade

o = B(w) =10

Alw) = %/000 f(v) cos(wv)dv

Fourier Sinus Integral

f(x) = [;° B(w)sin(wz)dw f(x) ungerade = Aw)=0

B(w) = %/Ooo f(v)sin(wv)dv

Fourier Transform

Falls f(z) integrabel und stiickweise stetig auf endlichen Inter-
vallen ist, dann existiert die Fourier Transform von f.

F(f)(w) = %27 / ¥ ) dy.

1 *: iwax
/(@) ~Vor /_Oo Jlw)e™ dw
1 > W
:E/_Oo}"(f)(w)e dw .

Inverse Fourier transform

F o) = <= [ gtuwle™dv,

fo(w) = Fe(f)w) = /2 [ f(@) cos(wa)dz
fs(w) = Zs(f)(w) = /2 [ f(a) sin(wa)da

Funktion  Integral der Fourier Transform*
0 . [} i
€7a|1| f 6a171y1d$+f e~ aT—IYT ] _ az?ny
—o0 0

oo

—ax —ax?—iyx 7ﬁ
e " [ e YT dx =T e 1a

7(1(1?717)2 iy 7a.(;177b)27i T 7, _ 7 ,%,i b
Linearitat F{af(t)+ Bg(t)} € 7{(} e YT g =/Ze y
=a- - FZ{f(O)}+B-F{gt)} ) ~ -
i —i 1422 i) Tz e Vdx = 7. Wl
x-Shift FA{f(x—a)}(y)=e " - F{f(x)} —oo
y-Shift F e f(a)} (y) = F {f(2)} (y —a) Faktiﬂ;jl; i?sﬂli?ligejzzform der Funktion zu erhalten, mit
=f(y—a)
. —1 7 2 — plax | N . . . .
Modulation {f(y B a)} (@) =™ flz) Partial Differential Equations (PDE)

Ableitungsregeln

FZ{f ()} (y) =iy - F{f(2)} ()
FZ{f"@)} ) =—y" - F{f(2)}(v)

Bedingungen f stetig
f(z) = 0 wenn |z| — oo

f" bzw. f” integrabel

Faltungssatz

Falls f(x) integrabel sowie stiickweise stetig und beschrankt auf
endlichen Intervallen ist, dann existiert die Fourier Transform
von f.

F{fxg}=Vor - F{f} - F{g}

F{f}xF{g}=V2or-F{f-g}

Niitzliche Integrale

Losung von ODE :  y(t) Losung von PDE :  u(t, z,v, 2)

Superpositionsprinzip : 11 und w2 sind 2 Losungen einer homo-
genen lineraren PDE = u = ciu1 + caus2 ist auch eine Losung.

*  Eine PDE ist linear genannt, falls u und ihre Ableitungen
nur mit Vielfachheit 1 vorkommen

* Einelineare PDE ist homogen genannt falls jeden Term u
oder ihre Ableitungen enthalt

*  PDE order = grad von die hochste Ableitung

Allg. PDE 2. Ordnung mit 2 Variablen

Alze + 2Bugy + Cuyy = F(x,y, Ue, uy) ‘

hyperbolisch ~ AC' — B> <0  Wellengleichung
parabolisch AC — B? =0 Wirmegleichung
elliptisch AC — B* >0 Laplacegleichung

Separationsansatz fiir PDEs

oo 2 oo
—x _ 1 _
f € dr = ﬁ f H—ngx =T
—0o —o0
—az?  —ika k2w —(ak?4bk+c) [
e e dr =e 4a,[— e Jdk = 4| —eda
a a
R’Il RYL

Vorgehen

—

. Ansatz | u(z,t) = X(x) - T(t) ‘ in PDE einsetzen

[\

. Man erhilt 2 ODEs : eine fiir X (z) , eine fir 7'(t)
3. ODEs losen

(Separation der Variablen)

S~

. X(z) und T'(t) in u(z,t) einsetzen



Bsp:

Wellengleichung wi: = c2tupy
= U = X(x)-T(t) , uze = X" (2) - T(2)
= % = CQ);(S;) = X (const)

X"(2) = 2 X(a)

= T(t) = \T(t) ,
=X@)=... ,T{t)=... =u(z,t)=X()T(t)

PDE als ODE losen

Betrachte x als Variable

Bsp 1:

u=u(z,y) , Uyy =4dzuy = Uyy — 4dxUuy =0
=N —dzd=0 =X\ =0, )\ =4z
u(z,y) = C1(x)e? + COy(z)e2Y

= Ci(z) + Ca(x)e™

Bsp 2:

u= U(l‘,y) y Uzy = —Ug

Setze p:=ur = py = Z_Z =—p

= [idp=—[dy =p(z.y)=c(z)e”
u(z,y) = [e(x)e Vde = C(z)e™ 4 g(y)

Y— o,

e 2-Dim. Warmegleichung (parabolisch, nur zeitlich konst.)

Ut = ¢ (Uzz + Uyy) =0

> Rechteck
> Kreisscheibe

SA/ Fourierreihe
Wie Rechteck, mit Polarkoordinaten

e Quasilineare PDE 2. Ordnung in 2 Variablen

| Aty + 2Bugy + Cuyy = F(z,y, u, g, Uy) |

> Methode der Charakteristiken

2

u(0,t) =0
u(z,0) = f(z)

u(L,t)=0 t>0
ue(x,0) = g(x) owx<L

Randbedingungen
Anfangsbedingungen

Lésung mit Fourier-Reihen

Vorgehen

1. Separationsansatz

e 1-Dim. Wellengleichung (hyperbolisch)

_ 2
Utt = C Ugy

Separationsansatz (SA)/ Fourierreihe
D’Alembert/ Normalform

> Mit RB & AB
> Nur mit AB

e 2-Dim. Wellengleichung (hyperbolisch)

e = € (Usz + Uyy)

> Mit RB & AB
> Alternativ

Doppelter SA/ Fourierreihe
Laplace-Transform

e 1-Dim. Warmegleichung (parabolisch)

2
Ut = C Ugy

SA/ Fourierreihe

Fouriertransform/ Fourierintegral

> Mit RB & AB
> Nur mit AB

3. Superposition: Zusammensetzen, so dass AB erfiillt sind

u(z,t) = i [an cos(Ant) + bn sin(Ant)] sin (%x)

n=1

Mit  a, = %fOL f(x)sin( 2= z)dx Ap = 22

L L
bn = 2 fOL g(z) sin(Fx)dx
Sonderfall g(z) =0
w(e,t) = 3 (f (2 —et) + " (z +et))

Mit f* : ungerade Halfrange-Expansion von f (2L-periodisch)

Bsp: Ut = Uze , RB:u(0,t) =u(m,t) =0
AB : u(z,0) =0
0) = 0.01x, falls 0 <z < %
ue(@,0) = 0.01(r —x), fallsZ <az<m

w(w,t) = 327, (an cos(nt) + by sin(nt)) sin(nx)
u(x,0) = 377 | an sin(nx) < f@)=0 =a,=0
ut(z,0) = 307 | bansin(na) < g(2)

= b,n = Fourier Sinus Koeffs von g(x)
=Sby=... ulzt)=...

//\{u, 0)
oy =fH(x) d t=0
o, 2 / o

1 o L —
= +2)
2 5 -

Lpeie 4 2l 1 2L
Mzt 57 . e §f"(I—T)

1 ra s
Sl — A
L /‘}.:;\w___l e e L 7
" \\
1 3L 3
M3 PO A O )
n ,_,:“::f o [ — t = 8L/5¢
w_«"’ \‘\\/
i o

1 per 4L
if:(x+?) o - lf"‘(x—l—;é}

B "74:'_3 2 | I ___j t=4L/5¢
k“\.,vm:x,f \

R ———

L‘_.“ S “Tﬂg 1., S Ry f 21
"“’\%MW: 3fMx-L) \ 7
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Fig. ;8& Solution u(x, t) in Example 1 for various values of ¢ (right part
of the figure) obtained as the superposition of a wave traveling to the
right (dashed) and a wave traveling to the left (left part of the figure)

L6sung mit d’Alembert

Funktioniert ohne Randbedingungen!

Idee: Variablensubstitution : | v=u1x+ct | | w=x—ct

Allgemeine Losung muss von folgender Form sein
u(z,t) = ®(x+ct) + ¥(x —ct) mit &, ¥ beliebig.

Mit Hilfe der AB lassen sich & und ¥ explizit bestimmen

1 1 x+ct
u(z, t) = 5 (f(x+ct) + f(z —ct)) + _/ g(s)ds
2 QC x—ct
Ut = UpVt + UpWp = UpC — UnC,
Uy = UyVUyp + UyWy = Uy + Uy, , =
Nitzlich fur die
Utt = UypUtC + Uy WC — Uy UtC — Uy WtC Herleitung der
= Uy € = Uy € — Uy + Uy € Losung!

= UppC® — Uy + U ,

Ugp = Uyy + 2Uyy + Uy -



Fiir quasilineare PDE 2. Ordnung in 2 Variablen
Vorgehen
1. Bringe PDE auf die Form

|Aun + 2BUyy + Cuyy = F(2,y, U, Ur, Uy) I

2. Typ bestimmen (hyperbolisch/ parabolisch/ elliptisch)
3. Charakteristische Gleichung — ODE fiir y = y(z)

A(Y) -2B(y)+C=0
Y = 313{i2—Ac — Ao

’y1=/\1~:c+01, y2=A2-1'+cz|

Falls A, B, C konstant :

4. Bestimme Charakteristiken
Die Lsg der ODE nach der jeweiligen Konstante ¢ auflésen
> ®(z,y) =const. =¢; = @(r,y)=y—Ar-z
> U(z,y)=const. =ca = VY(r,y)=y—Az-x

5. Definiere neue Variable

> Hyperbolisch v:=® w:=V
> Parabolisch vi=2x w:=b=0
> Elliptisch vi= %(tb +VU) w:= é(d) —U)

6. PDE in neuen Variablen schreiben — Normalformen
! Beachte dabei die Kettenregeln !
> Hyperbolisch  ty = F(2, Y, U, Uz, Uy)
> Parabolisch Uvw = F(2,9, U, Uz, Uy)
> Elliptisch Upy + Upw = F(2, Y, U, Uz, Uy)
7. Lose PDE :  u(v,w) =
8. Schreibe die Losung in z,y :  u(z,y) =

Bsp:

1) Uzrz — 2Uzy + Uyy =0
2)A=1,B=-1,C=1 AC-B?=0=p.
WP+ +1=0 =2y=1=2y=-z+c
4) ®(z,y) =V(z,y) =y+=x (=const)

Slv=r w=b=y+=z

6) Ableitungen in PDE 1) einsetzen — tyw =0
7wy = fi(w) = u(v,w) = fi(w)-v+ fa(w)
8) u(z,y) = fily+ ) -z + fo(y + )
— in PDE aus 1) einsetzen = ...

* Keine RB kann z.B. sein eine unendliche Saite!

= Uyy =0

Kettenregel fiir u = v(z,y) - w(x,y)

Uy = Vg * Uy + Wa * U Uy = Vy - Uy + Wy - Uy
FH(VyWa + VaWy ) Upw

t
\ r—ct=1 T —ct=1x9
Vi
11
T - ‘ ‘ o x

* InLILV, verschwindet u identisch

*  InIVnur die linksbewegende Welle hat Einfluss auf die
Saite und in VI nur die rechstbewegende

* InlIIbeide Wellen haben Einfluss auf die Saite

*  Die Einflussregion von [x1,2] istdie Ver. von ILIV und VI

(2o, t0)

Randbedingungen
Anfangsbedingungen

(.730 — leo7 O) (IO + Cto, 0) T

. [x0 — ct0, x0 + cto] ist den Abhdngigkeitsbereich
* Falls man f oder g aufierhalb dieses Bereich wechselt, hat
das keinen Einfluss auf die Werte von u(x0,t0)

2

u(0,t) =0
u(z,0) = f(x)

K ist die thermische Leitfaehigkeit
o ist die spezifische Waerme
p ist die Dichte des Stabes

.
.
.
*  Annahme: Temperatur an Extremitdten ist 0

Losung mit Fourier-Reihen

1. Separationsansatz
2. 2 ODEs; losen, so dass RB erfiillt sind (zuerst die mit x)

3. Superposition: Zusammensetzen, so dass AB erfiillt sind

> nmw 2
= E b, sin (—x) e Mnt
L
n=1

Mit bn ﬁ_fo f(z)sin(Zrx)de , A\, =SE
Bsp:
us = Duze , RB:u(0,t) =w(L,t) =0
AB : u(z,0) =z(z— L) )
SA : u(z,t) = X(2)T(t) =TX=D-TX"
:}%:XT’I:A wegen RB : A = —p? <0
X(z) = Acos(pr)+ Bsin(pr) RB:A=0,p="7
= ) = Brsin (%r)

Xn(x
T=-D(25)? =22 = Tu(t) = Cpent

= u(z,t) =Y o0 bnsin (2Ez) e Mn
u(m,O):Z 1 bn sm(Lr)iz(:n—L)
=>bn=2 fo —L)sin (%%z) dx

Lésung mit Fourier-lntegral

Keine Randbedingungen!
— Unendliche Ausdehnung, kein Rand

Vorgehen

1. Separationsansatz — u(x,t)
ODE:s lésen (ohne RB)

= X(x) = A(p) cos(pz) + B(p) sin(pzx) ,

= X (2)T(t)
T(t) = e <"

2. Zusammensetzen = [up(z,t)dp 0<pelZ
0

u(z,t) = [) - [A(p) cos(pz) + B(p) sin(pz)] e~ P dp

3. Anfangsbedingungen und Fourier-Integral

u(z,0) = /Ooo A(p) cos(pz) + B(p) sin(pz)dp < f(z)

Ap) =1 [ f@)cos(p)dy B@) =1 ] f()sinpo)dv

Umformungen

oo

u(z,t) = %_T f(v) [{ e~ 7"t cos(pz — pv)dp] dv

o a2
= QC\I/H f—oo f(’U) exp (_ (1462“3 ) dv




Lésung mit Fourier-Transform

Vorgehen

1.

Fourier-Transform (in z) der PDE — ODE (in t)
F{u(z, )} (v) = AF {uza (2, 1)} (v)
, F{r .

ey, t) = & (—y*u(y, 1))

. ODE (in t) lésen iy = —c*yta

= a(y,t) = C(y)e ¥t mit C(y) = a(y,0)

Anfangsbedingungen einsetzen

u(x,0) = f(x) = a(y,0) = f(y)
iy t) = fly)e V"
Riicktransformation — u(z,t) = .# ' {u(y,t)}

‘lL(ZIT,t) _ \/%/ f‘(y)6762y2teiyzdy

Dirichlet Problem
Randbedingungen
Anfangsbedingungen

‘ Ut = cz(um + Uyy) =0

u(x,y) auf Region R bestimmen
u(z,y) auf Rand OR gegeben
keine

* uistnichtvon tabhéngig: Laplace Gleichung

e Fallsuist,prescribed” auf die Grende 6R of R: Dirichlet

*  Falls unin die Richtung n normal zu 6R ist,prescribed” auf
6R : Neumann

* Fallsuist,prescribed” auf ein Teil von §R und un auf eine
andere Teil von 6R: Robin

* Diese Bemerkungen sind z.B. fiir eine Elliptische Gleichung
giiltig, von Grenzbedingungen abhéngig.

Losung mit Fourier-Reihen

Randbedingungen

u(xz,0) =0

u(a7 y) =0
u(z,b) = f(x)

u = f(z)
b
o o
Il R Il
3
u=0 a
Vorgehen

1. Separationsansatz u(z,y) = X (z)Y (y)

2. Randbedingungen
X(0)=0 X(a)=0 Y(0)=0 X(z)Y(b)= f(x)

3. ODEs losen
X// _ _Z o 2
x vy °?
Xll—|—p2X:O :>Xn(r):anin("a—"I), p==2r
V= (22)°Y 20 = Ya(y) = Coe™V + Doe™ 5
RB: D, =-C, = Yn(y) = 2C, sinh (%y)

4. Zusammensetzen und letzte RB '
tL(-IH b) = Z;.O:I an sinh ("T’rb) sin (%I) = f(I)

2 “ . [(nm
an = —— ) (=0) /0 f(z)sin (TI) dz

u(z,y) = i an sinh (Z—Wy) sin (nT:rz)

n=1

L6sung mit Polarkoordinaten (Dirichlet with symmetries)

Polarkoordinaten

r= r=7-cosp
¢ = arctan (¥)

y=r-sing

Laplace-Operator

1 1
AU = Upz + Uyy = Urr + ;ur + 7,_2“«040

PDE

‘Au:O auf R = {(z,y) |2+ < R}

u=f(y)
Randbedingungen

R > Polarkoordinaten

> Kartesische Koordinaten
u(z,y) = f(z,y)|2* +y* =R

/ u(R, ) = f(p)
&/

Vorgehen

1. Separationsansatz

u(r, ) = R(r)®(¢) mit ®(yp) 2r-periodisch

R’ 1 R 1 "
Rty R 2 e )
2. ODEs lgsen
o " =—r’A®
Da 2m-periodische Funktion : A = p? > 0

D(p) = Acos(rup) + Bsin(rup) ; ZnfirneN

‘ P (p) = An cos(ny)Bn sin(ng) l

o 2RI +rRl, = p*r’R,, = n’R,,
Ansatz :  R(r) = Cr*

=r2k(k—1)r* 2+ rkr*=nrF S k=4n
= Rp(r) = Cpr™ + Dypr™"
Dy =0 da u(r,¢) beschriankt auf R (— u(0,¢))

’Rn(r) =C, -r"‘

3. Losungen zusammensetzen

oo
u(r, @) = Z an - " cos(ny) + bn - 7" sin(ny)

n=0

4. Randbedingungen und Fourier-Reihe
u(R, @) = > anR" cos(np) + b R™ sin(nyp) < f(p)

Da f(p) Qijeriodisch — Koeff. von FR von f(¢)

1 s
iy . flp)de

=/ S con(ng)dy

anp —

b= | (o) sin(updy

Poisson-Formel K ist den Poisson Integral Kernel K
Durch Umformen erhélt man (fiir beliebiger Radius R)\

R2 —1‘2 <_,/

1
R?2 + 72 —2Rrcos(y) — p) di

u(r,p) = 5

2w
@)
0

Bemerkung: w2

F (;1re_”2) (w) = We_ﬁ.



’u“ = (Uza + Uyy) ‘

Randbedingungen
Anfangsbedingungen

u(x,y) = 0 auf Rand von R (9R)
u(x>yv O) = f(x7y) ) ut(x7y70) = g(m,y)

Losung mit doppelter Fourier-Reihe

Fiir eine rechteckige Membran

Randbedingungen u(0,y,t) =0 wu(a,y,t) =0
u(z,0,t) =0  u(x,b,t) =0
Vorgehen
1. Separationsansatz
u(z,y,t) = H(z,y)T(t) = X(2)Y (y)T(?)
HT = *(Hp. T+ H,, T) = CTT = 5 (Hez + Hyy) = —1°
sz_|_Yy!1 __’/2 :%X:cm:_[% yy+V]:—k2

2. ODEs mit Randbedingungen 16sen

o X+ k%X =

mit p = 5,

e T+ XT=0
mit/\zcyzc\/k2+p2=c7r,/%22—+%;=: A

‘ Trm(t) = Enm c0s(Anmt) + Frm sin(Anmt) ‘

3. Loésungen zusammensetzen

o0 oo
g E Apm cos(

m=1n=1

mt) + Brm sin(Anm))

. (m7r ) . ( nmw )
-sin ( —a ) sin ( —wy
a b

u(z,y,t) =

o YV, +p°Y =0, mitp?=0v>—k>

Ya(y) = Dsm(by)

mitp="5", n=12...

o T+ \2T =
mit/\zcu:c\/k2+p2=c7r,/%‘;+%;::/\nm

\ Tom(t) = Enm c05(Anmt) + Frm sin(Anmt) \

3. Lésungen zusammensetzen

o0 o0
E E Asnm cos(

m=1n=1

mt) + Brm sin(Anm))
-sin (?m) sin (%y)

4. Anfangsbedingungen und doppelte Fourier-Reihe

u(w,y,t) =

o u(z,y,0)= 3 [Z Apn sim (22 )] sin (mxz)

m 1
u(z,y,0) = Z Ko (y) - sin (Z=2) = f(2,y)

2x Fourier-Reihe
o Km(y) =2 [§ f(z,y)sin (%=z) de
0 Anm = % [y Km(y) sin (%Fy) dy

= Anm = 35 fo fo f(z,y)sin (m" )Sin ("—b’ry) dzdy

e ’U.c(ﬂ?,’y,O) - Z [E B"m/\"mSln("ﬂy) sin (?I)

m=1

P Km(y) - sin (22z) = g(z,y)

g1

ut(rﬂ Y, 0) =

2x Fourier-Reihe

o Km(y) =2 [ 9(z,y)sin (Z=z) dz

-3 [y Km(y)sin (52y) dy

1
© Bam =52

= Bum = ﬁ fob foa g(z,y)sin (%1‘) sin "—b"y) dzdy

PDE fiir w(t,z), i.A. fir t >0

Gegeben

Vorgehen

1. Auf beiden Seiten der PDE die Laplace-Transform ¢ {.} in
t anwenden.

2. Benutze Ableitungsregeln, Anfangsbedingungen und
ZLA{w,} = L2 {w}
= ODE in z fir W(z, s) = £ {w(z,t)}

3. Lose ODE, verwende RB = W(z,s) =

4. Gesuchte Losung w(z,t) = L7 {W (x, s)}

Bsp:

Wze = 100w + 100w +25w ,  w beschriankt Va > 0
Randbedingung :  w(0,t) = sin(t)
Anfangsbedingung :  w(z,0) =0, w(z,0)=0
= Wi = 100s*W — 100sW + 25W = (10s + 5)*W
= W(z,5) = Ci(s)e”10FDT 4 Oy (s)e10F7
Beschrinkt = Ca(s) =0

RB: W(x=0s)=2{w(0,t)}= ;2%
= W(x,s) — 21 1e—(103+5)x

= w(z,t) = e sin(t — 10x)u(t — 10z)

= C1(8)

Definition  w« ist harmonisch, falls Au = 0.
1-Dim :  uge =0
2-Dim @ Ugg + Uyy =0
Eigenschaften

1. Maximumprinzip Sei f : U C R™ — R harmonisch. Dann
nimmt f sein Maximum (oder Minimum) auf dem Rand R
an, ausser falls f iiberall konstant ist.

Mittelwertseigenschaft (in 2-Dim) Sei f : U C R? — R.
Betrachte Kreis mit Radius » und Mittelpunkt (z,y), so dass
der ganze Kreis in U liegt. Dann gilt

N

2T

f@y) = == [ fa+reos(p),y + rsin(p))dg

2rr

e uistaufeine Region D harmonisch - u ist Losung zu
Dirichlet Problem

¢  Harmonische Fkt. ist in jeder Punkt = Mittelwert von Werte
auf jedes Kreis mit Mittelpunkt in diesem Punkt




Die Losungen von DGL verhalten sich ziemlich gut (man kann die
Eindeutigkeit einer Lésung eines AWP und Ihre Abhangigkeit von
Anfangsbedingungen beweisen). Man kann nicht das fiir PDEs sagen!

Wir nennen ein Problem well-posed falls:

¢  Existence: Das Problem hat eine Losung

*  Uniqueness: Die Losung ist eindeutig

e Stability: Die Losung ist von A.B. und R.B. abhéngig
Falls eine diese Bedingungen nicht erfiillt ist: ill-posed

Bsp: Ug =22y + 1
uy = 2% + 9>
u(0,0) =0

Die Losung ist u(z,y) = 2%y +x + C + % (Punkt 1)

u, v Losungen. Es gilt: uy —vz =0 uy —vy =0

Es folgt: u—v = C aber u(0,0) =v(0,0) =0, d.h. C=0
Deswegen: eindeutige Losung und Punkt 2 ist erfiillt
Man betrachtet 0 < ¢, ¢’ ¢” < 1

Up =22y + 1+ € uy = 22 +y? + € u(0,0) = ¢’

3
Endlssung: ue(z,y) =22y+2+ % +ex+cy+¢e’’
g y) = a2y L y

Dann gilt max,, ye[o0,1] (|t —ue|) <€+ ¢ +€”
Punkt 3 erfiillt



