Lo
Lol
=
A
-
Q
)
n
Q
=
Q
/2]
i
Q
=
=
o
0]

Theoretische Physik IV

Thermodynamik und statistische Physik I

Skriptum zur Vorlesung von Helmuth Hiffel
Umgesetzt in BTEX von Horak Johannes
LyX-Version von Bernhard Reiter




Inhaltsverzeichnis

1 Vorwort 1
2 Thermodynamik 3
2.1 Einleitung . . . . . .. 3
2.1.1 Grundlegende Begriffe . . . . . ... ... Lo 3
2.1.2  Warme . . . . . .. 6
2.1.3 Temperaturskala des idealen Gases . . . . . .. . .. ... ... ..... 7
2.2 Der erste Hauptsatz . . . . . . . . ... 9
2.2.1 Folgerungen des ersten Hauptsatzes . . . . . . . .. ... ... ... ... 11
2.2.2  Anwendungen des ersten Hauptsatzes . . . . . . . .. .. ... ... ... 12
2.3 Der zweite Hauptsatz . . . . . . . ... oo 15
2.3.1 Carnot Maschine . . . . . . .. .. ... L 16
2.3.2 Absolute Temperaturskala . . . . . . ... .. .. ... ... ... .... 21
2.4 Entropie . . . . ... 22
24.1 Satz von Clausius . . . . . . . . . ... 22
2.4.2 Zustandsfunktion Entropie . . . . . .. ..o 25
2.4.3 Folgen des Entropiebegriffes . . . . . .. .. ..o 29
2.4.4 Entropie des idealen Gases mit konstantem Cy . . . . . .. .. ... .. 32
2.4.5 Thermodynamische Potentiale . . . . . . . ... .. ... ... ... ... 32
2.4.6 Die Legendre Transformation . . . . .. .. .. ... ... ... ..... 35
2.4.7 Thermodynamische Potentiale und Gleichgewichtsbedingungen . . . . . 39
2.4.8 Additivitat, Extensivitit, Konkavitiat der Entropie . . . . . . . . . . . .. 43
2.4.9 Konkavitats und Konvexitatseigenschaften der thermodynamischen Po-
tentiale. . . . . .. L 46
2.5 Ideale Gasgemische . . . . . . . .. ..o 48
2.5.1 Mischentropie . . . . . . . ... 50
2.5.2 Das chemische Potential . . . . . .. ... .. ... ... ... ..... 52
2.5.3 Flissigkeitsgemische . . . . .. .. ... oo 55
2.5.4 Chemische Reaktionen, Massenwirkungsgesetz . . . . . . . . . ... ... 55
2.6 Phaseniibergénge . . . . . . ... 57
2.6.1 Clausius Clapeyron Gleichung . . . . . . . ... ... ... ... ..... 59



INHALTSVERZEICHNIS

2.6.2 Vander Waals Gas . . . . . .. . .. ... .. 61
2.6.3 Maxwellsche Konstruktion . . . . . . ... ... ... ... ... .. 64
2.6.4 Gibbsche Phasenregel
......................................... 66
2.6.5 OSmMOSe . . ... 66
2.6.6 Erniedrigung des Dampfdrucks einer Losung . . . . . . . .. .. ... .. 68
2.6.7 Erhohung des Siedepunktes einer Lésung . . . . . . . . . .. ... L. 69
2.7 Der dritte Hauptsatz der Thermodynamik . . . . . ... .. ... ... ... .. 70
2.8 NACHTRAG: Reversible / irreversible Zustandsdnderungen und maximale Arbeit 73
Kinetische Gastheorie 75
3.1 Boltzmanngleichung . . . . . . .. .. oo 75
3.2  Gleichgewichtszustand eines verdiinnten Gases . . . . . . . . ... ... ..... 81
3.2.1 Boltzmannsches H-Theorem . . . . . . ... .. ... ... ... ..... 81
3.2.2  Maxwell - Boltzmann Geschwindigkeitsverteilung . . . . . . ... .. .. 83
3.2.3 Maxwell - Boltzmann Verteilung bei duferem Kraftfeld . . . . . .. . .. 87
3.2.4  Thermodynamik eines verdiinnten Gases . . . . . . . .. ... ... ... 89
3.3 Bemerkungen zum H-Theorem . . . . . . . . .. .. .. L0 90
3.3.1 Maximales-Entropie Prinzip . . . . . .. .. ... ..o 90
3.3.2  Stabilitdtstheorem . . . . . ... Lo o 91
3.3.3 Konvergenz zum Gleichgewicht . . . . ... .. .. ... ... ... 91
3.3.4 Molekulares Chaos und H-Theorem . . . . . .. .. ... ... ... ... 92
3.4 Transporterscheinungen . . . . . . . . ... L Lo 94
3.4.1 mittlere freie Weglange . . . . . . . ... 94
3.4.2 FErhaltungssdtze . . . . . . ... . 95
3.4.3 Lokale Maxwell - Boltzmann Verteilung . . . . . . . . .. ... ... ... 99
3.4.4 Relaxationszeitndherung . . . . . . . .. ..o 102
3.4.5 Chapman-Enskog Entwicklung . . . . . . . ... .. ... ... ... ... 107
3.5 Boltzmann - Mastergleichung . . . . . . . . .. ... 0oL 112
3.5.1 Einleitung . . . . .. ..o 112
3.5.2  Stochastische Prozesse . . . . . . ... ... oL 113
3.5.3 Markov Prozess . . . . . . . ... 113
3.5.4 Chapman-Kolmogorow Gleichung . . . . . ... ... ... ... ... .. 113
3.5.5 Differentielle Chapman-Kolmogorow Gleichung . . . . . . . ... ... .. 114
3.5.6 Kramers-Moyal Entwicklung der Mastergleichung . . . . . . .. ... .. 116
3.5.7 Kramers-Moyal - van Kampen Entwicklung der Mastergleichung . . . . . 116

3.5.8 Adiabatischer Kolben, Boltzmann - Mastergleichung . . . . . . .. .. .. 120



INHALTSVERZEICHNIS -1

4 Statistische Mechanik 123
4.1 Klassische statistische Mechanik . . . . . .. .. ... ... L. 123
4.1.1  Gesamtheit (Ensemble) . . . . . .. ..o 123
4.1.2 Postulat gleicher a-priori Wahrscheinlichkeit . . . . . . . ... ... ... 126
4.1.3 Die mikrokanonische Gesamtheit . . . . . . .. .. ... ... ... ... 126
4.1.4 Thermodynamik und mikrokanonische Gesamtheit . . . . . . . . . .. .. 130
4.1.5 Die kanonische Gesamtheit . . . . . . .. ... L 131
4.1.6 Thermodynamik und kanonische Gesamtheit . . . . . . . . . . ... ... 132
4.1.7  Aquivalenz kanonische / mikrokanonische Gesamtheit . . . . . . . .. .. 134
4.1.8 Die grofkanonische Gesamtheit . . . . . . ... ... ... ... ... .. 134
4.1.9 Thermodynamik und grofkanonische Gesamtheit . . . . .. .. ... .. 136
4.1.10 Aquivalenz kanonische / grokkanonische Gesamtheit . . . . . . .. .. .. 138

4.2 Quantenstatistik . . . . . . .. 138
4.2.1 Die Postulate der Quantenstatistik . . . . . .. .. ..o 138
4.2.2 Die Gesamtheiten der Quantenstatistik . . . . . . . ... ... ... ... 140
4.2.3 Gibbs’sche Entropie. . . . . . . . ... 142
4.2.4 ldeale Quantengase in der grofkanonischen Gesamtheit . . . . . . . . .. 143

4.3 Ideales Fermi-Gas . . . . . . . . . . . .. 145
4.3.1 Ideales Fermi Gas bei hoher Temperatur und niedriger Dichte . . . . . . 146
4.3.2 ldeales Fermi Gas bei niedriger Temperatur und hoher Dichte . . . . . . 147

4.4 Ideales Bose Gas . . . . . . . . . . 151
4.4.1 Photonen . . . . .. .. 151
4.4.2 Phononen . . . . . . .. 152

4.4.3 Bose-Einstein Kondensation . . . . . . . . . . . . . ... ... 153



Kapitel 2

Thermodynamik

2.1 Einleitung

2.1.1 Grundlegende Begriffe

In diesem Abschnitt werden zuerst einige in der Thermodynamik gebrauchliche Begriffe ange-
fiihrt. Die Thermodynamik ist eine phéanomenologische Theorie der Materie und bezieht ihre
Konzepte direkt von Experimenten.

e Ein thermodynamisches System ist jedes makroskopische System (besteht typischer-
weise aus 10?* Teilchen / Mol ).

e Der thermodynamische Zustand eines solchen Systems wird durch experimentell defi-
nierte thermodynamische Parameter festgelegt. Solche Parameter sind zum Beispiel
der Druck P, das Volumen V', die Temperatur 7T, die magnetische Feldstarke H...

e extensive Grofe In diese Kategorie fallen simtliche Groéfien, welche proportional zur
Substanzmenge im System sind.

e intensive Grofie Diese ist unabhéngig von der Substanzmenge im System.

e Andert sich ein thermodynamischer Zustand zeitlich nicht (die thermodynamischen Pa-
ramter, die den Zustand festlegen, sind zeitlich konstant), befindet sich das System im
thermodynamischen Gleichgewicht.

e Wir bezeichnen den thermodynamischen Zustand eines Systems im thermodynamischen
Gleichgewicht kurz als Zustand.

e Im thermodynamischen Gleichgewicht besteht eine Beziehung zwischen den thermodyna-
mischen Parametern, die Zustandsgleichung genannt wird. Ein Beispiel fiir eine mog-
liche Zustandsgleichung ist

F(P,V,T) =0

durch die eine Fliche, die Zustandsflache, beschrieben wird. Punkte, die auf dieser
Fliache liegen, stellen Gleichgewichtszustédnde dar, siehe dazu auch Abbildung (2.1). Die
Vorgabe von f ist zur Festlegung des thermodynamischen Systems notwendig.

3



4 KAPITEL 2. THERMODYNAMIK

e Eine thermodynamische Zustandsidnderung ist nur durch eine Anderung der dufieren
Bedingungen des Systems moglich, das System ist ja im thermodynamischen Gleichge-
wicht und &ndert sich - alleine von sich aus - nicht. Eine thermodynamische Zustands-
anderung kann zum Beispiel durch eine Verédnderung des Systemvolumens bewerkstelligt
werden.

e Werden die duferen Bedingungen langsam genug veréndert, sodass sich das System né-
herungsweise immer im Gleichgewicht befindet, so wird dies als quasistationire ther-
modynamische Zustandsanderung bezeichnet.

e Es wird von einer reversiblen thermodynamischen Zustandsidnderung gesprochen,
wenn bei umgekehrter dufferer Anderung des Systems die umgekehrte Reihenfolge der
thermodynamischen Zustandsdnderungen auftritt.

e Die Zustandsdnderungen konnen auch als Kreisprozesse erfolgen. Dies bedeutet, dass
das System nach einer Folge von Zustandsinderungen am Ende wieder den Anfangszu-
stand erreicht.

Bemerkung 2.1 (Reversible Zustandsénderung)

Eine reversible thermodynamische Zustandsdnderung A — B kann durch einen stetigen
Weg auf der Zustandsflache angegeben werden, siehe Abbildung (2.2). Insbesondere gibt es
fiir reversible Zustandsénderungen auch infinitesimale Wege!

Bemerkung 2.2 (Irreversible Zustandsénderung)

Irreversible Zustandsdnderungen konnen durch keinen Weg auf der Zustandsfliche ange-
geben werden, obwohl Anfangs- und Endzustand auf der Zustandsfliche liegen, diese sind
ja Gleichgewichtszustinde. Nicht notwendigerweise miissen wiahrend einer irreversiblen Zu-
standsénderung der Druck P, das Volumen V', oder die Temperatur 7" wohldefinierte Werte
haben. Im Allgemeinen benétigt man zum Beschreiben irreversibler Prozesse wesentlich
mehr als 2 Freiheitsgrade und daher einen hoher dimensionalen Raum zur grafischen Dar-
stellung

Abbildung 2.1: Beispiel fiir eine Zustandsgleichung f(P,V,T) = 0, durch sie wird eine Flidche be-
schrieben. Punkte, die auf dieser Flache liegen, stellen Gleichgewichtszustédnde dar.
In dieser Abbildung sind exemplarisch zwei solche Punkte A und B eingezeichnet.
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Abbildung 2.2: Eine reversible Zustandsénderung A — B kann durch einen stetigen Weg auf der
Zustandsgleichungsflache angegeben werden.
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A ALTS
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Definition 2.1 (Mechanische Arbeit W)

Mechanische Arbeit ist die vom System geleistete Arbeit durch Volumsvergroferung. Bei
infinitesimaler reversibler Volumsvergoferung dV bei Druck P und Temperatur T gilt fiir
die infinitesimale geleistete Arbeit dWV

dW = PdV (2.1)

Bemerkung 2.3 (Reversible Zustandsédnderung und geleistete Arbeit)

Die vom System bei reversiblen Zustandsénderungen geleistete Arbeit

1. entlang eines endlichen Weges ==> entspricht der Fliache im P-V Diagramm

B
AW:/ Pav
A

Y

Vv
2. entlang eines geschlossenen Weges === entspricht der eingeschlossenen Flédche im
P-V Diagramm

AW:yﬁPdV
c
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Bemerkung 2.4 (Irreversible Zustandsinderung und geleistete Arbeit)

Fiir irreversible Zustandsénderungen ist AW nicht durch ff dV beschreibbar!

Beispiel 2.1 (Freie Expansion eines Gases ins Vakuum)

Da an der dufkeren Umgebung des Systems keine Arbeit geleistet wird (da kein externes
Molekiil bewegt wird), folgt, dass AW =0

2.1.2 Warme

Definition 2.2 (Wirme Q)

Wiérme wird vom System aufgenommen, wenn dessen Temperatur steigt, aber dem System
keine Arbeit zugefithrt wird.

Definition 2.3 (Wiarmekapazitét C)

AQ =C AT (2.2)

AQ entspricht der vom System absorbierten Warme, AT der Temperaturdnderung des
Systems. Die Warmekapazitdt C' héngt vom System ab, sie ist notwendig zu dessen
vollstéandiger Beschreibung!

Es wird unterschieden zwischen

Cy Erwarmung bei V' = konst

Cp Erwarmung bei P = konst
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Definition 2.4 (Weitere Begriffe)

2.

Warmereservoir Darunter wird ein thermodynamisches System verstanden welches so
groft ist, dass die Zufuhr oder Entnahme einer endlichen Warmemenge die Temperatur
des Systems nicht &ndert.

thermische Isolierung Diese liegt vor wenn zwischen System und Umgebung kein War-
meaustausch stattfindet.

adiabatische Zustdndsidnderung Zustandsidnderung eines Systemes in thermischer Iso-
lation.

1.3 Temperaturskala des idealen Gases

Die Zustandsgleichung eines idealen Gases definiert eine Temperaturskala, die Temperaturskala
des idealen Gases genannt wird.

Definition 2.5 (Das ideale Gas)

Dieses ist ein thermodynamisches System mit der Zustandsgleichung
PV = NEkT (2.3)
N Zahl der Molekiile

k Boltzmann Konstante ¥ = 1.38-107%%J / K

T ideale Gas Temperatur in Kelvin - Beachte dazu Abbildung (2.3)

Definition 2.6 (Aquivalente Form der Zustandsgleichung des idealen Gases)

Eine dquivalente From der Zustandsgleichung des idealen Gases lautet:

PV=nRT (2.4)

n Molzahl, d.h. Anzahl der Mole des Gases

(Das Mol ist die Stoffmenge eines Systems, das aus ebenso vielen Einzelteilchen besteht,
wie Atome in 12 Gramm des Nuklids Kohlenstoff-12 (*2C) enthalten sind)

R Gaskonstante mit dem Wert R =8.314 J / (K mol).

Diese Form der Gleichung setzt die Existenz von Atomen nicht voraus, n stellt eine
chemische Eigenschaft des Edelgases dar.

Es gilt:
Nk=nR

wobei % = 6.022 - 102 mit der Einheit Zahl Atome / Mol der Avogadrozahl entspricht.
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Um die Temperaturskala des idealen Gases zu konstruieren, misst man P—]\‘,/ eines idealen

Gases am Siedepunkt und am Gefrierpunkt des Wassers. Man tragt diese Punkte auf und ver-
bindet sie durch eine Gerade, siehe Abbildung (2.3). Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der
Abszisse wird als Nullpunkt der Skala gewéhlt. Die Intervalle der Temperaturskala werden so
gewahlt, dass der Abstand zwischen Gefrierpunkt undSiedepunkt in 100 gleiche Teile zerfallt.
Die resultierende Skala ist die KELVIN Skala (°K).

Wie wird die Temperatur eines Korpers gemessen? Der zu messende Korper wird in thermischen

Kontakt mit dem obigen idealen Gas gebracht. Es werden % bestimmt, und die Temperatur
T des Gases (= Temperatur des Korpers) mittels der Abbildung (2.3) abgelesen.

Abbildung 2.3: Die ideale Gastemperatur - linearer Abhéngigkeit der Temperatur T von PV. Siehe
dazu Definition (2.3)

PV /N
A

‘Messung

‘Messung

100 Intervalle

- T

I 1
0 Gefrie'rpunkt Siedelpunkt
von vor
Wasser Wasser
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2.2 Der erste Hauptsatz

Wir betrachten die Hauptsétze der Thermodynamik als mathematische Axiome (die mathe-
matische Modelle definieren) und werden rigorose Konsequenzen aus diesen Axiomen ableiten.
Diese mathematischen Modelle entsprechen nicht vollig der realen physikalischen Welt, da die
Atomstruktur der Materie nicht erfasst wird; im makroskopischen Bereich jedoch fithren sie
zu prazisen und weitreichenden Folgerungen. Der Zusammenhang zwischen den Hauptsétzen
der Thermodynamik und den molekularen Gesetzten wird spéter in der kinetischen Gastheorie
naher besprochen.

Definition 2.7 (Erster Hauptsatz der Thermodynamik)

e Wir betrachten eine beliebige (reversible oder irreversible) thermodynamische Zu-
standsdnderung, dabei seien AQ) die Nettowdrmemenge, die vom System absorbiert
wird und AW die Nettoarbeitsmenge, die vom System geleistet wird. Der erste Haupt-
satz der Thermodynamik besagt:

— die durch AU := AQ — AW definierte Grofse ist gleich fiir alle thermodynami-
schen Zustandsdnderungen, die von dem gegebenen Anfangs- zu dem gegebenen
Endzustand fithren.

e Fiir reversible Zustandsanderungen gilt iiberdies (die folgenden Punkte sind zueinan-
der dquivalent):

— fiir infinitesimale Zustandsédnderungen ist dU := d@ — dW ein totales (auch als
exakt bezeichnetes) Differential auf der Zustandsflache. Das bedeutet, dass eine
Funktion U auf der Zustandsflache existiert, deren Differential dU ist. Wir nennen
U Zustandsfunktion ,Jnnere Energie”.

- ff dU ist unabhingig vom Integrationsweg auf der Zustandsfliche und ist nur
vom Anfangs- und Endpunkt abhéngig.

— fiir jeden geschlossenen Weg auf der Zustandsfliche ist ¢ dU =0

Definition 2.8 (exakte, geschlossene Differentialformen)

Seien w und 7 Differentialformen, d bezeichne die &ufere Ableitung. w heifst exakt, wenn
w=dn

w heisst geschlossen, wenn
dw =20

Beispiel 2.2 (exakte 1-Form auf R?, Integrabilitidtsbedingung)
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Ist w eine exakte 1-Form auf R?
w = g(x1,x9)dxy + h(x1, 22)d2s (2.5)

so ist die sogenannte Integrabilitdtsbedingung erfiillt

<%> B (%) (2.6)

Beweis : Fiir eine exakte 1-Form w auf R? ist die zugehorige Differentialform 7 eine gewdhn-
liche Funktion (1, z2), deren dufere Ableitung

dn = ( O, >x2dx1+—( s xldx2 (2.7)

ergibt. Identifizierung von (2.5) und (2.7) sowie Vertauschbarkeit der zweifachen partiellen
Ableitungen fiihrt zur Integrabilitdtsbedingung (2.6). [ ]

Bemerkung 2.5 (exakt <= geschlossen)

Es sei O C R™ ein offenes und einfach zusammenhdingendes Gebiet, dann ist auf O jede
geschlossene 1-Form auch exakt (Beweis mittels Satz von Stokes).

Definition 2.9 (integrierender Faktor)

Es sei O C R™ ein offenes Gebiet. Eine Funktion ¢ in O, mit g(x) # 0 fiir alle z € O ist
ein integrierender Faktor der 1-Form w, falls gw exakt ist, d.h. wenn gilt

gw = df

fiir eine Funktion f.

Bemerkung 2.6 (Exaktheit von dU, Nicht-Exaktheit von dQ oder dW)

e Aufgrund des ersten Hauptsatzes ist dU eine exakte 1-Form, d@) oder dW sind fiir sich
alleine betrachtet jedoch im Allgemeinen nicht exakt!

e Es gibt im Allgemeinen auf der Zustandsfliche keine Funktion @), deren Differential
d() ware, ebenso keine Funktion W, deren Differential dWW wire! In historisch beding-
ter ungliicklicher Notation verwenden auch wir symbolisch d@ und dW als Namen fiir
spezielle 1-Formen.

e Es wird sich spéter im Rahmen des zweiten Hauptsatzes zeigen, dass die dem System
reversibel zugefiihrte infinitesimale Warmemenge d() durch eine 1-Form beschrieben
wird, die nicht exakt ist, aber einen integrierenden Faktor % besitzt.

1
5dQ =ds

S bezeichnet die Zustandsfunktion Entropie.
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2.2.1 Folgerungen des ersten Hauptsatzes

Wir betrachten in diesem Abschnitt infinitesimale reversible Zustandsédnderungen. Sei ein Sy-
stem durch P, V| T' beschrieben. Aufgrund der Zustandsgleichung f(P,V,T) = 0 sind je zwei
dieser Variablen unabhéngig.

e Wir betrachten zuerst U = U(P,V)

ou ou
w = (%) are () w

Damit ist die absorbierte Warme eines Systems bei infinitesimaler reversibler Volumsanderung

dQ = dU +dW
PdV

- ()6,

e Nun betrachten wir U = U(P,T)

ou ou
aU = (8_P)po+(8_T)PdT

U U 1% )%
= (=) dP+ (=) ar+P|(=) dP+ (=) dT
0 = (5), o0+ (5r) o |(5r), 7+ (5),

- Gr), e (@) oo [Gr), o (o) o

Definition 2.10 (Enthalpie)

Mit

H=U+PV
schreiben wir
Enthalpie H
—
I @ B o(U+ PV) B 8_H (2.8)
Pe\ar ), oT —\ar/, '
P
sowie 5 5
U \%4

dQ) = CpdT + [(8_P)T + P (a—P)J dP (2.9)

e schliefilich sei U = U(V,T)
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oU oU
= (= ) dr
au (av)wa (8T>Vd

Die absorbierte Warme des Systems ist nun

ou ou
dQ) = <8_T)VdT+ Ka—v)T—i—P} av

sodass a0 ou
- a=(7),~ (o),
sowie
oU
dQ) = Cy dT + [(W)T + P} 1A%

2.2.2 Anwendungen des ersten Hauptsatzes

(2.10)

(2.11)

Beispiel 2.3 (Joulesches Expansionsexperiment, innere Energie des idealen Gases)

B 4 4
' Vakuum

vorherrscht.
Behélter mit Volumen V; + V5.

unverdandert bleibt: 77 =15 = T.

folgt somit
AU =AQ — AW =0

Durch Gleichung (2.10) erhalten wir, dass

o _ (OUY _du(T)
Y—\aor),  dr

(a) vorher (b) nachher

UL, T)=UVi +W,T) = U=U(T)

Vv

e Ein ideales Gas der Temperatur T befindet sich in einem Teilvolumen V; eines ther-
misch isolierten Behélters, wiahrend im anderen Teil von Volumen V5 ein Vakuum

e Nach dem Offnen der Trennwand verteilt sich das ideale Gas gleichmiifig im gesamten

Experimentell zeigt sich, dass nach der Ausdehnung des Gases die Temperatur des Gases

Es gilt AQ = 0, da Temperatur unverandert blieb. Wir wissen bereits (siehe Beispiel 2.1),
dass das System keine Arbeit verrichtet hat, also ist AW = 0. Mit dem ersten Hauptsatz

Wir wéhlen V' und 7" als unabhéngige Variablen, es muss also gelten (beachte T} = T5)
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Angenommen CYy ist konstant (dies gilt bei experimenteller Beobachtung z.B. fiir einatomi-
ge ideale Gase), so ist

Die innere Energie eines idealen Gases

U=Cy-T (2.12)
Wir haben in 2.12 eine aditive Konstante willkiirlich gleich Null gesetzt.

Betrachten wir nun die Enthalpie (siehe 2.10)

H=U(T)+ PV = (Cy + NK)T
OH dH

Cp = (a—T)P—d—T—Cv+N]€

CP—CV:N/{? = OP>CV

Da die Temperaturidnderung des Gases umgekehrt proportional zur Warmekapazitat ist,
gelingt es also rascher ein ideales Gas bei konstantem Volumen zu erwérmen, als bei kon-
stantem Druck!

Beispiel 2.4 (Gleichung fiir reversible adiabatische Zustandséanderungen des idealen Gases)

Wir wissen bereits allgemein, dass (siehe 2.11 und 2.9)

ouU
dQ = Cy dT + KW)TJFP} dv (2.13)
oU ov

Fiir eine Adiabate gilt dQ) = 0 und, da ein ideales Gas betrachtet wird (siehe Gleichung

2.12),
oU U

_— — = O
ov.  oP
In Gleichung 2.14 ist jedoch noch ein unbekannter Term:

vy _,
oP ),

Verwenden Zustandsgleichung 2.3 des ideales Gases

T
PV = nRT = V:—”];

oV 1 Vv
(a—P>T =it (‘ﬁ) =P

All dies wird nun in die Gleichungen 2.13 bzw. 2.14 eingesetzt:

damit ergibt sich, dass

0 = Cydl'+PdVv
= CpdI'-V dP
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Wir definieren nun

und erhalten

—y InV + konst
konst V77

Somit lautet die

Adiabatengleichung fiir ein ideales Gas

THERMODYNAMIK

Im P, V-Diagramm sind Adiabaten immer steiler als Isothermen, da v > 1, siche Abbildung

2.4.

Abbildung 2.4: Adiabaten und Isothermen

Adiabate
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2.3 Der zweite Hauptsatz

Der zweite Hauptsatz wird durch zwei dquivalente Aussagen gebildet:

Definition 2.11 (Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik)

e Kelvin (K) Es gibt keine thermodynamischen Zustandséanderung, deren einzige Wir-
kung darin besteht, dass eine Warmemenge einem Wéarmespeicher entzogen und voll-
standig in Arbeit umgesetzt wird.

e Clausius(C) Es gibt keine thermodynamische Zustandsédnderung, deren einzige Wir-
kung darin besteht, dass eine Warmemenge einem kélteren Warmespeicher entzogen
und an einen warmeren abgegeben wird.

Bemerkung 2.7 (Zweiter Hauptsatz)

Finzige Wirkung ist wesentlich! Betrachte ideales Gas bei isothermer reversibler Ausdeh-
nung:

AU =0 (weil AT =0)
= AW = AQ (aufgrund des ersten Hauptsatzes)

Es entspricht also die geleistete Arbeit der absorbierten Warme. Es liegt jedoch kein Wi-
derspruch zu Kelvin vor, da AV # 0!

Im Folgenden wird die Aquivalenz von (K) und (C) gezeigt. Fiir den Beweis wird der Begriff
der Maschine benétigt:

Definition 2.12 (Maschine)

Eine Maschine ist ein thermodynamisches System, das einen Kreisprozess durchlauft und

e von einem Warmereservoir der Temperatur 75 die Wérme ()» absorbiert

e an ein Warmereservoir der Temperatur T}, wobei 77 < T3, die Warme )7 > 0 abgibt,
wobei Qo > @) ist.

o die Arbeit AW > 0 leistet.
Da der Anfangszustand dem Endzustand entspricht, gilt
AU =0

und

AW =AQ =02 - Q1 >0

Bemerkung 2.8 (Existenz einer Maschine)

Es gibt tatséichlich Maschinen, die obige Eigenschaften erfiillen, siehe z.B. die Carnot
Maschine im nachsten Unterabschnitt.
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Satz 2.1 (Aquivalenz (K) und (C))

Die Aussagen von Kelvin und Clausius sind zueinander dquivalent.

Beweis: Wir betrachten 2 Warmereservoire jeweils mit der Temperatur 77 bzw. Th. Weiters sei
Ty > Ty. Die Aquivalenz von (K) und (C) wird indirekt bewiesen.

(i) (K) falsch = (C) falsch Wenn (K) falsch ist kénnen wir vom Wérmereservoir mit 7; Wér-
me extrahieren und vollstdndig in Arbeit umwandeln. Diese Arbeit kann nun wiederum
vollstdndig in Wéarme umgewandelt werden - zum Beispiel mit Hilfe eines Quirls - und an
das Reservoir mit Temperatur 75 abgegeben werden. Somit ist (C) falsch.

(ii) (C) falsch = (K) falsch Wenn (C) falsch ist, ist es moglich eine Warmemenge Q2 vom
Reservoir T7 zu entnehmen und am Reservoir T mit 75 > T abzugeben. Danach lassen
wir eine spezielle Maschine einen Zyklus lang arbeiten: Die Maschine wird so eingerichtet,
dass genau ()2 vom Reservoir der Temperatur 75 entnommen wird, irgendein ¢); > 0 mit
Q2 > Q1 ans Reservoir der Temperatur 7T} abgegeben wird und Arbeit AW > 0 geleistet
wird.

Endergebnis: AQ = Q2 — @1 > 0 wurde vom Reservoir der Temperatur 7} entnom-
men und die Arbeit AW = Q9 — Q1 > 0 geleistet. = (K) falsch.

2.3.1 Carnot Maschine

Die Carnot Maschine ist eine Maschine im Sinne von Definition 2.12, die eine spezielle reversible
Zustandsdnderung geméf der Abbildung 2.5 durchlduft: Isotherme Expansion unter Aufnahme
der Warmemenge (), adiabatische Expansion, isotherme Kompression bei Abgabe der Wir-
memenge (), sowie adiabatische Kompression. Wie wir zeigen werden ist sie der effizienteste
Kreisprozess, welcher eine gegebene thermische Energie in Arbeit umwandelt, oder durch Ar-
beit eine Temperaturdifferenz zwischen zwei Warmereservoiren herstellt.

Eine Carnot Maschine kann auch mittels einer symbolischen Darstellung angegeben werden,
sieche dazu Abbildung 2.6.

Definition 2.13 (Thermischer Wirkungsgrad)

Der thermische Wirkungsgrad einer Carnot Maschine wird definiert als das Verhéltnis von
geleisteter Arbeit und absobierter Warme.

AW geleistete Arbeit
(),  absorbierte Wirme

Q- . O

= ———— = ||

Q2 Q2
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Abbildung 2.5: P-V Diagram einer Carnot Maschine

isotherm 7, /

adiabatisch

adiabatisch

isotherm 7;

Abbildung 2.6: Symbolische Darstellung einer Carnot Maschine

T,

0,

Korollar 2.1 (Carnot Maschine mit AW > 0)
Wenn AW > 0 folgt fiir eine Carnot Maschine, dass @)1 > 0 und @), > 0.

(i) Q1 =0= AW = @y > 0, dies verletzt (K)

(ii) @1 < 0 Die Maschine nimmt Warmemenge Q)2 von Reservoir Ty sowie (—@Q)7) von
Reservoir T auf und wandelt dies in Arbeit um: AW = @y — ;. Diese kann
vollstandig in Warme umgewandelt werden und Reservoir T, zugefiihrt werden.
Insgesamt gibt es Ubertragung von (—Q;) von Reservoir T} nach Reservoir T5.

= (C) verletzt! Somit gilt

(iii) @1 > 0 Da laut Voraussetzungen 0 < AW = @y — Q1 = Q2 > 1 > 0.
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Korollar 2.2 (Carnot Maschine mit AW < 0)

Auf analoge Weise konnen wir zeigen, dass im Falle von AW <0 = @1 < 0 und @ <
@1 < 0. In diesem Fall arbeitet die Carnot Maschine in umgekehrter Richtung und wird zur
, Kithlmaschine®.

Korollar 2.3 (Carnot Maschine mit AW = 0)

Wenn AW = 0 verschwindet der thermische Wirkungsgrad n = 0 und somit @)y = Q.
Erneut finden wir = )1 > 0 sowie ()3 > 0

Insgesamt folgt:
Wirkungsgrad der Carnotmaschine

0<n<l1 (2.16)

Satz 2.2 (Carnot Theorem)

(i) Keine Maschine ist effizienter als eine Carnot Maschine

(ii) Jede Carnotmaschine hat den gleichen Wirkungsgrad 7, insbesondere ist dieser unab-
héngig von der Substanz des Arbeitsmittels der Carnot Maschine.

Abbildung 2.7: beliebige Maschine X und Carnot Maschine C.

Beweis Carnot Theorem (i) :

Gegeben seien zwei Warmereservoire mit Temperatur 77 und 75, Abbildung 2.7 skizziert den




2.3. DER ZWEITE HAUPTSATZ 19

Aufbau: Eine beliebige Maschine wird durch X dargestellt, wihrend C' eine Carnot Maschine
ist. Erstere wird durch @} und QY festgelegt, zweitere durch @1 und Qo.

Wir wihlen Q) = Q2 und lassen die Carnotmaschine in Kiihlschrankfunktion arbeiten, sodass
insgesamt am Reservoir der Temperatur T5 kein Warmefluss stattfindet. Mit

AW' =Q5-Q1=Q2—-Q1, AW =Q2—Q
haben wir somit

AWtot - AW/ _ AW - —Qll —|— Ql

Damit (K) nicht verletzt wird, muss gelten: AW, <0 =

—Q1+Q1 < 0
1
QT > & / Q,
¢ . a_a
@y, — @y @
/
oo
Qz QQ
Damit kann nun auf Definition 2.13 (Wirkungsgrad) zuriickgegriffen werden, und es folgt, dass
nx < nc (2.17)
Keine Maschine ist effizienter als eine Carnot Maschine! |

Beweis Carnot Theorem (ii): Nun wird der Fall betrachtet, in dem auch X eine Carnot Ma-

schine ist, welche wir mit C' bezeichnen. Wir wissen vom ersten Teil des Carnot Theorems
bereits, dass

nc 2 Na

Da nun beide Maschinen Carnot Maschinen sind, gilt ebenso (wir beginnen in der Herleitung
mit Carnot Maschine C)

Ne 2 1Ne

und somit ist gezeigt, dass sdmtliche Carnotmaschinen den gleichen Wirkungsgrad haben:

nc =ng

Da sémtliche Carnot Maschinen gleichen Wirkungsgrad haben, ist dieser Wirkungsgrad ins-
besondere unabhéngig von der Substanz des Arbeitsmittels der Carnotmaschine. |

Bemerkung 2.9 (Wirmeaustausch bei unterschiedlichen Temperaturen)

Wir haben in diesem Abschnitt Kreisprozesse betrachtet, bei denen der Warmeaustausch
ausschlieklich bei der Maximal- und Minimaltemperatur stattfindet. In diesem Fall ist jede
reversibel laufende Maschine eine Carnot Maschine und der Wirkungsgrad jeder irreversibel
laufenden Maschine ist kleiner als der einer reversibel laufenden.

Wir werden in Kiirze allgemein zeigen (benétigen dazu jedoch die Clausius’sche Unglei-
chung bzw. den Begriff ENTROPIE), dass alle Maschinen, bei denen der Wérmeaustausch
bei beliebigen unterschiedlichen Temperaturen (jedoch innerhalb der Maximal- und Mini-
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maltemperatur) stattfindet, einen kleineren Wirkungsgrad als die Carnot Maschine haben.
Beispiel 2.5 (n fir Carnotmaschine aus idealem Gas)
Wir betrachen nun eine Carnot Maschine aus idealem Gas geméf Abbildung 2.5 und
berechnen fiir die einzelnen Zustandsénderungen:
P
i a
5
7 b
d
U c
7
. b . V
Vs %
AWy = /V P dV =n R T, ln—a
@ n R Ty
- Vv
Va
AW, = / P dV =n RT} lnE
Ve c
¢ _ mnRTy
- 1%
Vc kl 1 1—
AW, = / Py =iy
e 1—
b — k1 V=7
Ve ko -
AWy = / P, dV = vV, =v, )
Va _ k;v—v 1 —~
Es gilt:
PV, = PV) =1k (2.18)
PV) = P, V] =k (2.19)
1 n R
AWy = ——(PV.— BV, = T, — T
= b 1_7( b Va) 1_7(1 5)
1 n R
AWy = —(P,V, — P;Vy) = T, —T
= d 1_ ’y( V) 1—~ (T3 1)
= AW[,C + AWda =0 (220)
Weiters kénnen die Gleichungen 2.18 und 2.19 folgendermafen umgeformt werden:
RV = RV
PVVH = PaVavy ™!
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und durch Einsetzen von Gleichung 2.3 ergibt sich
TQ‘/;’Y_I — TIV'CW—l
TQV;’Yfl — Tl‘/:]il
Abschliefsend werden diese beiden Gleichungen noch dividiert
‘/b 7-1 V. 7-1
@) -(%)
und wir erhalten: v v
b c
— = — 2.21
T (2.21)
Nun werden die gewonnenen Erkenntnisse verwertet, es ist
AW = AW + AWy + AWog + AWy,
und mittels der Gleichung 2.20 und im néchsten Schritt Gleichung 2.21 folgt
Vi %
AW = nR (Tglnvz +T11nvi)
Vi
= n R(Ty —TI)IHVZ
Auf Isotherme bei Reservoir Ts:
AU =0=Qy — AWy
AW AW T =T
T, T AW, o
und somit
Ty
=1-—— 2.22
U i (2.22)

. ey, . _ T
Bemerkung 2.10 (allgemeine Giiltigkeit von n = 1 — Ty

Wir haben den Wirkungsgrad n = 1— % der Carnot Maschine fiir ein ideales Gas berechnet,
wegen des zweiten Carnot Theorems ist dies aber das allgemeine Resultat.

2.3.2 Absolute Temperaturskala

Da der Wirkungsgrad n =1 — % der Carnot Maschine unabhéngig vom verwendeten Material
ist, erhélt die bislang verwendete Gastemperatur 7" eine allgemeinere Bedeutung. Wir bezeich-
nen die nun iiber den Wirkungsgrad 7 definierte Temperaturskala als absolute Temperaturskala.
Die so definierte absolute Temperatur ist mit der bisherigen Gastemperatur identisch; neu ist
aber die Erkenntnis, dass wegen n > 0 der absolute Nullpunkt nur als Grenzwert mdoglich ist.
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2.4 Entropie

Der zweite Hauptsatz erlaubt es eine neue Zustandsfunktion - die Entropie - zu definieren.
Dafiir wird jedoch zunéchst der Satz von Clausius benotigt.

2.4.1 Satz von Clausius

Satz 2.3 (Satz von Clausius)

Fiir einen beliebigen Kreisprozess, bei dem die Temperatur durchgehend definiert ist, gilt
bei Integration iiber einen vollen Zyklus
d
§1§—Q <0 (2.23)

T

Das Gleichheitszeichen gilt, wenn der Kreisprozess reversibel ist.

Beweis Satz von Clausius: Der Kreisprozess K wird wahrend der Zustandsénderung nachein-
ander mit Warmespeichern der Temperaturen 11,75, ... T, in Kontakt gebracht, wo jeweils die
Wirme @Q; aufgenommen wird, siehe dazu Abbildung 2.8. Wir zeigen:

— Qi
— <
27, =0
=1
Der Satz folgt schlieflich fiir n — oo

Abbildung 2.8: Kreisprozess der nacheinander mit Warmespeichern der Temperaturen 17,75, ... T,
in Verbindung gebracht wird und dabei die Warme @; aufnimmt.

Wir wenden einen Trick an und fiigen spezielle Carnot-Maschinen C,, sowie einen Wéarme-
speicher der Temperatur Ty hinzu, dies ist in Abbildung 2.9 dargestellt. Nach einem Zyklus des
zusammengesetzten Prozesses wird die Warme

Qo=) Q)
i=1
abgefiihrt, und Arbeit

AWy = AW + ) AW,
i=1
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Abbildung 2.9: Der selbe Kreisprozess wie in Abbildung 2.8 jedoch um n Carnot-Maschinen C,, sowie
ein Warmereservoir mit der Temperatur Ty erweitert

verrichtet. Um (K) nicht zu verletzen muss Q¢ < 0 sein, d.h. die Arbeit in Warme umgewandelt

werden. .
= Q) <0
i=1
Fiir Carnot Maschinen C; gilt
0T
i 0
-t =— , 1o >0
Qi T 0
und somit .
Tp- ) % <0
— 1
=1
und
n
Qi
T, =
=1

Ist K reversibel, so kénnen wir die Maschine umgekehrt laufen lassen

Qi = —Q;

> o0

—1

~

also
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Bemerkung 2.11 (Unabhéngigkeit vom Integrationsweg)

aQ
T

Fiir reversible Zustandséanderungen ist ff vom Integrationsweg unabhéangig.

Beispiel 2.6 (Wirkungsgrad allgemeiner Kreisprozesse)

Wir betrachten nun einen allgemeinen Kreisprozess Y, bei dem Warmeaustausch mit der
Umgebung bei unterschiedlichen Temperaturen stattfinden kann, nicht notwendigerweise
nur bei der Maximal- und Minimaltemperatur. Wir zeigen, dass der Wirkungsgrad 7y die

Ungleichung
Ty
<p=1--L
Ny =1 T,

erfiillt, wo n der Wirkungsgrad eines zwischen den Extremaltemperaturen operierenden
Carnot-Prozesses ist.

Wir zerlegen den Prozess in Abschnitte mit Warmezufuhr ()5 = fW&rm@zu Fuhr d@) und Wir-

meabgabe ), = d() und lassen auch irreversible Prozessfithrung zu

fWiirmeabgabe

AW = AQ = dQ — dQ = Q2 — Q1

Warmezufuhr Warmeabgabe

Aus der Clausisus’schen Ungleichung folgt

d d d
pafl_ [ e 0.0 0y
T Warmezu fuhr T W armeabgabe T T T

Hier wurde fiir das zweite Ungleichheitszeichen die Ungleichung 77 < T < T, ausgeniitzt.
Somit folgt

und fiir den Wirkungsgrad

Der Wirkungsgrad ny ist nur dann gleich dem Carnot Wirkungsgrad, wenn Wéarmeiiber-
tragung ausschlieflich bei Minimal- und Maximaltemperatur erfolgt (zweites Ungleichheits-
zeichen in (2.24)) und wenn der Prozess reversibel ablduft (erstes Ungleichheitszeichen in
(2.24)).
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2.4.2 Zustandsfunktion Entropie

Definition 2.14 (Entropie)

Bezugspunkt 0. Die Zustandsfunktion ,Entropie* wird definiert durch das Integral

A
d
S(A) := / TQ (entlang eines reversiblen Weges) (2.25)
0

Bemerkung 2.12 (Eigenschaften der Entropie)

Auf Grund des Clausius’schen Satzes gilt auf dquivalente Weise:

auf die Wahl des Bezugspunktes 0 nur bis auf eine Konstante eindeutig.

e Seien Punkte A, B auf der Zustandsflache gegeben. Die Differenz
B dQ
AS =85(B)—S(A) = / - (entlang eines reversiblen Weges)
A

ist vom reversiblen Integrationsweg unabhéngig und eindeutig.

e Fiir infinitesimale reversible Zustandsénderungen ist

_dQ
ds = =

exakt!

Bemerkung 2.13 (Beliebige Zustandsidnderungen und Entropie)

(Gleichung)
B
/ dQ < AS=5(B)—S(A)
A T

Beweis: Wir betrachten eine irreversible (reversible) Zustandsdnderung A = B mit zugeho-
rigem Integrationsweg I und wahlen mit R irgendeinen zusétzlichen reversiblen Integrati-
onsweg, wo R = —R.

R

/1 ? < /R ? L 5(B) - S(4) (2.26)

Wir wahlen auf der Zustandsfliche einen Punkt A und einen beliebig festgehaltenen

e S(A) ist von der Wahl des reversiblen Integrationsweges unabhéngig, jedoch in Bezug

Bei einer irreversiblen (reversiblen) Zustandsénderung A = B gilt die Ungleichung
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/ 7 ? < S(B) — S(A) (2.27)

A

Es gilt das Gleichheitszeichen, wenn fiir I eine reversible Zustandsdnderung vorliegt. W

Bemerkung 2.14 (Entropiednderung eines thermisch isolierten Systems)

Die Entropie eines thermisch isolierten Systems nimmt nie ab!

Beweis: Fiir ein thermisch isoliertes System gilt bei einer irreversiblen (reversiblen) Zustands-
anderung A = B, dass entlang des Integrationsweges I durchgehend d@) = 0 vorliegt.
Somit erhédlt man aus (2.27) sofort

(0< AS=S5(B) - S(4)] (2.28)

Das Gleichheitszeichen gilt bei einer reversiblen Zustandsdnderung des thermisch isolierten
Systems. |

Die Entropie eines thermisch isolierten Systems bleibt bei einer reversiblen Zustandsan-
derung unveréndert!

Bemerkung 2.15 (Thermisch isoliertes System und reversible Zustandsénderung)

Erfolgt in einem thermisch isolierten System eine reversible Zustandsénderung A = B,
so verschwindet die Entropieanderung aus zwei dquivalenten Griinden:

e wegen d@ = 0 und wegen des Gleichheitszeichens in (2.27) folgt AS = 0.

e aus der Definition der Entropie (2.25) und der Unabhéngigkeit von der Wahl rever-
sibler Wege ergibt sich mit einem vorliegenden reversiblen Weg mit d@ = 0 sofort
AS = 0 als allgemeines Ergebnis.

Beispiel 2.7 (Entropieinderung bei isothermer Ausdehnung eines idealen Gases)

(i) reversible Expansion Abbildung 2.10 illustriert den betrachteten experimentellen
Aufbau, (a) stellt den Anfangszustand dar, und (b) den Endzustand. Beim Ausdehnen
des Gases wird Arbeit geleistet.

dU = dQ — dW

U=U(T) fiir ideales Gas

= dU =0 fir T' = konst
dQ dW  PdV
(dS)es = 7 = = = =
Wir verwenden die Zustandsgleichung des idealen Gases (Gleichung 2.3) um fiir P
einsetzen zu konnen:
V2 av Vs AQ

A = — = In = = —~
(AS)Gas nR/V1 v n R nv1 T
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éAQ:Tann%

1

Der Speicher mit Temperatur T liefert Warmemenge (—AQ), um das expandierende
Gas auf konstanter Temperatur zu halten.

AQ Va
(AS>Speicher - _T =-nR 11171

Damit folgt, dass

(As)gesamt =0

Es wird Arbeit AW = AQ = nRT In % in der Feder gespeichert. Diese kann benutzt
werden um das Gas wieder zu komprimieren und die Zustandsdnderung riickgéngig
zu machen.

(ii) freie Expansion Der Aufbau ist in Abbildung 2.11 dargestellt, wobei wiederum (a)
den Anfangszutand darstellt, und (b) den Endzustand. Anfangs- und Endzustand sind
identisch zu jenen in (i), nur wird jetzt auf den Kolben und die Feder verzichtet. Wir
wissen bereits, dass bei der freien Expansion keine Arbeit geleistet wird.

(AS)Ges =n Rln —

Dies ist das gleiche Ergebnis wie vorher, da der gleiche Anfangs- und Endzustand
vorliegt und die Entropie eine Zustandsfunktion ist. Da nun aber keine Warme vom
Speicher abfliefst, gibt es keine Entropiednderung des Speichers

= (AS)S’peicher =0

und somit

(AS)yesamt | =1 R ln%
1

Dieses Beispiel zeigt, dass bei irreversiblen Prozessen

e die Gesamtentropie zunimmt

e potentiell mogliche Arbeit nicht geleistet wird (z.B. hat bei freier Expansion das
Gas keine Arbeit geleistet)
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Warmespeicher 7

(a)

Warmespeicher 7

=

ANV AN
\\\\\\\

VAN NN

(b)

Abbildung 2.10: Grafik zum Beispiel 2.7 Entropiedinderung bei reversibler isothermer Ausdehnung
eines idealen Gases (i), Seite 26. In dieser Anordnung wird ausgehend von (a)

durch die Ausdehnung des Gases bis zu (b) Arbeit in der Feder gespeichert.
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Warmespeicher 7’

(a)
Warmespeicher 7’

(b)

Abbildung 2.11: Grafik zum Beispiel 2.7 Entropieinderung bei freier Expansion eines idealen Gases
(i), Seite 26. Beim Ubergang von Ausgangszustand (a) in Endzustand (b) wird im
Gegensatz zum Ubergang in Abbildung 2.10 keine Arbeit geleistet.

Beispiel 2.8 (Entropieverdnderung bei Wérmeleitung)
Wird eine Warmemenge () vom Warmespeicher T5 zum Wéarmespeicher T, wobei Ty > T

iibertragen, so gilt:

pr— —
T, T, (I, =T1) >0

Dies ist ein weiteres Beispiel eines irreversiblen Prozess.

2.4.3 Folgen des Entropiebegriffes

Friher: o ou
= | — T — P
0 <6T)Vd +{<aV>T+ |

L dQ 1 [oU 1 [[oU
as = =% = - <8T)VdT+ = KOV)T+P} dv (2.29)

(o), b Gr), )= (), [ (50), 3

jetzt betrachten wir:

da dS exakt, muss
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also

LEL (U Lo 1, (0P
ovor — T*\ovV ), Fovor T* T\oT),

und somit ist

(@), (2), -

Beispiel 2.9 (Anwendung ideales Gas)

nRT
P:
4
8_U _TnR_nRT_O
o), V Vo
U=U(T)

U = U(T) fir ein ideales Gas wurde frither (siehe Beispiel 2.3) aus Experiment und

erstem Hauptsatz gefolgert. Nun sehen wir, dass es eine Folge des zweiten Hauptsatzes ist.

Definition 2.15 (thermische Zustandsgleichung)

Eine Gleichung P = P(T,V) wie zum Beispiel fiir ein ideales Gas P = ”R% heifst

thermische Zustandsgleichung.

Definition 2.16 (kalorische Zustandsgleichung)

Eine Gleichung U = U(T,V) wie zum Beispiel fiir ein ideales Gas U = CyT heifst
kalorische Zustandsgleichung.

Bemerkung 2.16 (thermische und kalorische Zustandsgleichungen sind nicht unabhéngig)

Diese beiden Gleichungen sind laut 2.30 nicht unabhéngig:

oU oP
(W)T—T(a—T)V‘P

Mit Cy = (g_g>v folgt daraus
(5), = avaor~(ar), (i)
ov ), ovor or ), \ovV ),
0 oP
= (o) [ (or) 71,
_ oP +T(82_P) _(oP
1% o1 ) 1%

(5),7()
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Fiir ein ideales Gas liefert der Entropiebegriff somit

aCy
(W)T =0 = C(Cy= Ov(T)

Fiir ein einatomiges klassisches ideales Gas ist experimentell sogar Cy = konst

Weiters folgt aus 2.30 und aus 2.29

opP
TdS =Cydl'+T | — | d
s cur 1 (%)

sowie mittels

d
( (9_P ) _ (ﬁ)P
orT Vv (_ (g_v T)
dass T
TdS = CydT + S=dv
kr
wobei
a = % (g—‘;) P ... thermischer Expansionskoeffizient
kr = —% (g—‘lg)T ... isotherme Kompressibilitét.

Analog lésst sich aus
ou ov
dQ = CpdT + {(a—P)T +P (E)_P>J dP

oV
TdS = dl’ — T | — dP
5=Cr (aT)P

nunmehr

sowie

TdS = CpdT' — TV dP

herleiten, wobei gilt, dass

TV o?
Cp—Cyp =2
ko
Cr _ b
Cyv kg
ks = —% (g—v) g - adiabatische Kompressibilitét
Explizit folgt
TVOéQkS
C —
U (b — ks)kr
T 2
Cp = Va

kr — kg
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2.4.4 Entropie des idealen Gases mit konstantem C'y,

e Entropie als Funktion von T und V:

ausgehend von
daIr P
ds = Cy el + T av
—
n R %

fiihren wir die Integration geméfs Abbildung 2.4.4 durch, sodass
S(T,)V)=CyInT+n R InV + S

Ay

e Entropie als Funktion von U und V:

Wir konnen mittels der kalorischen Zustandsgeichung
U = CyT

die Entropie S als Funktion der Variablen U, V' ausdriicken
(2.32)

S(U,V)=Cy InU+n R InV + S,

du av

:>dS:CV7+nR7

2.4.5 Thermodynamische Potentiale
Bemerkung 2.17 (natirliche Variablen der Entropie)

Sei S(U, V') gegeben. Allgemein gilt mit erstem Hauptsatz und d@ = T'dS
1

P
TdU+TdV

s =

sodass fiir das ideale Gas mittels (2.32)

o5y _ 1
ou), T
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die kalorische Zustandsgleichung des idealen Gases U = U(T, V') folgt
1 1

CV ﬁ = T = U = CV T
sowie aus
s\ P
ov), T
die thermische Zustandsgleichung des idealen Gases P = P(T,V') folgt
nRkR P T
S L L p= -
A A

Die innere Energie U und das Volumen V spielen eine ausgezeichnete Rolle fiir die Entropie.
S(U, V) enthilt die vollstdndige thermodynamische Information, die Zustandsgleichungen
kénnen durch partielle Ableitungen daraus gewonnen werden, bzw. die iibrigen thermody-
namischen Variablen 7" und P sind eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen U,V in Bezug auf
die Entropie als natirliche Variable.

Bemerkung 2.18 (natiirliche Variablen der inneren Energie)

Sei U(S, V') gegeben, bzw. wir wollen es zunéchst fiir ideales Gas aus (2.32) berechnen:

S=CylnU+nR InV+S,

1 _nR SO

. C -

an——CVS—Hn(V V> o
U(s, vy = el@5) v (2.33)

Man gewinnt aus

dU =T dS — P dV

oU oU
T=(%= P=-(2=
), ().

und mittels (2.33)

T = —U v
Cy
P = —(—@) &y IG%SI{
Cy ) e d
\%
nRT
= — v
\%

= thermische und kalorische Zustandsgleichungen konnen erhalten werden. Die Entropie
S und das Volumen V' spielen eine ausgezeichnete Rolle fiir die innere Energie, U(S, V)
enthilt die vollstandige thermodynamische Information. Wir bezeichnen S,V in Bezug auf
die innere Energie als natirliche Variable.




34 KAPITEL 2. THERMODYNAMIK

Definition 2.17 (thermodynamisches Potential)

Wir bezeichnen
e S(U,V) mit natirlichen Variablen U,V

e U(S,V) mit natiirlichen Variablen S,V

als thermodynamische Potentiale.

Bemerkung 2.19 (Variablenédnderungen)

Wenn man in einer Funktion eine Variablendnderung durchfithren mochte, wo die neue
Variable die Ableitung der Funktion nach der alten Variablen ist, muss man die Legendre-
transformation verwenden (siehe unten), um alle Informationen der Funktion zu bewahren.
Dies trifft z.B. fiir U(S,V) beim Ubergang S,V == T,V zu, da T = (g_g)v , ein analoges
Beispiel ist S(U, V) beim Ubergang U,V = T,V da T = (%)V. Wir untersuchen in den
folgenden 2 Beispielen Variablentransformationen ohne Legendretransformation.

Beispiel 2.10 (S(T, V) ist kein thermodynamisches Potential)

1 P
as = —=d —d
S TU+T V

1 /00U 1 oU
- f(a—T)v Tt {(W)T”} Vv

Koénnen bei vorgegebenem S(T', V)

Udurch U = U+ f(V)

P durch P = -
e av
ersetzen = Hiermit wéren bei Vorgabe von S(T, V') die kalorische und thermische Zustands-

gleichung nicht eindeutig, insbesondere wére P nicht eindeutig bestimmt!

Beispiel 2.11 (U(T, V) ist kein thermodynamisches Potential)

Wir wissen, dass im Falle eines idealen Gases gilt
8_U -T % —P=0
ov ), or ).,

dU = T dS—PdV

oS s
- (), e [ G), -

N /

Damit:

(39,0
Somit liegt bei Vorgabe von U(T,V') eine Mehrdeutigkeit S — S + f(V) vor und P =

T (%) o Ware nicht eindeutig bestimmt. Es gibt jedoch ein thermodynamisches Potential,




35

2.4. ENTROPIE
welches T,V als natiirliche Variable hat = die freie Energie F(T,V) , sie ist (—1)x
Legendre Transformation von U(S, V) beziiglich S.

2.4.6 Die Legendre Transformation

Zuerst bendtigen wir den Satz iiber implizite Funktionen

Satz 2.4 (Satz tber implizite Funktionen)

Sei F(x1,...,z,) eine stetig partiell differenzierbare Funktion von n reelen Variablen

x1, ..., T,. Gilt an einer Stelle xﬁo), o 7

und
O @, a®) £ 0

—(z7 7, ..

oz,

so lasst sich in einer Umgebung dieser Stelle die Gleichung

F(ZL‘l, ,l’n) =0

nach z, auflésen, d.h. es gilt
Tn = f(xb s l’n,1)

wobei f eindeutig und stetig partiell differenzierbar ist mit

OF
8f ox;
= —— 1=1,2,....n—1
agjz gi; ) ) )

Definition 2.18 (Legendre Transformation)
u(2) # 0. Dann existiert nach dem Satz tiber implizite Funk-

Sei y(z) gegeben und sei =75~
W) aine eindeutige Umkehrfunktion z(¢) und die Legendre Transformation

tionen fiir § = =5~
ist definiert durch

vy = 2(6)-€ - y((8))

zusétzlicher Term Funktion in neuer Variable

Eigenschaften:

a)
dy®(€) _ da( L da
dy™ (&)
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b)
PPy ()  dx
ez d¢
c)
d*y(x) _ d§
de? dx
d)
2, () 2
dy dy o dvdd (2.34)
dg? dx? d¢ dx
<~
#0 1t. Vor.
d*y(€)
e) Konnen aus
(z)
(S
dg
mit Satz von impliziter Funktion eindeutig £ = £(x) erhalten. Es gilt
z(§(x)) =

f) Zweifache Legendre Transformation

(1) (@) = (@) — y@ () = LIT —a((2))E(@) + y(a(E(x)))
ﬂ&%y(w)

Die Legendre Transformation ist involutiv!

Beispiel 2.12 (Legendre Transformation von y(z) = (x — ¢)?)
y(z) = (z—¢)’

2 —c) »x(l) =2 +c

_dy _

éﬂ_dgz:_

Uberpriifen nochmalige Transformation:

(y) " (2) = £(2)r — y@ (&(2))
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WO (@)
d x
v —r s re=nE=20—0)
und somit
4 o 2
()@ () = 22% — 20z — % —c2r—c)=..=(z—c) =y(z)

Definition 2.19 (Allgemeine Legendre Transformation)

Sei allgemein y(xq, x2, ..., ,,) gegeben und sei

0%y

det
c 83:,8.%]

£ 0.

Dann existiert gemafs des Satzes iiber implizite Funktionen zu &; eine eindeutige Umkehr-
funktion z;
9y
fj = % = .CEj(.Tl, "'75]'7 acog xn)

J
und die Legendre Transformation lautet

y(“j)(xl, &y oy ) = (21, &Gy o ) - &G — Y(@1, o 2 (X1, 0 &y o X))y ey T)

Wir haben
Ay = dast; + widg; = ) Gy — 2ty
k#j
Ay = ;d; = &day
py
Es gilt
Qy(®s) Oy(®s)
o Tj, o —&k
Beispiel 2.13 (Lagrangefunktion <= Hamiltonfunktion)
Wir betrachten L(z,#) und den Variablenwechsel (z,4) = (z,p), wo p = g—g . Als
Beispiel sei L(z, &) = %i? — U(z) genommen und es folgt p = %&£ = ma:
. p
= ==
(p) =~
H(z,p) = LYW(x,p)=i(p) p— Lz, i(p))
2 2
p mp
S AL
m 2 m? +U@)
T
H =—+U
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Beispiel 2.14 (Freie Energie F (T, V))

WO

dF =

Beispiel 2.15 (Enthalpie H(S, P))

WO

dH =

Beispiel 2.16 (Gibbspotential G(T', P))

(8F((§/, V)

dG = dF

=—SdT'—PdV~

KAPITEL 2. THERMODYNAMIK

F(T,V)=-UY(T,V)

(_

F(T,V)=U(S(T,V),V) = S(T,V) T

),

dU —~— —d5T — SdT
~~

=TdS5—PdV

= —-SdT — PdV

H(S,P)=-UY)(S,P)

aU, + d¥P+VdP
=TdS—PdV"

= TdS+VdP

G(T,P) = -FY)N(T, P)

) =-P V=V(T,P)

G(T,P) = F(T,V(T,P))—V(T,P)(—P)
F(T,V(T,P)+ V(T,P)P

+dV P+ VdP

|dG = —SdT + VdP
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Potential natiirliche Variablen Differential

S UV dS = £dU + £dV
U S,V dU =TdS — PdV
F=U-ST T,V dF = —=5dT' — PdV
H=U+VP S P dH =TdS +VdP
G=F+VP T,P dG = -SdT +VdP

Da die Differentiale exakt sind, folgen zahlreiche Relationen (Mazwell Relationen, nicht zu
verwechseln mit Maxwell Gleichungen der Elektrodynamik) wie zum Beispiel

(o), = (ar),
(), - (),
2.4.7 Thermodynamische Potentiale und Gleichgewichts-

bedingungen
Entropie S(U,V)

Wir wissen bereits:

Satz 2.5 (Gleichgewichtsbedingung fiir Entropie)

Fiir ein thermisch isoliertes System gilt fiir die Entropie laut dem zweiten Hauptsatz

beziehungsweise ist die Entropie im Gleichgewicht im Maximum

Beispiel 2.17 (U, V konstant =— AS = 0)
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V= const Q@V,= const
G

/7
Trennwand,
thermisch isolierter Behalter

Wir betrachten geméfs der oben gezeigten Ausgangssituation einen thermisch isolierten

Behalter mit einer fixierten, warmedurchléassigen Trennwand:

Vi, Vs seien fest, welche U; und U; sind im Gleichgewicht?‘

U, + Uy =U = konst (isoliertes System)
dUy +dUy =0

avy, = dVp=0 (feste Wand)
dUy = d@Q— P dVy =d@Q,
=0

dUs; = dQs

also folgt
d@Qy +dQy =0
Gleichgewichtsbedingung:

= dS) + dS,

Mit 0 0
dS, — <t 2
S1 T, dSs T
folgt
B d@y  dQs B 1 1
'= T _<T1_T2)dQ1
ST =T

Es fliefst so viel Energie in Form von Wéarme, bis im Gleichgewicht die Temperaturen in

beiden Teilsystemen gleich sind: 17 = T5.



2.4. ENTROPIE 41

Freie Energie F(T,V)

Satz 2.6 (Gleichgewichtsbedingung fiir freie Energie)

Fiir ein mechanisch isoliertes System (AW = 0), das auf konstanter Temperatur gehal-
ten wird, nimmt freie Energie nie zu

AF <0

bzw. ist die freie Energie im Gleichgewicht minimal

Beweis: Wir betrachten eine beliebige isotherme Zustandsénderung und wissen laut zweitem

Hauptsatz: 5
$ T <sm)-s0
(Gleichheitszeichen fiir reversible Zustandsdnderungen). Da T konstant ist
A
TQ < AS
und

AU = AQ — AW (erster Hauptsatz)

sehen wir sofort

AW < =AU +TAS
(S —
—AF

Hier wurde F'=U — T'S und T = konst verwendet.
AW > —AF
Fiir ein mechanisch isoliertes System (AW = 0)
AF <0

bzw. es gilt im Gleichgewicht

.

Beispiel 2.18 (T,V fix = AF =0)
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bewegliéher Kolben

T und V =V + V5 sind fix, welche V; und V5, liegen im Gleichgewicht vor?

AF = AF, + AF,

Vi+ Vo =V = konst, dVi +dVo =0
Gleichgewichtsbedingung: =dF) + dF,

dFy, = — S1dT, — P, dV}, = —PdV;
=0
dFy = —PydVs
O:—(Pl—Pg)d‘/l
= P1 == P2
Die Volumina V; und V5 stellen sich so ein, dass in beiden Teilsystemen der gleiche Druck
herrscht: P, = Ps.

Gibbsches Potential G(T', P)

Satz 2.7 (Gleichgewichtsbedingung fiir Gibbsches Potential)

Fiir ein System, welches auf konstanter Temperatur und unter konstantem Druck gehal-
ten wird, nimmt das Gibbsche Potential nie zu.

bzw. ist das Gibbsche Potential im Gleichgewicht im Minimum
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Beweis: Hatten schon AW < —AF. Wenn nun P = konst = AW = PAV.

PAV + AF <0
AG

Hier verwendeten wir G = F'+ VP und P = konst.

2.4.8 Additivitat, Extensivitat, Konkavitat der Entropie

Definition 2.20 (Additivitdt von innerer Energie, Arbeit und Wérme )

dUQ ) dQZ ) dW2 .

gilt
dU = dU; + dUs, dQ = d@Q) + dQs, dW = dW; + dWs

tivitat vorliegend, wegen des ersten Hauptsatzes somit auch fiir die Wéarme.

Definition 2.21 (Additivitdt von Entropie )

Substanzmenge gilt Additivitat auch fiir die Entropie S.

Definition 2.22 (Extensivitdt von innerer Energie )

einem Parameter A\ die innere Energie U mit dem gleichen Faktor skaliert U = A\U.

Definition 2.23 (Extensivitdt von Entropie )

einem Parameter A die Entropie S mit dem gleichen Faktor skaliert S = \S.

43

Wir betrachten zwei getrennte Systeme, die sich in thermischem Kontakt befinden
und Zustandsdnderungen erfahren. Die zugehorigen Differentiale seien dUy, dQ):, dW; sowie

e Wir postulieren (bzw. beschrinken uns auf solche Systeme, wo dies erfiillt ist), dass
das Differential dU sowie dW - und wegen des ersten Hauptsatzes auch d@) - fiir das
aus den zwei getrennten Systemen zusammengesetzte System additiv sind und dass

e Durch geeignete Wahl der Normierung (d.h. des Referenzwertes Uy) proportional zur
Substanzmenge) kann auch U als additiv postuliert werden. Fiir die Arbeit ist Addi-

Wegen der Additivitat von d@ gilt Additivitét fiir das Differential der Entropie dS = %.
Bei geeigneter Wahl der Normierung des Referenzwertes Sy der Entropie proportional zur

Wir postulieren (bzw. beschranken uns auf solche Systeme, wo dies erfiillt ist), dass bei
Multiplikation von extensiven Grofsen wie z.B. Masse, Molzahl, Energie oder Volumen mit

Wir postulieren (bzw. beschranken uns auf solche Systeme, wo dies erfiillt ist), dass bei
Multiplikation von extensiven Grofen wie z.B. Masse, Molzahl, Energie oder Volumen mit
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Definition 2.24 (molare Grofen)

Konnen wegen Extensivitiat die thermodynamische Variablen und Potentiale auf 1 mol
beziehen und definieren mittels der Molzahl n

S
5 = —
n
U
W= —
n
v
v o= —
n

L () G
v_ﬁTU_n

ebenso auch fiir freie Energie, Enthalpie und Gibbs Potential f, h, g.

Beachte feine Unterschiede zu den bisherigen Gleichungen, z.B.
Pv=RT

dr
ds = & —1—5

d
T UU

Satz 2.8 (Konkavitéit von s(u, v))

s(u,v) ist eine konkave Funktion von u, v, d.h.
s(yu+ (L=, y0 + (1= 7)) 2 vs(u,v) + (1 —7)s(u’,v)

V(u,v) und (¢/,v") mit 0 <~ <1

s(u, \2, v fest
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Bemerkung 2.20 (Hesse Matrix)

Wir wollen s(u, v) zweimal differenzierbar annehmen, sodass sich die Konkavitét in Form
von Ungleichungen fiir die zweiten Ableitungen schreiben lésst:

s 9%s
H— ou? Oudv

s 0%

Ovdu Ov?

Hesse - Matrix
Konkavitat <= quadratische Form ist negativ definit, dh.

etTHx <0 Vo € R?

oy Oy
ou? — 7 Ov?

0%s 0%s 9?5 \2
TEV (5 >0
ou? ov? oudv )] —

Beweis: Die Konkavitit der Entropie folgt aus der Tatsache, dass Entropie im Gleichgewicht
maximal ist

As >0 (2.36)

Wir betrachten ein abgeschlossenes System mit innerer Energie 2u und Volumen 2v und zerlegen
es in zwei gleich grofe Teile mit jeweils u,v. Wir betrachten Anderungen der inneren Energien
und Volumina der beiden Teilsysteme, die urspriinglich im Gleichgewichtszustand waren und
leiten Konsequenzen fiir die Entropiebilanz ab:

Asy = s(u+ Au,v+ Av) — s(u,v), Ass = s(u— Au,v — Av) — s(u,v)
Nach Taylorreihenentwicklung um die Stelle u, v zur zweiten Ordnung erhalten wir

Os os 1 5 0%s 5, 0%s 0%s
Asy = Aua + Av 8—-1—2(A u) @-i- (A ) 50 2—|-A Avauav

+ ...

und analog (beachte die unterschiedlichen Vorzeichen)

Os Os 1 50?5 282 0%s
Asg = —Au% - Av% f(Au) 902 (A ) 902 + AuAvauav +
Somit
0%s 0%s 0%s
2 2
ASZA81+A82=(AU)82+(A)82+2A Ava av—i—...

Mazximalitit der Entropie im Gleichgewicht bedeutet negative Definitheit der obigen quadrati-
schen Form, also Konkavitét. |
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2.4.9 Konkavitats und Konvexitatseigenschaften der ther-
modynamischen Potentiale.

Satz 2.9 (Konvexitit von u(s,v))

u(s,v) ist eine konvexe Funktion von s, v ist, d.h.

u(ys+ (1 —7)s', v+ (1= )0") < quls,v) + (1= )u(s, )
V(s,v) und (s',v") mit 0 <y <1
bzw. die quadratische Form x* Hx der zweiten partiellen Ableitungen ist positv definit, d.h.
ztHr >0  VzeR?

0%u 0%u
8> 2%
< 0s? — 0, ov? — L

Py () (D)o
0s? o0v? osov ) —

Bemerkung 2.21 (Konvexitéit von u(s,v) in s fiir festes v)

Leicht ist Konvexitét von u(s,v) in s fiir festes v zu zeigen: Wegen der Konkavitat von
s(u,v) in u fir festes v ist die Umkehrfunktion u(s,v) konvex in s fiir festes v! Grafisch ist
Konvexitéit evident

S

und lasst sich auch sofort aus der Formel fiir die zweite Ableitung der Umkehrfunktion
erhalten.

Beweis: Die Konvexitéit von u(s,v) in beiden Variablen u,v folgt aus dem nachfolgenden Satz,
dass die innere Energie im Gleichgewicht minimal zu sein hat! Dies impliziert analog zu (2.36)
Positivitat der Hesse Form und somit Konvexitét. |
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Satz 2.10 (Gleichgewichtsbedingung fiir die innere Energie)

Fiir ein thermisch isoliertes System mit festgehaltener Entropie nimmt die innere Energie

nie zu

bzw. ist die innere Energie im Gleichgewicht minimal

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt. Angenommen, die inneren Energie hétte im Gleichge-
wicht nicht den kleinstmdéglichen Wert angenommen, der bei vorliegender, festgehaltener Entro-
pie moglich wire. Dann kénnten wir reversibel Energie in Form von Arbeit entnehmen, dabei
aber die Entropie unveréndert lassen. Die entnommene Energie konnten wir in Warme umwan-
deln und an das System zuriickfiihren. Danach wére die innere Energie auf ihrem Ausgangswert,
die Entropie jedoch - wegen des Warmeflusses - hoher. Das wére ein Widerspruch zur Maxima-
litdt der Entropie im Gleichgewicht. |

Bemerkung 2.22 (Maximalitiat <> Minimalitit )

Die zwei Formulierungen des Extremalprinzips fiir Entropie und innere Energie erinnern
an das isoperimetrische Problem in der Geometrie: Eine Kreisscheibe kann einerseits als
zweidimensionale Figur maximaler Flache bei vorgegebenem Umfang, oder als zweidimen-
sionale Figur minimalen Umfangs bei vorgegebener Fléche betrachtet werden.

Satz 2.11 (f(T,v) ist konkav in T bei festem v, sowie konvex in v bei festem T'.)
L

Beweis: Um Konkavitét in 7" bei festem v fiir f(7',v) zu beweisen, beniitzen wir die Tasache, dass
wir die Legendretransformation folgendermafsen darstellen kénnen

f(T,v) =infs{u(s,v) — Ts} (2.37)

(Das Infimum wird angenommen wenn

9
0s

() -

(u(s,v) —Ts)=0

d.h. wenn

also ist s = s(T,v).)

e f ist konkav in T bei festem v. (f bei festem v ist Infimum iiber konkave Funktion von
T, nédmlich die affine Funktion 7" — wu(s,v) — T's, selbst konkav!)

o f ist konvex in v bei festem 7' (folgt aus Konvexitét von u(s,v) in v).
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|

Analog zitieren wir (ohne Beweis):

Satz 2.12 (Das Gibbspotential g(T', P) ist konkav in T', P.)
L

2.5 Ideale Gasgemische

Ideale Gasgemische:

Betrachte ein System, das aus einer Mischung von verschiedenen idealen Gasen besteht. Die
Molzahlen ny, ... ny (fiir k& Substanzen) werden jetzt als variabel betrachtet. Alle thermodyna-
mischen Potentiale sind nun Funktionen von n4, ... ny neben (7, V) oder (T, P) ... Wir nehmen
an, dass u;, s; etc. fiir reine Substanzen bekannt sind, wie sind die gesamte innere Energie, die
gesamte Entropie, ... fiir Gemische beschaffen?

Aufgrund der Energieerhaltung ist U einfach zu berechnen, die Entropie eines Gasgemisches ist
hingegen im Allgemeinen kompliziert zu erhalten (Vermischung von Gasen ist ein irreversibler
Prozess). Wir treffen zunéchst eine Vereinfachung und betrachten sogenannte ideale Gasgemi-
sche:

Definition 2.25 (Ideales Gasgemisch)

i) PV =nRT wobei n = n; + ... + ng. (Daltonsches Gesetz)

k
i) U(T,V,nq,...,n,) = > nyu;(T) unabhéngig von V!
i=1

Definition 2.26 (Partialdruck)

Der Druck p; = “* P wird Partialdruck genannt

k
n;
pi:gpj ;pi:P

wobei mit v; = nK gilt

VoV
= Zpl_pl
no o n
— RT
~—
Dalton

Fiir ein ideales Gasgemisch kénnen wir die Gesamtentropie mittels der sogenannten , adiaba-
tischen reversiblen” Entmischung berechnen: Wir betrachten (der Einfachheit halber) zunéchst
ein Zweikomponentensystem und benutzen zwei Zylinder von gleichem Volumen V' mit je einer
semipermeablen Wand.
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adiabatische reversible Trennung der Zylinder

N>
NS

Auf die selektiv durchlassigen Wéande wirkt der Partialdruck p; nur im Zylinder 1, bzw. p,
nur im Zylinder 2, es gilt P = p; + po. Zylinder 1 ist fixiert und héalt Gas 1 zuriick, wohingegen
Zylinder 2 wegbewegt wird und Gas 2 mitnimmt.

Die Arbeit, die von Zylinder 2 verrichtet wird verschwindet:

AW = pgAV + <—p2)AV =0

Da die Entmischung reversibel ist, wird die Gesamtentropie nicht verdndert. In den beiden
Zylindern betrdgt die Entropie nach der Entmischung jeweils Si(T, p1,n1) bzw. Sa(T, pa, n2)
und mittels Additivitat folgt fiir die Entropie des Gasgemisches

S(T, P,ny,ng) = Si(T, p1,n1) + So(T, pa, na)
Allgemein gilt
k

S(T, P,ny,...,ng) = Z Si(T, pi, n;) Entropie eines idealen Gasgemisches

=1

Definition 2.27 (Molare Entropie)

Ist die Entropie des i-ten idealen Gases S;(T, p;, n;) gegeben, so kann wegen der Exten-
sivitdt der Entropie die molare Entropie s;(T, p;) des i-ten idealen Gases definiert werden

Si(T, piy i) = n:Si(T, piy 1) = nsi(T, ps)

Hier bezeichnen wir in verkiirzter Notation S;(T, p;, 1) =: s;(T, p;).

Unter Verwendung der molaren Entropien schreibt sich die Entropie eines idealen Gasgemi-
sches als

k
S(T, P,ny,...,ng) = Z n;si(T, pi) Entropie eines idealen Gasgemisches
i=1
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Bemerkung 2.23 (diverse Entropieformeln des idealen Gases)

Zur Erinnerung fassen wir zahlreiche Formeln zur Entropie des idealen Gases in meh-
reren Formulierungen zusammen: Ausgangspunkt ist der Ausdruck (2.32), vermehrt durch
expizites Hinzufiigen des Substanzindex i

SZ(T, VY, nl) = CVJ' logT + n,Rlog V + S()J'
Die molaren Entropien lauten
Si(T, V, nz) = niSz’(T7 Vi 1) = ni3i<T7 Uz’), Si(T, Ui) = Cy,q logT'+ Rlog v; + 50,

Vi Mit V = nRT/P schreiben

n

Hier haben wir V' = v;n; verwendet und definierten ¢, ; =
wir nun analog, wiederum ausgehend von (2.32)

Si(T, P,n;) = (Cy,; +n;R)log T — n;Rlog P + S,
Die molaren Entropien sind
Si(T, P,n;) = ns;(T, P, 1) =: n;s;(T, P), si(T, P) = (¢cy; + R)logT — Rlog P + s,
Wenn wir statt P nunmehr p; einsetzen
Si(T, pi,ni) = (Cv,; +n;R)logT — n;Rlogp; + Saﬂ-
sind die entsprechenden molaren Entropien

Si(T, pi,ni) = nisi (T, pi, 1) =: nysi (T, pi), 5;(T,p;) = (cv; + R)logT — Rlogp; + 50,

Dies erlaubt, die Entropie eines idealen Gasgemisches auch durch den Variablensatz (T, V, ny, ...

auszudricken:

k

k
S(T7 V> ny, 7nk’) = Z SZ(T7 V7 nz) = Znisi(Tv Ui)
i=1

=1

k
S(T,V,ny,...,ng) = Z n;s; (T, v;) Entropie eines idealen Gasgemisches
i=1

2.5.1 Mischentropie

Wir betrachten ideale Gase mit Molzahlen n;, die sich in anfénglich (!) getrennten Kammern bei
gleicher Temperatur 17" und gleichem Druck P befinden. Jede einzelne Kammer hat Entropie

SZ(T, P, TLZ) = nisi(T, P, 1) = 7’LZ‘$Z‘(T, P)
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I, P L P I, P

n] n2 nk

Wegen der Additivitdt der Entropie bedeutet dies fiir das Gesamtsystem mit getrennten
Kammern
SgetrennteKammern - Z Sz(Ta P, nz) = Z ’I’LiSi(T, P)

Beachte den fiir alle Kammern gleichen Druck P ! Nun werden die Zwischenwénde entfernt
und die Gase vermischen sich, bis sich ein Gleichgewichtszustand einstellt: Die Entropie dieses
Gasgemisches ist bereits bekannt

Sideales Gasgemisch — E n;S; (Ta pz)

(2

Wir definieren

Definition 2.28 (Mischentropie)

Mischentropie ist die Differenz der Entropie des idealen Gasgemisches und der Entropie
aller Gase in getrennten Kammern

ASMz'schung — Rideales Gasgemisch — Sgetrennte Kammern

und berechnen

ASMischung = Z n; W— Rlogpl + 8671‘ —MIOgT + RlOg P — 86,1‘]

Z P
= RZnilog 27@
: ~~

n

g

n
ASMischung =R Z n; 1Og n_z (238)

Bemerkung 2.24 (Vermischung ist irreversibel)

Da n > n; (wir setzen voraus, dass alle n; > 0 sind) ist ASuischung > 0, Vermischung ist
irreversibel!
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2.5.2 Das chemische Potential

Wir wissen bislang U(T', V, ny, ...,ng) und S(T, V,nq, ..., ny) eines idealen Gasgemisches. Daraus
konnen wir die freie Energie eines idealen Gasgemisches bilden

Definition 2.29 (freie Energie eines idealen Gasgemisches F(T, V, 11, ..., ng))

F(T,V,ny,...,ng) :=U(T,V,nq,...n,) = TS(T,V,nqy,...,np)

Wir betrachten nun ein Zweikomponentensystem von Mischungen, getrennt durch eine se-
mipermeable Membran, welche nur fiir Sorte ¢ durchléssig ist:

Zweikomponentensystem von Mischungen

VeT

... 2
nl A

Ver

1) ... )
nl b

Alle T, V(l),V(Q),ngl),nf) seien festgehalten fiir j # i. Die M n® sind variabel, wobei

i '

Gesamtmolzahl ngl) + nl(»2) aber fest! Im Falle des Gleichgewichts folgt fiir
F=F® L p®
die Gleichgewichtsbedingung dF = 0 bei infinitesimaler Anderung dngl) + an@) =0:
0 = dFY +dF®

oFW) OF(2)
- ( 0 an + |~ dn;”
anz T7V<1),n§1)7j§él anl T7V(2),n;2),]7£7/

OFrY  9F® )
o @ |dni =0
on; on,;

7

(8F(1)> B (ap@))
M = @
871/2- T,V(l),ng-l),j;éi anl T,V(2),n§-2>7j7ﬁi

Definition 2.30 (chemisches Potential u;(T, V,ny,...,ng))

oF
/'Li(Ta‘/anla"-vnk:) - (871)
v/ T\Ving,j#i

und somit
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Somit lautet die Gleichgewichtsbedingung

1 2
0 = 2

Fiir das Differential der freien Energie verwenden wir nun auch die Definition des chemischen
Potentials

k
dF = —SdT — PdV + > jidn;
Nun betrachten wir
G = F+ PV

aG

k
—SdT + VdP + " jdn,
i=1
Eine alternative Definition von p,; ware:

Definition 2.31 (chemisches Potential p; (T Pyny, ..., 1))

oG
wi(T, Pyny,...,ng) = <8n>
v/ T,Pnj,n#i

Weiters ist U = F + T'S sodass

k
dU = TdS — PdV + > judn; (2.39)

i=1

und noch eine weitere Definition:

Definition 2.32 (chemisches Potential der Sorte p; (S, V,nq, ..., 10g))

oU
IMZ(S, V, ny, ,nk) = (87],)
v/ S,\Vin;,j#k

und von Gleichung (2.39)

1 P i Lbi
_ L il i am. 2.4
ds T T Zl - (2.40)

sodass auch

Definition 2.33 (chemisches Potential p; (U, V, 11, ..., ng))

oS
wi (U, Ving, ...,ng) = —T( )
on; U,Vinj j#i
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Bemerkung 2.25 (Anschauliche Bedeutung des chemischen Potentials)

Mit .
dU = TdS — PdV + > jdn;
i=1
ist das chemische Potential p;(S,V,ny,...,n;) jene Menge an innerer Energie, um die das
System zunimmt, wenn ein Mol der ¢ - ten Substanz hinzugefiigt wird, wobei Entropie und

Volumen fixiert werden.

Wir kénnen analog auch sagen, dass wegen
k
dG = —SdT + VAP + ) _ pidn;
i=1

das chemische Potential (T, P,ny,...,n;) jene Menge Gibbs Potential ist, um die das Sy-
stem zunimmt, wenn ein Mol der 7 - ten Substanz hinzugefiigt wird, wobei Temperatur und
Druck fixiert werden.

Bemerkung 2.26 (Abhéngigkeit von Molverhéltnissen)

Wegen der Extensivitit von G (diese folgt aus G = F+ VP = U — TS + PV und der
Extensivitdt von U und S) gilt

G(T,P, )\nl,...,)\nk) :)\G(T,P,nl,...,nk) (241)
sodass durch Differenzieren nach n;
wi(Ty Py Ang, ., dng) - A = A\ (T, Pyng, ...y ng)

und somit

MZ<T, P, )\nl, ,)\nk) = /JJZ<T, P, ny, ,nk)

Das bedeutet p;(T, P,nq, ...,ny) ist keine extensive Funktion der Molzahlen, sondern héngt
von Molverhdltnissen =+ ab!

Bemerkung 2.27 (Gibbs-Duhem Gleichung)

Differenzieren von Gleichung (2.41) nach A fithrt zur

Gibbs-Duhem Gleichung

k
G=> nip (2.42)
=1

Falls nur eine Stoffsorte vorliegt:
G =nu=ng

Das molare Gibbs Potential entspricht dem chemischen Potential.
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Wir hatten G = F+ VP = U — TS+ PV, damit konnen wir Gibbs-Duhem Gleichung auch
auf folgende Weise schreiben

k

i=1

Mit Gleichung (2.40)
k
TdS = dU + PdV = pdn;
=1

ergibt sich auch die Relation

k
0=SdT = VdP + > nidp; (2.43)
2.5.3 Flussigkeitsgemische

Wollen naherungsweise die obigen Formeln, die wir fiir ideale Gasgemische entwickelt haben,
auch fiir Fliissigkeiten, oder auch fiir Gemische aus Fliissigkeiten und idealen Gasen gelten
lassen (wir werden spéter diskutieren, dass die bisherigen Formeln ndherungsweise gelten, wenn
die Dampfdriicke iiber reinen Fliissigkeiten oder iiber Fliissigkeitsgemischen so niedrig sind,
dass sie durch die ideale Gasgleichung beschreibbar sind).

2.5.4 Chemische Reaktionen, Massenwirkungsgesetz

Typischerweise gehen chemische Reaktionen in beide Richtungen, z.B.:
1
H, + 502 <— H 20
oder

No+ 3Hy <— 2N H;

Wo stellt sich das Mischungsgleichgewicht ein? Wieviel von jeder Seite ist vorhanden?
Schreibweise:
Vi A} + AL = v A+ oA

definieren:

Vi4i

I

[
<
)
I
=
=~

Somit
0<= A1 +..+ Ul+kAl+k

zum Beispiel: N, + 3H, = 2NH,
v1 =2, vp=—1und v3 = -3
Al = NHg, AQ = NQ und A3 = H2

Seien n; mol der Sorte i gegeben, Partialdriicke seien p; = P, n = n; + ..ngy. Es gilt
das Massenwirkungsgesetz:
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I+k

[ - K1)

Hier ist K(T') nur eine Funktion der Temperatur, unabhéngig von P und ny, ..., ng.

Bemerkung 2.28 (Gibbs Potential im Gleichgewicht)
Bei festem P und T ist im Gleichgewicht das Gibbs Potential G minimal:

k+1
0=dG = -8 CZ’ +V d_]OD +Z;uidni

k+1

i=1

Betrachten Variationen der n;, die im Einklang mit der chemischen Formel fiir die Reaktion
stehen:

dn; = v;do

k+1

i=1
G=U+PV-TS

Betrachten ideale Gasgemische:
PV = Y mRT

S = Z n;si(T, p;) Z n; [—Rlog p; + bekannte Funktion von T |

oG
8ni

Hier haben wir mit u{(7') die im Prinzip bekannte (von uns an dieser Stelle jedoch nicht im
Detail weiter ausgefithrte) T- Abhéngigkeit bezeichnet. Mit (2.44) gilt

0= RTZ v; log p; + Z v,-,u?(T)

= pi = 5— = RTlogp; + 1 (T)

sodass schlussendlich

I+k

[T - s

gilt. K(7T) fasst die im Prinzip bekannten 7- Abhéngigkeiten zusammen. Eine analoge Formel
kann fiir Konzentrationen
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aufgestellt werden:

I+k _
[[e=r % "K(T)
=1

Beispiel 2.19 (NH, Ausbeute)

mit v; = 2, vp = —1 und vz = —3, und somit » v; = —2.

(CNH3)2(0N2)_1<CH2)_3 = P2K(T)

fiir eine grofe NH; Ausbeute muss P also moglichst grof sein!

2.6 Phasentiibergange

Reale Substanzen kénnen in mehreren Phasen auftreten - fest, fliissig und gastférmig - und haben
Phaseniibergénge, wo sich Materialeigenschaften sprunghaft &ndern. Die Phase ist ein homo-
gener Teil der Substanz, und es kénnen mehrere Phasen gleichzeitig bestehen. Bei kritischen
Punkten kann von einer Phase zur anderen gewechselt werden, ohne Unstetigkeiten zu begeg-
nen. Am Tripelpunkt finden sich z.B. drei Phasen gleichzeitig. Betrachten hier ausfiihrlicher
den Ubergang zwischen gasformiger und fliissiger Phase. Der Ubergang findet bei konstanter
Temperatur und konstantem Druck statt, wie in Abbildung (2.12) gezeigt ist. Dieser Druck
wird DAMPFDRUCK bei Temperatur 7" genannt.

Das PVT Diagramm einer normalen Substanz

Sattigungskurve (Aussig)

fest+fliissig

fest
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Phaseniibergang, Tripelpunkt und kritischer Punkt in PT und PV Diagramme

kritischer Punkt Isothermen

flissig
fest

Tripelpunkt |
gasformig |

Abbildung 2.12: Isotherme bei Phaseniibergang

P
A

P(T)...Dampfdruck

\(a) ® @ @
P(1) S

Wegen der unterschiedlichen Dichten von Gas und Fliissigkeit dndert sich beim Phasen-
iibergang das Gesamtvolumen, 7" und P bleiben konstant. Im Gas Fliissigkeitsgemisch existiert
die Fliissigkeit wie in Abbildung (2.13.a) und das Gas wie in (2.13.d). Durch die Zufuhr von
Wiérme wird die Fliissigkeit nach und nach in Gas iibergefiihrt, 7" und P bleiben konstant.
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Abbildung 2.13: Phaseniibergédnge

™ ® e o ~ .. ® . : (]
(a) (b) (c) (d)
nur Flussigkeit Gas - Gas - nur Gas
Flussigkeit Flassigkeit

2.6.1 Clausius Clapeyron Gleichung

Wir betrachten die Phasen gasformig-fliissig im Gleichgewicht.

Zwei Phasen im Gleichgewicht

>

gasférmig

Es sei die Gesamtmolzahl n, wobei n = n; + no.

ny... Molzahl in Phase 1
Ns... Molzahl in Phase 2

Die beiden Phasen bestehen gleichzeitig bzw. die beiden Phasen mischen nicht, sieche Abbildung
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(2.13). Mit
G=U-TS+ PV
wo wir die Entropie von unvermischten Systemen verwenden
2 2 2
|
S=> nsi(T,P), U=Y nu(T), PV=>» nRT,
i=1 i=1 i=1

1t sich das gesamte Gibbs Potential als Summe tiber die molaren Gibbsche Potentiale g;(7, P)
der reinen Phasen i = 1,2 schreiben

G(T, P,n1,n2) = n1 g1(T, P) + n2 g2(T, P)
Seien P,T,n = n; + ny fest, lediglich ny und ny variabel mit dny; 4+ dny = 0.

Gleichgewichtsbedingung:

dG =0 dnlgl(T,P)+dnggg(T,P)
0 = (g1 —go)dm
g (T, P) = g(T,P) (2.45)

Fordern nun

g1(T +dT, P+ dP) = go(T +dT, P + dP)
sodass

o og . 092 092
a(FP)+ <8T>PdT+ <6P)TdP—g2(/P,P7+ <8T>PdT+ <8P>po

99y
ar ) ,
@ :U
oP ),

Wir wissen, dass

dP dP
’Uld—T — 51 :’Uzd—T — S9
somit
dP  As
dT ~— Av

wobel As = s9 — 57 und Av = vy — vy.

Mit AS = %, wo AQ die Phaseniibergangswéirme bezeichnet (jene Wérmemenge, die er-

forderlich ist, um ein Mol von Phase 1 in Phase 2 iiberzufiihren), erhalten wir

P _ AQ
dT  TAv

Clausius - Clapeyron Gleichung

Dabei werden AQ und Awv experimentell gewonnen.
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Beispiel 2.20 (Anwendung der Clausius Clapeyron Gleichung fiir ideales Gas)

Phase 1 sei eine Fliissigkeit, Phase 2 sei ein ideales Gas, sodass

RT
v2>>111:>Av%02:?

Wollen annehmen, dass AQ) = konst, somit 16sen wir sofort

AP
/A A
i s
P R | T
AQ
InP = _ﬁ
AQ
P(T) = konstexp (—ﬁ)

Definition 2.34 (Phaseniibergang 1. Ordnung)

(3(926;91))13 = (S, —S1) #0

Die Unstetigkeit bei Ableitungen erster Ordnung von g entspricht dem Phaseniibergang
erster Ordnung.

Definition 2.35 (Phaseniibergang n-ter Ordnung)

8”(92—91)
( oT" )fo

(0"(92 - 91)) 20

und

opPr

alle niedrigeren Ableitungen von Ag verschwinden (z.B. Para- / Ferromagnetismus Ver-
halten am Curie Punkt; Normal / Supraleitend; Normal / Suprafliissige Ubergéinge sind
Phasentibergénge zweiter Ordnung)

2.6.2 Van der Waals Gas

Die Gleichung des idealen Gases
Pv=RT

gilt nur ndherungsweise fiir verdiinnte Gase. Reale Gase kénnen besser mittels der

(P + %) (v=b)=RT  van der Waals - Gleichung
v
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beschrieben werden, wobei a und b Parameter sind.

Allgemeine Méglichkeiten zur Beschreibung realer Gase bieten sogenannte Virialentwicklungen

wobei B,(T") Virialkoeffizienten genannt werden. Die van der Waals Gleichung ist ein spezi-
elles Beispiel einer Virialentwicklung.

Beispiel 2.21 (Virialkoeffizienten fiir van der Waals Gas)

a ab 1
Plv—b)=RT — -+ —
(v—b)=R ot |(v—b)

02
1 RT a ab
P = — 11—
1-2 v ( RTU+RT02>

Den eingeklammerten Term schreiben wir als

a+ab _1 a(l_é)

1 _
RTv  RTw? RTwv v

sodass

Wir lesen ab
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h h : h > v
V) V, Ve Vs

Fiir gegebenes T und P gibt es im Allgemeinen 3 Losungen. Bei T = T fallen diese

zusammen und
(v—vc)®=0

v? — 3vcv? + 3vgv — v =0

Wir vergleichen dies mit

a )
P —) —b) = RT, v
() omn -t
RT¢ a ab
3 b o 2 P
v ( + 7 v Pcv 2 0
RTc-
3 = b4+ —=
= JU¢ P
a
31}%1 = P_C
ab
vy o= —
c P
8a
.RTy = —
bzw. RT¢c T
a
Pr = —
¢ 27h2
Ve = 3b

Damit konnen die van der Waalschen Konstanten a und b dem Experiment angeglichen werden,
indem man zwei der Grofen T, Po und Vi misst. Es kann eine fiir alle Substanzen giiltige
universelle Gleichung angegeben werden (Gesetz der korrespondierenden Zustinde).
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Sei
p=L1
Po
T =1
Tc
v =-Z

_ 1 _
PP0+_—23 @’Uc— b = TRTC
V% Vg
~— 3ve
3Pc
Weiters ist . .
Rlp=—-=—P b = =P
¢ =97y ~ g Lo 2T b= 3leve

somit

2.6.3 Maxwellsche Konstruktion

Experimentell wissen wir - sieche Beginn dieses Abschnitts - dass die Dellen im P, v- Diagramm
des Van der Waalschen Gases nicht durchlaufen werden!

>

>
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Als Erklarung erinnern wir uns, dass aus allgemeinen Prinzipien Konvexitdt der molaren

2f\ — _ (8_P
ov? - ov

P, v-Diagramm entlang einer Isotherme mit van der Waalschen Dellen nicht durchgehend erfiillt!

freien Energie f(7,v) in v vorliegt, was ( )T > 0 impliziert. Dies ware aber im

Suchen jenen thermodynamisch korrekt definierten Druck P (bzw. jene Horizontale im P, v-
Diagramm einer Isotherme mit Temperatur 7), wo das molare Gibbs Potential in beiden Pha-
sen iibereinstimmt, siehe (2.45). In unserem Fall liegt ein einkomponentiges System vor und
das molare Gibbspotential stimmt mit dem chemischen Potential iiberein. Wir fordern daher

A= (T, P) = ju (T, P) = 0 (2.46)
Hier ist g1 und po das chemische Potential von Phase 1 bzw. von Phase 2 bei Temperatur 7’

und Druck P.

Wir haben frither - siche (2.43) - die Gibbs-Duhem Gleichung fiir ein einkomponentiges Sy-
stem
0=sdl'—vdP +du

kennengelernt. Wir fiihren eine Integration entlang der Isotherme zwischen (v;, P) und (v, P)
durch, siche die folgende Abbildung:

Veranschaulichung der Maxwellschen Konstruktion

>

v v i

Das fihrt sofort zu

/ vdP = M= pvs, P) — p(vn, P) = pio(T, P) — (T, P) £ 0

Gleichbedeutend - mittels d(v P) = dv P+ v dP - folgt, dass die Wahl von P dadurch festgelegt
ist, dass die schraffierten Flachenstiicke gleich grof sind:
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S el e

2.6.4 Gibbsche Phasenregel

Wieviele Phasen ¢ konnen maximal miteinander im Gleichgewicht sein, wenn die Substanz aus
k Komponenten besteht?

Es gibt zu jeder Phase ein Gibbs Potential G(*),a = 1...¢ und somit ¢ Gibbs-Duhem Glei-
chungen. Im gesuchten Phasen-Gleichgewichtspunkt sind 7, P und pu;,7 = 1...k vorgegeben,
also 1 + 1+ k = k + 2 Relationen. Demzufolge diirfen nicht mehr als k 4+ 2 Duhemgleichungen
vorliegen

d<k+2
Beispiel 2.22 (Anzahl der Phasen fiir Wasser)

Fiir Wasser ist &k = 1, ¢pae = 3

Tripelpunkt: Eis, Wasser, Wasserdampf.

2.6.5 Osmose

Zwei Behélter sind durch eine semipermeable Membran getrennt, welche nur fiir Substanz 1
durchléssig ist. Wir bezeichnen als Losungsmittel die reine Substanz 1, als Losung die Mischung
aus Substanz 1 und Substanz 2. Im linken Behélter befindet sich ausschlieflich Losungsmittel
(Substanz 1), im rechten Behélter befindet sich Losung (Mischung aus Substanz 1 und wenig

Substanz 2), wobei angenommen ist, dass ng) << n§2).

Wir interessieren uns fiir die Differenz

/'Ll(Tv P(z)a 7’L§2), n§2)) - /’Ll(Tv P(z))
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Dabei ist ju; (T, P nl ,ngQ)) das chemische Potential von Substanz 1 in der Losung, pu1 (T, P®)
das chemische Potential von der reinen Substanz 1 bei Temperatur Tund Druck P®. Wir
kénnen diese Differenz durch Ableitung einer geeigneten Entropiedifferenz nach n; erhalten,
némlich

on §2

a 2
u@PHnQ@U—m@f@waf—j(ﬂTﬂ %%@%—2}%1#%%%)

und erkennen, dass

8AS ischun,
(T, PO 0 @) - iy (T, P =~ E22Mischung
ony
wo von friither
n® o n®
ASMzschung = R(nl 10g B) + Ny log ))
1 2

@ , @ 2) )

+ ny ', wir betrachten Naherungen fiir ny”’ << ny

(2) (2) (2) (2)
o g2 (1)

nf) B 7}12{ n? nf)

Hier ist n®® = ny

1
(2) (2) (2) (2) (2)
9 ny’ +n 9 n n 9 n
P log M 1—(—)1—
g U’ ny Ny
sodass
()
AS’Mischung Rn2 IOg%
US)
und
aA‘S'Mischung n§2)
PO e
1 1
Somit

1 (T, PP 0 0y — (T, P®) = —TR2- 2.47
1 2

Mit P® = PM 4+ AP fithren wir eine Taylorreihenentwicklung durch

oPM

391(7 1 (1))
(1) I

~~
v1

1)
(T, PPy — /Ll(T’p(l))+<M) AP
T

Die Gleichgewichtsbedingung (entlang der semipermeablen Membran) fiir Substanz 1 lautet

(T, PY) = (T, PO 0 n?)

-~

o n(?)
1 (T,P(®)—TR2_ (2)
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und mit der Taylorreihenentwicklung folgt

n®
0=uv,AP — TR—%-
e

1

oder

(2) RT

T

=Ny —
@ 2 VO

Da V® = vlngz) + Uzng) ~ vln?) das Volumen der Losung ist, ergibt sich die

n$ RT

AP = %P

osmotischer Druck, van’t Hoff Gleichung (2.48)

Der osmotische Druck AP erfiillt eine ideale Gasgleichung mit der Molzahl der gelésten Sub-
stanz 2.

Erlauterung

Bei gegebenem gleichen Druck von Losung und Loésungsmittel ist das chemische Potential von
Substanz 1 in der Losung kleiner als das chemische Potential des Losungsmittels. Losungsmittel
flief’t daher durch die semipermeable Membran hindurch in die Lésung und fiihrt zur Verdiin-
nung der Losung und zum Ansteigen des Losung. Durch den Gewichtsdruck wird der Druck in
der Losung erhoht und Gleichgewicht zwischen osmotischem Druck und Gewichtsdruck erreicht

AP = PLésung gh

Hier ist prssung die Dichte der Losung, h die Hohe, um die die Losung angehoben wird und g
die Erdbeschleunigung. Der osmotische Fluss kommt bei P = PM 4 AP = P1) 4, ‘fg) zum
Erliegen.

2.6.6 Erniedrigung des Dampfdrucks einer Losung

Wir zeigen, dass der Dampfdruck einer Losung geringer ist als der Dampfdruck des Losungs-
mittels. Treffen zunéchst die Voraussetzung, dass die Substanz 2 schwer fliichtig ist, und der
Dampf auschlieflich aus Losungsmittel besteht.

Die Erniedrigung des Dampfdrucks einer Losung folgt aus der durch Osmose bedingten un-
terschiedlichen Hohe von Losung und Losungsmittel = die Luftséulen iiber Losung und Lo-
sungsmittel sind unterschiedlich hoch und ein Druckunterschied A Ppamps liegt vor:
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Dampf des Losungsmittels

APDampf:PB_PC:PB_PA:pDampfgh

wobei ¢ die Erdbeschleunigung bezeichnet. Wir driicken gh mithilfe des osmotischen Druckes
aus

Aposmose = PLésung gh

und erhalten

pDampf 7152) RT

PLsg ngQ) 1)52)

A-PDampf =

Im Folgenden ist A die Avogadro Zahl und m die Molekiilmasse sowohl des Losungsmittels als
auch des Dampfes. Wir formen um

nDampfA m NDampf PDarnpf

pDampf ~ VDampf _ VDampf RT o PDamprI
pLsg ngz)?)m ng(Q)) % RT
2 2
Vi Vi
Somit ergibt sich
(2)
ng

A-PDarnpf = PDampf Y

2.6.7 Erhohung des Siedepunktes einer Losung

Bei gegebenem Druck ist der Siedepunkt einer Losung hoher als der des Losungsmittels. Zeich-
nen zundchst die Dampfdruckkurven von Losungsmittel und Losung und verifizieren sofort
grafisch die Behauptung.
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Erhéhung des Siedepunktes einer Losung

P
A

Losungsmittel
Lésung

AR

Dampf

rechnerisch gilt ndherungsweise

Clausius Clapeyron
—~ AQy

APDampf _ dPreine Substanz b
AT dr T Avq
TAv, P ng) TAv;
AQr — L@ AQ,
hier ist A@); die molare Verdampfungswéirme des Losungsmittels und Awv; die molare Volu-
mensanderung des Losungsmittels. Naherungsweise gilt

AT = APpampt

RT
A’Ul ~ UDampf = P ;
Damp
Somit
AT o ny)  RT
T " ® AQ Poswt
ATl RT
T pPAQ

2.7 Der dritte Hauptsatz der Thermodynamik

Der dritte Hauptsatz der Thermodynamik stellt makroskopische Auswirkungen von Quanten-
effekten dar und gilt nicht fiir ein klassisches ideales oder van der Waals Gas. Vorgreifend zu
den Kapiteln Quantenstatistik sowie ideale Fermi- und Bosegase formulieren wir:

Definition 2.36 (Dritter Hauptsatz der Thermodynamik (Nernstsches Theorem))

Die spezifische Entropie (Entropie pro Masseneinheit, oder molare Entropie) jeder ho-
mogenen Substanz wird bei 7" — 0 unabhéngig von Druck und Volumen. Diese Konstante
kann universell fiir alle Substanzen 0 gewéhlt werden.

lim s(T,V) = :lrlr% s(T,P)=0
—

T—0
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71
Folgerungen aus dem dritten Hauptsatz

lim ¢, (7)) = lim cp(T) = lim a(T) =0
T—0

T—0 T—0

Beweis fir c,:
Wir wissen

or

Fiir einen reversiblen Weg, der einen Zustand des Systems am absoluten Nullpunkt mit dem
Zustand A, dessen Entropie berechnet werden soll, bei konstantem Volumen verbindet, gilt

P
TdS—CvdT-i-T(a ) dv

Nachdem s(A) — 0 fiir 7" — 0 gelten soll, muss ¢,(0) 2% 0 vorliegen

Beweis fiir ¢, analog wie fiir ¢,, wobei nun die Beziehung T'ds = cpdT — oT'vdP und In-
tegration entlang eines Weges mit konstantem Druck gewahlt wird

(2.49)
Beweis fiir «a:

Wir wissen von friher

1 /0V 1 [/ 0v
a:V(é‘_)p 5<3_T)p
und )
ds v
(57), -~ (%),
bzw.

Damit gilt mithilfe von ( 2.49)

B
[0, 5[ (),

(T, P)\ (oI =0,P .0
or Jp or p 10
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Bemerkung 2.29 ( Absoluter Nullpunkt ist durch adiabatische Expansion unerreichbar!)

Betrachten adiabatische Zustandsdnderungen:
0="Tds = cpdl — avTdP
dr = £2rdp

cp

Zeigen nun, dass
av ,
— —— endlich
CP T—0

sodass unbeschrankt grofe Druckédnderungen bei T — 0 nétig waren, um d7T" # 0 zu bewir-
ken.

Entwickeln fir kleines T

cp =T (a(P) + b(P)T + c¢(P)T? + ...)

. T—0 .
wobei wegen cp —— 0 fiir > 0 gelten muss!

Ocp da  db de,
=T(—+—=T+ —=T°+ ...
( )T Gptapt tapt T

P
T aCP dT
va(T, P) = —/ (—) —
(T, P) o \OP ), T
T da db
= — AT | —=T" '+ —T% + ...
/0 [dP tap T }

dal db,. 1
_ pe(fel B L
(dPx+dP Tl )

. va T‘”g—]‘iéqt... _ da 1 )
I ) (W(a W) T dpap  ndlich




2.8. NACHTRAG: REVERSIBLE /IRREVERSIBLE ZUSTANDSANDERUNGEN UND MAXIMALE A

2.8 NACHTRAG: Reversible / irreversible Zu-
standsanderungen und maximale Arbeit

Wir betrachten ein thermodynamisches System, das eine infinitesimale Anderung seines Gleich-
gewichtszustands A zu einem Gleichgewichtszustand B durchmacht und dabei eine infinitesi-
male Warmemenge d(@ abgibt und eine infinitesimale Arbeit dW leistet. Weiters gibt es zwei
zusitzliche Systeme, eine ,reversible Warmequelle W@, die ausschliefslich Warme (abgeben
oder) aufnehmen kann, und eine ,reversible Arbeitsquelle AQ“, die ausschlieflich Arbeit (abge-
ben oder) aufnehmen kann.

A—B

reversible
Arbeitsquelle

reversible
Warmequelle

Reversible Warmequellen sind Systeme mit Wérme isolierenden festen Wéanden, reversible
Arbeitsquellen sind konservative, reibungsfreie Systeme der klassischen Mechanik mit Wérme
isolierenden festen Wéanden.

Das thermodynamische System habe die Temperatur 7', die reversible Warmequelle die Tem-
peratur Ty g, es sei Ty < T

Die infinitesimalen Anderungen der inneren Energien der drei Systeme lauten

dU = —dQ — dW, dUwq = dQwo, dUsg = dWaq + dW
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und es gilt, dass die totale innere Energie U,,; erhalten ist
0 = dUtot = dU + dUWQ ‘l‘ dUAQ
0=—dQ —dW + dQwqg + dWag + dW = —dQ + dQwq + dW g

Infinitesimale Anderungen der Entropien der drei Systeme lauten

_ 44 _ dQwo -
und fiir die Gesamtentropie gilt
d d
dSis = dS + dSwo + dSaq — — 2 4 Wwa -

T ' Twe

Wir interessieren uns nun insbesondere fiir die durch Umwandlung der Warme d() herriihrende
Arbeit dWAQ
dQ)

dWAQ - dQ - dQWQ = dQ - (? + dStot) TWQ

T
Wag = dQ (1 — —22) — S Tivg (2.50)
Wir erkennen, dass fiir fixe dQ, T, Ty bei dSi,y = 0 die Arbeit dW o maximal grofs wird, d.h.

eine reversible Zustandsdnderung fithrt zum gréftmoglichen Arbeitsgewinn.

Bemerkung 2.30 (Wirkungsgrad des Carnot Prozesses)

Das Verhéltnis von grofstmoglichem infinitesimalen Arbeitsgewinn zu abgegebener infi-
nitesimaler Warme wird durch den Carnot Wirkungsgrad n = (1 — TWTQ) beschrieben:

%:(1_M)
dQ T

Umgekehrt konnen wir leicht jenen irreversiblen Prozess herausfinden, der bei fixen dQ, T', Ty ¢
mit maximalem Wert fiir dS;,; moglich ist. Dies ergibt sich aus

d d d d d T
OSdStot:_—Q+ QWQS__Q+ Q: Q(l— WQ)

T Twe T Twqg Twe T

sodass maximal 40 -
S = 129
Stot TWQ ( T )
In diesem Fall verschwindet die Arbeit dWW4q geméf (2.50)
TWQ d@ TWQ
dWag =dQ (1 — — 1- Two =0
aq = dQ ( ) TWQ( 7 ) Twa

Bei allgemeinen endlichen Zustandstransformationen mit AU, AQ, AW, .... sind entsprechende
integrierte Versionen der obigen Formeln zu verwenden.

In den Ubungen UT4 konnen mehrere Beispiele in obigem Sinne interpretiert werden, z.B.
in Bsp. 10) stellt A das System mit 75, B das System mit 7" = /1175 dar.



Kapitel 3

Kinetische Gastheorie

3.1 DBoltzmanngleichung

Die klassische kinetische Gastheorie behandelt ein verdiinntes Gas von N Molekiilen im Vo-
lumen V', wo T so hoch und die Gasdichte p so niedrig sind, dass Gasmolekiile lokalisierte
Wellenpakete sind. Deren Ausdehnung soll klein sein im Vergleich mit dem mittleren Molekiil-
abstand:

h AN
<< | =
\V2mkT (N )
wobei der linke Term die thermische De-Broglie Wellenldnge A\ darstellt, und der rechte den
mittleren Molekiilabstand.

Bemerkung 3.1 (thermische De-Broglie Wellenlénge X)

Wir werden spéter sehen, dass die wahrscheinlichste Geschwindigkeit v eines Molekiils

v = 1/ 2L ist, sodass
m

bt
I
)
3
™
~

Unter diesen Bedingungen kann jedes Molekiil als klassisches unterscheidbares Teilchen mit

wohldefiniertem Ort und Impuls betrachtet werden. Molekiile treten durch Stofe, definiert
durch den differentiellen Wirkungsquerschnitt g—g in Wechselwirkung. j—g muss quantenmecha-

nisch berechnet werden, da sich die Wellenpakete der stofsenden Molekiile im Gebiet des Zusam-
menstofies notwendigerweise iiberlappen, sodass fiir dieses Situation das System nicht klassisch
betrachtet werden kann. Wir nehmen an, dass 92 als Teil der Spezifikation des betrachteten

aQ
Gases gegeben ist.

Definition 3.1 (Phasenraum (&, ¥))

Der 6-dimensionale Phasenraum wird mit (7, v) bezeichnet. Jeder seiner Punkte ent-
spricht einem moglichen Zustand eines Molekiils. Zu allen Zeiten ¢ wird der Zustand des
gesamten Systems von N Teilchen durch N Punkte im 6-dimensionalen Phasenraum (&, ¥)
reprasentiert.

75
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Bemerkung 3.2 (Geschwindigkeit vs. Impuls)

In der kinetischen Gastheorie betrachtet man iiblicherweise die Variable Geschwindigkeit
v anstelle der Variablen Impuls p = muv.

Bemerkung 3.3 (d®zd3v)

d3xd3v wird als so groff angesehen, dass es eine sehr groffe Zahl von Molekiilen enthilt,
aber mit makroskopischen Dimensionen verglichen, punktférmig ist.

Beispielsweise betrachten wir d3x ~ 1071 ¢cm®. Da typischerweise 10 Molekiile/cy3  oibt
es in d3z die grofe Zahl von 10° Molekiile.

Definition 3.2 (Verteilungsfunktion f(&,v,t))

f(Z, 0, t)d3xd®v bezeichnet die Zahl der Molekiile in d3x bei & und mit Geschwindigkeit
in d*v bei ¥. Wir nennen f(Z, v,t) Verteilungsfunktion, und sehen sie als stetige Funktion
ihrer Argumente an. Die Normierungsbedingung lautet

/d%/ dvf(Z,v,t) = N
\%4 —00

A1) = / & f(F,.1)

als mittlere Teilchenzahldichte. Sind die Molekiile rdumlich gleichférmig verteilt, sodass f
unabhéngig von ¥ ist, so wird

Wir bezeichnen

N
dof(Z,79,t) = =
[ #or@an =3

Das Ziel ist es, eine Gleichung fiir f(Z,9,t) herauszufinden, diese fiir f(Z, v, t) zu 16sen und
damit Erwartungswerte von Funktionen A(Z, ¢) mittels Integration iiber # und ¢’ zu berechnen!
Der Grenzwert von f(Z,,t) fiir t — oo wird dann auch die Gleichgewichtseigenschaften des
Systems beschreiben. Das Ziel der kinetischen Gastheorie schliefst also die Ableitung der Ther-
modynamik eines verdiinnten Gases ein!
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Definition 3.3 (Erwartungswerte in der kinetischen Gastheorie)

Fiir eine Funktion A(Z, ) definieren wir den Erwartungswert beziiglich f(Z,¥,t) mittels
Integration iiber £ und ¢

_fvd3xf°° d*v A(Z,7) f(Z, . .
S e N ) N/d / Il

Fallweise werden wir Mittelwerte beziiglich f(Z, ¥, t) lediglich mittels Integration iiber die
Geschwindigkeit ¢ definieren, d.h.

[ v A(Z,7)
[ v f(Z,

f(Z,0,1) 1 / =
<A>z= =— d’v A(Z,7) f(Z,0,¢

)t vt ) ﬁ(a;,t) o v (:L' U) f(SI} v )
Die explizite t oder z;t Abhéngigkeit der Erwartungswerte werden wir der Einfachheit halber
nicht anfiihren, dies sollte aus dem Kontext heraus klar sein.

Sei anfénglich angenommen, es gédbe keine molekularen Zusammenstofe, d.h. sei zunéchst
g—g = 0. Alle Molekiile, die bei t in d3zd®v bei (Z, ¥) sind, werden sich bei ¢ + dt in d®2'd*v’ bei
(Z = & + vdt, v = U+ Ldt) befinden. Eine auf alle Molekiile wirkende &ufere Kraft F geht
hier ein, m bezeichnet die Masse eines Molekiils. Die neuen Variablen (27, 7") sind mit den alten
durch die klassische Zeitentwicklung

verbunden. Teilchenzahlerhaltung impliziert

—

F
f(Z+Tdt, T+ —dt, t + dt)d*s’ d*v' = f(F,0,t)d°x d*v
m

Es gilt d®z d*v = d*2' d®v’

Beweis :
d3 /d3,U/ — 8(5/72} )d d3
(%, V)
2 1 1dt
T - — 14 0(d)
oY idt 1

Bemerkung 3.4 (Satz von Liouville)

Der obige Satz ist aus der klassischer Mechanik als Satz von Liouville bekannt: das
Phasenraumvolumen ist unter kanonischen Transformationen invariant; die Zeitentwicklung
ist eine kanonische Transformation.

Somit erhalten wir

—

F
f(Z 4+ vdt, v+ —dt, t + dt) — f(Z,7,t) =0
m
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Entwickeln zur ersten Ordnung in dt liefert

0 = Fo L
<§+Wm+avv> f(ZE,U,t) =0

Nun nehmen wir auch molekulare Zusammenstofe an und fiigen einen Zusatzterm (%), den es
im Folgenden explizit zu bestimmen gilt, auf der rechten Seite hinzu

0 = Fo\,... [(Of
<a + Wz + Evv> f('ra U7t) - (E)COH

Die nun Herleitung fiir (%)cou erfolgt unter folgenden Néherungen:
e nur Zweierstofse werden beriicksichtigt
e Einfliisse der Gefédfiwiande werden vernachlassigt
e Einfliisse der auferen Kraft auf g—g werden vernachlassigt

e molekulares Chaos wird vorausgesetzt:

Definition 3.4 (molekulares Chaos)

Die Zahl der Molekiilpaare in d®z um # mit Geschwindigkeiten in d3v; um %, und in
d?vs um ¥y ist durch
f(.f, 771, t)dgx d3vl f((f, 172, t)d35(] d37}2

gegeben. Es liegt keine Korrelation von ¢ und o5 vor, was den Namen molekulares Chaos er-
klart. Molekulares Chaos wird wegen seiner mathematischen Niitzlichkeit zur Beschreibung
des Gases eingefiihrt, spater werden wir seine weiterreichende Bedeutung analysieren.

A

inf. Phasenraumelement

c 1 —1, <1 F
Phasenraumelement bei (X+vdt, v+ 5, t+dt)
bei (X, ¥, t)

e Wihrend des kurzen Zeitintervalls dt werden einige Molekiile aus A durch Stofe ver-
schwinden (A wird so klein angenommen, dass jeder Zusammenstof beide Stofspartner
herausschleudert) und werden daher B nicht erreichen.



3.1. BOLTZMANNGLEICHUNG 79

e Andererseits gibt es aufserhalb von A Molekiile, die wihrend des Zeitintervalls dt durch
Stofke in A hineinkommen, diese werden zu t + dt in B sein.

e Bei einem Zusammenstol zweier Molekiile verandern sich in dem kurzen Zeitintervall dt
vor allem deren Geschwindigkeiten, aber (nahezu) nicht deren Orte.

e Haben angenommen, dass jeder Stofspartner weder vor noch nach dem Stof in A oder B
ist.

Fiir t + dt ist die Zahl der Molekiile in B gleich der Zahl der Molekiile in A modifiziert um die

,Nettozahl“ durch Stofke
0 _
() o
at coll

Definition 3.5 (Zusammenstofse)

e Rdtd3x d*v bezeichnet die Zahl der Stoke zwischen ¢ und t + dt, bei denen sich eines
der Molekiile vor dem StoR in d*x d®v bei (Z,¥) befindet.

o Rdtd*r d®v bezeichnet die Zahl der Stéke zwischen ¢ und ¢ + dt, bei denen sich eines
der Molekiile nach dem Stof in d®x d3v bei (¥, ) befindet, dabei war das Teilchen vor
dem Stofs bereits am Ort Z.

Bemerkung 3.5 (Differentieller Wirkungsquerschnitt)

Betrachten Stofe (v, vh) — (¢, U%) und bezeichnen mit 2 den Winkel zwischen v — 0
und v — 7.

e Fluss = Teilchenzahldichte x Geschwindigkeit

° g—g d) = Anzahl der pro Zeit in dQ2 um (2 gestreuten Teilchen / Anzahl der pro Zeit
pro Flédche einfallenden Teilchen

Die Zahl der Stoke (v, 72) — (¥, 7%) in Richtung € innerhalb des Raumwinkelelements
dQ zwischen Zeit t und ¢t +dt =  Fluss (des - in Bezug auf das mit ¢ bewegte Teilchen
- einfallenden Teilchenstroms mit Geschwindigkeit in d®vy um ¥, ) x (Zahl der Stéfe von
Molekiilen, die zwischen Zeit ¢ und t + dt in Richtung ) innerhalb df2 abgelenkt werden / Zahl
der pro Sekunde pro Fléche einfallenden Molekiile), was in Formeln lautet:

Fluss

= = o o do
f(xyv27t>dgv2|vl _UQ| d_ﬂ dQ) dt
—_—

Teilchenzahldichte ~

differentieller Wirkungsquerschnitt

Rd3x d®vy = Zahl der Molekiile in d®z d3vy um (%, 7,) X Zahl der Stoke (0, Ty) — (¢, 05) in
alle Richtungen pro Zeit

—_

d
= f(f7 ﬁl,t)dsf d3U1 . /d3v2/ de—g(ﬁhﬁﬂ’l—)’i,Y}é) |171 - 172| f(f, 172,t)
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also

R = f(Z, v, /d3vg/deQ (01, Uo| V), Uy) |01 — Vo] f(F, Ta, t)

R d3x d®vy = Zahl der Stéfe pro Zeit, bei denen sich eines der Molekiile, das vorher bereits
in Z war, nach dem Stof in d®z d®v; um (7, 7)) befindet. Interessieren uns also fiir StoRe
(v, 7)) — (U1, U2) wo & und ¢ vorgegeben. Betrachten Molekiil mit ¢, und einen einfallenden
Fluss von Molekiilen mit Geschwindigkeit in d3v}, um o,

F(@, 0y, t)d vy |0 — 05
Die Zahl der Molekiile in d®z d®v} um (Z,v'y) ist f(Z, 7}, t)d*zd?v sodass
_ d
Rd*zd*v, = / ] / dQf (2,01, ) dPwd?oy f (T, 05, 1) [0} — T d—gm,m,@

Beachte, dass auf der rechten Seite Integration iiber v3, {2 vorliegt, aber keine Integration iiber
Z,v]. Fiir eine Teilchensorte der Masse m gilt

0+ = Uy + v_é' Impulserhaltung
0+t = 0?40y Energieerhaltung
und (siche UT4)
|01 — 03| = |U1 — 05

d (1 ds?)g = d3 d3

Alle molekularen Wechselwirkungen sind elektromagnetlscher Natur und weisen demnach die
grundlegenden Invarianzeigenschaften der elektromagnetischen Wechselwirkungen auf - insbe-
sondere Zeitumkehrinvarianz - sodass

do do
dQ(vl’U2|U1’U2) dQ<

U1, 122|1)1, UQ)
Damit wird
= 3 dO- — — | = — — — — =
R = d U2 dﬂﬁ(vl,vﬂvl,%)\vl—1)2|f(x,v1,t) f(I,UQ,t)
Hier ist o7 fest und v7’, 03’ sind Funktionen von v7, v3, €. Beachte, dass iiber 03, (2 integriert wird.

Insgesamt - in kompakter Notation -

of . . 5 B
(a(‘rjvht))coll - A =
d
= /dg?&/de—g 01 —vs| (fifs — f1f2)
wo wir die Abkiirzungen

fi = f(Z01,1)

f2 = f(fuv_é7t)

1= f@ )

é - f(fav_élvt)
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verwendeten. Wir erhalten die Boltzmanngleichung

0 - F_ do . .
(E + 01V, + EVm) fi= /d?’vg / de_Q |oi — 03| (f1fy— f1f2) Boltzmanngleichung

3.2 Gleichgewichtszustand eines verdinnten Ga-
ses

3.2.1 Boltzmannsches H-Theorem

Treffen zunéichst die vereinfachende Annahme, dass keine duferen Kriifte (F' = 0) vorliegen
und dass die Verteilungsfunktion ortsunabhéngig ist, d.h. f = f(7,1).

auf(a) = (2H5)
coll

Definieren die Boltzmannsche H-Funktion

Definition 3.6 (Boltzmannsche H-Funktion)

H(t) = [ dof(@.1)log £(7.)
wo f(v,t) die zeitabhéngige Losung der Boltzmanngleichung

s = (L5

ist.

Satz 3.1 (Boltzmannsches H-Theorem)

Beweis :

dlzft) _ /dgvaf(ai,t) [1+10gf(v,t)] (3.1)
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*f U, t /d3U2/dQ |o] — |<f1f2 f1f2>

Z/d?’vl/d%z/dﬁsa |01 — 03| (fifa — fif2) (14 log f1)

Mit
gilt

Fiihren Variablenénderung vi <+ v3 durch, da dlesbezughch invariant —

=1/2 [ d*vy | d’vy dQ |U1 03| (f1.fo — f1.f2)(2 + log f1 + log fo)
log(f1.f2)
oglJ1J2

weitere Variablendnderung (v v

do , do
vy vy = &0 P, m(vluvﬂﬁiﬂ_’é) dQ(vl,v2]vl,vg)
und
|07 — 03] = |01’ — v
Damit
H
af - 1/4/d3v1/d3v2/d(2 v} — U3
dt
[2(f{Mf2)
+ 2<foé>
i (f{fé—f1f2> los(/1f2)
; (f1f2 - fifé) 1og<f{f§>]
sodass

1/4/d3v1/d3v2/d9 dQ |<f1 fa— N f2) [10g(f1 f2) —log(f1 f2)| (3.2)

/

M (In)
wobei (I) und (II) entgegengesetztes Vorzeichen haben, und somit

dH
<0
dt ]

Bemerkung 3.6 (Irreversibilitdt und Zeitumkehrinvarianz)

Die H-Funktion nimmt im Laufe der Zeit immer ab, es liegt also Irreversibilitdt vor.
Dass aus der Boltzmanngleichung, die aus der Newtonschen Mechanik abgeleitet wurde -
die zeitumkehrinvariant ist - Irreversibilitédt folgt, hat zu Boltzmanns Zeiten Widerspruch
hervorgerufen.

Wir werden etwas spéter auf die Annahme von ,molekularem Chaos“ und das Auftreten
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von Irreversibilitat noch ausfiihrlicher zu sprechen kommen.

Bemerkung 3.7 (Boltzmannsche H-Funktion fiir f(&, v,t) )

Im allgemeinen Fall definiert man die H-Funktion geméf
H(z.1) = [ dof(7,5,0)log f(7.5.1)

und erhélt (mit einigen speziellen Voraussetzungen) analog zu oben

d
— | Pz H(Z,t) <0
dt Jy

3.2.2 Maxwell - Boltzmann Geschwindigkeitsverteilung

Wollen zunéchst die zeitunabhéngige Losung der Boltzmanngleichung studieren (wir erwarten,
dass diese zugleich Grenzwert der Verteilungsfunktion ist, wenn ¢ — 00). Suchen also fy(7) wo

0= [a0 @01 (fowz')fo(va’) - fo<vz>fo<va>)

Hinreichend:
Fo@i") fo(03)) — folw1) fo(3) = 0

Konnen zeigen, dass dies auch notwendig ist: Mit % =0 folgtaus (3.1) = % = 0. Da

der Integrand in (3.2) ein fixes Vorzeichen hat, muss, falls %X = 0 gilt, notwendigerweise
15 f1 — fa fi = 0 sein! Somit haben wir also die Schlusskette

af dH

E:()i%:()éf{ fo—fif2=0

Wir bestimmen nun die stationdre Losung der Boltzmanngleichung:

fo(vi) fo(vz) = fo(U_i/)fo( _é’) /log
log fo(v1) +1log fo(vz) = log fo(v1') + log fo(v3')

Dies ist ein Erhaltungssatz, und daraus folgt, dass log fy eine Linearkombination aus den beim
Zweierstos bekannten 5 Erhaltungsgrofen

g, Konstante
~— ~ —_—
3+ 1+ 1 = 5
Also setzen wir
log fo(?) = —A(T—0)* +1logC

fo(@) = C ey

C, A, v ... 5 Konstanten festgelegt durch beobachtbare Grofen des Systems:
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1) n =< = [d® fo(0) ... mittlere Teilchenzahldichte (nicht zu verwechseln mit der Molzahl

— — .dSU’I_)‘ v
2) i = (1) = S50

... mittlere Geschwindigkeit eines Gasmolekiils (=des Gases)

_ . )2> _ fd3v%m(z77170)2f0(ﬁ)

J d3vfo(v)

n = [d fo(0) =

.. mittlere kinetische Energie eines Gasmolekiils

Zeigen nun, dass die eingefiihrte Konstante v, tatséchlich die mittlere Geschwindigkeit eines

Gasmolekiils ist

zf Broie—AT—%)?
& [ Bve AT
[ &3 (@ + )e A"

Weiters haben wir

und somit

f d3U’6_A17/2

—

Vo

[ dBvim(v — 1y)*C e~ A1)’

fd3vf0(17)
A(2)%?
1 m A -2 2 3 m
- C d3 ! 7° —AT ="
27 v A

A2
ar [ dvv’e Av

3/8r1/24—5/2

~3m
=2

4 A

Da € nicht direkt messbar ist, wollen wir die Beziehung zum Druck des Gases herstellen (nehmen

zur Vereinfachung nun 7, = 0).

Druck =

Kraft — Impulsiibertrag

Fliche

Zeit Flache
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v 1 R Einheitsflache

A
y

In 1 Sekunde: Molekiil kann auf Einheitsfliche treffen, wenn v, positiv und Molekiil inner-
halb des obigen Zylinders ist.

Impulsiibertrag: 2muv,

Zahl der Molekiile = Volumen x Teilchenzahldichte
N s NG J/

varl 1 fo(@) %)

P = / d*v 2mu,v, - 1+ 1f,(7)
vz >0
= 2mC’/ dvy vie’AU; . / dv, e~ A% / dv, e~ AV
0 —00 —00
= mC’/d3v vf:e_““72
1 3, 2 —AG?
= mC’g d’v v%e

= gC’/d?’v @1726_1462
3

2 7
2
P = -ne
5 Té
Vergleiche: Gasgleichung aus Experiment
PV =nRT

(zur Klarstellung: n ist die Molzahl, 7 die mittlere Teilchenzahldichte)

po N R g

V N

Durch Vergleich mit oben

Somit haben wir erhalten
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Lo 3m_3m2 _ m
4 e M23KT 2T

m o2
= 0= n<27rkT>

Die Maxwell - Boltzmann Geschwindigkeitsverteilung
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Definition 3.7 (wahrscheinlichste Geschwindigkeit)

wo vZe~

2kT

Vergleiche

n= /d3v fo(0)=C- 47r/ dv vie™ T
0

% (1)26_7,21’@% ) =0

21}—21}3ﬂ =0

v(l—vQ%ﬂT):Oﬁv:

172 2 _ fdgv 172f0(17)
@ = T 0ho@)

{2\ [3kT
B m6 B m

2
ar

3.2.3 Maxwell - Boltzmann Verteilung bei aulierem Kraft-

feld

Sei fiir vy = 0 ein dufleres konservatives Kraftfeld vorliegend

F=—-VV()

87

Fiir ein Gas mit vy = 0 definieren wir als wahrscheinlichste Geschwindigkeit jenes v = |4,
m ’U2 . . . . .
27 ein Maximum hat. Dort ist der maximale Beitrag zu
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Behauptung:
Abgesehen von einer Normierungskonstante B ist fy(Z, U) gegeben durch

) iz — ”“72+V(f)>-1
fo(Z,0) = Bfo(U)e_Vk(T) = Bﬁ(QJZT) e \ o

Wollen zeigen:

0 I F_ oL do .
<§ +0V, + Evv) fo(Z,7) = /dQ d%zm |07 — 03 (f(/n féz - f01f02>

Linke Seite:

-vV
- /
- Y% F m,.— Lo
|i0+?]1 — T + E - 5 (%1 :|f0(x,?])—0\/

Rechte Seite:

e [an [ #nfEin -6l (A6 - HEAE)) =0

(. J
-~~~

=0

Normierungsbedingung (beachte dass V(Z) das Potential und V' das Volumen bezeichnet:

N = /fo(f,ﬁ')d?’a: d*v

= BV dze i
B - \%4
fv Br e
N 3/2 L2 1
o _,‘-//5 m —\ smo*+V(Z) | -1/kT 1
&) =V | o7 [ Bre V@

und da

gilt

6—(%m172+V(f))~1/kT

f d3Id3U€—(%mW+V(f))1/kT

Bemerkung 3.8 (Hamiltonfunktion)

mu? N . 4
T+V($) —%—FV(CL’)—H(SL’,@

wo p = mu
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Definieren fo(Z,p) = m=2 f,(T, )

Dann gilt

f(&,0)dPr d®v = f(Z,p)d*x d°p

Die Maxwell-Boltzmann Verteilung

3.2.4 Thermodynamik eines verdiinnten Gases

Die innere Energie eines Gases ist die Summe der mittleren kinetischen Energien aller Gasmo-
lekiile:

Hatten schon Gasgleichung

PV =nRT
somit
~ou(T) .
G = —pp = /2 R
—
¢ = 8(U(T)8;- P'U) _ (3/2 +1)R=5/2R

Geméf der Definition des Drucks ist bei Volumensdnderung dV die vom Gas geleistete Arbeit

dW = PdV

Aus dem Energieerhaltungssatz folgt nun die Definition der (dem System zugefiihrten) Wérme:
Wirme :=mittlere kinetische Energie aller Molekiile + geleistete mechanische Arbeit

infinitesimal:

dQ = dU + PdV |Der erste Hauptsatz

Betrachten nun die H- Funktion

Hy — / @ fo(7) log fo(D)
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mit k1 = 3/2 3, € =3/2 kT, i = £ und nach dem Multiplizieren von Hy mit —V k ergibt sich
(wir fassen mehrere Konstante mittels ¢y zusammen)

N (N e m %2 V U Y2
_ —3 _ R 0 — - el
HyVk /2Nk Nklogv (U) <2 ) Nklog [N (CON)

Wir erkennen, dass —HyV k mit der Entropie des idealen Gases iibereinstimmt - siche UT4 Bsp.
16 - und bezeichnen diesen Ausdruck daher als Entropie S

3/2
S = Nklog [% (co%)

Mittels der H-Funktion wird auch im nichtstationdren Fall Entropie definert. Das H- Theorem
besagt, dass (fiir ein isoliertes Gas) die Entropie nie abnimmt, was eine Aussageform des zweiten
Hauptsatzes ist.

H-Theorem <

Weiters gilt z.B.

dQ
AS—?

B 1 13 .,
dS = Nk [V av + 5 5 U dU}
1 31
— Nk|= 2
k{v dV + 2UdU}
Vergleiche mit (7' =2, Sk =1L)
dQ)Q dU PdV Nk% Nk
F R T A

3.3 Bemerkungen zum H-Theorem

3.3.1 Maximales-Entropie Prinzip

Wir konnen zeigen, dass
H= / o F(5, 1) log £(5.1)

minimal ist (infolgedessen ist Entropie S maximal), wenn f(v,t) die Maxwell-Boltzmann Ver-
teilung ist. Dabei sollen

n

1) [dof(v,t)

2) [dPuf(5, )2 (7 —0)’ =n

kT

[\eJ[oV]
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erfiillt sein. Beniitzen die Methode der Lagrangen Multiplikatoren: Anstelle H unter Nebenbe-
dingungen (1) und (2) zu minimieren, betrachten wir

H=H + X\ [/d%f(ﬁ,t) —n]
+ A [/ o f (7, t)%m (T — )% — ﬁng}

und studieren Extremum geméafs

oil . 1
O = iy = BN I N+ degm (7 )

1
= f(U,t):exp(—l—)\l—)\gém(ﬁ—vﬁf)

Weiters legen (1) und (2) A\; und Ay fest = entsprechen genau unserer fritheren Rechnung,

sodass
. e m 3/2 m(l_f— U_é)z
f@.6) =n <27r/<;T) P (_ 2T

(Die zweifache Ableitung von H ist positiv = Minimum)

3.3.2 Stabilitatstheorem

Das H-Theorem lautet

d
_— = ——/d%l/d?’vg/d{)—]vl—vgl

(f1 f2 = f1 f5)(og(fife) —log(fifs)) <

wobei f(v7,t) allgemeine Losung der Boltzmanngleichung ist. Fiithren nun Integral fot dt aus

/ it [ @0 [ @0, [0S0 - alh 1. 1 fé)(log(flh)—log(f{fé)) < H(0)

Diese Ungleichung bedeutet sowohl die Endlichkeit der Entropie, als auch die der (integrierten)
Entropieproduktion. = Stabilitdtstheorem fiir f(V,t).

3.3.3 Konvergenz zum Gleichgewicht

Sei f(v,t) Losung der Boltzmanngleichung und seien alle Momente (|#]*¥) < oo, seien alle Ab-
leitungen von f zu jeder Ordnung beschrénkt, sei f > 0.

Dann konvergiert, schneller als jede inverse Potenz der Zeit ¢, f(¥,t) fiir t — oo zur eindeutigen
Gleichgewichtsverteilung fo(¢)). Das Theorem trifft zu, wenn das System nahe dem Gleichge-
wicht ist; man verwendet zu seinem Beweis Ungleichungen fiir Entropieproduktion und H(t).
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3.3.4 Molekulares Chaos und H-Theorem

Wenn zu einem gegebenem Zeitpunkt ¢ die Annahme des molekularen Chaoses erfiillt ist, gilt
zut+e (e —0)

a) 4 <

b) ‘fi—lj = (0 & f ist Maxwell-Boltzmann Verteilung

Es lasst sich zeigen:

dH
Wenn jetzt molekulares Chaos herrscht, ist im ndchsten Augenblick T <0l
. ; . L dH
Wenn im ndchsten Augenblick molekulares Chaos herrschen wird, ist jetzt T >0

Beweis: Annahme von molekularem Chaos sagt aus, dass Wahrscheinlichkeit zur Zeit ¢ ein Mo-
lekiil mit Geschwindigkeit v und gleichzeitig ein anderes mit Geschwindigkeit v/ anzutreffen
gegeben ist durch f(v,t) f(¢',t). Annahme von molekularem Chaos betrifft die Korrelation
zweter Molekiile, bei Gas mit gegebenem f kann oder kann nicht die Annahme von molekula-
rem Chaos erfiillt sein.

Betrachten Gas in einem gegen Zeitumkehr invarianten Anfangszustand, d.h. die Verteilungs-
funktion f héngt am Anfang von | v |, aber nicht von der Richtung der Geschwindigkeit ab. Sei
molekulares Chaos vorliegend und sei das Gas zur Zeit t = 0 nicht Maxwellsch. Also gilt

‘LHS(), fir t = 0%
dt

Betrachten anderes Gas, das fiir t = 0 genau gleich dem vorigen ist, abgesehen davon, dass
alle Geschwindigkeiten entgegengesetzte Richtung haben. Dieses Gas hat zu t = 0 gleiches H
wie das erste Gas (da f zu ¢t = 0 nur von | v |abhéngt) und molekulares Chaos. Deshalb gilt

fir das zweite Gas ebenso JH
— <0, fir t =0T
dt

Wegen Invarianz der klassischen Bewegungsgleichungen gegen Zeitumkehr ist die Zukunft des
neuen Gases gleich der Vergangenheit des urspriinglichen. Deshalb gilt fiir das urspriingliche
Gas

H
d— <0, fiir t = 0%
dt
dH
— >0, flirt=0"
dt
also hat H ein lokales Maximum. [ |

e Molekulare Stofse kdnnen molekulares Chaos erzeugen, wenn es nicht vorhanden ist sowie
molekulares Chaos aufheben, wenn es vorhanden ist.

e molekulares Chaos bedingt probabilistische Formulierung: Die 2-Punkt Verteilung fiir
Geschwindigkeiten ist gegeben durch f(v,t) x f(¢',t), das Produkt der Wahrscheinlich-
keitsdichten bedeutet Unabhéngigleit und Zufélligkeit des gleichzeitigen Auftretens von
7 und o'

e H hat den kleinstmdoglichen Wert, wenn f Maxwellsch.
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e Verteilungsfunktion f ist fast immer Maxwellsch (d.h. Gleichgewichtszustand liegt fast
immer vor), dies besprechen wir spéter genauer.

e H hat kleinen Schwankungen (,Rauschen) und seltene scharfe Spitzen

e In den lokalen Maxima von H herrscht tendenziell molekulares Chaos.

H ———— Lasung der Boltzmanngleichung
tatsdchlicher Verlauf

Punkte, wo molekulares Chaos
vorherrscht
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3.4 Transporterscheinungen

Wir studieren ein Gas, dessen Verteilungsfunktion f von der Mazwell-Boltzmann Gleichge-
wichtsverteilung abweicht: T, n, € sind ortlich und zeitlich nicht konstant, das Gas strebt nach
Gleichgewicht, wobei Masse, Impuls und Energie durch molekulare Zusammenstofe solange
transportiert werden, bis die Homogenitdt von T, 7n, € erreicht ist.

3.4.1 mittlere freie Weglange

Die mittlere Entfernung, iiber die durch einen Stofs Transport stattfindet, heist mittlere freie
Weglinge \. Wir beginnen mit der Abschétzung von ng := Zahl der pro sec im Einheitsvo-
lumen bei Z im Gleichgewicht stattfindenen Stofe mittels der Definition von Rd3zd®v (siehe
Abschnitt 3.1). Hier ist zu beachten, dass fiir diese Abschétzung die Gleichgewichtverteilung
fo(¥) verwendet wird und n, v Konstante sind!

ns :L/&m/ﬁ%{/ﬂz B — B F(@) £(52)

Utot/dvl/dv2|v1—v2| (W) ()

Q

mit 17: (v +v5) und U = vy — U3
I
O (27TkT /d3 /d3 |7 exp( KT (2‘/2—{—502))
kT
= oy —
m
= Utot4ﬁ2 Y

V2r

WO
v = % die wahrscheinlichste Geschwindigkeit eines Molekiils
n die Zahl der Molekiile im Einheitsvolumen
2"75 Zahl der Weglangen fiir 1 Molekiil in 1 Sekunde
A= ﬂ% mittlere freie Weglinge
1L m 1
N 4 2 ﬁUtot

Stofizeit 7 ist die mittlere Zeit fiir einen Durchlauf von \

r=Ao= 7 VR —

NUC ot

Beispiel 3.1 (H2-Gas bei kritischem Punkt)

A~ 10""cm, 7 ~ 10~ sec

Zielsetztung: Wir wollen die Boltzmanngleichung ndherungsweise 16sen, wenn 7', n, € iiber
eine charakteristische Lange L konstant sind, wobei L derart gew&hlt sein soll, dass % <<l=
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Entwicklung von f nach Potenzen von A/L mittels eines systematischen Verfahrens: Chapman-
Enskog Entwicklung

3.4.2 FErhaltungssatze

Angenommen wir wiissten (ndherungsweise) die Losung der Boltzmanngleichung, so folgen
allgemeine Relationen aus der Tatsache der Existenz von Erhaltungsgrofien:

Unabhéngige Erhaltungsgrofen sind Masse, Impuls und Energie, X (¥, ¥)) bezeichne eine von
diesen.

Beispiel 3.2 (Energieerhaltung bei einem Teilchenstofs)

W+ 75 = ()% + (&h)°

e
PoX(Z, v (—) =0
/ ( ) at coll
8 d ! p!
Jaux (5) = [an [ [a0gg - xis - n

Analog zum Beweis vom H-Theorem vertauschen wir die Integrationsvariablen und niitzen die
(teilweise) Invarianz des Integranden

Dann gilt

Beweis :

V] > Uy

- -/ - =/
V1 <> U1 , V2 <> V2
R U AR S

3 of _
[dv <8t>coll_

=14 [ d3v1/d3v2/deQ

| (fifs—fife) [ Xi+Xo— X —X5 [ =0

Betrachten nun Boltzmanngleichung mit F = F (2):

0 of 3
(at-i-w + FV)f <3t)cou \/de

/d%X(f,ﬁ) (gt LV, + FV)f(f B.8) =0
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und weiter

= d3va+6x/d3wa

=0 lt. Satz von Gauss
7\

-~

- / PPoi(V,X) f+% / PV (FXf)

Sei Funktion A(Z, V) gegeben, mit der Definition des Erwartungswertes

(AY(Z.1) = [ PvA(Z, vl E U,t) _ fd%A(i)_:’,?)f(f, U,t)
[ d3of(@,v,t) n(Z,t)
wo n(Z,t) = [ d*vf(Z,v,t) die mittlere Teilchendichte ist, schreiben wir die Erhaltungssitze
als
8 — _ —d ]_ L ==
0t< X)+V, (an)—(mTVxX>—E(nFVUX> =0 (3.6)

Bemerkung 3.9 (Erhaltungsgrofien)

e wir bezeichnen der Kiirze halber (A) := (A)(Z,t)
e (nA) =n(A), da i nicht von ¢ abhéngt

e die Position der Ableitungsoperatoren V. und V, ist zu beachten!

Fiir X = m haben wir sofort aus (?7)

E(mﬁ) + V. (mnv) =0

Definition 3.8 (Massendichte)

Massendichte:

Definition 3.9 (mittlere Geschwindigkeit)

mittlere Geschwindigkeit

Massenerhaltung;:

9P 4 Vulp@) =0 (3.7)
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X = my;
0 0
~, i = i Vi) — FZ =0
at<pv>+ax3<pv UJ) p
umschreiben mittels
(i vg) = ((vi —w)(v; —uy)) + (Ui)uy + ui(vy) — u; uy =

und

ot

somit

—u5)) + u; uj

0 L 0 .
(P vi) = wip + pu = —Uig (p uy) + pui
Lj

0 0 0 1
L — AT M (v — s ow ) ——pF —
p Ui — Uy e ,Ou]) + amj <p(vz ul)(vj u])> + 9 (p u; u]) mp i=10

J

. ou;
P\ T 0,) T m
J

Definition 3.10 (Drucktensor)

1

Lj
N———’

o o
Ui kPTG P -

0
pF; — ﬁ_xjgp(vi - ui)(vj - “J)Z

~
=:P;;Drucktensor

Drucktensor
Py(Z,t) == {p(vi — u;)(v; — uy))
Impulserhaltung
0 = 1 1 0
= 7 T P _Fz ]DZ
(6t+u V)u m p O0x; /
x=m%
o, 02 o 02 1
U ) g vy e B =00/
P P p
verwenden nun
<*2> = <(17— ﬁ)2> + i@
(vZ_Q = <(Ul — ) (U — U)2>
+ 2((vs — u) (v — uy)) uy + <(U - u)2> U
+ ﬁzui

97

(3.8)
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also (Streichungen geméfs Farbe ,salopp” iiber mehrere Zeilen hinweg durchgefiihrt)

weilters

und

gl

(5 o]
N i { <mp(v¢ - Uz‘z)(ﬁ— 17)2>

Damit folgt

Haben bereits die Massendichte p und die mittlere Geschwindigkeit i definiert. Nun folgt die
Definition der mittleren Temperatur © und des Warmestromvektors q.

— =0
—%(pul)
0 @—@)?\\  ~= (F—ap\, o
ot \* 2 - F 2 ot
Gl (3.7) Gl. (3.8)
0 U N e N =
5 mp2 = m p 5 +mpu;  U;
‘ ]8;1:]» -
o (7—a)?
P§< 5 >
v D il — )@ - %)
8])‘7 p 3 1
811,]'
+ (p(v; — w;)(v; — u;))m oz,
9, (7—a)?
+ puiaxi<m 5 ) =0

Definition 3.11 (mittlere Temperatur)

Mittlere Temperatur:

Definition 3.12 (Wérmestromvektor)

Warmestromvektor:

— mu;

(9a:j

)

LN
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Eine weitere Hilfsgrofe ist

Wegen der Symmetrie gilt

und schlussendlich erhalten wir

0 0 22 2
—- L N g+ SN P =
p(at+uzami>®+3vxq+3 iiPij =0

bzw. nach Division durch p

Energieerhaltung

0 0 2 -, 2

Zusammenfassung der Erhaltungssétze:

Massenerhaltung
Jdp =
—+V(pu)=0
5 T V(P d)
Impulserhaltung
0 - 1 10
~4i-Viy=—-F—--—"P,
<8t T )u m pOx; "
Energieerhaltung:

B) - 2. 2
4V )O=—-2Vi— —A\;P;
(3t+u ) 3p 17 3p Y

Haben suggestive Namen fiir @, p, ©, ¢ und F;; vergeben, miissen aber erst die Boltzmannglei-
chung l6sen um diese Grofien berechnen zu kénnen. Werden Erhaltungsséatze als die physikalisch
bedeutsamsten Gleichungen der Hydrodynamik erkennen!

3.4.3 Lokale Maxwell - Boltzmann Verteilung

Definition 3.13 (lokale Maxwell-Boltzmann Verteilung)

m 2 m
0—"—‘t:——’t - . - —’_—’—’tQ 1
f (.’L’,U, ) n(x’ ) 27_‘_@(5’2,/_) eXp 2@(57_[;) (U U(I, )) (3 O)
heifit lokale Maxwell-Boltzmann Verteilung

Bemerkung 3.10 ()

fO(#,7,t) ist im Allgemeinen keine Losung der Boltzmanngleichung, die linke Seite der
Boltzmanngleichung verschwindet nédmlich nicht, nur die rechte Seite, der Kollisionsterm,
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verschwindet identisch. Wir wollen dennoch annehmen, dass fiir ein Gas, das sich annédhernd
in einem Gleichgewichtszustand befindet (dann ist ja die Maxwell - Boltzmannverteilung

-

fo(v) die Lésung der Boltzmanngleichung) die lokale Maxwell - Boltzmann Verteilung f°(7, 7, t)
eine akzeptable Losung darstellt und es sinnvoll ist, physikalische Konsequenzen dieser Lo-
sung zu diskutieren. Eine Abschitzung der Genauigkeit dieser Naherung "nullter" Ordnung
erfolgt erst spater, wenn die Naherung "erster" Ordnung besprochen wird, bzw wenn wir
die Chapman - Enskog Methode diskutieren.

Die in der lokalen Maxwell - Boltzmann Verteilung vorkommenden Funktionen n(Z, t),u(Z, t)
und O(Z,t) stimmen mit den vorher eingefiihrten Gréfsen iiberein (Erwartungswerte sind Inte-
grationen tiber ¥ und betreffen die Z und ¢ Abhéngigkeiten nicht)

/ Bu fO7,7,t) = 7A@ t) (#“t)y / d3v exp <—2 @g’t) (6—ﬁ(f,t))2>

= n(Z,t)v
analog B
() = fdsvg(o‘gg)ﬁ, t)v L —aE
und 1 1 m \%2 1 m oo
S(m(# = @)?) = zmn (%) ~5/d3vw26_2@<fvt>w = O, t)V

m

Wenn fO(Z, 0, t) eine gute Niherung ist, muss die linke Seite der Boltzmanngleichung niherungs-
weise verschwinden und die Erhaltungssidtze naherungsweise erfiillt sein. Die Erhaltungssétze
sind dann Gleichungen, die n(7,t),d(Z,t) und ©(Z,t) zu bestimmen erlauben. Diese Gleichun-
gen wollen wir nun berechnen.

Zuerst betrachten wir den Warmestrom und erkennen, dass dieser verschwindet

o 3. (= (A2 _ m - a2
¢ = konst /dv(v ) (U — u)” exp (2@(@@(1} u))

= Kkonst /d3w Wi? exp — (2@7(7;’, t>u72>

= 0
= Keine Warmeleitung

Sodann studieren wir den Drucktensor

Py = (pvi —w)(v; —uy))

3/2 3 m
m .o 20(Zt
_ <2n®(f,t)) J v wwjem oD
—= pn —
n
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der diagonal sein muss, wobei

1 m o2 i
P = gmﬁ <W) /dsw w2€_2@(f’t) = ’f_l(f, t)0<f, t)

Wir erhalten die Zustandsgleichung fiir den lokalen Druck:

Es gilt:
0 0
Py=—P
aﬁj J aLL’l
sowie
1 11 Ou;  Ou;
“AP; = == : L) 6P
p p2m(8xj+8x,;) !
1 -
= maE 1) O(F Vi

% +Vi(pid) = 0 Kontinuitétsgleichung (3.11)
- 1 10P
(% + ) T EFO - ;ng Eulersche Gleichung (3.12)
0 L av)e 2(Vi)o (3.13)
—_— u = _—— .
ot 3"

Dies sind die hydrodynamischen Gleichungen fiir die Stromung eines Gases oder einer Fliis-
sigkeit unter Vernachlissigung der Viskositéat (Zéahfliissigkeit). Diese hydrodynamischen Glei-
chungen besitzen Losungen, die unendlich lange Strémungsvorgéange beschreiben = in dieser
Niherung der Boltzmanngleichung strebt die Losung f(Z,v,t) niemals gegen die zeit- und

—

ortsunabhéngige Maxwell - Boltzmann Verteilung fy(v)
Bemerkung 3.11 ()

(% + ﬁﬁ) beschreibt die zeitliche Anderung fiir einen Beobachter, der sich mit lokaler

mittlerer Geschwindigkeit @(Z, t) mitbewegt. Wir zeigen nun, dass fiir solch einen Beobach-
ter das Gas nur adiabatische Zustandsdnderungen erfahren kann:

Addieren Gleichung (3.11) und Gleichung (3.13):
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0 = 3p (0 B
<a+uv>p—§6(at+ V)@ =0
0 -
3/2 -~ — _3/2 _
e (at + UV) p O 0

mit © =& =m

:‘Iw
> |
|3

0 -\ .
-~ —»v o/zpfki/g _ O
(i)

p”?P~%? = konst entlang einer Stromlinie

Pp~"*| = konst entlang einer Stromlinie

Dies ist die Gleichung fiir eine adiabatische Zustandsédbderung eines idealen Gases, da

CP/CU = 5/3

Ein verdiinntes Gas kann fiir einen sich langs einer Stromlinie bewegenden Beobachter nur
adiabatische Zustandsdnderungen erfahren.

3.4.4 Relaxationszeitnaherung
Sei f(Z,v,t) die exakte Losung der Boltzmanngleichung. Wir definieren

g(T,v,t) == f(F0,t) — fOT, U, 1) (3.14)
unter der Annahme (gleich im Anschluss genauer)
g(#,v,t) << fOZ,0,t)

Im Kollisionsterm setzen wir (3.14) ein und vernachléssigen quadratische Terme in g.

0
(3_{>Con N /dBUQ/dQ ~ Al hfa = Af)

=0

3 dO' 5 . 0
~ d’vy de_Q|Ul —UZ‘ : f1f2 +f1 92+91f2 f192 g1fy +

Grofsenordnungsméfige Abschatzung des Kollisionsterms durch das Herausgreifen eines typi-

schen Terms
g(Z,v1,t /d3U2/deQ — 03| fY

NnUtotv 1/7'

ory L _¢
at coll T
Ansatz: f = f'+ g, wo g << f°

0 F 0 g
(atJrW + V)(f +g)~—;
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Abschitzung der Genauigkeit der Losungsmethode: Sei angenommen, dass sich f© um einen
nennenswerten Betrag von O(f°) erst ab Distanzen L verindert und zeitlich mehr oder weniger
konstant ist, sei /' = 0, dann

= g
V. ~ v—~ -2
Ve f UL T

g _ ot A
fo L L

Wir sehen, dass f° eine gute Niherung ist, wenn f9 (gleichermafen auch 7 oder p, @, ©) le-
diglich iiber Distanzen L >> ) variabel sind! In diesem Fall ist ¢ << f°. Eine systematische
Entwicklung von f nach Potenzen von % liefert die Chapman - Enskog Entwicklung.

Es gilt also zunéchst g zu bestimmen

N Q+ '8 EF, 0 £
§=-7 ot Ul(?xi m@vZ

damit f = f%+ ¢ zu bilden, ¢ und P;; zu berechnen und schlussendlich die Erhaltungssitze
aufzustellen.

Da fY von # und ¢ nur iiber p, ® und @ abhéngt gilt mit der expliziten Form (3.10)

fo = fo (p<f?t)7@(f7t)7u(f’t)7ﬁ)
of _ 1of _ [P

dp mon o

a_fo _ Lfme_ 3 f°
00 ©\20 2
off om

af° _ m 0

81}@' - _6wl f

wo W = ¥ — u(Z,t). Weiters haben wir

=D
—_——
9 402 o= a—foD L9 po 4 2 p,
at "o, ~ o 90 By

0
= f—Dp—l— 1 <ﬂw >f0D@+ —w; f*Du;
P
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Mit den hydrodynamischen Gleichungen nullter Ordnung (3.11,3.12,3.13) schreiben wir

(B+@)Vp
——
0 0 o -
Dp = —p +v,—p=—pVu+uwVp
——
—V (oii)
P . .
DO = a@—l—(tﬁ—i—ﬁ)V@:—Q/zf,(Vﬁ)@—i—wV@
0 - 1 10 -
Dui = —w+ (G+@)Vu=—F — -~ P+t
U; atuﬁ(w—l—u)Vul mh T o + wVu;
l = 1 2 = -
g=—7f"| — Vi+ ;va—i— 3 (%qf —3/2> (—g@Vﬁ—l—zBV@)
pO/m
N m 1 3P+%+w'8u]~ 1 27
e’ p Ox; "Ox;
1 - i - 13 1 L= m  Ou
I e L gt ~ =S m j
= —7f [ v Vi + 2@2me@ GQwV@ \GpwV(p@)vajwlaxl]

wobei W = ¥ — 4.
Berechnen nun ¢ und P;; mittels f = f°+g.

Lmp y
¢ = 57/d3vwiw2 (f0+9)

= —1/2m27'/d3vf0wiu72é <g—@> w; (%LUQ - 5/2>
L

Der zweite Teil von ¢ fallt wegen der Antisymmetrie von o weg.

1m?2r o/ m 00
qi = _\§F dSUwaiijJQ <%w2 — 5/2>/a_%
5 K
2
K =T | dof ) (55 - )
5
= (Mathematica...) = ér@ﬁ
5 %) . . 7 . .
K = 57’@% ...thermische Leitfahigkeit

—kVO

2y
Il
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Vom Drucktensor P;; = 0;; P + PZ’] wissen schon von nullter Naherung, dass P = %
P =L | Puwww, (Z,7,t)
i n 2 Jg » Y
Von ¢(Z,v,t) tragt hier nur der Teil quadratisch in w; bei
/ P 3 1 1 =2
Pij = _%Akl d wfowiwjé(wkwl — gdklw ) (316)

Bemerkung 3.12 ()

P/, ist symmetrischer Tensor mit verschwindender Spur:

1
P)i,i = konst Akl / dswaIUQ(wkwl - gékﬂf)
Wir kénnen uns iiberzeugen, dass dieser Ausdruck verschwindet, da [ d*w fow?wiw, = 0y A,
mit A = 3 [ d®w fo(u?)?.

Das Integral (3.16) hat eine Indizes-Abhéngigkeit der Form [ d*w fow;w; & (wpw; — 3 6u0?)
ad;j6p + b0, Mit der Spurfreiheit P/, = 0 bedingt dies die Parametrisierung durch

mva
2 1. ~~
m

Hier ist p - der Viskositatskoeffizient - eine Konstante, die wir sogleich bestimmen werden.
Berechnen p z.B. durch die Wahl ¢ = 1,5 = 2:

™ 1. .
P1/2 = —gf\kz/dgwfow1w2 (wkwl - §5klw2>

2A12 Tm2

= 75 d>w fow? w3
T;L’@

2A15
= - 12

m

= ... Viskositatskoeflizient

2u m. =,

Bemerkung 3.13 ()

unabhéngig von 7!

Bemerkung 3.14 ()

Die Grofsen g und K sind unabhéngig von der Dichte 7!
konst

T - -
NOtotV

RNE T

T 5
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wo a Molekiildurchmesser.

nkT ~

1
/ 2
na? kT a
m

Weiters bendtigen wir zum Einsetzen in die Erhaltungssatze

i1~ K = konst

oF; 0P 2 0u m. = 21 OA;; 2 0 =,
9y Sl ol O WL _zH J z
dx;  Ox;  mx, < 73 jVu> m Ox; 3" 0z, Vi
~——
m/Qagj (gflﬁgzj)

opP; 0P 2 Gu m. =
_ A — 5.
dx;  Or; mox, ( “ aV )
%)
T

— i <Aui
.2 2 N2
Pihij = mPYG =LAy + S (va)

brauchen auch

POV

und AjjA;; = %2 [Au? — 2dAu — (rot @)?]

Dies alles wird eingesetzt in

a —

—;)—l-V(pﬁ) - 0

0 i 1 10
(77 ) = mﬂ‘;a—ﬁ

o - 2 .
Z1tavlie = - =2 *__Ai.pi.
(3t+uv) 30707 3, 00

Wir beobachten, dass u, K, @ und Ableitungen von p, ©, k sehr klein sind, und beriicksichtigen
dominante Beitrage:

? + V(pit) =0 ... Kontinuitétsgleichung
- 1 1 -
(2 + ﬁV) u; = —F; — =V, (P — —V ) MAu, ... Navier - Stokes Gleichung
ot m p
0  _= - 2K . . :
g +uV | O = —g(Vu)@ + §;A@ ... Wérmeleitungsgleichung

Insbesondere erkennen wir die {ibliche Warmeleitungsgleichung, wenn @ = 0
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Bemerkung 3.15 (Herleitung der hydrodynamischen Gleichungen)

Obwohl wir die hydrodynamischen Gleichungen nur mittels grober Naherungen der Boltz-
manngleichung erhalten haben, kann deren Herleitung unter verschiedenen verfeinerten An-
nahmen (mit oder ohne Stetigkeit, nahe oder fern des Gleichgewichts, kompressibles oder
inkompressibles Regime) auch mathematisch rigoros durchgefiihrt werden.

3.4.5 Chapman-Enskog Entwicklung

Schreiben die Boltzmanngleichung in der Form

of . Fa,
B OVt =N =T (fI)

WO

1) = [ a0 [ @l ol (1) - roatn) )

Die Ungleichheit zwischen mikroskopischer Skala (charakterisiert durch mittlere freie Weglénge
A und Stofszeit 7) sowie der makroskopischen Skalen (L > \) ist zentrales Thema in der Her-
leitung der makroskopischen hydrodynamischen Gesetzten aus der mikrophysikalischen Boltz-
manngleichung. Wir folgen den Uberlegungen von Chapman - Enskog, die das Verhiltnis der
mikroskopischen und makroskopischen Skala & ~ 2 als expliziten Parameter in die Boltzmann-
gleichung einfithren. Der Boltzmanngleichung werden die Erhaltungsétze fiir die langsam in
Raum und Zeit verdnderlichen hydrodynamischen Variablen p,® und @ an die Seite gestellt;
wir suchen Losungen der Boltzmanngleichung, die von Raum und Zeit nur implizit {iber die
langsame Abhéngigkeit von p, © und @ abhéngen. Wir entwickeln im Folgenden f in £ ~ % und
bestimmen Naherungslosungen zur Boltzmanngleichung.

Mathematisch anspruchsvolle Untersuchungen (die iiber den Rahmen der Vorlesung hinaus
gehen) beweisen fiir £ — 0 unter gewissen strengen Voraussetzungen Konvergenz von f zur
lokalen Maxwell - Boltzmannverteilung f°.

Ausgangspunkt ist die formale Entwicklung

wo wir fordern
3, f(0) _ (= [ dPofOu [ dPofOLm(i — @) )
/d v [ =n(,t), N u(Z,t), ﬁ(},t) = O(, 1)

wie auch
, 1
/d% ™ =0, /d3vf(")z7 =0 /d3vf(")§m(z7— @)?=0,n>0

Wir schreiben die Erhaltungssitze geméfs der Entwicklung (3.17) als
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dp
ot

G, p —n 0 )
Ny E n_2 pl
(8t+u V) m-" nzog Ox;

+V(pd)=0

9 - P
(875 v>@_——25 (V!

wobel
ql(n /dsvf(")(vi — ) (U — 1_[)2
und

—m/d?"uf v — u;)(v; — )

Nach Annahme héngt f von ¢ nur iiber p,© und « ab, daher

of _9fop , 0190  0f du,
ot opot 90 ot ' ou; ot

wo entsprechend zu (3.17)

(0) 1)
of 1,01 of

dp & Ip dp
sowie 5 5£0) 5 7)
f_10f f
20 o0 Tipe T
und of af© af™m
1
;€ 0w 0w T
Immer wenn 8t auf p, © und « angewendet wird, definieren wir
a O
R 5 5
wobei - motiviert aus der n-ten Naherung der Erhaltungssatze - die folgenden Ausdriicke ge-
wahlt werden 5 o
0 — = = —
5P = Vip 1), 8tp 0, n>0
o R 1 10 (0) On, 10 (n)
Dt = —i - Vs —F- _—Z p My = —— 2 pL
atuZ u-Vu; + i p@x] Wi 875“1 Pz n >0
% 0
Do .— _ _ £ Az’ pl
875@ ave 3 Vq 3, Vb
On - 2
Ong o ~20q — ZA,P™, 0> 0
ot 3p ¢ 3p i

Als néchstes betrachten wir das Stobintegral in der Boltzmanngleichung

1610 = 5 XS [ dn [ @n S -l (0@ - @900

n=0 m=0
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bzw.

J(f|f) = 52 Z Z§m+nj f(n f(m )

n=0 m=0

Wir definieren

TGO FO P, = > JUOIY)

7,8; T+S=n

Damit konnen wir schreiben
1 o
I =g PR ARI G L)
n=0

Die Boltzmanngleichung wird nun Ordnung fiir Ordung in £ ausgeschrieben. Wir erhalten

%fﬂma_;fm@ s

Die Niherung nullter Ordnung entsteht als Beitrag zur Entwicklung der Ordnung ¢! und liefert
die uns bereits wohlbekannte Gleichung fiir die lokale Maxwell-Boltzmann Verteilung f© = f©.

Die Korrektur erster Ordnung ist eine Losung von

ﬁv)f(o) — J(l)(f(o)’ f(l))

3|

D 10) (55
5 T (Ve
mit den Nebenbedingungen
- 1
/ d*v fV =0, / BofDg =0 / d*v f<1>§m(z7— i)? =0
Analog zu (3.15) erhalten wir zunéchst
Ao I 1 /=N /m 1. .
Ef(o) + (UV, + Evv)f“)) = f° l@ <V@) w <%w — 5/2) + @Aw <wzwj 36ijw2)}

Sei @ definiert durch
fOE T, 1) = fOF,0,0)(F,5,1)

Wir berechnen zunéchst

Mittels des H-Theorems wissen wir

FO £O) - FO@) OF) = 0
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sodass
JO(FO) D) do . _ . . . .
g0 = G = i [ #3110 (o) + o) - 6(0) - ot )
Damit suchen wir @ als Losung der Gleichung
T(6) = ~ (6@) @ (ﬂwQ - 5/2) + L as (wiw; — S50 (3.18)
S 20 e v\’ 3" '
mit den Nebenbedingungen
S 1
/d% 9 =0, /d%f@)cw =0 /d3vf(0)<1>§m(17— i) =0 (3.19)

Da J(¢) linear in ®, ist die partikulére Losung linear in den voneinander unabhéngigen Termen
Vz@ und AZ]

1
S}

wo die Funktionen R;, S;; durch Einsetzen in die separierten Gleichungen

1

T(Re) = w; (5 — 3)2)

Lo
J(Sy) = | wiw; — 500

bestimmt sind. Partikulare Losungen fiir I?;, S;; sind nun ihrerseits von der Form

Ri = _wiF(w27@7p)

| =2

Sij = — | Wiw; — géww G(w ,@, ,0)

wo F, GG - analog zu oben - Losungen von

) = — (g 2
J(w; F) = wz(2@w 2) (3.20)
1. 1. .,

sind.

Homogene Losungen von (3.18) fiir ® sind 1, w;, w?. Zusammensetzung der allgemeinen ho-
mogenen und partikuldren Losung ergibt

1
)

1 /= 1 3
d=— {@ <V@> WF + = Ay (wiw; — 20,50°)G + o+ fio + 7152} (3.22)

3

wo «, E ,v Konstante sind. Wenn wir die Relationen

1 1 —
/ v fO (wiwj—gaijw% =0, / dv f<0>(wiwj—§5ijw2)w =0, / o fO (wiwj—gaijw2
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berticksichtigen, ergibt die Erfiillung der Nebenbedingungen (3.19) folgende nichtverschwinden-
de Relationen

/ v fO(at~yw?) =0, / o f© <é (V:O)F + ﬁi) =0 / v fO (atyii?)i? = 0

Wir finden aus der Addition des ersten Terms (nach Multiplikation mit « ) und des dritten
Terms (nach Multiplikation mit )

/d3v fO%+yi*)? =0
sodass (o + yw?) fiir alle w verschwinden muss, was zu
a=7=0
fiihrt. Andererseits kann der zu f;

= 1o N [dBofOuRF
i-5(ve) [ Bofora?

proportionale Term durch Umdefinition von F in (3.22) absorbiert werden. Damit liegt schlus-
sendlich die vollstandige Korrektur erster Ordnung vor, wo auch die Nebenbedingungen (3.20,3.21)

hinzugesetzt werden:

Chapman - Enskog Korrekturterm erster Ordnung:

fO == | S(VO)TF (7,8, p) + A (wiw; — 20,0%)G (i, 6, p)]
Y (2 D P S ) WV g
J(w; F) = wz(2@w 2), J <(wzw] 351 w )G> = —(w;w; 352]11) )

Bemerkung 3.16 (numerische Berechnung)

Bei Vorgabe des Wirkungsquerschnittes bzw. des intermolekularen Potentials konnen F
und G numerisch bestimmt und somit () vollstindig angegeben werden.

Bemerkung 3.17 (Relaxationszeitnédherung)

Unsere friihere vereinfachte Behandlung mittels Relaxationszeitndherung ensteht, wenn
sowohl F' als auch GG durch eine Konstante, die reziproke Stofzeit, ersetzt werden

1
NGN_
[ -7
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3.5 Boltzmann - Mastergleichung

3.5.1 Einleitung

Konnen Warmefluktuationen eine kollektive makroskopische Bewegung erzeugen? Hier ist nicht
die ungeordnete Brownsche Bewegung gemeint, sondern eine langfristige, im Mittel in eine ge-
wisse Richtung gerichtete Bewegung. Geméft des zweiten Hauptsatzes ist dies fiir ein System
im Gleichgewicht nicht moglich! Fiir kleine Systeme (in Biologie oder auf Nanoskala) muss in-
volviertere Diskussion gefiithrt werden, ein historisches Beispiel stellt der , Maxwellsche Damon®
dar: Dieser bewegt eine kleine Tiir zwischen zwei Abteilungen eines Gasbehélters und laft zum
Beispiel nur schnelle Teilchen von der einen Seite und langsamere von der anderen Seite durch.

Wir wollen hier eine spezielle Nichtgleichgewichtssituation diskutieren, den sogenannten adiaba-
tischen Kolben Ein warmeisolierter Zylinder enthélt einen beweglichen Kolben. Der bewegliche
Kolben ist gleichzeitig in Kontakt mit zwei (unendlich) grofen Reservoiren idealer Gase. Die
Gase sollen jeweils im Gleichgewicht sein, gleichen Druck, aber unterschiedliche Temperatur
haben.

Der Kolben ist wirmeisolierend angenommen (,adiabatischer® Kolben) und erfahrt zufal-
lige Zusammenstofe mit den Gasmolekiilen. Die mittleren freien Wegldngen der Gase seien
viel grofer als die Lange oder Breite des Kolbens. Dann gilt molekulares Chaos fiir die Vertei-
lung der Geschwindigkeiten des Kolbens und der Gasmolekiile. Insbesondere ist der zeitliche
Verlauf der Geschwindigkeit des Kolbens ein Markov Prozess mit sprunghaften Anderungen.
Daher lasst sich die Geschwindigkeitsverteilung durch eine Mastergleichung - die Boltzmann-
Mastergleichung - beschreiben. Gibt es eine gerichtete, mittlere Bewegung des Kolbens?
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3.5.2 Stochastische Prozesse

Ein stochastischer Prozess {X;}icr ist durch Vorgabe einer Familie von p(271, t1; 23, to; ...) defi-
niert. Dies sind ,Wahrscheinlichkeitsdichten, dass 27 zu ti, 75 zu t,, ... angenommen werden"
und erfiillen

1) p>0
2) p invariant unter (i, tx) <> (27, ;)

)
)

3) [ pWistys 5Tty b1 Uns b)) Py = DGR 15 oo 3 Pne1s te1)
)

4) [p(yt)d®y =1

Definition 3.14 (bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte)

L o p@,ty; 3t Y1, T B, Tae)
p($17t1,$2,t2...|y1,7'1,yQ,TQ,...) == = =
p(y17t17y277—2a"')

,Wahrscheinlichkeitsdichte dass 7 zu tq, o5 zu t5 ... angenommen werden, wenn y; zu 7,3
Zu Ty, ... angenommen werden"

3.5.3 Markov Prozess

Definition 3.15 (Markov Prozess)
{X;} ist Markov Prozess, wenn fiir 1y < ... < 7, < t; < ... < t,, gilt:

(@7, t1; T, toe e @y Eu| U3, T15 925 T25 oo 5 Um, Ti) = D(@1, t15 T2, oy oo, T [ Uy Tin)

Bemerkung 3.18 (Markov Prozess ist nur durch zwei p’s bestimmt)

Jeder Markov Prozess ist durch p(Z,t) und p(z3, t5|27, t1) vollstindig bestimmt!

Beispiel 3.3 (Zerlegung der 3 Punktdichte)

p(y_iatlay_évt%y_éatd) :?(y§7t3|y_iat17y_éat21 ? y_ivtlay_éatQ)

-~

p(Y3,t3]Y3,t2) p(Y2,t2]y1,t1)p(yi,t1)

3.5.4 Chapman-Kolmogorow Gleichung

Fiir t; < ty < t3 erfiillt jeder Markov Prozess

(U3, ts3|y1, t1) = /d3?72 p(Us, t3]y3, t2) (2, t2|yi, 1) (3.23)

die Chapman-Kolmogorow Gleichung
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Beweis: Zunéchst gilt flir t1 < to < t3

(Ui, t1; 93, t2; U3, t3) = p(Y3, t3|yi, t1; Y2, t2) - p(Yi, t1; Y2, t2)

p(Y3,t3|92,t2) p(y3,t2|yi t1)p(vi,t1)
somit

[ Pyop(yitesvs, tos gz, ts) 1+ L
= = p(y3,t3|yi, t1)
p(yi,t1)

- / By p(a bl t2) P, Eal7s 1)

3.5.5 Differentielle Chapman-Kolmogorow Gleichung

Betrachten Markov Prozess{ X;} mit ausschlieflich Spriingen und nehmen an, dass fiir |Z7—Z2] > €

. p(@,t+ At|Zt)
lim
At=0 At

= W(Z|Z,t)
gleichméfig in 7, 2, t konvergiert. Wir fordern weiters, dass
limay_0 /| . dx(x; — 2z) p(Z,t + At|Z,t) = O(e) (3.24)
F—7|<e
limas 0 /| el (e ) pE LA = 009 (3.25)
—Z|<e

Hétten wir in (3.24,3.25) nichtverschwindende Beitrége zugelassen, so hétten wir Markov Pro-
zesse nicht nur mit Spriingen, sondern auch mit Diffusions- und Driftverhalten beschrieben
und die sogenannte Fokker-Planck Gleichung (die Mastergleichung verallgemeinernd) herleiten
koénnen.

Betrachten 2 p(Z,t|§,¢') und Integration mittels Testfunktion f (;)
3 — 8 — — 4/

T 1 3 = - — _ 3 N SN
= Jim /dmf(x) g)(l’,tirAtly?t)j /de(Z)p(z,tly,t) =

[ d3z p(Zt+At|Zt) p(Ztlgt)

Bemerkung 3.19 (Einfiigungen)

Im ersten Integranden haben wir die Chapman-Kolmogorov Gleichung eingefiigt, in den
zweiten Integranden werden wir

1= /d% p(Z,t + At|Z,t)

anmultiplizieren. Es gilt ja
dBx p(Z,t+ At; 2t 7t

/d3$p(f,t+At’Z,t):f l’p(l’q z ):p(i ):1

p(Z.1) p(Z,t
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= i&%ﬁ/ / dr &z [f(7) — f(2)] - p(E.t + AZ 1) p(Z.1]7.¢)
- AI?BOE// e Br Bz [f(@) - f(2)] p(@.t+ Atz 1) p(Z,tly, 1)
v dmg [ [ A @) SO b M2 pE )

-/ /M &2 [f(F) — F(2)] W(ZZ1) p(,t7.0)
_ / &2 f(2) / P {W(ﬂf,t) p(@ ) — W(FZ.1) p(Z,tl7, t’)}
|Z—Z]<e

Jetzt konnen wir € — 0 streben lassen und die Integration iiber die Testfunktion beiseite
lassen =

0 - = = gl R = 4= gl
Sl = [ WD bl ) - WD platl )

Fiir ,homogene" stochastische Prozesse, d.h. fiir W = W (Z|Z) ohne Zeitabhéngigkeit, erhalten
wir die Master Gleichung

gip(Eutli ) = [ WD) p(a .t - W) plzt/5.0)

Bemerkung 3.20 (Anfangsbedingung)

Suchen Losung p(Z, t|y, t') der Mastergleichung fiir Zeit ¢ > t, wo ¢/ zur Zeit t'vorgegeben
ist und die Anfangsbedingung

gefordert wird.

Bemerkung 3.21 (vereinfachte Notation)

Héufig wird zur Verringerung des Schreibaufwandes bei der Diskussion von Masterglei-
chungen die verkiirzte Notation p(Z,t) anstelle von p(Z,t|y,t') verwendet; es ist aber immer
letzteres gemeint.

Bemerkung 3.22 (Diskrete Mastergleichung)

Wenn {X,;} Markov Prozess mit ausschlieflich diskreten Werten ist, lautet die Master-
gleichung

Z WP (t) — Wompa(t) }

wo die Anfangsbedingung
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gesetzt wird. Hier ergibt sich besonders transparent die Interpretation der Mastergleichung
als eine Gwinn-Verlust Gleichung:

e 1. Term: Gewinn durch Ubergang n’ — n

e 2. Term: Verlust durch Ubergang n — n’

3.5.6 Kramers-Moyal Entwicklung der Mastergleichung

In verkiirzter Notation ergibt sich im 1-dim. Fall folgende Mastergleichung

et [ | wiale) ol t) - wiwlo) ol )
y:;r—z’ y—; T
-/ dy[vv(:cr:c—y) pla — 1) — Wiz + yla) p(x,w}
—— ——
=W(z—y,y) =W(z,y)

Wir entwickeln in eine Taylorreihe

_y o (i)

n! Oz

n=1
vertauschen Integral und Summe
Op(z,t (=)™ o e
Pt =S EE T [ v

ot nl  Ozm

n=1 ¢ J/

an(x)
und erhalten die Kramers-Moyal Entwicklung der Master Gleichung;:

DUt 5 OO0 o)t )

ot n!  Oxz™

n=1

3.5.7 Kramers-Moyal - van Kampen Entwicklung der Ma-
stergleichung

Die Kramers-Moyal Entwicklung konvergiert in manchen Féllen ausgezeichnet, in anderen
schlechter, es fehlt ein geeigneter Entwicklungparameter! Van Kampen: Es wird angenommen,
dass x eine extensive Grofe ist und proportional zur Systemgrofe €2 ist. Es wird beobachtet,
dass die Ubergangsamplitude von der extensiven Sprungweite abhéngt, fiir den Startwert trigt
aber nur der intensive Anteil bei:

W(zlz') =W(x', Az) = W(%/, Ax)

= die Momente a,(x) hdngen nur vom intensiven Anteil & ab!

Allgemeiner gilt - je nach betrachtetem System mit unterschiedlicher Funktion f(£2)

/
Wi(ala!) = W(a/, Az) = f(Q) W (55, Ar)
Wir werden im Anschluss ein Beispiel mit f(€2) = 1 betrachten, spéiter bei der Diskussion des
adiabatischen Kolbens wird f(Q2) = Q vorliegen.
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Beispiel 3.4 (Dichtefluktuation eines Gases)

kleines Loch

N Y

Dichte p
(unendlich) groBer Behilter

~ N
W(N,AN) = 55AN,71+p5AN,+1

(N
= ~ AN
()

Hier ist N die Zahl der Teilchen im (kleinen) Volumen (2, offensichtlich liegt f(2) = 1 vor.

Fiir die spédtere Anwendung betrachten wir ab nun f(Q) = Q, d.h.

W(a', Ax) = QW(%, Az)

Wir spalten die extensive Variable x in einen makroskopischen Anteil ¢(¢) und einen fluktuie-
renden Anteil ¢ auf

z = Qo(t) + QY%

Eine Differentialgleichung fiir ¢(t) wird kurze Zeit spéter gefunden werden koénnen: Die Zeit-
entwicklung von ¢(t) wird entsprechend dem zeitlichen Verlauf des Maximums der Verteilung
p(z,t) gewdhlt. Die Anfangsbedingung liefert fiir p(xg,0) eine 6-Funktion, die im Laufe der Zeit
mit typischer Breite Q"? zerflieft. In der folgenden Grafik sind 3 typische Formen der Verteilung
zu verschiedenen Zeiten angefiihrt.
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p(x,1)
A

p(x,,0)

p (xi ’ t))

p(x., %)

x,=Qd(0) x=Qd(1,) x,;b@(oo)

Analog zur Variablendnderung fiithren wir neue Funktionen II, 3, ein

(1) = p(Qo(t) + Q7% 1)
Bu(o(t) + Q7)== Q7 lan(Qg(t) + Q%)

sodass

oIl dp
- 228
o0& & ox
O
ZFn —127"n
o€ & ox
weiters

oIl ap . -

o~ o e
oIl .

0 2
=2 +Q 5

051 (-2) ()

=0

Somit wird aus

8

nunmehr

o 0, QTR
% = X (- as) ()

o0 1/2n 2) n
= Ql/zifgn 91/251 Z (—3) (Ba11)

n=1
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Wir setzen die makroskopische DGL

5= Bilolt)
sodass
5 = 0] e oo - e e}
£y Q/j: - (_8%>n (5“(95@) +Q_1/25)H(§’t)>

n=2
Nach Taylorreihenentwicklung erhalten wir

e 1 . o\"
=t ot (—gg) )+ 3 et (<) e
k=1

2 k=0 "
und mit der Summationsumordnung k — m —n, n —n

OME ) o~ 22" i O\ rem-
m=2 n=1 n
Dies ist die Kramers - Moyal - van Kampen Entwicklung der Mastergleichung nach

inversen Potenzen der Systemgrofe €.

Explizit lauten die ersten Terme

I N s 7
= g €T) 4 2 T e | 3 4 385 (€D — gl 4 (320

Definieren Erwartungswerte (€%)(t) = [7° d€€FII(E, t)

und beachten partielle Integration:
/d§ T = —/ dE(EFVTT = — k(€51 ete...

Multiplizieren Gleichung (3.26) mit [ d¢ &

(€) = BLE) + 9V 3BUEN) +
analog multiplizieren von Gleichung (3.26) mit [ d¢ &
(€9) = 2681(€%) + Bo + -
Im Gleichgewichtslimes ¢ — oo verschwinden die Zeitableitungen der Erwartungswerte
0 = BL(B(00) E e+ 2L B(6(00)) (e + -
0 = 2B1(¢(00))(€")equ + Ba(d(00)) + ...

Damit ist in erster Naherung

L B (0(9)) o)
(e = e LD
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3.5.8 Adiabatischer Kolben, Boltzmann - Mastergleichung

Betrachten die Geschwindigkeitsinderung V — V' des adiabatischen Kolbens, der sich in z-
Richtung hin- und herbewegt, bei einem Zustammenstofs mit Gasmolekiil, dessen Geschwindig-
keitsdnderung v — " betragt.

Vg vl 1% Vv’
v= 10, U= V=10 Vi=1o0
U, v 0 0

Mittels Impuls und Energieerhaltung

mu, + MV = muv, + MV’
mo? +MV? = muo)?+ MV"”?

sowie
vy = v;, v, =,
und ein paar Umformungen folgt
2m
V/ =V + Vg — Vv
m+ M ( )

Analog zur Berechnung des Drucks eines verdiinnten Gases mittels Boltzmannverteilung erhal-
ten wir fiir die Ubergangsamplitude W(V'|V') wenn V' >V

W) = / (v, — VYO, — V) fro(F)5 (v’ Ly, - V))

und wenn V' <V

WV = /d%(v — )0V — ) fao(#)5 (v’ Ly, - V))

Hier ist fiir ¢ = 1,2 (linke bzw. rechte Seite des Kolbens)

m \7? _
() = 7. ~ kT, Y
fiol®) = 1 <2wkTi> ¢

die Maxwell- Boltzmann Gleichgewichtsverteilung der Geschwindigkeit v des Gasteilchens.Die
zugehorige Mastergleichung heifst Boltzmann - Mastergleichung.

oy mEMm+M
Wvv) =" vy

/ m 1/2 2 [V+1m+M(V’ V)]2

_ " T 2kTy 2" m -
@(V V)m (271’ij1) e

m /2 m2 [V L m4M (i V]2
o v ()i
TTRLo
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Wir identifizieren

O_ m+ M
m

V... intensiv

M
mt V... extensiv

m
m+ M m+ M m+ M
V= o+ §
m
und erkennen f(§2) = Q
- M
W(V|V) = QW (v, mE My V))

Das erste Argument von W ist der intensive Startwert V', das zweite Argument die extensive
Sprungweite AV = M (7 — /)

_ 1 B m /2 — o (V+1iAv)?
W(V, AV) = Z_IAV @(AV) ny 27T]{'T1 e 1

1/2
_ m (V+ AV)?
— —AV ~ 3Ty

o ) e (27rkT2> cr ]

Miissen nun die Momente 3,, berechnen, wo zur Erinnerung
5.(0) = 2 a(0) =0 [ dy (@)
= / dy y"W (¢, y)

und
80) = [y o5 (6.
n 8¢m 7
Wir berechnen (mittels Mathematica) bei P = 3T = Py = nokTy = P sowie fur 77 < T
A(0) =0
B(0) = 8(2rm®)"P(T)* + T,
B0) = —4@2rm) P P(TT " + T, 7%) < 0
pY0) = 2P(T7' =151 >0

Sehen, dass lim; o ¢(t) = ¢(c0) = 0 = bei gleichem Druck P, = P, = P ist Kolben im
Gleichgewicht in makroskopischer Ruhe!

o(t) = Bile(t)) = £i(0) + o(1)51(0) +
d(t) = konst 1@ - 0da 3(0) <0

Wir berechnen damit
1 1(0)2

m [ 12 1/
cqu = — T, =T
<V>q m+ M 8m(2 ! >

<V>equ = 971/2 <§>equ

und somit
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Bemerkung 3.23 (adiabatischer Kolben)

8m

Der Kolben bewegt sich mit Geschwindigkeit (V)equ = 75571/ 50 (TQI/ ? Tll/ 2) in Rich-

tung hoherer Temperatur!
heuristische Erklarung:
Das System ist bemiiht, durch Vibration des Kolbens die héhere Temperatur abzufiihren.

Durch Absinken der Temperatur fallt jedoch der Druck ab, was durch entgegengesetzte
Bewegung des Kolbens kompensiert wird.




Kapitel 4

Statistische Mechanik

4.1 Klassische statistische Mechanik

4.1.1 Gesamtheit (Ensemble)

Die statistische Mechanik befasst sich mit Eigenschaften der Materie im Gleichgewicht. Das Ziel
ist die Ableitung der Gesetze der Thermodynamik und der verschiedenen thermodynamischen
Funktionen (z.B. Entropie, freie Energie, ...).

Die statistische Mechanik beschreibt weder, wie ein System dem Gleichgewicht zustrebt,
noch sagt sie voraus, ob ein System jemals im Gleichgewicht angetroffen werden kann. Nicht
nur der Gleichgewichtszustand eines verdiinnten Gases, sondern auch der eines beliebigen ma-
kroskopischen Systems kann diskutiert werden!

Die in der Natur vorkommenden Systeme gehorchen nicht der klassischen Mechanik, sondern
der Quantenmechanik, welche die klassische Mechanik als speziellen Grenzfall enthélt. Nur aus
didaktischen Griinden beginnen wir mit der klassischen statistischen Mechanik. Wir werden im
Anschluss die Quantenstatistik unabhéngig von den klassischen Konzepten einfiihren.

Wir betrachten ein klassisches System bestehend aus einer grofen Anzahl N von Molekiilen in
einem grokem Volumen V. Typisch

e N =~ 10* Molekiile
e V =~ 10% Molekiilvolumina
und betrachten System im Grenzfall
e N = o0
o V=00
e V/N ... spez. Volumen, sei fixer endlicher Wert

Das betrachtete ,System” soll (nahezu) abgeschlossen und isoliert sein mit erhaltener Ener-
gie. Gewisse Wechselwirkungen zwischen ,System” und Umgebung kénnen prinzipiell nicht
ausgeschlossen werden, sollen aber hinreichend schwach vorausgesetzt sein. Der Zustand des
Systems” ist durch 3N Koordinaten x7, 23, ..., xx und 3N Impulse p1, p3, ...py vollstiandig und
eindeutig definiert.

Abkiirzung (p,x) = (p1, ps, ---DN, T1, - TN )

123
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Die Dynamik wird mittels der Hamiltonfunktion H(p,z) und der Hamiltonschen Bewegungs-
gleichung beschrieben

OH
O0H (p, ) .
IELE) _ p, i=1,2,.3N 4.2

Bezeichnen den 6 N-dimensionalen Phasenraum (p,z) mit I'. Ein Punkt im I'-Raum reprisen-
tiert einen Zustand des ,,Systems”, wir nennen ihn reprasentativen Punkt . Es ist klar, dass eine
sehr grofe (defacto unendlich grofse) Anzahl von Zustédnden einem gegebenen makroskopischen
Zustand entspricht. Zum Beispiel ist die

e Bedingung, dass Gas in einem Kasten von lem?® enthalten ist mit einer praktisch unend-
lichen Anzahl von Moglichkeiten vertraglich, die Molekiile rdumlich zu verteilen.

e Der Ort aller Punkte im I'-Raum, welche die Bedingung
H(p,q)=E

erfiillen, definiert die sogenannte Energieflache mit Energie F. Ein Zustand &ndert sich
im Laufe der Zeit geméfs (4.1,4.2) und durchléuft eine Bahn im I'-Raum. Aufgrund der
zahlreichen Molekiile und deren Wechselwirkungen ist die Bahn eines Zustands im I'-
Raum unregelméfig (sie ist ein random walk) und schneidet sich niemals (self avoiding
random walk), weil die Losungen der Bewegungsgleichungen eindeutig sind; die Bahn
bleibt auf der Energiefliche (die Energie ist eine Erhaltungsgrofe); es wird fiir grofe
Zeiten die gesamte Energieflache tiberstrichen ( Ergodenhypothese, siehe auch eine weitere
diesbezgl. Bemerkung weiter unten).

Wir haben weder die Moglichkeit noch den Wunsch, in jedem Augenblick den Zustand eines
makroskopischen Systems festzustellen. Wir legen bestimmte makroskopische Eigenschaften des
Systems fest, wie z.B. dass das System N Teilchen und Volumen V' hat, sowie dass die Energie
zwischen E und E + A liegt. A ist eine feste Zahl, die die Genauigkeit der Energiemessung
beschreibt, wobei A <« FE. Eine (meistens) unendliche Anzahl von Zusténden erfiillt diese
makroskopischen Bedingungen.

Definition 4.1 (Gesamtheit (Ensemble))

Wir stellen uns nicht ein einzelnes System vor, sondern eine (unendliche) Schar von
Kopien des gleichen Systems, welche sich in all den moéglichen Zustdnden befinden, die die
gewahlten makroskopischen Bedingungen erfiillen. Mitglieder dieser Schar von Systemen
wechselwirken nicht miteinander. Wir nennen diese Menge von Systemen Gesamtheit (En-
semble) und stellen diese durch eine Verteilung von reprasentativen Punkten im I'-Raum
mittels der Dichtefunktion p(p, z,t) dar.

Definition 4.2 (Dichtefunktion)

Die Dichtefunktion ist so definiert, dass (fiir eine endliche Gesamtzahl von représentati-
ven Punkten)

p(p,z, t)d*Np d*Nx

die Anzahl der reprisentativen Punkte, die zu Zeit t in d*p d*Nx bei (p, ) enthalten sind,
angibt.
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Bemerkung 4.1 (Wahrscheinlichkeit eines Zustands)

Die Wahrscheinlichkeit, einen Zustand des Systems zur Zeit ¢ in d*Vp d*Nx bei (p, )
vorzufinden, ist durch
d*Np &Nz p(p, x,t)

[ &*Np &Nz p(p, z,t)

gegeben.

Satz 4.1 (Liouvillescher Satz)

dp Op
—_— = — H p—
o = g T et =0

Beweis: Anzahl der repriasentativen Punkte, die sich in beliebigem Volumen des I'-Raumes be-
finden, ist konstant = es gilt die Kontinuitétsgleichung

dp B
a + V(V,O) = 0

WO

v _ <8 9 9 9 0 )
Op1’ Op2’ " Opan’ Oxi T Oxzn

Vo= (P1,P2; s P3N, X1, 0y TIN
dp Nro . o
VT Z[%(Pzp)‘Fami(%,P)]

i=1

Op - | Dp i N apl 0z —0
<apipl+azi CCz)JriZ:lP (8})2 + 8:,51

0 (_OH\, K 0 (0H
3pi 81‘1 axl api

=0

w
2

<
Il
-

Wir sehen VV = 0 = reprisentative Punkte bewegen sich im I'-Raum wie eine inkompressible
Fliissigkeit. Unter Verwendung der Poisson Klammern lasst sich die Zeitentwicklung auch in
der Form

dp B

schreiben. [ |

Beschrianken wir uns auf eine Gesamtheit, deren Dichtefunktion p entweder konstant ist oder
nur von der Hamiltonfunktion H abhéngt, so ist die Gesamtheit in diesem Fall zeitlich konstant.

Sei F'(p,x) Messgrofe, dann ist der Ensemble-Mittelwert von F(p, z): definiert durch

5 AET R ST 155) 6E2Y)
' [ d3Np d*Nz p(p, x,t)

(F) (

Bemerkung 4.2 (Wechselwirkung System - Umgebung)
I
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Die Einfithrung der Dichtefunktion ist keineswegs nur Ausdruck unserer Unkenntnis der
detaillierten Form der Mikrozustande, sondern hat auch noch einen weiteren Hintergrund:
Durch die unvermeidbare (wenngleich dufserst schwache) Wechselwirkung des , Systems* mit
der Umgebung dndern sich zwar die vorgegebenen makroskopischen Bedingungen (wie z.B.
N, V, E) des ,Systems* nicht, jedoch &ndert das ,System* immer wieder seinen Mikrozustand
und durchléuft - beispielsweise wihrend eines Messvorgangs - eine Abfolge von Mikrozu-
standen.

Statt zeitliche Mittelwerte zu bilden und dabei eine sequentielle stochastische Folge von
Mikrozustanden zugrunde zu legen, erlaubt die Ergodenhypothese die Berechnung von Mit-
telwerten mittels der Zeitentwicklung des Ensembles bzw. der Dichtefunktion vorzunehmen:
Zeitmittelwert = Ensemble-Mittelwert. Die Dichtefunktion p beschreibt also nicht nur die
statistischen Eigenschaften eines gedachten fiktiven Ensembles von (unendlich) vielen Ko-
pien des betrachteten Systems in den diversen Mikrozustdnden, sondern auch das Langzeit-
verhalten eines Einzelsystems.

Bemerkung 4.3 (Verteilungsfunktion f versus Dichtefunktion p)

In der kinetischen Gastheorie gab f(Z,p,t)d*r d®p die Anzahl der Gasmolekiile an,
die zur Zeit ¢ in d®zd®p bei (Z,p) enthalten sind. Der Zusammenhang zur Dichtefunkti-
on p(p, z,t) folgt aus

fd3p2 Brod®ps dPrs...d*py dPxy p(pi, D3, PN, T1, T, 1)
[ &p1 BaidBpy dPaadPps Bxs...d*py ey p(pi, 3, -..DN, 81, - TN, 1)

f(@i,p1,t) =N

Liegt ein Ensemble vor - d.h. ist p(p, x,t) vorgegeben - so ist f eindeutig bestimmt. Liegt
ein bestimmter Zustand vor - d.h. sind alle pi, p3, ...pxn, Z1, ...y und deren Zeitentwicklung
gegeben - so ist f ebenso eindeutig bestimmt. Wenn umgekehrt f vorgegeben ist, ist der
Zustand nicht eindeutig festgelegt, sondern lediglich ein Teilraum des I'-Raumes zugeordnet,
den man das durch f ,belegte Volumen* nennt. Dieser Teilraum héngt von der vorliegenden
Gesamtheit ab.

Beispiel: Ein Zustand, bei dem sich Molekiil 2 bei #5 und Molekiil 3 bei 3 befinden, un-
terscheidet sich vom Zustand, wo x5 mit z3 vertauscht ist. Beide haben jedoch die gleiche
Verteilungsfunktion f.

4.1.2 Postulat gleicher a-priori Wahrscheinlichkeit

Die klassische statistische Physik griindet sich auf das Postulat gleicher a-priori Wahrschein-
lichkeit:

Wenn sich ein makroskopisches System im thermodynamischen Gleichgewicht befindet, ist sein
Zustand mit gleicher Wahrscheinlichkeit irgendein Zustand, der mit den makroskopischen Be-
dingungen vertraglich ist.

4.1.3 Die mikrokanonische Gesamtheit

Wir betrachten im thermodynamischen Gleichgewicht ein makroskopisches System von N Mo-
lekiilen, Volumen V' und Energie zwischen £ und E + A. Hier ist A eine vorgegebene Zahl, die
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die Genauigkeit der Energiemessung beschreibt, wobei A < E. Wegen des Postulats gleicher
a-priori Wahrscheinlichkeit ist jeder Zustand, der mit den soeben erwahnten makroskopischen
Bedingungen vertréglich ist, gleich wahrscheinlich. Jedes System in einem dieser Zusténde heift
Bestandteil der sogenannten mikrokanonischen Gesamtheit:

Definition 4.3 (mikrokanonische Gesamtheit)

Die mikrokanonische Gesamtheit ist durch die Dichtefunktion

lwenn £ < H(p,z) < E+ A
pp,x) =

0 sonst

definiert.

['(E) sei das Volumen im I'-Raum, das von mikrokanonischer Gesamtheit eingenommen
wird

I'(E) = /p(p, ) d*p &N = / d*Np &N
E<H(p,x)<E+A

I'(E) gibt - falls es nur endlich viele représentativen Punkte gibt - die Gesamtzahl der repré-
sentativen Punkte in der Energieschale F < H(p,z) < E + A an, dies ist zugleich die Anzahl
der Mikrozusténde. Es versteht sich, dass I'(£) auch von N,V und A abhéngt.

Y(E) sei das von der Energiefliche E eingeschlossene Volumen des I'-Raumes

Y(E) = / d*Np &N
H(p,x)<E

Dann ist (auch X(FE) ist von N,V und A abhéngig)
NE)=%(E+A)—X(F)~w(E)A
wo w(F) die Zustandsdichte des Systems bei Energie E genannt wird

w(E) = a?f)

Fundamentaler Zusammenhang zwischen mikrokanonischer Gesamtheit und Thermodynamik:

Definition 4.4 (Boltzmannentropie, Entropie in der mikrokanonischen Gesamtheit)

S(E,V):=klogT'(E)

Wir wollen beweisen, dass S die Eigenschaften der Entropiefunktion in der Thermodynamik
besitzt, ndmlich dass

e S ist extensiv

e AS>0
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Somit kann klog'(E£) mit der aus der Thermodynamik bekannten Entropiefunktion S identi-
fiziert werden!

Zeigen zunichst die Extensivitdt: Das System wird in 2 Teilsysteme zerlegt: Ny Teilchen in
Vi, Ny in V5. Wollen annehmen, dass die Energie der molekularen Wechselwirkung zwischen
den beiden Teilsystemen im Vergleich zur Gesamtenergie jedes Teilssystems vernachléassigt wer-
den kann, sodass ndherungsweise

H(p,z) = Hi(p1,x1) + Ha(p2, z2)

Betrachten Energien der Teilsysteme zwischen F;, F1 + A bzw. Fy, Fy + A

Entropien der isolierten Teilsysteme:

Sl(El,Vﬁ = klogrl(El)
52(E27V2> = klOng(Ez)

Fiir das zusammengesetzte System: fordern wir
E < (E1+ Ey) < E+2A

Wir unterteilen in Energieintervalle der Gréfse A

E/A

Zr ) To(E — E;)

wo F; die mittlere Energie des i-ten Intervalls ist.

E/A
S(E,V) =klog) T1(E;) T5(E — E)

=1
Es kann nun gezeigt werden, dass fiir Ny — 0o, Ny — oo nur ein einziger Term in ['(E) bzw.

S(E,V) dominiert:

Den maximalen Beitrag findet man mittels 0 (I'y(E1)T2(E2)) = 0 und 6(Ey + Ep) = 0. Wir
bezeichnen das Maximum mit £, somit ist £y = E — E;.

STy (B) Ta(B) < T(E) < %Fl(EI) Do( )
klog Ty (E)Ty(Ey) < S(E,V) < klogTi(E1)To(Es) + kl

vernachlassigbar

IA

typischerweise gilt (siche UT4, ideales Gas)
logl'y, ~ N
logl's, ~ N,
F = N1 —+ NQ

sodass

S(E, V) ~ Si(Ey, Vi) + Sa(Es, Va) + O(log N)
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Die Entropie ist fiir grofte Teilchenzahlen extensiv!

Haben mehr als nur die Extensivitdt der Entropie bewiesen, nédmlich dass die Energien der
Teilsysteme die festen Werte E, Fy = E' — F; haben. Genauer gilt

(ZatEihry ) - rym) A5 ) =

0F OF,
wobei By = Fy und Fy = By = E — FE; bzw.
1o (E)) 1 0Ny (By)
I (El) oF, Ei=FB, FQ(EQ) OF5 Ey—Ey
bzw. 5
—_— 10g Fl (El) = — log FQ(EQ)
aEl E1:E1 8E2 E2:E2
bzw.
aSl(Ela‘/l) _ aSQ(EQ,‘/Q)
aEl Ey\=E4 aE2 Eo=E,

Definition 4.5 (Temperatur im mikrokanonischen Ensemble)

IS(E V)| 1
OF

V_'T

Die Temperatur eines abgeschlossenen Systems ist derjenige Parameter, der das Gleichge-
wicht zwischen einem Teil des Systems und einem anderen charakterisiert:

Die Temperatur der zwei Subsysteme stimmt im thermodynamischen Gleichgewicht iiberein.
Obwohl ein grofser Bereich von Energien (somit auch von Temperaturen) fiir die Subsysteme
prinzipiell méglich wire, wird im Grenzfall grofer Teilchenzahlen nahezu ausschlieklich E,E,
angenommen, wobei die gleiche Temperatur vorliegt.

Bemerkung 4.4 ()

Bis auf additive Konstante O(log N') kénnen wir dquivalent definieren

= klogI'(F)
klog ¥(E)
= klogw(E)

»nn \»n O»n
I

und Extensivitit zeigen.

Wir beweisen nun, dass fiir ein abgeschlossenes System AS > 0 gilt: N, E seien fix, zulds-
sige Zustandsdnderung ist nur Volumensvergréfserung z.B. durch Entfernung von Hindernissen
(wiirde man das Volumen verkleinern, wiirde man die Abgeschlossenheit des Systems verletzen).

Verwenden
S(E,V) =klog%(E) = klog / d*Np &Nz
H<E
Fiir V; < V5 gilt trivialerweise

S(E, V1) < S(E, Va)v
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4.1.4 Thermodynamik und mikrokanonische Gesamtheit

Betrachten quasistatische Zustandsénderungen, d.h. langsame Anderungen von E,V hervorge-
rufen durch dufere Einwirkung auf das System. Die Gesamtheit wird durch eine Menge von
reprasentativen Punkten dargestellt, die gleichméfig {iber ein langsam verénderliches Gebiet
des I'-Raumes verteilt ist. Anderung ist so langsam, dass in jedem Augenblick mikrokanonische
Gesamtheit vorliegt. Bei infinitesimaler Zustandsdnderung dndert sich die Entropie geméis

dS(E,V) = (g—g) dE + (%) av
Vv E

5), -
(3), -

sowie der Definition der inneren Energie

Mit

T N

Definition 4.6 (Innere Energie in mikrokanonischer Gesamtheit)

U(S,V) = E(S,V)

folgt

= |dU =TdS — PdV

Dies ist der erste Hauptsatz, der die iibliche Thermodynamik impliziert.

Beispiel 4.1 (Entropie des klassischen idealen Gases)

N

1 .
H = %ZPE

=1

S(E,V) = klogX(FE)

1
= klOgh:a_N/ N d3p1...d3pN/d3x1...d3xN
S > piP<E v
=1

wobei eine Konstante h der Dimension ImpulsxLénge eingefithrt wurde, um ¥ (FE) dimen-
sionslos zu machen (werden in Rahmen der Quantenstatistik A mit dem Planckschen Wir-
kungsquantum identifizieren)

Vv N
= ]{?lOg (ﬁ) / N dpl...dpgN
= > pi°<E

m
=1
N 7

Das eingeklammerte Integral entspricht dem Volumen einer 3/N-dimensionalen Kugel von

Radius R = v2m£E.
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Stirling: I'(z + 1) = V27x <£> fir z > 1

e

3N 3N 3N 3N

log T(2E 4+ 1) ~ 2l jog 228 — 21

ogl(5-+1)~ —-log 5

B E 8/ 3
S(E,V) = Nklog |V(co=)"*| + =Nk

N 2

Wocozé’;’g

Josiah Willard Gibbs: Das korrekte Ergebnis fiir die Entropie erhélt man nur bei Verwen-
dung der korrekten ,Boltzmann Abzdhlung®. Dies bedeutet, das wir ¥(FE) noch zusétzlich
durch N! dividieren miissen (werden diese im Augenblick willkiirliche Vorschrift spéter im
Rahmen der Quantenstatistik im Grenzfall hoher Temperaturen herleiten).

Der richtige (bereits aus der klassischen Thermodynamik - siehe insbesondere auch UT4
- sowie der kinetischen Gastheorie bekannte) Ausdruck fiir die Entropie des idealen Gases
lautet

3/2
S(E,V) = Nklog [% (Co%) } + ;Nk

Bemerkung 4.5 (korrekte Boltzmann Abzéhlung von I'(E),3(E))

Wollen ab sofort fiir die Definition von I'(E) und 3(F) die dimensionsbehaftete Kon-
stante h einbeziehen und auch die korrekte Boltzmann Abzdhlung verwenden:
/ d3N P d3N T
E<Hpo)<B+a NV

d3Np dSNSE
S(E) = ¢ pd
( ) /l;l(p,m)<E N1 h3N

[(E) =

4.1.5 Die kanonische Gesamtheit

Betrachten ein abgeschlossenes, zusammengesetztes System aus 2 Teilsystemen mit Teilchen-
zahlen N; und N, sowie Hamiltonfunktionen Hi(p;,z1) und Hs(ps,x2). Nehmen an, dass
Ny >> N;j (wo sowohl Nj als auch N, makroskopisch grofs sind) und interessieren uns nur
fiir System 1. Wir suchen die Gesamtheit, die das nicht abgeschlossene System 1 beschreibt,
das mit dem groferen System 2 im thermischen Gleichgewicht steht. Unser Ausgangspunkt ist
die mikrokanonische Gesamtheit des Gesamtsystems von Energie F

E<(E1+E2)<E+2A

Wissen bereits, dass fiir die beiden Teilsysteme ein einziger dominanter Beitrag bei E, Ey =
E — E; vorliegt, wo nun F, << E, bzw. F; << E gelten moge. Die Wahrscheinlichkeit das
System 1 in dp;dx; bei (p1, x1) - somit mit Energie Ey = H;(p, 1) - ohne Riicksicht auf System
2 zu finden ist proportional zu

~ dpl df]fl FQ(EQ), E2 =F— E1
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Daher
P(phﬂﬂl) ~ F2(E - El)

Betrachten F; ~ E; << E und entwickeln klog'y(E — E1) um E

klogls(E — Er) = S(E - Ey)

08,
E>=FE
E
~ S(E) — ?1 + ..

wo T die Temperatur des groferen Systems 2 ist! Also

p(pha?l) ~ FQ(E — El) ~ G%SQ(E) 6_%

ist eine Konstante bzgl. des kleineren Teilsystems

Verwenden Ey = Hi(pi, 1), lassen Index 1 weg und lesen die Dichtefunktion ab.

Definition 4.7 (kanonische Gesamtheit)

Die Dichtefunktion eines kleinen Teilsystems in Kontakt mit groffem System - genannt
,Wirmebad" der Temperatur T - lautet

— _5H(p7x) —_
plp,2) = e PHOD, g —

und definiert die kanonische Gesamtheit.

Definition 4.8 (Zustandssumme)

dSNp d3N{I? e—,BH(p,:c)
h ... Konstante von Dimension ImpulsxLéange

N! ... korrekte ,Boltzmann Abzéhlung*

4.1.6 Thermodynamik und kanonische Gesamtheit

Definition 4.9 (Innere Energie in kanonischer Gesamtheit)
[N Ny HeoM
- [ d3N 3N pe—BH

UV,T) = (H)

Bemerkung 4.6 (Innere Energie und Zustandssumme)

Die innere Energie U(V,T) =< H >lésst sich als geeignete Ableitung der Zustandssum-
me berechnen
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UV, T)=< H >= —% log Zn(V,T) (4.3)

Die weitere Formulierung der Thermodynamik folgt einerseits aus dem Zusammenhang der
Zustandssumme zur freien Energie

Satz 4.2 (Freie Energie in kanonischer Gesamtheit)

Zn(T, V) = e PFVT) (4.4)

sowie der Definition von Entropie mittels der freien Energie

SV, T) = — (%)V (4.5)

Beweis: Wir zeigen, dass die in der Thermodynamik giiltige Relation F' = U — T'S gilt, wo
(4.3,4.4,4.5).

Es folgt zunéchst aus der Definition der Zustandssumme

3N, 3N
1 = 4‘/‘6{ ' pc:fN xe—B[H(p,:D)—F(V,T)]
N!'h

Nach g differenzieren liefert

d3N d3N

OF(V,T)\ oT
NI 3N v 0B

oT 9B

bzw.

—U(V,T)+ F(V,T) + TS(V,T) = 0v
|

Alle thermodynamischen Funktionen kénnen aus F(V,T) hergeleitet werden, da F'(V,T') ther-
modynamisches Potential ist.
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4.1.7 Aquivalenz kanonische und mikrokanonische Gesamt-
heit

Obwohl die kanonische Gesamtheit Systeme aller Energien enthélt, haben fast alle von ihnen
die gleiche Energie (H) = U. Es gilt namlich

4 pd Bl () 9
! fN'T U — H(p, )] e P Ea=FL) 55
e
ou | [PV pd*Na OF
= — 4t (U-H)| -H+F-T_— | e?# D
o5 VT en (U H) + e
+U
oU
o5 T - )
—~—

— U kT2=—Cy kT?

= (H?)— (H)* =CykT* | %\/—

(H?) — (H)® 1
(H)*
Hier wurde ﬁg—g = —T verwendet sowie < H >~ N, Cy ~ N = Die mittlere quadratische

Schwankung ist von O(\/l—ﬁ) = fiir N — oo haben (fast) alle Systeme des kanonichen Ensembles
die Energie (H) = U= die kanonische und mikrokanonische Gesamtheit sind dquivalent!

Bemerkung 4.7 ()

Man kann zeigen, dass sich die in der kanonischen und der mikrokanonischen Gesamtheit
definierten Entropien nur um Terme von O(log N) unterscheiden und somit dquivalent sind.

4.1.8 Die Groltkanonische Gesamtheit

Analog zur kanonischen Gesamtheit, wo die mittlere Energie eines kleinen Systems durch die
Temperatur des grofen Systems (des ,Warmespeichers”) bestimmt ist, betrachten wir nun ein
kleines System mit (anscheinend) beliebiger Teilchenzahl, die aber - so werden wir sehen - im
Mittel durch die dem kleinen System auferlegten dufieren Bedingungen bestimmt ist.

Betrachten als Ausgangspunkt die kanonische Gesamtheit fiir ein System von N Teilchen
im Volumen V' bei Temperatur 7', bilden Teilsysteme mit Vi,Ny, Vo =V — Vi, No = N — N,
und nehmen an, dass Ny >> Ny, Vo >> V.

Dichte fiir kleineres Teilsystem 1

,O(pl, X1, Nl) ~ eﬁH1(P1,x1,N1)/ d3N2p2 d3N2$2675H2(p2,x2,N2)
Vo
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Hier bezeichnet H (p, z, N) die tibliche Hamiltonfunktion, wo wir jedoch auch die N-Abhéngigkeit
explizit vermerken. Wir wahlen eine bestimmte Normierung

NI e—ﬁHl(m,wth)fV d3N2p2 d3N2x2 e~ BHz2(p2,72,N2)
° 2

P(ph Z1, Nl) = NN, ! fv dB3Np BNy e—BH(p,z,N)

sodass auch
Zn,(Va, T) e BH1(pL21,N1)

N,) =
p(p1,l’1, 1) ZN(‘/,T) Nl!h?)Nl
Es gilt (UT4)
N
> /d3N1p1 Ay p(pr, a1, Ni) =1
N1=0
Weiters
Zn,(Va,T) _ o BIF(N2.V2 T)=F(N,V,T)]
ZIn(V,T)
_ o BIF(N=NLV=Vi,T)=F(N.V,T)]
~ e BE=NptViP)
WO
_ OF(N,V.T)
s ON
b _ _OF(NVT)
- oV

chemisches Potential und Druck des aufserhalb des kleinen Volumens V; befindlichen gréfteren
Systems 2 sind.

Definition 4.10 (Fugazitit)

Lassen nun Index 1 weg:

Die Dichtefunktion eines kleinen Teilsystems von Volumen V' in Kontakt mit einem Wéarmebad
(von Temperatur T, chemischem Potential p sowie Druck P) lautet

N
p(p,z,N) = ﬁe—ﬁw—ﬁmmm mit N =0,1,2, ..

und definiert die grofskanonische Gesamtheit.

Wir erlauben, dass das System aufierhalb von V' beliebig grofs werden kann und lassen den
Bereich

0<N<x
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zu. Wir definieren die Erwartungswerte in der grofkanonischer Gesamtheit mittels zusétzlicher
Summation iiber N:

0 d3N dng
2 S g e N) eSO

3N 3N
Z [ dNJ'D]iigN N o—BPY—BH(pz,N)
N=0
N=0 NI h3N

> N —E N hSN e PHpe.N)

N=0
N

S N (f)y Zn(V,T)

() =

f(p,w, N) e PHE=N)

Z ZNZN(V7 T)
N=0

Hier wurde

[N (@, Nye P
(fhy = [ d3N 3N gpe~BH(p.z.N)

verwendet. Mit

Definition 4.11 (Grofskanonische Zustandssumme)

2(z,V,T) ZZNZN V,T)

N=0

schreiben sich Erwartungswerte im grofkanonischen Ensemble auch als

— N

4.1.9 Thermodynamik und groftkanonische Gesamtheit

Wir integrieren die Dichtefunktion p(p,z, N) iiber [ d*¥p d*Nz und summieren iiber N, damit
folgt

1=2(z,V,T)e PPV

oder
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Sei N die mittlere Teilchenzahl im Volumen V

x o &N PN ,
> 2V N/]:) hsN'x N Pt

N=0

/! € _ T /
ST N 2N Zn(V,T)
_ N’'=0
> 2N Zn(V,T)
N’'=0

0
= 25 log=(z,V,T)
Zustandsgleichung in Parameterform (Parameter z)

2 =logE(z,V,T)
N =2z21og=(2,V,T)

(bzw. kann z eleminiert werden)

Definition 4.12 (innere Energie)

d3N d3N
P22 H(p,z,N) ePHE=N)

8

Sy vy

2
|

Uz, V,T) = (H) = X

Z:o A vy N! h3N gl

N UV, T, N)Zy(V,T)

8

2
Il

0

S 2N Zn(V.T)

N=0

= ~35 log (2, V,T)

WO

0
~35 —log Zn(V,T)

verwendet wurde. Damit erlaubt - in Parameterform mit Parameter z -

U(V,T,N) =

U(z,V,T) = =& 10g E(2,V, T)
N—zatlog (z,V,T)

alle weiteren thermodynamischen Funktionen herzuleiten.

137
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4.1.10 Aquivalenz der kanonischen und grofkanonischen

Gesamtheit
(N?) —(N)?  [kTsr
W N [

sodass im thermodynamischen Limes V' — oo die Teilchenzahl de facto fix ist. Daraus folgt,
dass das kanonische und grofskanonische Ensemble - somit auch das mikrokanonische Ensemble
- zueinander dquivalent sind.

Wir finden

4.2 Quantenstatistik

4.2.1 Die Postulate der Quantenstatistik

Wir betrachten die Wellenfunktion eines Systems in Wechselwirkung mit der dufseren Umgebung
U(z, t; X)
wobei x die Systemkoordinate, ¢ die Zeit, und X die Koordinaten der Umgebung bedeuten.

Sei ¥,, vollstandiges Orthonormalsystem (VONS) von Eigenfunktionen des Hamiltonoperators
H des Systems

Entwicklung von ¥ nach dem VONS W, ergibt

V(e ;X)) =) (X, 1)V, (2)

n

Der in der QM iibliche Erwartungswert (O) eines Operators einer Observable des Systems lautet
(T|OW) = ¢, em Onm

WO

Onm = (V,|O¥,,) = /d$\DZ($)Oqu($)

Wir wollen nun Erwartungswerte (O) auch mittels zusétzlicher Integration tiber die Koordinaten
X der Umgebung definieren, sowie eine Zeitmittelung (angedeutet durch Querstrich) iiber ein
Zeitintervall, das kurz im Vergleich zum Messvorgang, aber lang im Vergleich zur Stofszeit der
Molekiile ist, durchfiihren. Damit

S TdXe 0O X JdXe, e Oun
Faxquow) ) N Om B )X

Tdx (ulw)  JdX(@¥) Y [dXc e

(0)
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Bemerkung 4.8 ()

[ dX (¥, V) hingt von Zeit ¢ nicht ab und muss daher nicht tiber Zeit ¢ gemittelt werden:
Der im Prinzip bekannte, in manchen Modellen explizit konstruierbare Hamiltonoperator
des Gesamtsystems (= System und Umgebung) ist hermitisch, sodass die Zeitabhéngigkeit
im Erwartungswert [ dX (¥, V) herausfallt.

Postulat der zufilligen Phasen:

/ dX (X, t) en(X,t) =0  wennn#m

Aus dem Postulat der zufilligen Phasen folgt, dass der Zustand eines Systems im thermo-
dynamischen Gleichgewicht mit der Umgebung als inkohdrente Uberlagerung von Energie-
Eigenzustinden angesehen werden kann, in dem Sinne dass

> PnOmn 2 pn (U,]|OV,)
0= > Pn - > Pn o

WO _
pn::/ch;‘Lcn:/ch;anO

Das System der Eigenzusténde interferiert nicht, dies stellt Verallgemeinerung des Begriffs des
Ensembles in der Quantenmechanik dar.

Bemerkung 4.9 (Gemischter Zustand)
P =
X

schreiben den Erwartungswert (O) als

ist normierte Wahrscheinlichkeitsdichte mit p,, > 0 und > p, = 1. Wir

(0) = pn (¥,|0F,) (4.7)

und sagen, dass sich das System in einem gemischten Zustand befindet. Die Mittelung (4.7)
wird durch zwei unterschiedliche Prozesse erreicht, einerseits durch quantenmechanische
Erwartungswerte (U,,|OV,,) andererseits durch statistische Mittelung mit Wahrscheinlich-
keitsdichten p,,. Letzteres hat keine Interferenzeffekte zur Folge.

Definition 4.13 (Dichteoperator)

pi=> pul¥0)(Tul, wo p, = /dX ¢ ep >0

Bemerkung 4.10 (Dichtematrix)
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140
Der Dichteoperator p ist in Bezug auf Energie-Eigenzustéinde diagonal
Pron = (Uin|p¥y)
= D e (W W) (W] W)
p —_—— —
5mk (skn
= Smnpn (ohne Summation)

Bemerkung 4.11 (Spur des Dichteoperators)
n n -1 n

n

Satz 4.3 (Erwartungswerte und Dichteoperator)
Fiir Erwartungswerte (O) - siehe (4.6) - gilt die wichtige Formel

_ Tr(Op)
0= ")

Beweis: Verwenden die Vollstandigkeitsrelation

Do) (I =1
.

> (T|0T)) (T]pTy)
e ~
’ Ok 1k Pl

= > Oni
k u

Tr(Op) =

Bemerkung 4.12 ()
Mit der Dichtematrix p wird lediglich eine Bezeichnungsweise ohne neuen physikalischen

Inhalt eingefiihrt.

4.2.2 Die Gesamtheiten der Quantenstatistik

Mikrokanonische Gesamtheit

Die mikrokanonische Gesamtheit ist definiert durch
{1 fir FE<FE,<FE+A
Pn =

0 sonst

beziehungsweise
p= > W)W,
E<En<E+A
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Es folgt
Trp= Y  =TI(E)=

E<En<E+A
Trp ist die Zahl der Zusténde, deren Energie zwischen E und E + A liegen.
Analog zu frither erfolgt die Definition der Entropie mittels
S(E,V)=klogT'(E)

und erlaubt die Formulierung der Thermodynamik.
Kanonische Gesamtheit

Die kanonische Gesamtheit ist definiert durch
pp=e"Fn B=——
Wir nennen e~? #» Boltzmannfaktor, es gilt
p= Y B -

= N, (W] = e
N
=1

p = e

ZIN(V,T) :=Trp = Z e PEn = Tre PH (4.8)

Hier wird die Spur mittels einer Summe iiber alle Zustédnde des Systems gebildet. Die Boltz-
mannfaktoren e™? F» zu entarteten Zustdnden miissen dem Entartungsgrad entsprechend hiufig
gezahlt werden.

Die freie Energie - Ausgangspunkt der Thermodynamik - ist analog zu friither definiert durch
Zn(T, V) = e PV

Der Erwartungswert einer Observable in der kanonischen Gesamtheit lautet

_ Tr(Oe FH)

<O>N - Tl"e_fBH (49>

Grofkanonische Gesamtheit

Grofkanonische Zustandssumme

E(z,V,T) =Y 2N Zn(V,T)

N=0

(0) = 23 " (0)y Zn(V.T)

wo Zn(V,T) geméf Gleichung (4.4), (O), geméf Gleichung (4.9) definiert sind. Die Formulie-
rung der Thermodynamik erfolgt analog zum klassischen Setting.
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4.2.3 Gibbs’sche Entropie

Mittels des normierten Dichteoperators p := T%pp fithrte Gibbs einen eigenen Entropiebegriff
SG ein
Sa =—kTrplogp

der - bis auf einen Faktor - gleich dem Erwartungswert des Logaritmus des (normierten) Dich-
teoperators ist

Sa = —k (logp)

Fiir die mikrokanonische, kanonische und grofkanonische Gesamtheit kann man leicht Uber-
einstimmung mit den jeweiligen vorangegangen Definitionen der Entropie zeigen, dies gilt im
klassischen, wie auch im quantenstatistischen Bild.

Insbesondere wollen wir hier zeigen, dass die Gibbs’sche und Boltzmann’sche Entropie (4.3)
im mikrokanonischen Ensemble iiberein stimmen. Ausgangspunkt ist

1
= —— E v ) (P
mit den Eigenwertgleichungen

E)

5|0,) = =, fir E< E, < E+ A
pI=n) = 0 sonst

plog p|¥,) = w09 rig[¥n) i B < E, <E+A
' 0 sonst

sodass

o 1 1
Se =—kTrplogp = —k Z mlog T(E) (U, |¥,) = klogT'(E)

E<En,<E+A 1

Bemerkung 4.13 (Zeitentwicklung von Gibbs’scher und Boltzmann’scher Entropie)

Wenn das makroskopische System nicht im vollstdndigen Gleichgewicht ist, sind der
Gibbs’sche und Boltzmann’sche Entropiebegriffe ungleich, die Zeitentwicklung der Boltz-
mann’schen und Gibbs’schen Entropie sind namlich vollig unterschiedlich: Wéahrend die
Gibbs’sche Entropie auf einem konstanten Wert bleibt, dndert sich die Boltzmann’sche
Entropie und wéchst - wie schon frither bewiesen - an. Die zeitliche Konstanz der Gibbs’schen
Entropie folgt aus der Tatsache, dass die Grofe eines Phasenraumvolumens im gesamten
Zeitverlauf immer gleich dem des Ausgangszustands bleibt. Formal kénnen wir die zeitliche
Konstanz von Sg (im klassischen Bereich mittels Liouville Gleichung, im quantenmechani-
schen Bereich mittels van Neumann Gleichung) leicht beweisen.

Die Boltzmann Entropie ist der relevante Entropiebegriff fiir die statistische Mechanik,
der auch geeignet ist, zeitliche Verdnderungen makroskopischer Systeme zu erfassen.
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4.2.4 Ideale Quantengase in der grofikanonischen Gesamt-
heit

Betrachten N spinlose Teilchen ohne Wechselwirkung mit Hamiltonoperator H

N 2
H = Z ’ p;...Impulsoperator des i-ten Teilchens
i=1

l

2m

Studieren zunéchst einzelnes freies Teilchen: Wellenfunktion in Wiirfel mit Volumen V

— 1 ; PZ

qjﬁ(l’) = W@ h
VAF 4+ i) = Uyd)
. 2rh
v

Hier ist
I ... Ort des Teilchens

P ... Vektor der Impulseigenwerte des Impulsoperators des Teilchens (verwenden aus Bequem-
lichkeit keine unterschiedliche Notation Operator / Eigenwert)

7 ... Vektor von ganzen Zahlen
ny
n=|n, n; € Z
ns

Es werden beziiglich des Volumens V' periodische Randbedingungen gefordert, sodass p in

2rh  h
kubischem Gitter mit Gitterkonstante % =7 wobei L = V'/3, liegt. Energie € des Teilchens

wird ausgedriickt durch Impulseigenwert p' des Impulsoperators des Teilchens

=5 , p=Ip|

Ein quantenmechanisches System von N identischen Teilchen kann nur Bose System oder Fermi
System sein. Die N-Teilchen Wellenfunktion W(z1,...2x) von N freien Teilchen in Wiirfel mit
Volumen V ist eine gerade (ungerade) Funktion beim Austauschen eines beliebigen Paars von
Koordinaten fiir Bosonen (Fermionen).

> (1) (21)... Uy (271)

Permutationen Iliiber alle Orte

\IJPY--PTV (1'1, .%7\7) =

2=
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Der Zustand des N-Teilchensystems ist durch die Vorgabe von Besetzungszahlen {n;} angege-
ben, dies entspricht der Zahl der Teilchen mit Impuls p

E = Z EpNy
p

PJ = :E::7%3
p

{0, 1,2, 3, ... fiir Bose Gas
ng =

0,1 fiir Fermi Gas, wegen Pauli Ausschlussprinzips

Ideales Gas, groftkanonische Gesamtheit

e
{np}
= Z H (ze '661’) P nummerieren voriibergehend p’ des Impulsgitters mit 0, 1, 2,
{nz} P
= ZZ (26_650)% (ze‘ﬁﬁl)n1
nog ni

nifse ]

P n
1
_ 1;[ m ...Bose Gas
[T(1 + ze=Pe) ...Fermi Gas

p

Bemerkung 4.14 (Unterschied Fermi- Bosegas)

Die unterschiedlichen Ausdriicke fiir die grofkanonischen Zustandssumme entstehen, weil
die Summe ) bei einem Bose-Gas iiber n = 0, 1,2, 3, ... bei einem Fermi-Gas jedoch iiber

n
n = 0,1 zu erstrecken ist.

Zustandsgleichungen
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PV log=(z,V,T) zﬁ:
T =z, V, -
kT & > log (1 + ze Fer)
i
z e Per
0 _ % 1 — ze Per
N = z—log=Z(z,V,T) _Be (4.11)
0z ¥ ze "
5 1+ ze P
Beispiel 4.2 (mittlere Besetzungszahl in Grofskanonischer Gesamtheit)
00 —B3 epny
ST 2N > nge 7
N=0 {nﬁ}7z ny=N
= =, V.T)
10
= ———logZ=(z,V,T
/B aep Og (Z7 ) )
zePer
= - 4.12
1F ze Per ( )

Die Gleichungen (4.11) bedeuten nichts anderes als N =) (ny).
P

4.3 Ideales Fermi-Gas

1%
Im Einheitsvolumen gibt es 73 Gitterpunkte, wenn thermodynamischer Limes V' — oo be-
trachtet wird gilt

Vet V[,
S mS o
12

—

Wir formen um

PV —Be
T - Zlog(1+ze ’BP)

p

1
N = Zz_leﬁep+1
p

und fiir €, = % erhalten wir
PV Vv p2
i (1 e ﬁ)
P 0 e »2
— = — dp p*log (1+z 662m>
kT h? J,



146 KAPITEL 4. STATISTISCHE MECHANIK

sowie
Vv 1
N = = d*p P (4.13)
h 27l efom 41
1 N dm [ 1
.= = = dp p?———
U V h3 0 pp Z_l 65% -+ 1
Hier bezeichnet v := V/n das spezifische Volumen (sollte nicht mit Molvolumen verwechselt
werden!)
umschreiben
P 1
— = —fn 4.14
T w5 f72(2) (4.14)
1 1
2mh?
WO A\ = "

die thermische de Broglie Wellenldnge ist und
mkT

4 o 2
fop(2) = ﬁ/o dr 2*log(1+z e ™) =

e (_1)l+lzl

[°/2
=1

d 4 o0 2
Fon(z) = zd—fm(z):ﬁ/o b =
l+1 l

Z l3/2

=1

Fiir kleines z kann eine Taylorreihenentwicklung durchgefiihrt werden

Fiir grokes z gilt gemék der Methode von Sommerfeld (ohne Beweis)

fopa(2) = NG [(log )7 %2 (logz)~7* + } (4.16)

fo(2) = L (lo 2)5/2+5—7T2(10 2)1/2+

4.3.1 Ideales Fermi Gas bei hoher Temperatur und niedri-
ger Dichte

A3 "
Sei — << 1 = ist gleichbedeutend damit, dass der mittlere Teilchenabstand #”7? >> \. Es

v
ist also zu erwarten, dass quantenmechanische Effekte eher unbedeutend sind! Aus Gleichung
(4.15) folgt
A3 22
T T
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2 (E)

damit reduziert sich die mittlere Besetzungszahl auf Maxwell-Boltzmannsche Form

quadratische Gleichung =

)\3

_e_ﬁep )\3
(ng) ~ U/\:s 76_6%

1+ —efeo
)
sowie

Po_ fple) o L2 A;’
KT~ fonz) 2R 7

Dies stellt eine Virialentwicklung dar und zeigt eine quantenmechanische Korrektur zu klassi-
schem idealen Gasgesetz!

4.3.2 Ideales Fermi Gas bei niedriger Temperatur und ho-
her Dichte

3
In diesem Fall ist — >> 1 sodass grofe quantenmechanische Effekte zu erwarten sind! Aus

v
Gleichung (4.15) bestimmen wir logz

N1 (a2 \T 4 f
— == i ~ (log 2)5/2
v v \mkT 3T

2/3
(M) 27h?
= mkT
e\ W =: efer

wo wir die ,,Fermi Energie“ ez einfiihren

B2 62\ 7
€p = — <i) ... "Fermi Energie”

2m v

und es folgt

v

Mit diesem Wert schreiben wir (njz) als
1

<nﬁ> ~ eBlep—er) +1
und erkennen, dass fiir T — 0 bzw. fir § — oo
1 €, <ep
0 =1,
pIr=o 0 € >¢€r

Physikalische Bedeutung: Wegen des Pauli- Ausschlussprinzips kénnen keine 2 Teilchen die glei-
chen Besetzungszahlen haben. Im Grundzustand fiillen die N Teilchen die untersten maoglichen
Niveaus bis Energie €. Dies entspricht im Impulsraum einer Kugel (,,Fermikugel") vom Radius
pr, den wir mit ep folgendermafien in Zusammenhang setzen kénnen

2 672 1/3
e = =n(T)
2m v
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er ist gerade dasjenige Energieniveau, unterhalb dessen es genau N Zustédnde gibt. Im
Grundzustand sind alle Energien bis € besetzt, wenn ein zusétzliches Teilchen hinzufiigt werden
soll, muss y = ep aufgewendet werden.

Bemerkung 4.15 ( ,Fermikugel“ fiir T' = 0)

Uberpriifen fiir 7 = 0 die Bedingung

N = Z ()

Vv 1
el )
zlefom 41

Vv 3 V 4r V 47 h3672
= _3 ~ pl 3 pF _3_ — =
h 5’—2§5F h3 3 h33 0

= NV

Wir wollen nun die vorige grobe Berechnung von z verfeinern und die thermodynamischen
Funktionen berechnen: Wir setzen logz = S in Gleichung (4.15) ein, verwenden (4.16) und
erhalten

(ZZ?)WQ = (e F)3/23\/— % [(5#)3/2 ™ () + ]

SR

Umgeformt ergibt dies
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Mittels (1 — €)® ~ 1 — xe 16sen wir iterativ

1 w2 (kT 2+
~ € —_ — _—
pr=er 12 ep

149

(4.17)

—> Das chemische Potential verringert sich im Vergleich zu seinem Wert bei T' = 0, weil bei
T # 0 nicht mehr alle Zusténde innerhalb der Fermikugel besetzt sind. Das Hinzufiigen eines

weiteren Teilchens ist auch mit weniger Energieaufwand als e moglich!

Numerisch erhalten wir fiir (nz)

Die innere Energie berechnen wir folgendermafsen

U= ng _ 3y

5 Ffﬁi/z(eﬁ“)

und entwickeln fs/,(e”*) geméf (4.16)

3 KT 8 2 D o
BB TY {(ﬁu) + 37 (Bp) +}

Mit (4.17) und (1 — €)* &~ 1 — ze ergibt dies
1+ 5 (KTY +
12 \ er

3 52 (kT
— “Nep 1+ 20 (22
V=3 GF[+12(EF>+]

Hier ist gN er die Grundzustandsenergie des Fermigases.

2 2 2 /ET\?
p_2U _2er [1+57T (k—) T+

U

- 3_kT 8 <€F>5/2

U=3V% 157 \kT

Wir vereinfachen =

T3V 50 12 \er

Wir sehen dass das Fermi-Gas den Grundzustandsdruck %%F besitzt.

oUu N2k T  Nkmn? T €r
C’V =\ 57~ = = -—_— Tp = —
Vv 2 (S 2 TF k

ov er
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Tr nennen wir Fermi Temperatur .

Den Ausdruck fiir die Entropie gewinnen wir mittels 7'S = U + PV — ulN, P = %% sowie

(4.17)
s L (v -

1 572 /T \? 72 (T \?
= —N 1+ — | — — N 1—— [ —
Hrale g (7) -7 -5 (3) ]}
S:Nkﬂ'Qz
2 Tg

Das Fermi Gas erfiillt den 3. Hauptsatz und verschwindet bei 7" — 0.

Anwendungen:
e Metallelektronen

e He?

Neutronen (in Atomkernen, Neutronensternen)

Protronen (in Atomkernen, Neutronensternen)

Elektronen in weifsen Zwergen

Héufig wird der Begrift der Zustandsdichte verwendet:

Definition 4.14 (Zustandsdichte)

v
=23 /dgp d(e—€p)

Beispiel 4.3 (Zustandsdichte freies Teilchen)

D(e)

2 . .
Wenn €, = £ ist erhalten wir
P 2m

Mit D(e) lassen sich Integrale umschreiben:

[Evra) = [de [ @ r@se-e)
h3

= & [de Dof(o
Beispiel 4.4 ()
1
N = KS d’ p?
h 2 1ePam 4+ 1
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4.4 lIdeales Bose Gas

4.4.1 Photonen

Wir betrachten Gleichgewichtseigenschaften von elktromagnetischer Strahlung im ,Hohlraum
eines Schwarzen Korpers" mit kubischem Volumen V' bei Temperatur 7. Die Hohlraumwénde
emittieren und absorbieren Photonen. Ein Photon wird beschrieben durch ein elektromagneti-
sches Feld

Dabei ist € der Polarisationsvektor.

&k = 0 = & hat 2 Freiheitsgrade (z.B. links / rechts zirkulare Polarisation).

Energie des Photons E = hw w = |k|c

— — 2 n
Impuls des Photons p'=hk k= %n ,n; € 7

Die mittlere Photonenzahl im Hohlraum ist nicht unabhéngig von 7" und V' frei wihlbar,

sondern stellt sich durch Emission und Absorption an den Hohlraumwénden so ein, dass ther-
modynamisches Gleichgewicht herrscht:

OF(T,V,N) 0
ON Ty -

das bedeutet
w(T,V,N) = 0 = Fugazitit z = e’* = 1

Gesamtenergie des Zustandes des elektromagnetischen Feldes mit n;z Photonen von Impuls p
und Polarisation €.

WO w :c|E| =ck mit n;z=0,1,2,3,... und Y nze=N

D,E
00 B> npe
2LVT) = > Y e =
N:O{n;—;;}
. 1
= vel. frither = [[ -—

— -

p7€
2

1
- H 1— e—ﬂhw

—

p

Die mittlere Besetzungszahl fiir Photonen (summiert iiber Polarisationen) ergibt sich analog

zu friher als 5

() = 1

womit wir sofort

U= Zhw (ng)
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erhalten. Fiir V' — oo formen wir die Summe in ein Integral um
V oo
U=—-=1 dk k*hkc——
(2m)3 7T/O Ceﬁh’“ -1
und erhalten - mittels w = ck - die Strahlungsformel von Planck

B © A ’LU3 p
V), m2efw 1 «

4.4.2 Phononen

N Atome eines Kristalls filhren Schwingungen um ihre Gleichgewichtsposition aus. Die Ha-
miltonfunktion eines Kristalls kann durch die Summe von harmonischen Oszillatoren approxi-
miert werden, die wir quantisieren. Die Quanten dieser harmonischen Oszillatoren nennen wir
Phononen und kénnen - analog zum Photonengas - iiber die grofskanonische Zustandssumme
thermodynamische Eigenschaften des Kristalls studieren. (Einstein Modell, Debye Modell)

Einstein Modell: Das Kristallgitter wird als System von 3N harmonischen Oszillatoren von glei-
chen Frequenz w beschrieben. n; bezeichne die Anregungszahl des i-ten Oszillators, {n;} mit i =
1,...,3N sei der Satz der Anregungszahlen, Ey,,; die zugeordnete Gesamtenergie der Oszilla-
toren

3N 1
E{m} = Z hw(nz + 5)
=1

Analog zum Photonengas schreiben wir sofort

_ 1 3N sy
:(Z = ]_,V, T) = 1_6—_/3510 e 2

hw 3N
_ 0 = _
U——a—ﬁlOg\_— 3N€,Bﬁw_1 +hw7
A\ eit
O _ 9o _ w
Cv =2U=2L2U= 3Nk (kT) o _1p

Bemerkung 4.16 (Gesetz von Dulong-Petit)

hw

Aus der obigne Formel fiir Cylesen wir ab, dass Cy — 3NK fir T' >> =

Dulong-Petit) sowie

(Gesetz von

Cy—>0firT —0

Bemerkung 4.17 (Dritter Hauptsatz ist erfiillt)
S—=0firT —0
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4.4.3 Bose-Einstein Kondensation

In diesem ébschnitt untersuchen wir das Tieftemperaturverhalten eines idealen Bose Gases
mit €, = 2—. Wir erwarten, dass im Grundzustand bei 7" = 0 alle Bosonen den energetisch

niedrigsten Einteilchenzustand mit 7 = 0 einnehmen, beim Ubergang zu hohen Temperaturen
kommt es zu einem Phaseniibergang.

Der Ausgangspunkt unserer Diskussion ist erneut die grofkanonische Gesamtheit.

PV p?

o _E — 5 e Bim

k = #log(l ze 2)
p

1

2
o 2l ePim -1

N =

Wir erkennen, dass 0 < z < 1 gelten muss. Fiir 2z — 1 beobachten wir in beiden obigen
Gleichungen Divergenzen bei p° = 0. Hétten wir eine Vorgangsweise analog zum Fermi Gas
gewahlt und die Summationen naiv durch Integrale

P dr [ p?
L T dp p*log <1—zeﬁ2m>

kT w J,
1+ dr [ 1
- = = do n?
v h3 J, py 1Bl

ersetzt, wiren die Divergenzen fiir z — 1 verlorengegangen (wegen des Volumselementes im
dreidimensionalen Impulsraum). Korrekte Vorgangsweise durch Abspaltung des 5= 0 Beitrags
und Ersetzung des Rests wie gehabt durch Integrale

% = —;11—7; Ooodp p°log (1 —z efj;jl) - %log(l —2)
1 dmr [ 1 L =
b - h3 0 dprZ—leﬁé’% -1 +V1—Z
Somit
% _ %g5/2(z) _ %log(l —2)
und

Die letztere der obigen beiden Gleichungen spielt eine zentrale Rolle in der Diskussion der
Bose-Einstein Kondensation. Wir verwenden

4 o
gspn(2) = dz 2*log(1 — ze™*") (4.19)

vy

0
93/2(Z) = 75595/2(2)
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Bemerkung 4.18 (Besetzungszahl mit p' = 6)

Wir wissen schon, siehe (4.12) fiir den bosonischen Fall, dass

gy = 2
n=) =
: 1—26_5%

z —
sodass (ng) = T die mittlere Besetzungszahl mit p= 0 ist.
—z

Umschreiben von Gleichung (4.18) ergibt

Xt = 2~ gyu(2) (4.20)

Numerisch erhalten wir aus den Gleichungen (4.19) fiir gas,(2)

wobei zu beachten ist, dass 0 < z < 1. Wir lesen ab, dass

G32(2) < g3pp(1) = 2.6

erfiillt. Losen wir Gleichung (4.18) fiir z als Funktion von /\%, so ergibt dies numerisch fiir groftes
V' (wir betrachten Grenzfall V — o0) folgendes Verhalten:
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Y
SN

1/2.6=1/g (1)

o 2 =1, wenn 5 < m bzw. wenn T < T (0)

e 2 ist Losung der Gleichung ’\7_3 — g32(2) = 0, wenn 3 > bzw. wenn T' > T (0)

—1_
93/2(1)

Hier haben wir die Grenztemperatur T (v) mittels

v 1
A3 gan(1)

bzw.

KT (5) — 27TZ1—2
C(U) - (93/2(1) 1—})2/3

definiert .
Bemerkung 4.19 (groke QM Effekte)

I Bereich 5 < ﬁ bzw. T' < T(v) liegen groke QM Effekte vor!

93/2

Wir betrachten nun Gleichung (4.20)

A3 A3 A3
v (o) = = = gs(2) 2 — = g3(1)
und leiten daraus her, dass - (ng) > 0 ist, wenn ’\7_3 — gs3/5(1) > 0 bzw. wenn T' < Te() ist. In

diesem Fall besetzt ein endlicher Anteil der Teilchen das Niveau p= 0

Wollen dies im thermodynamischen Limes N —— oo,V —— 00, wo jedoch v fixiert bleibt,
genauer studieren

v
~—=1- Fggh(z) (4.21)


helmuth
Platziertes Bild
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und setzen die expliziten Losungen fiir z (jeweils in den speziellen Temperaturbereichen) ein:

Wir erhalten Bose-Einstein Kondensation

@:1—%93/2(1)21—< L >3/293/2(z):1_( L )3/2 wenn 1" < To(v)

~ To(0))  gan(1) Te(v)
sowie
% =0 wenn T > T (0)

Die Berechnung des Drucks erfolgt in analogen Schritten wie in fritheren Abschnitten (es
fallt allerdings der separate Term des p = 0 Beitrags im thermodynamischen Limes weg) und
wir erhalten

P 1
T Fgw(l) wenn 1" < T:(0) bzw. wenn v < 0¢

sowie P 1
T Egs/z(z) wenn 7' > T (0) bzw. wenn v > ¢

Die horizontalen Teile der Isothermen konnen wir so interpretieren, dass in diesem Gebiet das
System eine Mischung aus zwei Phasen ist. Wir bezeichnen diese als die kondensierte und gas-
formige Phase.

Wie schon im Fermigas gilt auch hier in Ubereinstimmung mit dem dritten Hauptsatz der
Thermodynsamik, dass S = 0 bei T' = 0 gilt.

Experiment:
1995 Anderson, Ensher, Matthews, Wiemann, Cornell - Gas aus 2000 8’Rb Atomen.





