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KAPITEL 1

Einleitung

1.1 Motivation und Zielstellung

In den Anwendungsgebieten der Informatik und Mathematik stellt sich héufig her-
aus, dass verschiedenste Probleme sich auf eines der klassischen Graphprobleme
reduzieren lassen. Hierzu soll das folgende beispielhafte Szenario aus [Mar04] be-
trachtet werden:

Gegeben sei eine Menge von Prozessen und eine Menge von zur Verfligung ste-
henden Zeitfenstern. Jeweils zwei Prozesse konnen in Konflikt stehen und deshalb
nicht gleichzeitig ausgefiihrt werden. Koénnen diese Prozesse in den zur Verfiigung
stehenden Zeitfenstern ausgefiihrt werden, ohne dass zwei in Konflikt stehende
Prozesse gleichzeitig abgearbeitet werden?

Dies lasst sich nun wie folgt als Farbungsproblem von Graphen modellieren: Die
Knotenmenge ist die Menge der Prozessoren. Eine Kante zwischen zwei Knoten
wird eingefiigt, wenn die zugeordneten Prozesse miteinander in Konflikt stehen.
Die zur Verfligung stehenden Zeitfenster entsprechen dann den verfiigharen Farben.
Koénnen die Knoten des Graphen so geféarbt werden, sodass keine zwei benachbarten
Knoten die gleiche Farbe besitzen?

Fir endliche Graphen ist dieses Problem entscheidbar, aber fiir mehr als zwei
Farben NP-vollstdndig. Es stellt sich hierbei die vollkommen natiirliche Frage,
wie sich das Graphfiarbungsproblem und auch andere Graphprobleme in unend-
lichen Graphen verhalten. Hirst und Harel haben in [HH96| eine Reihe solcher
NP-vollstandiger Graphprobleme auf rekursive Graphen (d.h. Knoten- und Kanten-
menge konnen von Turingmaschinen entschieden werden) ausgeweitet und hierfur
die X{-Vollstéandigkeit festgestellt.

Da in rekursiven Strukturen bekanntlich die Menge der erfiillbaren pradikaten-
logischen Formeln erster Stufe im Allgemeinen unentscheidbar ist (z.B. fir (N, +, ),
siehe [G6d31]), wurde infolgedessen die Klasse der automatischen Strukturen (dies
sind Strukturen, deren Universum und Relationen von endlichen Automaten ak-
zeptiert werden konnen) untersucht. Khoussainov und Nerode haben in [KN95] fur
diese Klasse die Entscheidbarkeit der erfiillbaren Formeln der Prédikatenlogik er-
ster Stufe festgestellt. Es wurden des Weiteren mit FO[3°°], FO[3™°4] und FO[F™]
verschiedene Erweiterungen der Préadikatenlogik erster Stufe untersucht und deren
Entscheidbarkeiten in automatischen Strukturen nachgewiesen [BG00, Rub08]. In
[Kus09] sowie [KL10] wurde sogar die Entscheidbarkeit der sogenannten FSO-Logik,
welche eine Einschrankung der Pradikatenlogik zweiter Stufe darstellt (Variablen
zweiter Stufe diirfen relativ zum bindenden Quantoren nicht positiv in einer Formel
vorkommen), bewiesen.
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Fiir einige der Graphprobleme aus [HH96] wurde bereits die Entscheidbarkeit
mithilfe der FSO-Logik oder aber auch die Unentscheidbarkeit fiir automatische
Graphen nachgewiesen. In dieser Arbeit sollen nun eine Menge weiterer dieser Pro-
bleme auf ihre Entscheidbarkeit hin untersucht werden und in der arithmetischen
bzw. analytischen Hierarchie eingeordnet werden. Fiir einige dieser Probleme stellt
sich hierbei die Entscheidbarkeit heraus. Einige weitere Probleme dagegen sind im
automatischen wie im rekursiven Fall X}-vollstiandig. Des Weiteren wird gezeigt,
dass das oben genannte Graphfarbungsproblem im automatischen Fall zwar nicht
entscheidbar, aber mit IT{ vollstindig fiir eine niedrige Stufe der arithmetischen
Hierarchie ist, wihrend dies im rekursiven Fall X!-vollstindig ist.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden einige wichtige Grundlagen wie die Definition der arithmeti-
schen und analytischen Hierarchie und weitere aus den Bereichen der Berechen-
barkeitstheorie aufgelistet. Im Weiteren werden mit der Definition von automati-
schen Strukturen und dem Fundamentalsatz iiber automatische Strukturen auch
die wichigsten Aussagen aus der Automatentheorie angegeben, die in den folgenden
Kapiteln benotigt werden.

In Kapitel 3 wird zunéchst die Definition der FSO-Logik wiederholt und die
wichtigsten Aussagen zum Model-Checking-Problem dieser Logik aus [KL10] ange-
geben. Am Ende des Kapitels wird mithilfe dieser Aussage die Entscheidbarkeit ver-
schiedener Probleme, wie dem Mengeniiberdeckungsproblem (hier SET Cover™
genannt) oder dem Mengenpackungsproblem (hier SET PACKING™ genannt), ge-
zeigt.

Kapitel 4 beschiftigt sich mit der X1-Vollstindigkeit des Exakten Uber-
deckungsproblems ExacT COVER™", welches aus der X!-Vollstindigkeit der Exi-
stenz unendlicher Pfade in automatischen Graphen folgt.

Eine natirliche Erweiterung des Erfiillbarkeitsproblems aussagenlogischer For-
meln in konjunktiver Normalform, welches hier als Graphproblem modelliert wird,
wird in Kapitel 5 mit dem Problem SAT*"* untersucht. Hierfiir wird zunéchst die
Y1-Vollsténdigkeit dieses Problems durch Reduktion von ExacT COVER™' aus
Kapitel 4 festgestellt. Im Weiteren wird dieses Problem noch auf zwei verschiedene
Arten bezitiglich der unendlichen Klauseln eingeschrénkt: Besitzt die Formel keine
unendlichen Klauseln, so kann mithilfe des Endlichkeitssatzes der Aussagenlogik
und des Post’schen Korrespondenzproblems PCP die ITY-Vollstandigkeit gezeigt
werden. Besitzt die Formel dagegen nur endlich viele unendliche Klauseln, so lasst
sich mit der vorigen Aussage und einer Variante des PCP die X9-Vollstindigkeit
zeigen.

Schlielich wird in Kapitel 6 noch das Graphfarbungsproblem COLOR™ unter-
sucht, fiir welches sich die IT)-Vollstindigkeit herausstellt. Es wird gezeigt, dass
COLOR™" mit unendlicher Farbmenge sogar entscheidbar ist und eine Farbung,
welche im Allgemeinen jedoch nicht regulér ist, berechnet werden kann. Zudem
wird ebenfalls mithilfe des PCP gezeigt, dass COLOR™ mit endlicher Farbmenge
und sogar mit nur zwei Farben IT7-vollsténdig ist.

aut




KAPITEL 2

Grundlagen

Auf den folgenden Seiten dieses Kapitels sollen einige wichtige Definitionen und
Satze aus der Berechenbarkeits- und Automatentheorie sowie der Logik angegeben
werden.

2.1 Berechenbarkeitstheorie

Eine Turingmaschine ist ein Tupel M = (Q, X, I, A, g, 0, F), wobei Q ei-
ne endliche Menge von Zustinden, 3 das Eingabealphabet, I' das Bandalphabet,
ACQQXxT xQxT x{L,R,N} eine Menge von Transitionen, qy € Q) der Start-
zustand, O € I\ X' das Leerzeichen und F' C @) eine Menge von Finalzustinden
ist. Eine Konfiguration ist ein Wort k € I'™*QI'". Die Transitionsrelation
ist wie folgt definiert:

e vgaw kg vpbw, falls (q,a,p,b, N) € A und v,w € I'*,

e vgaw Fpq vbpuw', falls (q,a,p,b,R) € A, v,w,w’ € I'* und w = w' # ¢ oder
w=¢ und w' = 0O,

e vgaw b V'pchw, falls (¢,a,p,b,L) € A, ¢ € ', v,v',w € '™ und v = V¢
oder v =v" =¢ und ¢ = [.

Eine Turingmaschine M akzeptiert ein Wort w € X*, wenn es eine Konfiguration
k = uqu mit ¢ € F gibt, sodass gowl 3, k und fiir alle Konfigurationen &' mit
k Fym K ogilt: & = K. Die von M akzeptierte Sprache L(M) ist dann die
folgende Menge:

L(M) :={w € X" | M akzeptiert w}.

Eine Mehrband-Turingmaschine mit n > 1 Béndern ist ein Tupel
M= (Q, X, IA, q,0 F), wobei @, X, I', qo, O und F wie fir Turingmaschi-
nen definiert sind und A € @ x I'™ x Q x (I' x {L, R, N})" gilt. Konfigura-
tionen und akzeptierte Sprache von Mehrband-Turingmaschinen sind analog zu
den Aquivalenten in Turingmaschinen definiert. Eine Orakel-Turingmaschine
ist dann ein Tupel M = (Q, X, I, A, qo,0, F, A), wobei A C I'* das Orakel ist
und (@, X, I, A, qo, 0, F) eine Mehrband-Turingmaschine mit zusétzlichen Transi-
tionen der nachfolgenden Form ist: ,Falls fiir das Wort w € I'™*, das auf Band ¢
steht, w € A gilt, so gehe in Zustand ¢ € (), sonst in Zustand p € Q.

Fiir die von M akzeptierte Sprache schreibt man dann L(M%).
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Die Arithmetische Hierarchie ist nun wie folgt definiert:
3?0 :={L(M)| M ist Turingmaschine},
IT? :={L(M) | M ist Turingmaschine},
A =X NI},
X0 :={L(M™?) | M ist Orakel-Turingmaschine mit Orakel A € X"},

n+1
H,2+1 :={L(M*4) | M ist Orakel-Turingmaschine mit Orakel A € £°},
Ag+1 =20 N

X0 ist also die Klasse der semi-entscheidbaren Sprachen, 19 die Klasse der co-semi-
entscheidbaren Sprachen und A9 die Klasse der entscheidbaren Sprachen. Zudem
lasst sich die Klasse X9 auch charakterisieren als die Klasse aller Sprachen A C X*
mit:
A={y e X" | Jo\Vaodes...Quern: R(y,x1,...,2,)},

wobei X ein Alphabet, R C (X*)"™! ein entscheidbares Pradikat und Q,, = 3, falls
n ungerade, und (),, = V sonst ist.

Als erste Stufe der Analytischen Hierarchie wird zudem noch die Klasse X7
aller Probleme der Form

{y € X7 [3X: ¢(X,y)}

betrachtet, wobei ¢ eine arithmetische FO-Formel ist, in der X C X* als unéres
Pradikat verwendet werden kann.
Ein Problem A heifit IC-vollstandig fiir eine Klasse I, falls A € K und A
K-hart ist, d.h. wenn alle Probleme B € I auf A reduziert werden konnen.
Weitere Details zur arithmetischen und analytischen Hierarchie sowie der Be-
rechenbarkeitstheorie im Allgemeinen kénnen in [Koz06] und [Rog67] gefunden
werden.

2.2 Automatentheorie

Ein (endlicher) Automat ist ein Tupel A = (Q, X, I, A, F'), wobei @) eine end-
liche Menge von Zustinden, X das Fingabealphabet, I C () die Menge der Initial-
zustande, A C @ x A x @ eine Menge von Transitionen und F C (@) die Menge
der Finalzustinde ist. Eine Konfiguration ist ein Wort £ € QX*. Die Transiti-
onsrelation F 4 ist definiert durch qaw 4 pw, falls (¢, a,p) € A und w € X* gilt.
Die von A akzeptierte Sprache L(.A) ist dann definiert durch:

L(A) :={we X" |qwty qr,q; € I,q5 € F}.

Eine Sprache heifit reguléir, wenn sie von einem endlichen Automaten akzeptiert
wird.

Mithilfe der folgenden beiden Definitionen sollen nun nicht nur einfache Wort-
sprachen von endlichen Automaten akzeptiert werden, sondern auch Relationen
der Stelligkeit n > 2. Hierin wird die Abbildung

l.|]: X* = N:iay...a,—n
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fiur ay,...,a, € X verwendet, d.h. |w]| ist die Lange es Wortes w € X*.
Definition 2.1. Fir ein Alphabet X sei ¥, = X & {¢}. Die Kon-
volution eines Tupels (wy,...,w,) € (X*)" ist die Zeichenkette

R(wiy.eveywy) = ay...q € ((X,)")* der Lange | = max{|w;| | 1 < i < n},
wobei sich fir alle 1 < k <[ das Symbol a, = (by,...,b,) € (X,)" wie folgt
ergibt: Fiir alle 1 <17 < n gilt:

po— Jcin falls k& < w;| und w; = ¢;1ci2 - - - G juy)
Yol falls k> fwyl.

Die Konvolution einer Relation R C (X*)" ist die Menge ® R C ((X,)")*
der Konvolutionen aller Tupel in R, also:

QR ={®(w1,...,w,) € ((Xs)")" | (wy,...,w,) € R}.

Definition 2.2. Ein n-Band-Automat iiber X ist ein endlicher Automat
iiber dem Alphabet (X,)". Die durch einen n-Band-Automaten A definierte
Relation ist:

R(A) = {(wy,...,w,) | ®(wq,...,w,) € L(A)}.

Eine n-stellige Relation R C (X*)" heifit automatisch, falls ein n-Band-
Automat A existiert mit R(A) = R.

Fir die Klasse der reguldren Sprachen sowie fiir die Klasse der automatischen
Relationen ist die folgende Aussage bekannt:

Proposition 2.3 (Abschlusseigenschaften [Sch92, KN95]). Die Klas-
se der requldren Sprachen ist unter Boole’schen Operationen, Projektionen,
Konkatenation sowie der Kleene-Operation effektiv abgeschlossen.

Die Klasse der automatischen Relationen ist unter Boole’schen Operatio-
nen sowie Projektionen effektiv abgeschlossen.

2.3 Strukturen und Logik

Eine Signatur ist ein Tupel 7 = (R, C, ar), wobei R eine endliche Menge von Rela-
tionssymbolen, C eine endliche Menge von Konstantensymbolen und ar: R — N die
Stelligkeitsfunktion ist. Eine T7-Struktur ist ein Tupel S = (S, (RS)per, (¢%)eec),
wobei S das Universum, RS C Sa(B) fijr alle R € R Relationen und ¢ € S fur
alle ¢ € C Konstanten sind.

Eine 7-Struktur S = (S, (R®)ger, (¢%)cec) heifit rekursiv, wenn S sowie RS
fir alle R € R entscheidbar sind.

Definition 2.4. Sei 7 = (R,C,ar) ecine Signatur. Eine automatische Dar-
stellung ist ein Tupel D = (X, A, (Ar)rer, (cF)eec) mit den folgenden Eigen-
schaften:
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e Y ist ein Alphabet,
e A ist ein endlicher Automat tiber dem Alphabet X,

o fiir alle R € R ist Ag ein ar(R)-Band-Automat mit R(Ag) C L(A)>
und

e fiir alle c € C gilt ¢? € L(A).

Die von D dargestellte Struktur ist dann definiert als:
S(D) = (L(A), (R(Ar))rer, (c”)cec)-

Eine Struktur & heifit automatisch, falls eine automatische Darstellung D exi-
stiert mit S = S(D).

Bemerkung 2.5. In den nachfolgenden Kapiteln wird haufig eine automati-

sche Struktur S (tiber einem Alphabet X') als Eingabe fiir Probleme angegeben.

Da diese Strukturen im Allgemeinen nicht endlich sind, kénnen diese natiir-

lich keine Eingabe eines Algorithmus sein. Stattdessen wird implizit angenom-

men, dass die Eingabe eine automatischen Darstellung D (mit Alphabet X') mit

S(D) = S ist.

Eine FO[7]-Formel ist eine Formel der Pradikatenlogik erster Stufe, in der
ausschlieBlich Relationssymbole aus R mit in ar definierter Stelligkeit und Kon-
stantensymbole aus C vorkommen (vgl. Abschnitt 3.1, Regeln (i), (ii), (iv)-(vi)).

Fir eine FO[r]-Formel ¢(z1,...,2,) mit den freien Variablen xzy,...,z, und
eine 7-Struktur § definiere die folgende Relation:

¢° = {(s1,...,8,) € S"|S = ¢[s1,...,5n]}.

Schliefflich ist die folgende auch ,, Fundamentalsatz tiber automatische Strukturen
genannte Aussage bekannt:

Satz 2.6 (Fundamentalsatz [KN95]). Aus einer automatischen Darstel-
lung D und einer FO-Formel ¢(x1,...,x,) kann ein Automat A konstruiert
werden mit L(A) = @¢5P).

Fiir einen FO-Satz ¢ und eine automatische Strukur S kann also entschie-
den werden, ob S |= ¢ gilt.

Diese Aussage wurde in [BG00, Rub08| analog fiir Formeln iiber der Signatur
T erweitert, in denen zusitzlich zur FO-Logik auch die Quantoren 3%, 39 sowie
Jk-ram yerwendet werden.

Fir automatische Strukturen kann noch die folgende Variante des Pumping-
Lemmas angegeben werden.
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Lemma 2.7 ([Blu99, Korollar 5.2]). SeiT = (R,C,ar) eine Signatur. Sei
zudem D = (X, A, (AR)rer, (cP)ecc) eine automatische Darstellung und sei
R € R mit ar(R) = k + | eine Relation aus 7, sodass fiir alle T € L(A)* nur
endlich viele y € L(A)" mit (z,5) € R(ARg) existieren. Dann existiert eine
Konstante m, sodass fir alle (z,y) € R(ARr) gilt:

max{|y;| |1 <i <1} <m+max{|z;||1 <i<Ek}.

2.4 Graphentheorie
Ein (gerichteter) Graph ist eine Struktur tiber der Signatur

7= (£ 0,{(E,2)}).

In dieser Arbeit wird haufig auch der Begriff ,,Graph* fiir Strukturen iiber Signatu-
ren mit Konstanten und mehreren Relationssymbolen, deren Stelligkeit maximal
2 betragt, verwendet.

Ein ungerichteter Graph ¢ ist ein symmetrischer Graph, d.h. alle zweistelli-
gen Relationen in G sind symmetrisch. Ein Graph G = (V| F) heifit zudem bipartit,
falls es eine Partition V = U; W U, gibt, sodass E C U; x Uy U Uy x Uy gilt. Fiir
einen solchen Graphen wird auch kurz (Uy, Uy, E) geschrieben.

Ein Pfad (oder Weg) in einem Graphen G = (V, E) ist eine Folge (vq,...,v,)
mit n > 2 und (v;,v41) € F fir alle 1 < ¢ < n. Ein Pfad (v1,...,v,) besitzt die
Lange n — 1. Ein Kreis ist ein Pfad (vy,...,v,) mit v; = v,.

Ein Nachfolgerbaum 7 = (V, E,r) ist ein kreisfreier, asymmetrischer Graph
(V,E) (d.h. E ist eine asymmetrische Relation), sodass es keinen Knoten v € V'
gibt mit (v,7) € E und fiir jeden Knoten v € V' \ {r} gibt es einen eindeutigen
Pfad (r,...,v). Ein Ordnungsbaum ist die reflexiv-transitive Hiille eines Nach-
folgerbaums. Damit ist in einem Ordnungsbaum 7 = (V, E,r) die Teilstruktur
(V, E) eine partielle Ordnung,.

Ein Graph G heifit rekursiv (resp. automatisch), wenn G eine rekursive (resp.
automatische) Struktur ist.







KAPITEL 3

FSO-Logik

Zu Beginn soll die Entscheidbarkeit einiger wichtiger Graphprobleme in automa-
tischen Graphen gezeigt werden, die in rekursiven Graphen als X{-vollstéindig be-
kannt sind. Hierzu soll zunéchst die Pradikatenlogik erster Stufe um eingeschrankte
Mengenquantoren erweitert werden. Anschliefend wird gezeigt, dass das Model-
Checking-Problem fiir diese FSO! genannte Logik und automatische Strukturen
ebenfalls entscheidbar ist.

3.1 Definition FSO-Logik

Sei 7 = (R,C,ar) eine Signatur. Zudem sei V) = {x;|i € N} eine abzéhlbare
Menge von Individualvariablen und Vi = {XF|i € N} fiir k > 1 eine abzéihlbare
Menge der k-stelligen Relationsvariablen. Die Menge FSO[71] der FSO-Formeln
iiber der Signatur 7 ist die kleinste Menge, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Sind x,y € Vo, so gilt (z = y) € FSO[r].
(i

(iii) Ist X € VF firein k > 1 und z4,..., 2% € Vy, so gilt X (zy,...,z) € FSO[7].

Ist R € R mit ar(R) = k und xq, ..., 2, € Vy, so gilt R(zy,...,zx) € FSO|T].
(iv) Sind ¢, x € FSO[r], so auch ¢ V x € FSOIr].

(vi) Ist ¢ € FSO[7| und = € Vy, so auch 3z: ¢ € FSOI7].
(vii) Ist ¢ € FSO[7] und = € Vy, so auch 3*°x: ¢ € FSO[7].

)

)

)

)
(v) Ist ¥ € FSOI7], so auch —¢) € FSOIr].

)

)
(viii) Ist v € FSO[7], 2 € Vy, 0 < p < g, so auch 3PPz ) € FSO[7].
)

(ix) Ist ¢ € FSO[7] und X € V¥ \ pos(¢)), so auch 3X infinite: ¢ € FSO[7].

Die Mengen pos(¢) und neg(¢) sind hierbei die Mengen der positiv bzw. negativ
vorkommenden freien Variablen zweiter Stufe in der FSO|[r]-Formel ¢. Genauer

lassen sich die Funktionen pos,neg: FSO[r] — U=V e folgt induktiv iiber
den Aufbau einer FSO[7]-Formel definieren:

(i) pos(z =y) = neg(x = y) = 0 fir z,y € V.

(ii) pos(R(z1,...,xx)) = neg(R(xq1,...,2¢)) = 0 fir R € R, ar(R) = k,
xl,...,xkEVO.

LFSO ist eine Abkiirzung fiir ,,Fragment of Second Order Logic*.
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(iii) pos(X(x1,...,21)) = {X}, neg(X(z1,..., 7)) = 0 fir & > 1, X € V¥,
T1,...,Tr € V.

PV Xx) = pos(¥)Upos(x), neg(¥Vx) = neg(y)) Uneg(x) fiir ¢, x € FSO[7].
—1p) = neg(v), neg(—p) = pos(y) fiir ¢ € FSO[7].

Az 1) = pos(yh), neg(Iz: ¥) = neg(v) fiir v € FSO[7], z € V.

T2 ) = pos(eh), neg(Ix: ) = neg(v) firr v € FSO[r], z € V.

—~
!

~— ~— ~— ~— ~—
e}
@)
wn

—~ —~ —~ —~ —~

3.9 g - V) = pos(v), neg(EI(p’Q)x: ) = neg(y) fur v € FSO[7], x € V,

(ix) pos(3X infinite: ¢) = pos(¢)) \ {X }, neg(3X infinite: ¢)) = neg(y) \ { X} fur
Y € FSO[7], X € Vi, k > 1.

Die Menge der freien Variablen fV(¢) einer FSO-Formel ¢ ist analog definiert zur
Menge der freien Variablen in FO- oder SO-Formeln.

Es muss nun noch die Semantik der FSO-Formeln definiert werden. Sei dazu
S = (9, (R®)ger, (¢%)eec) eine 7-Struktur. Eine Belegung in S ist eine Abbildung

a:Vyu Ve = suly2™

k>1 k>1

mit a(z) € S fiir alle z € Vy und o(X) C S* fiir alle X € V¥ und alle k > 1.

Sei nun S eine 7-Struktur, « eine Belegung in & und ¢ € FSO[7]|. Dann ist
S o ¢ (sprich: ¢ gilt in S unter der Belegung o) wie folgt induktiv tiber den
Aufbau von ¢ definiert:

(i) S =u (x =vy) gdw. a(z) = aly) fur z,y € V.
(i) S Fa R(z1,...,7%) gdw. (a(z1),...,a(zr)) € RS fir R € R, ar(R) = k,

LEl,...,l’kEVO.

(iii) S Fa X(21,...,21) gdw. (a(z1),...,a(z)) € o(X) fir k > 1, X € VF,
iL’l,...,l'kGVO.

(iv) S Ea ¥V x gdw. S =4 ¥ oder S =, x fur ¢, x € FSO[7].
(v) S Fa —% gdw. nicht S =, ¢ fiir ¥ € FSO[7].

(vi

) S o 3r: 1) gdw. ein a € S existiert mit S =421 9 fitr ¢ € FSO[7], © € V.
(vii) § Fa 3%2: ¢ gdw. unendlich viele a € S existieren mit S |uz) 9 filr
Y € FSO[7], = € V.

(viii) S o 3PDz: ¢ gdw. |{a € S|S Faiz) ¥} = p (modg) fir ¢ € FSOI7],
T € Vo, 0<p<yq.
(ix) S o 3X infinite: ¢ gdw. ein A C S* existiert mit |A] = oo und S ):a[%] Y
fir ¢» € FSO[7], X € V¥ k > 1.

2a[%] ist die Belegung, die x auf a abbildet und sonst iiberall mit « {ibereinstimmt.
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Analog zur FO-Logik gilt auch in der FSO-Logik die folgende Aussage:

Lemma 3.1. Sei S eine 7-Struktur, ¢ € FSO[r| und «, 8 Belegungen in S,
sodass a(x) = P(x) fir alle x € £V () gilt. Dann gilt:

S}:a¢<:>8}:5¢-

Damit kann kurz S | o¢la(z),...,a(x,)] fir S E, ¢ geschrieben werden.
Insbesondere schreibt man S |= ¢ fiir einen Satz ¢ € FSO.

Fir ¢ € FSO[7] mit fV(¢) = {z1,...,2,} €V und eine 7-Struktur S definiere
¢° analog zur Definition in Abschnitt 2.3 die folgende Relation:

¢ = {(51,...,50) €S"|S = ¢[s1,...,54]}.

3.2 Entscheidbarkeit in automatischen Struktu-

remn

Im folgenden Abschnitt werden zwei wichtige Sédtze von Kuske und Lohrey an-
gegeben, die Aussagen zur Entscheidbarkeit der FSO-Logik treffen. Die Beweise
hiervon werden in dieser Arbeit jedoch nicht angegeben und koénnen stattdessen
in [Kus09, KL10] nachgelesen werden.

Die erste Aussage betrifft die Entscheidbarkeit von FSO-Satzen in automati-
schen Strukturen:

Satz 3.2 ([KL10, Theorem 5.2, Korollar 5.3]). Aus einer automati-
schen Darstellung D und einer FSO-Formel ¢(xy, ..., x,) mit x1,...,x, € Vy
kann ein Automat A konstruiert werden mit L(A) = @¢5(P).

Fiir einen FSO-Satz ¢ und eine automatische Strukur S kann also entschie-
den werden, ob S |= ¢ gilt.

Die zweite Aussage erweitert Satz 3.2 wie folgt um FSO-Formeln mit einer freien
Variablen zweiter Stufe.

Satz 3.3 ([KL10, Theorem 5.4]). Aus einer automatischen Darstellung
D und einer FSO-Formel ¢(X) mit X € V§, k> 1, X ¢ pos(¢) und

S(D) = 3X infinite: ¢

kann eine automatische Relation R C L(A)* berechnet werden, sodass R un-

endlich ist und S |= ¢[R] gilt.
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3.3 Anwendungen

Mithilfe der Entscheidbarkeit der FSO-Logik in automatischen Strukturen sollen
nun einige Entscheidungsprobleme fiir Graphen untersucht werden, die in rekursi-
ven Graphen allesamt X]-vollstindig sind.

3.3.1 Unabhangige Knotenmengen

Als erste Anwendung der FSO-Logik soll das Problem IND SET®™ betrachtet wer-
den, das wie folgt definiert ist:

Eingabe: Ein rekursiver Graph G = (V| E).
Frage: Existiert eine unendliche Menge X C V| sodass fiir alle Knoten u,v € X
gilt: (u,v) ¢ E.

Dieses Problem ist nach [HH96, Proposition 4] X{-vollstandig. Die automatische
Version, welche im Weiteren IND SET*™™ genannt wird und nachfolgend definiert
ist, ist dagegen entscheidbar:

Eingabe: Ein automatischer Graph G = (V, E).
Frage: Existiert eine unendliche Menge X C V| sodass fiir alle Knoten u,v € X
gilt: (u,v) ¢ E.

Korollar 3.4. Das Problem IND SET™ ist entscheidbar. Existiert eine un-
endliche Menge unabhdngiger Knoten, so existiert auch eine effektiv requldre
Menge unabhdangiger Knoten.

Beweis. Betrachte die folgende FSO-Formel:
X infinite: VaVy: (X (z) A X(y)) = —E(x,y)).

Diese Formel iiberpriift genau die in IND SET*"* genannte Frage. Nach Satz 3.2 ist
dies flir automatische Graphen entscheidbar.

Nach Satz 3.3 kann zudem fiir den automatischen Graphen G = (V| E) eine
solche reguldre Menge X C V unabhangiger Knoten berechnet werden. n

3.3.2 Unendliche Pfade in Ordnungsbiaumen

Ein fundamentales X{-vollstindiges Problem ist die Frage nach der Existenz eines
unendlichen Pfades in einem rekursiven Baum (siehe hierzu auch [Rog67, Theorem
16.XX]). Dies gilt sowohl fiir Nachfolgerbaume als auch fiir Ordnungsbédume. Es soll
nun die Restriktion dieses Problems auf automatische Ordnungsbdume analysiert
werden. Fiir diese ergibt sich die folgende Aussage:
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Korollar 3.5 ([KRS05, Proposition 8.1]). Es ist entscheidbar, ob ein au-
tomatischer Ordnungsbaum einen unendlichen Pfad besitzt.

Beweis. Betrachte die folgende FSO-Formel:
¢ := 3X infinite: VaVy: ((X(z) A X(y)) — (E(z,y) V E(y, z))).

Diese Formel tberpriift, ob es im automatischen Ordnungsbaum 7 = (V, E) eine
unendliche Knotenmenge X C V gibt, die linear geordnet ist. In einem Ordnungs-
baum sind ausschlieflich Pfade lineare Ordnungen. Demzufolge besitzt 7 genau
dann eine unendliche lineare Teilordnung, wenn es einen unendlichen Pfad in 7T
gibt. Nach Satz 3.2 kann fiir 7 entschieden werden, ob 7 | ¢ gilt. n

3.3.3 Mengeniiberdeckungen

Ein weiteres X1-vollstandiges Problem ist SET COVER " (siche [HH96, Proposition
6(b)]), welches wie folgt definiert ist:

Eingabe: Ein rekursiver, bipartiter Graph G = (U, V, F) mit E C U x V.
Frage: Gibt es eine Menge X C V mit V' \ X unendlich, sodass fiir jedes u € U
ein v € X existiert mit (u,v) € E?

Die Intuition hinter dem Graphen G = (U, V| E) ist die folgende:

e U ist eine Menge von Elementen, die sogenannte Grundmenge.

e V ist eine Menge von Reprasentanten fiir Teilmengen von U.

e Es gelte (u,v) € E genau dann, wenn u in der Teilmenge, die v reprasentiert,
enthalten ist.

e Die gesuchte Menge X C V ist eine Menge von Teilmengen von U, deren
Vereinigung die Menge U ist.

Damit modelliert SET COVER" also die unendliche Version des aus [Kar72] be-
kannten Problems SET COVER in einem Graphen.
Die automatische Version SET COVER" " ist dann die folgende:

Eingabe: Ein automatischer, bipartiter Graph G = (U, V, E) mit E C U x V.
Frage: Gibt es eine Menge X C V mit V' \ X unendlich, sodass fiir jedes u € U

ein v € X existiert mit (u,v) € E?

Fir dieses Problem lasst sich die folgende Aussage relativ einfach zeigen:




14 KAPITEL 3. FSO-LOGIK

Korollar 3.6 ([KL10, Korollar 5.6]). Das Problem SET Cover™ ist ent-
scheidbar. Ezistiert eine solche Mengeniiberdeckung, so existiert auch eine ef-
fektiv requldre Mengeniiberdeckung.

Beweis. Betrachte die folgende FSO-Formel:
X infinite: (Vo: X(v) = V(v) AVudv: U(u) = (=X (v) A E(u,v))).

Diese Formel tiberpriift, ob ein unendliches Komplement X C V einer solchen
Mengentiberdeckung existiert. Nach Satz 3.2 ist dies fiir automatische Strukturen
entscheidbar.

Nach Satz 3.3 kann eine regulare Mengentiberdeckung X C V' berechnet werden.
Nach den Abschlusseigenschaften regularer Sprachen kann die gesuchte (reguldre)
Menge V' \ X berechnet werden. -

3.3.4 Set Packing

Das vorerst letzte zu untersuchende Problem, dessen automatische Variante mittels
FSO-Logik entscheidbar ist, ist SET PACKING™, welches wie folgt definiert ist:

Eingabe: Ein rekursiver, bipartiter Graph G = (U, V, E), wobei fur jedes v € V
unendlich viele v € U mit (u,v) € E existieren.

Frage: Existiert eine unendliche Menge X C V| sodass fiir alle v,v" € X und
w e U mit (u,v), (u,v') € E gilt v =17

Die Intuition hinter den Mengen U, V und E des Graphen G = (U, V, E) ist die
gleiche wie fiir SET COVER' . Die gesuchte Menge X C V ist dagegen eine Menge
von Teilmengen von U, die allesamt paarweise disjunkt sind. Damit ist dies also
tatséchlich die unendliche Version des Problems SET PACKING aus [Kar72].

In [Kar72, HH96] wurde gezeigt, dass SET PACKING™ X!-vollstindig ist. Es
soll deshalb nun die automatische Version SET PACKING™ untersucht werden:

Eingabe: Ein automatischer, bipartiter Graph G = (U, V, E), wobei fiir jedes
v € V unendlich viele u € U mit (u,v) € E existieren.

Frage: Existiert eine unendliche Menge X C V| sodass fiir alle v,v" € X und
u € U mit (u,v), (u,v') € E gilt v =127

Korollar 3.7. Das Problem SET PACKING™ ist entscheidbar. Ezistiert eine
solche Menge X, so existiert auch eine effektiv requlire Menge.
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Beweis. Sei G = (U, V, E) ein automatischer, bipartiter Graph wie oben. Betrach-
te die folgende FSO-Formel:

¢ := 3X infinite: VuVovv': ((X(v) A X (V') A E(u,v) A E(u,v")) = v =1").

Es gilt: G € SET PACKING™ genau dann, wenn G |= ¢. Letzteres ist nach Satz
3.2 entscheidbar.
Nach Satz 3.3 kann zudem aus ¢ eine Menge X C V berechnet werden. n
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KAPITEL 4

Exakte Uberdeckungen

In diesem Abschnitt soll ein weiteres Problem mit Mengeniiberdeckungen betrach-
tet werden. Im Unterschied zu SET COVER ~ aus Abschnitt 3.3.3 werden hier nur
zweielementige Mengen betrachtet und die gewahlten Mengen miissen paarweise
disjunkt sein. Es wird mit diesem Problem also nach einer exakten Uberdeckung
bzw. einem perfekten Matching von V' gesucht. Genauer ist das Exact COVER™
genannte Problem wie folgt definiert:

Eingabe: Ein rekursiver, ungerichteter Graph G = (V| E).
Frage: Gibt es eine Menge C' C F, sodass fiir jedes v € V' genau ein u € V\{v}
existiert mit (v,u) € C oder (u,v) € C?

Nach [HH96, Proposition 10] ist dieses Problem ebenfalls X{-vollstiandig. Es soll
nun wieder die folgende automatische Variante dieses Problems untersucht werden:

Eingabe: Ein automatischer, ungerichteter Graph G = (V, E).
Frage: Gibt es eine Menge C' C E, sodass fir jedes v € V' genau ein u € V\{v}
existiert mit (v,u) € C oder (u,v) € C?

aut

Im Gegensatz zum entscheidbaren SET Cover™™ ist dieses ExACT COVER
genannte Problem ebenfalls X]-vollstindig. Um dies zu zeigen, wird die folgende
Aussage verwendet, welche hier jedoch nicht bewiesen werden soll.

Satz 4.1 ([KL10, Theorem 3.6]). Die Frage nach der Ezistenz eines un-
endlichen Pfades in automatischen Nachfolgerbiumen ist X{-vollstindig.

aut

Dieses Problem wird nun im folgenden Beweis auf ExacT COVER™" reduziert.
Dieser Beweis ist hierbei eine Variation des Beweises aus [HH96, Proposition 10].

Satz 4.2. Das Problem Exact COVER™ ist X1-vollstindig.
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Beweis. Da jeder automatische Graph G = (V,FE) auch rekursiv ist und
ExacT CovER™ in X} liegt, ist auch ExacT COVER™ in X1. Es muss also nur
noch die X!-Hérte gezeigt werden. Dies soll durch Reduktion des Existenzpro-
blems unendlicher Pfade in automatischen Nachfolgerbdumen, welches nach Satz
4.1 Xi-vollstandig ist, auf dieses Problem gezeigt werden.

Idee. Ersetze im Nachfolgerbaum 7 = (V, E,r) jeden Knoten aufler der Wurzel
v € V\ {r} durch zwei Kopien v und v# und verbinde diese mit einer Kante.
Aus einer Kante (u,v) € E wird anschlieffend die neue Kante (u, v#). Eine exakte
Uberdeckung des konstruierten Graphen enthélt dann die Kanten (v;, v;,1#) genau
eines unendlichen Pfades (vg,vq,...) im Nachfolgerbaum. Die restlichen Kanten
in der Uberdeckung haben die Form (v, v#).

Sei nun also 7 = (N, P,r) ein automatischer Nachfolgerbaum tiber dem Alpha-
bet Y. Konstruiere hieraus einen Graphen X (7) = (V, E) mit:

o V:=NU(N\{rH{#} mit # ¢ X

o B:={(u,v#), (v#,u) | (u,v) € PYU{(u, uz), (uff, u) [u € N\ {r}}.
In Abbildung 4.1 wird die Konstruktion 7 +— X (7) veranschaulicht.

T T
\\ 0#/§m

e \

01# 012 021#
01 012 RN 021 012

/\ o

Abbildung 4.1. Links der Nachfolgerbaum 7 = (N, P, r), rechts der konstruierte
Graph X(7T) = (V, E)

Behauptung 1. Besitzt T einen unendlichen Pfad, so gibt es in X'(7) eine exakte
Uberdeckung.

Beweis. Besitze T nun einen unendlichen Pfad. Sei (vq, va, v3, ... ) ein solcher Pfad
mit 0.B.d.A. v; = r. Dann ist die folgende Menge eine exakte Uberdeckung:

C = {(vi, via#) [1 2 13 U (u, ugf) [u & {vr, 09, 3} qed.

Behauptung 2. Besitzt X (T) eine exakte Uberdeckung, so besitzt 7 einen unend-
lichen Pfad.
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Beweis. Sei nun C' C E eine exakte Uberdeckung von X(7). Dann konstruiere
nun induktiv iber ¢ > 1 den folgenden Pfad (vq,v2,...) in 7 mit v; = r und
(’U,’, Ui+1#) e C fur alle ¢ > 1:

(TA) i = 1. Da C eine exakte Uberdeckung ist, muss ein Knoten x € V existieren
mit 0.B.d.A. (r,z) € C (fiir umgekehrte Kanten ist dies symmetrisch). Weil
r# ¢ V gilt, muss nach der Definition von E ein Knoten v, € N existieren
mit £ = ve# und (r,vy) € P.

(IS) i > 1. Da nach (IV) (v;_1,v;#) € C und damit (v;, v;#) ¢ C gilt, muss also
ein Knoten z € V' \ {v;#} existieren mit 0.B.d.A. (v;, ) € C (fiir umgekehrte
Kanten ist dies symmetrisch). Nach der Definition von F muss dann also ein
vi11 € N existieren mit x = v; 1 # und (v;,v;41) € P.

Damit ist (v, v, ...) also ein unendlicher Pfad in 7. qe.d.

Behauptung 3. Der Graph X (T) ist effektiv automatisch.

Beweis. Da T automatisch ist, ist auch die erste Teilmenge aus der Definition von
V reguldr. Nach den Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen ist zudem N\ {r}
effektiv reguldr. Zudem ist die Klasse reguldrer Sprachen unter Konkatenation
abgeschlossen. Also ist auch die zweite Teilmenge aus der Definition von V' effektiv
regular.

Ein endlicher Automat, der die erste Teilmenge aus der Definition von £ akzep-
tiert, kann aus dem Automaten fiir P berechnet werden, indem auf dem zweiten
Band abschlielend noch das Symbol # gelesen wird. Die Menge der inversen Tupel
ist dann nach dem Fundamentalsatz ebenfalls effektiv automatisch. Die zweite Teil-
menge aus der Definition kann von einem Zweiband-Automaten akzeptiert werden,
dessen Béander zunachst synchron laufen und abschlielend genau ein Band noch
das Symbol # liest und das entsprechend andere nur das Leerzeichen ¢. Damit ist
E also auch effektiv automatisch. qe.d.

Es gilt also: 7T besitzt genau dann einen unendlichen Pfad, wenn
X(T) € Exact CovER™. Damit ist ExacT COVER™ ebenfalls X}-hart und
daher -vollstéandig. n
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KAPITEL 5

Erfillbarkeitsprobleme

Ein in der Logik wichtiges Problem ist die Frage nach der Erfiillbarkeit einer aus-
sagenlogischen Formel. Im folgenden Abschnitt soll die Erfiillbarkeit unendlicher
aussagenlogischer Formeln tiberpriift werden. Hierbei soll es geniigen, Formeln in
Konjunktiver Normalform (kurz: KNF) zu betrachten. Da aussagenlogische For-
meln jedoch nur im Endlichen definiert sind, ist zunachst die folgende Definition
notwendig:

Definition 5.1. Ein Literal ist eine atomare Formel (dies ist ein positives
Literal) oder die Negation einer atomaren Formel (dies ist ein negatives Literal).
Eine Klausel ist eine (potentiell unendliche) Menge von Literalen. Eine Formel
in Konjunktiver Normalform ist eine (potentiell unendliche) Menge von
Klauseln.

Eine Belegung B einer Formel in Konjunktiver Normalform iiber der Menge
A von atomaren Formeln ist eine Abbildung B: A — {0,1}. Eine Formel in
Konjunktiver Normalform ¢ iiber der Menge A von atomaren Formeln heif3t
erfiillbar, wenn eine Belegung B: A — {0, 1} existiert, sodass fiir jede Klausel
C € ¢ ein positives Literal a € C mit B(a) = 1 oder ein negatives Literal
—a € C mit B(a) = 0 existiert. Andernfalls heifit ¢ unerfiillbar.

Intuitiv entspricht eine solche Formel ¢ damit einer (unendlichen) Konjunktion
von (unendlichen) Disjunktionen von Literalen. Dies ist also eine natiirliche Erwei-
terung von aussagenlogischen KNF-Formeln durch unendliche Konjunktionen und
Disjunktionen.

Damit kann nun die Entscheidbarkeit des Erfiillbarkeitsproblems von aussa-
genlogischen Formeln in Konjunktiver Normalform analysiert werden. Hierzu soll
dieses Problem wie folgt als Graphproblem modelliert werden:

Eingabe: Ein rekursiver, bipartiter Graph G = (A, C, P, N) mit P, N C Ax C.
Frage: Gibt es eine Menge S C A, sodass fir alle ¢ € C ein a € S existiert mit
(a,c) € P oder ein a € A\ S existiert mit (a,c) € N?

Im Weiteren wird dieses Problem kurz SAT® genannt. Die Eingabe ist hierbei
wie folgt zu interpretieren:

e A ist die Menge der atomaren Formeln.

e (' ist die Menge von Repriasentanten fiir die Klauseln.
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e Es gelte (a,c) € P (resp. (a,c) € N) genau dann, wenn a ein positives (resp.
negatives) Literal in den von c représentierten Klauseln ist.

Es soll zunéchst gezeigt werden, dass die Probleme SAT® und das Erfiillbar-

keitsproblem von KNF-Formeln tatséchlich miteinander korrespondieren. Sei dazu
G = (A,C,P,N) ein bipartiter Graph mit P, N C A x C. Dann sei F(G) die
folgende aus G induzierte aussagenlogische Formel:

F(G) = {{al(a,c) € PYU{=a|(a,c) € N}|ce C}.

Die Giiltigkeit der folgenden Aussage ist damit leicht zu sehen und wird deshalb
hier nicht vollstandig bewiesen.

Lemma 5.2. Sei G = (A,C, P,N) ein bipartiter Graph mit PN C A x C.
Dann gilt:
G € SAT™ < F(G) ist erfiillbar.

Beweisidee. ,=“ Sei S C A eine Menge, die die Bedingungen aus SAT™ fir G
erfiillt. Eine F(G) erfillende Belegung ist dann:

1 ,fallsae S

B:A—=1{01}:a—
{0.1}: a {0 fallsac A\ S.

<= Sei B: A — {0, 1} eine F(G) erfiillende Belegung. Dann ist
S:={a€A|B(a)=1} C A

eine Menge, die die Bedingungen aus SAT™ fir G erfillt. -

Hirst und Harel haben in [HH96, Proposition 14] gezeigt, dass SAT™ X}-
vollstandig ist. Es soll stattdessen nun die folgende Einschrankung dieses Problems
betrachtet werden:

Eingabe: Ein automatischer, bipartiter Graph G = (A,C,P,N) mit
PNCAxC.

Frage: Gibt es eine Menge S C A, sodass fiir alle ¢ € C' ein a € S existiert mit
(a,c) € P oder ein a € A\ S existiert mit (a,c) € N7

Dieses Problem wird im Weiteren als SAT*' bezeichnet. Da SAT* eine Teil-

menge von SAT™ ist, gilt auch Lemma 5.2 analog fiir SAT*".

5.1 Der unbeschrankte Fall

Zunéchst soll das allgemeine SAT*"*-Problem untersucht werden. Fiir dieses wird

im Folgenden die X!-Vollstéindigkeit gezeigt. In den weiteren Abschnitten werden
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aut hetrachtet, sodass sich diese in der arith-

noch einige Einschrankungen von SAT
metischen Hierarchie wiederfinden.
Der Beweis zum folgenden Satz ist eine Variation des Beweises der Xi-

Vollstandigkeit von SAT™ aus [HH96, Proposition 14].

Satz 5.3. Das Problem SAT™ ist X!-vollstindig.

Beweis. Sei G = (A4,C, P, N) wie in SAT*" beschrieben. Da die Mengen A, C, P
und N auch rekursiv sind und SAT™ in 2} ist, ist auch SAT*" in 2}, Es bleibt also

noch die Y}-Hirte von SAT* zu zeigen. Hierzu soll ExacT COVER™, welches
nach Satz 4.2 Yi-hart ist, auf SAT*" reduziert werden.
Idee. Kodiere den automatischen Graphen G = (V,E) als einen Graphen

S(G) = (A, C, P, N) wie folgt: Jede ungerichtete Kante (z,y) € FE wird einer Atom-
formel zugeordnet. Eine Menge S C A mit den Eigenschaften aus SAT*" enthélt
dann die Kante (z,y) € F genau dann, wenn (z,y) oder (y,z) in einer exakten
Uberdeckung von G enthalten ist. Dies wird wie folgt realisiert: Jedem Knoten
v € V wird eine Klausel zugeordnet, die alle Kanten (d.h. Literale) positiv enthélt,
in denen v vorkommt. Damit wird sichergestellt, dass jedem Knoten mindestens
eine Kante zugeordnet wird. Zudem wird fiir jedes Paar von Kanten mit einem ge-
meinsamen Knoten (d.h. u,v,w € V paarweise verschieden mit (u,v), (u,w) € E)
eine Klausel zugeordnet, mit der die Formel (u, v) — —(u, w) realisiert wird. Damit
wird schliellich sichergestellt, dass zu jedem Knoten hochstens eine Kante in der
Losungsmenge S enthalten ist. Es wird also die folgende Formel konstruiert:

AV won A (wo) & ()

veV wueVv: u,veEV:
(u,v)EE (u,w)EE
A A (u,v) = =(u,w)
u,v,weVvFw:

(u,v),(u,w)EE

Sei also G = (V, E) ein automatischer, ungerichteter Graph. Konstruiere nun
hieraus einen Graphen S(G) = (A, C, P, N) mit den folgenden Eigenschaften:

o A:=F,
o C:=VUEU{(z,y,2)|(z,y),(2,2) € B,y # z},
o Pi={((z,9),2),((y,2),2) | (x,y) € E}U{((y, x), (x,9)) | (x,y) € E},

)
o N:= {((z,9),(x,9,2)),((z,2), (z,y,2)) [ (x,y), (x,2) € E,y # 2}
U{((x.9). (x.9)) | (2.y) € B}.

Anmerkung. Der Graph S(G) wird als bipartit angenommen, d.h. es handelt sich
um disjunkte Kopien von F, die in den Mengen A und C' enthalten sind.
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Behauptung 1. Hat G eine exakte Uberdeckung, so existiert eine Menge S C A,
sodass fiir alle ¢ € C ein a € S existiert mit (a,c) € P oder ein a € A\ S existiert
mit (a,c) € N.

Beweis. Sei X C E eine exakte Uberdeckung von G. Dann definiere

S:=XUX'cCA

Sei nun ¢ € C eine beliebige Klausel aus S(G). Dazu betrachte die folgende Fall-
unterscheidung:

(Fall 1) Es existiert ein z € V mit ¢ = x.

Da X eine exakte Uberdeckung ist, gibt es ein y € V mit (z,y) € X oder
(y,z) € X. Es gilt dann (x,y) € S. Nach Definition von P gilt zudem

((z,y),c) € P.

(Fall 2) Es existieren z,y € V mit (z,y) = c.

(2.1) Es gilt (x,y), (y,z) ¢ X.
Dann gilt (z,y) ¢ S. Nach der Definition von N gilt aber auch
((z,y),c) € N.

(2.2) Es gilt (x,y) € X oder (y,z) € X.
Dann gilt (y,z) € S. Nach der Definition von P gilt aber auch
((y,x),c) € P.

(Fall 3) Es existieren z,y,z € V mit (z,y,2) = c.
Es gilt also (z,y), (z,2) € E und y # z.

(3.1) Es gilt (x,y), (y,x) ¢ X.
Dann gilt (z,y) ¢ S. Nach Definition von N gilt aber auch
((z,y),¢c) € N.

(3.2) Es gilt (z,y) € X oder (y,z) € X.
Dann gilt (z,y) € S. Da X exakte Uberdeckung ist gilt zudem
(r,2),(z,z) ¢ X, d.h. (z,2z) ¢ S. Nach der Definition von N gilt
aber auch ((z,z),c) € N.

Da ¢ € C beliebig war, gilt dies also fiir alle Klauseln. Somit hat S die gewiinschte
Form. q.e.d.

Behauptung 2. Existiert eine Menge S C A, sodass fiir alle ¢ € C ein a € S
existiert mit (a,c) € P oder ein a € A\ S existiert mit (a,c) € N, so hat G eine
exakte Uberdeckung.
Beweis. Sei nun S C A wie oben. S ist symmetrisch, denn: Sei (z,y) € S. Da die
Klausel (z,y) € C erfillt wird, muss (y,x) € S oder (x,y) ¢ S gelten. Nach der
Voraussetzung gilt also (y,x) € S.

Definiere die Menge

Xo=A(z,y)[(x,y) € 5,2 <y},
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wobei (V, <) eine beliebige lineare Ordnung ist. Sei x € V ein beliebiger Knoten.
Da S die Klausel z € C erfillt, gibt es mindestens ein y € V mit (z,y) € S
oder (y,z) € S. Da S symmetrisch ist, muss dann also (z,y), (y,z) € S gelten.
Sei nun z € V mit z # y und (z,z) € E. Da S die Klausel (z,y,2) € E erfillt
und (z,y) € S negativ in dieseer Klausel vorkommt, muss (z,z) ¢ S gelten. Es
existiert also genau ein y € V mit (z,y) € S. Nach der Definition von X gibt es
dann fir jedes x € V auch nur genau ein y € V mit (x,y) € X oder (y,z) € X.
Damit ist X also eine exakte Uberdeckung von G. qe.d.

Aus den Behauptungen 1 und 2 folgt, dass G genau dann eine exakte Uber-
deckung besitzt, wenn in S(G) eine Menge S C A mit den Eigenschaften aus
SAT*™ existiert. Es bleibt nun noch zu zeigen, dass S(G) effektiv automatisch ist.

Behauptung 3. Der Graph S(G) ist effektiv automatisch.
Beweis. Die Mengen A und C' sind per Definition disjunkt. Da in S(G) beide
Mengen die Relation E enthalten, wird die Kopie von F in C als {#}FE kodiert,
wobei # ¢ X gilt, falls X' das Alphabet der automatischen Darstellung von G ist.
Die Menge A sowie die erste Teilmenge von C' sind automatisch, da G ein
automatischer Graph ist. Da die Klasse reguldrer Sprachen unter Konkatenation
effektiv abgeschlossen ist, ist die zweite Teilmenge von C' automatisch. Die dritte
Teilmenge von C' ist nach dem Fundamentalsatz effektiv automatisch. Nach den
Abschlusseigenschaften ist also C' automatisch.
Die Mengen P und N sind ebenfalls nach dem Fundamentalsatz effektiv auto-
matisch und damit auch S(G). qed.

aut

Damit gilt also: G € EXAcT COVER™ genau dann, wenn S(G) € SAT*™. Also
ist SAT*™ Yl-hart und damit -vollstindig. n

aut

Bemerkung 5.4. Analog zu SAT
nes Graphen G = (A, C, P, N) eine Tautologie ist. Dieses im Folgenden TAUT
genannte Problem ist wie folgt definiert:

kann auch untersucht werden, ob F(G) ei-
aut

Eingabe: Ein automatischer Graph G = (A4, C, P, N) wie in SAT*".
Frage: Besitzt jede Menge S C A die Eigenschaft, dass fiir alle ¢ € C' ein
a € S existiert mit (a,c) € P oder ein a € A\ S existiert mit (a,c) € N?

aut

Behauptung. Das Problem TAUT*™ ist entscheidbar.

Beweis. Sei G = (A, C, P, N) wie oben angegeben. Die Formel F(G) ist genau
dann eine Tautologie, wenn alle ihre Klauseln Tautologien sind. Dies ist der Fall,
wenn jede Klausel sowohl ein Literal L als auch dessen Negation L enthélt.
Betrachte die folgende Formel:

o(c) :=Fa: (C(c) AN A(a) A P(a,c) A N(a,c)).

Dann ist ¢9 die Menge aller tautologischen Klauseln. Nach dem Fundamental-
satz ist diese Menge effektiv automatisch. Es kann also entschieden werden, ob

¢g =C gllt q.e.d.
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5.2 Der endliche Fall

Es soll nun der deutlich nattirlichere Fall betrachtet werden, in dem jeder Klausel
nur endlich viele Literale zugeordnet werden. Fiir diese Art von Formeln gilt sogar
der Endlichkeitssatz der Aussagenlogik, denn: Sei G ein Graph mit

F(G) ={Cii = 0}

und |C;| < oo fiir alle ¢ > 0. Dann ist F(G) eine (unendliche) Menge von endlichen
Disjunktionen, d.h. aussagenlogischen Formeln. Dies ist bekanntlich die Pramisse
fiir den Endlichkeitssatz.

Es wird im Folgenden gezeigt, dass das Problem SAT
lichen Klauseln IT?-vollstindig ist.

2ut it ausschlieBlich end-

aut

Proposition 5.5. Das Problem SAT*™ mit der Finschrinkung, dass jeder
Klausel nur endlich viele Literale zugeordnet sind, ist in II).

Beweis. Betrachte den folgenden Algorithmus:
Eingabe: G = (A, C, P, N) wie oben beschrieben
@ Sei C1, Cs, ... die langenlexikografische Aufzahlung von C.
2 n<+0
3 K<+ 0
) while Klauselmenge K ist aussagenlogisch erfillbar do
(5) n<n+1
6) K+ Ku{{a|(a,C,) € P} U{=a](a,C,) € N}}
(n end while
) return ,unerfillbar®

Anmerkung. Die langenlexikografische Aufzdhlung von C' in Zeile 1 ist effektiv
automatisch. Die Menge {a| (a,C,) € P} U{—a|(a,C,) € N} in Zeile 6 ist nach
dem Fundamentalsatz ebenfalls effektiv automatisch und nach der Voraussetzung
endlich.

Es muss nun noch die Korrektheit des Algorithmus gezeigt werden.

Behauptung 1. Gibt der Algorithmus ,unerfiilllbar® aus, dann gilt auch
G=(A,C,P,N) ¢ SaT™™.

Beweis. Der Algorithmus fithrt im n-ten Durchlauf der While-Schleife einen Er-
fullbarkeitsalgorithmus (z.B. Resolution) auf der Formelmenge

Fu(@) = {{al(a,C)) € PYU{=a|(a,Ci) € N}[1 < i <n} C F(9)

aus, d.h. auf den langenlexikografischen ersten n Klauseln.

Da der Algorithmus ,unerfiillbar” ausgegeben hat, muss also eine Zahl n > 1
existieren, sodass die Formelmenge F,(G) unerfiillbar ist. Da F,(G) jedoch eine
Teilmenge von F(G) ist, muss daher auch F(G) unerfillbar sein. Nach Lemma 5.2
gilt dann G ¢ SAT™™, qed.
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Behauptung 2. Gilt G = (A,C, P, N) ¢ SAT*", so gibt der Algorithmus ,unerfiill-
bar® aus.

Beweis. Da G = (A,C, P,N) ¢ SAT*™, gilt nach Lemma 5.2 auch: F(G) ist uner-
fiillbar. Nach dem Endlichkeitssatz der Aussagenlogik gibt es also eine unerfiillbare
endliche Teilformel von F(G). Seien C;,, Cy,, ..., C;,, die Klauseln in dieser Teilfor-
mel mit 0.B.d.A. 4, <y < ... < 1i,. Die Formel A", C;, ist unerfiillbar, also auch
Fi, (G) = /\;zl C;. Daher terminiert der Algorithmus spéatestens nach dem 7,,-ten
Schleifendurchlauf mit der Ausgabe ,,unerfiillbar®. qe.d.

Damit wurde die Korrektheit des Algorithmus gezeigt. =

aut

Bemerkung 5.6. Betrachte das Problem ExacT COVER™ mit der Ein-
schrankung, dass jeder Knoten mit hochstens endlich vielen weiteren Knoten
verbunden ist. In dem im Beweis von Satz 5.3 konstruierten Graphen S(G) wer-
den in diesem Fall jeder Klausel nur endlich viele Literale zugeordnet. Es kann
also gefolgert werden, dass dieses Problem nach Proposition 5.5 ebenfalls in [T
ist.

Es soll nun noch gezeigt werden, dass IT{ auch eine untere Schranke in der arith-
metischen Hierarchie fiir das Problem SAT*" mit ausschlieBlich endlichen Klauseln
ist. Hierbei wird sogar gezeigt, dass SAT*™™ mit der Einschrénkung, dass allen
Klauseln hochstens zwei Literale zugeordnet werden, IT{-hart ist. Dazu wird das
Komplement des als Post’sches Korrespondenzproblem (kurz: PCP) bekannten
folgenden Problems verwendet:

aut

Eingabe: Eine endliche Folge von Wortpaaren I = ((x1,41), ..., (Zn,ys)) mit
n > 1 iiber dem Alphabet Y.

Frage: Existiert eine Folge (i1,...,4,) mit 1 < i < n fur alle 1 < k < m,
sodass LizLig « o« Ljpy = Yiy Yig - - - yzm7

Nach [Pos46] ist PCP XY-vollsténdig.

aut

Proposition 5.7. Das Problem SAT™™ mit der Einschrinkung, dass jeder
Klausel nur maximal zwei Literale zugeordnet werden, ist I19-hart.

aut

Beweis. Mithilfe des Komplements von PCP soll nun die IT?-Hérte von SAT
mit Klauseln mit hochstens zwei Literalen gezeigt werden.

Idee. Aus der Instanz I = ((x1,y1), ..., (Zn,yn)) iber X wird wie folgt ein Graph
K(I) mit den Eigenschaften aus SAT*" konstruiert: Die atomaren Formeln sind
Wortpaare (u,v) € (X*)?. (g, ) darf nur mit 1 und (u,u) mit v € X darf nur mit
0 belegt werden. Zudem wird fiir jedes Wortpaar (u,v) und jedes 1 < ¢ < n eine
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Klausel (u,v) = (ux;,vy;) eingefiigt. Es wird also die folgende Formel realisiert:
e.e) A N (wu) AN N (u,0) = (uzi, vy).
ueXt i=1uweX*

Induktiv ergibt sich dann die Belegung 1 fir jedes (z;, ...,z , i ---¥i,,) und
damit ein Widerspruch, falls I eine PCP-Losung besitzt.

Sei also I = ((x1,11),..., (%n,ys)) mit n > 1 eine endliche Folge von Wort-
paaren iiber dem Alphabet Y. Konstruiere nun den folgenden bipartiten Graphen
K(I) = (A, P,C, N) mit den Eigenschaften:

o A:= (%)

o O :=X*U{1,...,n} x (Z%)?),

o P:={((g,2),e)} U{((uzi,vy,), (i,u,v)) |u,v € £*,1 < i < n},

o N = {((u,u),u)|uec Tty U{((u,v),(i,u,0))|u,ve 21 <i<n}.

Behauptung 1. Gilt I ¢ PCP, so existiert eine Menge S C A, sodass fiir alle c € C
ein a € S existiert mit (a,c) € P oder ein a € A\ S existiert mit (a,c) € N.
Beweis. Sei also I ¢ PCP. Definiere nun induktiv tiber j > 0 die Mengen S; C A
wie folgt:

(TA) 5=0.S):={(g,6)} C A.

(IS) j > 0.8, := {(uz;,vy;) | (u,v) € S;-1,1 <i<n} C A

Dann sei S := U;>¢S; € A die zu untersuchende Menge in (7).
Sei nun also ¢ € C eine beliebige Klausel. Dann tritt einer der folgenden drei
Falle ein:

(Fall 1) ¢ =e.

Es gilt nach Definition (g,e) € Sy C S. Nach der Definition von P gilt
zudem ((g,¢),¢) € P.

(Fall 2) c e XT.

Angenommen, es gilt (¢, c) € S. Dann existiert ein m > 0 mit (¢, c¢) € S,.
Es ergibt sich dann nach der Definition von S, induktiv eine Folge von
Indizes (i1,...,%y,) mit 1 <idy,... 0, <mund x; ...2;, =C =Yy ---Yi,
(es gilt (zi, ... .75, ¥i, ... y;;) € S fir alle 0 < j < m). Diese Folge ist
jedoch eine Losung des PCP in der Instanz I. Dies ist ein Widerspruch
zur Voraussetzung I ¢ PCP. Damit gilt aso (¢,c) € A\ S. Zudem gilt
((¢,¢),c¢) € N nahc der Definition von N.

(Fall 3) ¢ = (i, u,v).

(3.1) Es gilt (u,v) € A\ S.
Nach der Definition von N gilt ((u,v), (i,u,v)) € N.
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(3.2) Es gilt (u,v) € S.
Es existiert also ein j > 0 mit (u,v) € S;. Nach der Definition von
S gilt dann aber auch (u,z;,vy;) € Sj41 € S. Nach der Definition
von P gilt zudem ((ux;,vy;), (i,u,v)) € P.

aut

Somit erfiillt S C A also die gewiinschten Bedingungen aus SAT*". qe.d.

Behauptung 2. Existiert eine Menge S C A, sodass fiir alle ¢ € C ein a € S
existiert mit (a,c¢) € P oder ein a € A\ S existiert mit (a,c) € N, so gilt auch
I ¢ PCP.

Beweis. Seialso S C A eine Menge, die die Bedingungen aus SAT*" in K(I) erfiillt.
Es soll zunéchst per Induktion iiber m > 0 gezeigt werden, dass fiir jede endliche
Indexfolge (i1, ...,0y,) mit 1 <iy,..., 4, <n gilt:

(ZL‘il Ty Yig e yim) S S

(IA) m = 0. Da S die Klausel ¢ € C' erfiillt, muss (¢,¢) € S gelten.

(IV) m > 0. Es gilt fir alle Folgen (i1,...,0,) mit 1 < ip,...,6, < n
(l‘il...l'im,yil...yim)GS.

(IS) m > 0. Sei also (i1,...,%,) eine beliebige, aber feste Indexfolge mit
1 < 4,000 < n. Sei zudem 1 < 4,5 < n beliebig. Betrach-
te nun die Klausel (iy41, i, .- %, Yiy --- i) € C. Diese enthélt einer-
seits das Literal (x; ...x;,, ¥ ---Yi,) € A negativ und andererseits das
Literal (2, ..., %ip 1y Yir - - YinYimea) € A positiv. Nach der (IV) gilt
(25, ... 2, Yi,---Yi,) € S. Da aber S die Bedingungen aus SAT*" erfiillt,
muss also auch (2;, ... i, Tipo 1> Yiy - - - YimYims,) € S gelten.

Da die Indizes 1 < 4y,..., %, ime1 < n beliebig waren, gilt dies also fiir alle
Indexfolgen (i1, ..., 4m, ims1)-
Angenommen, es gibe nun eine PCP-Losung (iy,...,%4,) mit m > 0 und

1<, <n,dh.esgilt z;, ...z, =vyi, ...y, Es gibt also auch eine Klau-
sel x;, ...x;, € C, die ausschlieBlich (z;,,..., 2, , i ---¥i, ) € A negativ enthélt.
Da S die Bedingungen aus SAT*" erfiillt, muss also (x;,, ..., 2, , ¥, - .- ¥, ) € S\A
gelten. Es wurde jedoch eben gezeigt, dass (z;,,..., i, ,Yi, - - Yi,,) € S gilt. Dies
ist ein Widerspruch.

Somit kann es also keine Indexfolge (iy,...,4,) in der Instanz I mit m > 0,
1<iy,....im <nund z;, ...2;, =Y ...V, geben. Es gilt also I ¢ PCP.  ca

Aus den Behauptungen 1 und 2 ergibt sich zunéchst der folgende Zusammen-
hang: Es gilt genau dann I ¢ PCP, wenn in K(I) eine Menge S C A mit den
Eigenschaften aus SAT*™" existiert. Es muss nur noch gezeigt werden, dass /(1)
aus der Instanz I berechnet werden kann und automatisch ist.
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Behauptung 3. Der Graph K(I) ist effektiv automatisch.
Beweis. Die Menge A ist offensichtlich effektiv automatisch (verwende einen
Zweiband-Automaten, der auf jedem Band alle Worter iiber dem Alphabet X
akzeptiert), genauso wie die Menge C' (verwende fur die zweite Teilmenge einen
Dreiband-Automaten, welcher wie der fiir A funktioniert, aber auf dem ersten
Band nur ein Symbol der Menge {1,...,n} akzeptiert).

Fir jedes 1 < ¢ < n kann ein Finfband-Automat berechnet werden, der auf
den Béandern 4 und 5 wie der Automat von A funktioniert. Auf Band 3 wird nur
das Symbol 7 gelesen. Und die Bander 1 und 2 lesen zunéachst dieselben Worter
wie die Bander 4 bzw. 5 und lesen abschliefend noch mit z; bzw. y; jeweils ein
endliches Wort. Die Menge P ist dann die Vereinigung der akzeptierten Sprachen
dieser Automaten (plus eines Automaten, der auf seinen drei Bandern nur das leere
Wort akzeptiert), welche nach den Abschlusseigenschaften automatischer Relatio-
nen effektiv automatisch ist.

Die erste Teilmenge von N kann durch einen Dreiband-Automaten akzeptiert
werden, dessen Bander allesamt synchron laufen. Die zweite Teilmenge dagegen
von einem Finfband-Automaten, der dhnlich funktioniert wie der fiir die Menge P
(ohne die Worter z; und y; am Ende zu lesen). Auch damit ist diese Menge effektiv
automatisch nach den Abschlusseigenschaften. qe.d.

Es folgt also: I ¢ PCP genau dann, wenn K(I) € SAT*™. Da das Komplement
von PCP nach [Pos46] II{-hart ist, ist auch SAT*™ I719-hart. n

Aus den Propositionen 5.5 und 5.7 folgt schliefllich unmittelbar:

Satz 5.8. Das Problem SAT*™ mit der Einschrinkung, dass jeder Klausel
nur endlich viele Literale zugeordnet sind, ist IT1Y-vollstindig.

aut

Bemerkung 5.9. Nachdem gezeigt wurde, dass SAT*™ mit der Einschrankung,
dass jeder Klausel hochstens zwei Literale zugeordnet werden, IT7-vollstéandig
ist, soll noch das Problem SAT*" mit der Einschriankung, dass jeder Klausel
hochstens ein Literal zugeordnet wird, betrachtet werden. Hierfiir gibt sich sogar
die Entscheidbarkeit.

Beweis. Sei also G = (A,C, P, N) wie in SAT*" mit hochstens einem Literal
pro Klausel. Dann ist F(G) genau dann erfiillbar, wenn es keine leere Klau-
sel gibt und es keine atomare Formel a € A gibt, die sowohl positiv als auch
negativ in Literalen vorkommt. Beide Bedingungen lassen sich als pradikatenlo-
gische Formeln erster Stufe ausdriicken und kénnen nach dem Fundamentalsatz
entschieden werden. qe.d.

Nun stellt sich jedoch noch die Frage, in welcher Klasse der arithmetischen
Hierarchie SAT® mit ausschliefSlich endlichen Klauseln einzuordnen ist. Der Al-
gorithmus aus dem Beweis von Proposition 5.5 kann fiir dieses Problem nicht
angewendet werden, da die in Zeile 6 angegebene Menge fiir rekursive Strukturen
im Allgemeinen nicht berechnet werden kann.
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Sei also G = (A,C, P, N) wie in SAT*™ mit der gewiinschten Einschrankung.
Dann ist G € SAT™ genau dann, wenn gilt: Fir jede endliche Klauselmenge X C C'
gibt es endliche, disjunkte Mengen S,,S_ C A, sodass gilt:

A (\/ P(a,c) Vv \/ N(a,c)).
ceX \aeSy aesS_

Die Mengen S,,S_ C A reprasentieren die Losungsmenge S C A sowie A\ S
in der jeweiligen endlichen Formelmenge. Es ist zudem entscheidbar, ob die oben
genannte Formel gilt. Damit ist gezeigt, dass SAT™ mit endlichen Klauseln in I79
enthalten ist. Es ist jedoch nicht bekannt, ob dieses Problem auch I19-hart ist.

5.3 Der beschrankt unendliche Fall

Schlussendlich soll noch eine weitere, weniger restriktive Einschrinkung von SAT*"

betrachtet werden: Die Formel F(G) besitzt hochstens endlich viele unendliche
Klauseln.

Der Algorithmus aus dem Beweis von Proposition 5.5 lasst sich auf dieses Pro-
blem nicht anwenden. Beispielsweise zu der folgenden unerfiillbaren Formel gibt es
einen automatischen Graphen G = (A, C, P, N), sodass der genannte Algorithmus
nicht terminiert:

F(G) ={{A}]i =0} u{{-4]i>0}}.

Ursache hierfiir ist: Jede endliche Klauselmenge von F(G) ist erfullbar, jedoch
F(G) nicht, d.h. der Endlichkeitssatz der Aussagenlogik gilt fiir diese Formel nicht.
Die Abbruchbedingung der Schleife dieses Algorithmus wird also in keinem Durch-
lauf erfillt. Also terminiert der Algorithmus nicht.

Es soll in diesem Abschnitt gezeigt werden, dass dieses Problem X39-vollstindig
ist. Die folgende Proposition zeigt zunéchst die Zugehorigkeit zur Klasse X9.

aut

Proposition 5.10. Das Problem SAT*™ mit der Einschrinkung, dass hoch-
stens endlich viele Klauseln mit unendlich vielen zugeordneten Literalen exi-
stieren, ist in X9.

Beweis. Betrachte den folgenden Algorithmus, der von einer nichtdeterministi-
schen Orakel-Turingmaschine mit dem Orakel SAT*™ unter der Einschrankung,
dass jede Klausel hochstens endlich viele Literale enthalt, berechnet werden kann:
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Eingabe: G = (A, C, P, N) wie oben beschrieben
W C <« {z|Vy: (-P(y,z) vV -N(y,z))}
@ (PLN)«< (PNAXxC,NNAxC)
@ I« {x|3F®y: (P(y,z)V N(y,x))}
@ C1,0s, ..., C, sei die langenlexikografische Aufzahlung von I.
) for i+ 1tondo A; + {a|(a,C;) € PUN}
© t=(ay,...,a,) sei nichtdeterministisch gewdhltes Element aus A; x - - X A,,.
) if t ist widerspriichlich then return , 7
® A — A\{a1,...,a,}
@ C" <+ {x e C| AL, ((P(a;, C;) = = P(a;,z)) A (N(a;, C;) — —~N(a;,x)))}
1) (P,N)«+ (PNA' xC',NnA x ")
an if (A, C’, P',N') € SAT*™ (aus Abschnitt 5.2) then return ,erfiillbar®
12) else return ,?¢

Anmerkung. In den Zeilen 1-2 werden zunéchst sdmtliche tautologischen Klauseln
entfernt. Die Frage ,;t = (aq, ..., a,) ist widerspriichlich® in Zeile 7 hat die folgende
Bedeutung: Es existieren zwei Indizes 1 < ¢ < j < n mit a; = a; und a; kommt
in Klausel C; positiv und in Klausel C; negativ (oder umgekehrt) vor. Der Algo-
rithmus setzt die Belegungen der Literale in ¢ zu 1 und entfernt anschlielend alle
Klauseln, deren Belegungen dadurch ebenfalls zu 1 gewéhlt werden (insbesondere
sind dies die unendlichen Klauseln). Dass die einzelnen Zeilen berechenbar sind,
folgt unmittelbar aus dem Fundamentalsatz, den Abschlusseigenschaften regulérer
Sprachen sowie der effektiven Automatizitit der langenlexikografischen Ordnung
iiber einer beliebigen Sprache.

Es handelt sich damit also tatsachlich um einen Algorithmus mit Orakel in Zeile
11. Da der dort zu priifende Graph nur endliche Klauseln enthélt, ist diese Frage
nach Proposition 5.5 in I77. Es muss nun nur noch die Korrektheit des Algorithmus
nachgewiesen werden.

Behauptung 1. Besitzt der Algorithmus bei Eingabe G eine Berechnung mit Aus-
gabe ,erfiilllbar“, so gilt auch G € SAT*"".

Beweis. Es gibt also ein Tupel t = (a4, ..., a,), sodass der Algorithmus ,erfiillbar“
ausgibt. Nach den Anmerkungen kann angenommen werden, dass G keine tautolo-
gischen Klauseln enthélt und ay, ..., a, nicht widerspriichlich sind (d.h., wenn ein
Atom in ¢t mehrfach vorkommt, so stets positiv oder stets negativ). Sei nun S’ eine
Menge mit den Eigenschaften aus SAT*" fiir den Graphen (A’,C’, P', N') in Zeile

11. Definiere nun die folgende Menge:

S :=S"U{a;|(a;,C;) € P,1 <i<n}

Dann gelten die Bedingungen aus SAT*" an S weiterhin fiir die Klauseln aus C".

Des Weiteren gilt fiir die Klauseln aus C; € I:
(Fall 1) Gilt (a;,C;) € P, so gilt per Definition a; € S.

(Fall 2) Gilt (a;,C;) ¢ P. Da q; ein in C; vorkommendes Atom ist, muss dann also
(a;, C;) € N gelten. Zudem gilt per Definition a; € A\ S.
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Es missen nun also nur noch die Klauseln ¢ € C'\ (C" U I) betrachtet werden.
Damit ist ¢ eine endliche Klausel und es existiert ein 1 < ¢ < n, sodass eine der
folgenden Aussagen gilt:

(Fall 1) (a;,C;) € P und (a;,c¢) € P. Dann gilt (wie oben erwéhnt) a; € S.

(Fall 2) (a;,C;) € N und (a;,c) € N. Dann gilt (wie oben erwahnt) a; € A\ S.
Damit hat S tatsichlich die Bedingungen aus SAT*™, d.h. es gilt G € SAT*™. .

Behauptung 2. Gilt G € SAT™™, so existiert eine Berechnung des Algorithmus mit
Eingabe G und Ausgabe erfillbar®

Beweis. Es kann erneut angenommen werden, dass G keine tautologischen Klau-
seln enthélt. Sei S eine Menge mit den Eigenschaften aus SAT*". Betrachte nun
die unendlichen Klauseln C,...,C, in G. Wahle fiir jedes 1 < ¢ < n nun ein a;
wie folgt:

(Fall 1) Existiert ein @ € S mit (a,C;) € P, so wahle a; zu einem solchen a.

(Fall 2) Existiert kein @ € S mit (a,C;) € P, so existiert aber ein a € A\ S mit
(a,C;) € N (per Definition von S). Wahle a; nun zu einem solchen a.

Betrachte nun die Berechnung des Algorithmus, in der das Tupel (ay,...,a,) in
Zeile 6 ausgewahlt wird. Dieses Tupel ist nicht widerspriichlich. Es muss nun noch
gezeigt werden, dass der Graph (A’,C’, P', N') in Zeile 11 tatsichlich in SAT*"
liegt. Definere dazu die Menge S’ := S N A’. Betrachte nun eine beliebige Klausel
c € C'. Es kommt nach der Definition von C” kein a; (1 <7 < n) in ¢ mit gleichem
Vorzeichen wie in C; vor. Es muss nun also einer der folgenden Félle gelten

(Fall 1) Es existiert ein @ € S mit (a,¢) € P und a ¢ {ay,...,a,}. Nach der
Definition von S’ gilt dann also a € S’.

(Fall 2) Es existiert ein a € A\ S mit (a,¢) € N und a ¢ {ay,...,a,}. Nach der
Definition von S’ gilt dann also a € A"\ 5.

Damit hat also S’ die gewiinschten Eigenschaften aus SAT*™, sodass
(A", C'" P'/N") € SAT* gilt. Der Algorithmus gibt in diesem Falle ,erfiillbar®

aus. q.e.d.

Damit folgt die Korrektheit des Algorithmus. Das Problem SAT*** mit endlich
vielen unendlichen Klauseln ist also in X9. -

Es bleibt nun noch, die X9-Hirte dieses Problems zu zeigen. Dies soll erneut
mithilfe des Post’schen Korrespondenzproblems geschehen, welches nun folgender-
maflen abgewandelt werden soll:

Eingabe: Eine Instanz I = ((z1,%1), ..., (Tn,ys)) des PCP.

Frage: Existiert eine Folge (i1,...,%,) mit m > 0 und 1 < 4y,...,4, < n,
sodass 1, ... T, = Y1Yi .- Yi,, gilt? Mit anderen Worten: Ist die Folge
(1,41,...,4,) eine PCP-Lésung von [?

Dieses Problem wird im Folgenden als MPCP? bezeichnet und ist nach [Sch92]
X0-vollstindig. Es soll nun die Reduktion vom allgemeinen Halteproblem HP auf

3MPCP ist eine Abkiirzung fiir ,,Modifiziertes PCP*
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MPCP aus [Sch92] erneut betrachtet werden. Sei dazu M = (Q, X, I, A, qo, 0, F)
eine deterministische Turingmaschine und w € 2™ eine Eingabe von M. Dann ist

Z(M,w) die folgende PCP-Instanz tiber dem Alphabet I'W Q W {#, $}:
e FErstes Wortpaar. (z1,y1) = (8, $0qow#)

e Kopieren. (z,y) = (a,a) fur alle a € I' U {#}

e Transitionen.
(ga,pb) , falls (¢,a,p,b,N) € A
(z,y) = { (qa,bp) , falls (¢,a,p,b, R) € A
(cqa,pcb) | falls (q,a,p,b, L) € A, fir allebe I’
e Leerzeichen einfigen. (x,y) = (#,04#) und (x,y) = (#, #0)

Léoschen. (x,y) = (aq,q) und (z,y) = (qa, q) fir allea € ' und ¢ € F

Abschluss. (q#+,#) fur alle ¢ € F.

Es gilt dann (M,w) € HP genau dann, wenn Z(M,w) € MPCP. Und gilt
I(M,w) = ((z1,y1),---, (Tn,yn)) € MPCP, so besitzt Z(M,w) eine MPCP-
Losung (i1, ...,%y,) mit m > 0 und 2 < iy,...,%, < n. Denn ist (i1,...,4%,) eine
MPCP-Lésung mit j := min{k |i, = 1,1 < k < m}, so gilt:

T1T4q - - - xij,1$$ij+1 L = YNYiy - yi].71$quw#yin e Yi -

Da das Symbol $ ausschlielich im ersten Wortpaar vorkommt, muss

T1Tgq - - - (L’i]._l =Y1Yiy - - - yij—l

gelten, also ist (¢1,...,7;_1) eine MPCP-Lésung, sodass 2 < iy,...,7;_1 < n gilt.
Des Weiteren hangt in Z(M, w) lediglich das erste Wortpaar von w € X* ab
- die restlichen Wortpaare hingen dagegen ausschlieSlich von M ab. Sind also
v, w € X* verschieden, so unterscheiden sich Z(M, v) und Z(M, w) ausschlieBlich
im ersten Wortpaar.
Mithilfe dieser Konstruktion soll nun das folgende Problem, welches im Weiteren
als TPCP* bezeichnet wird, definiert werden:

Eingabe: Eine deterministische Turingmaschine M = (Q, X, I', A, qo, O, F).
Frage: Besitzt Z(M,w) = ((z1,y1), ..., (Tn,yn)) fur alle w € X* eine Folge
(11, im) mit m > 0 und 2 < dy,...,4, <n, sodass (1,1,...,1,) eine PCP-
Losung ist? Mit anderen Worten: Gilt fir alle w € X*: Z(M,w) € MPCP?

Da nach [Koz06] das Problem TOTAL, dessen Definition nachfolgend angegeben
ist, IT9-vollstindig ist, ist es auch leicht zu sehen, dass auch TPCP [19-hart ist:

Eingabe: Eine deterministische Turingmaschine M = (Q, X, I', A, qo, 0, F).
Frage: Hilt M bei allen Eingaben w € X* nach endlich vielen Schritten? Mit
anderen Worten: Gilt fir alle w € X*: (M, w) € HP?

4TPCP ist eine Abkiirzung fiir ,, Totales PCP*.
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Das komplementire Problem von TPCP soll nun auf SAT** mit hochstens

endlich vielen (bzw. sogar mit hochstens einer) unendlichen Klauseln reduziert
werden.

aut

Proposition 5.11. Das Problem SAT*™ mit hochstens einer unendlichen

Klausel ist X9-hart.

Beweis. Sei also M = (Q, X, I', A, qo,, F') eine deterministische Turingmaschi-
ne. Definiere IT := I'W Q W {#,$} und ((x1,v1),...,(@n,yn)) := Z(M,w) fiir ein
beliebiges w € X*. Konstruiere analog zum Beweis von Proposition 5.7 nun den
folgenden Graphen K'(M) = (A, P,C, N) mit den Eigenschaften:

o A:= (IT")?

o C:=1II"U{1,...,n} x (IT*)?),

2<1<n

o P:={((3,$0qow#),e) |w € X*} U {((uxi,vyi), (i,u,v)) u, v € IT7, },

o N :={((u,u),u)|ued"}U{((u,v),(i,u,v))|u,v e Il*2<i<n}.

Anmerkung. Im Wesentlichen unterscheiden sich K'(M) und K(Z(M, w)) nur in
der Klausel ¢, welche in K'(M) unendlich ist und alle Anwendungen des ersten
Wortpaares enthélt und in K(Z(M, w)) nur das Atom (g, ) enthélt. Die weiteren
Klauseln sind bis auf die mehrmalige Anwendung des ersten Wortpaares gleich.

Behauptung 1. Gilt M ¢ TPCP, so existiert eine Menge S C A, sodass fiir alle
c € Ceina € S existiert mit (a,c) € P oder ein a € A\ S existiert mit (a,c) € N.
Beweis. Es gilt also M ¢ TPCP, d.h. es gibt ein w € X* mit Z(M,w) ¢ MPCP.
Definiere induktiv tiber 7 > 0 die Mengen S; C A wie folgt:

(IA) j = 0. S0 := {($, $0gow#)} € A.
(IS) 7> 0.5, = {(uz;,vy;) | (u,v) € Sj_1,2 <i<n} C A

Dann sei S := U;>¢S; € A die zu untersuchende Menge in K'(M).
Sei nun ¢ € C' eine beliebige Klausel. Dann tritt einer der folgenden Fille ein:
(Fall 1) ¢ =e.
Es gilt ($, $0qgow#) € So C S. Zudem gilt (($, $0gow#),¢) € P nach der
Definition von P. Diese Klausel hat also die gewiinschte Eigenschaft.
(Fall 2) ¢ #e.

Dieser Fall ist analog zu den Féllen 2 und 3 aus Behauptung 1 im Beweis
von Proposition 5.7.
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aut

Somit erfilllt S C A die gewtlinschten Bedingungen aus SAT*". qe.d.

Behauptung 2. Existiert eine Menge S C A, sodass fir alle ¢ € C ein a € §
existiert mit (a,c) € P oder ein a € A\ S existiert mit (a,c) € N, so gilt auch
M ¢ TPCP.

Beweis. Sei nun S C A eine Menge, die die Bedingungen aus SAT*" erfiillt. Da
die Klausel € nur positive Literale enthalt, muss also ein w € X* existieren mit
(3, $0qgow#) € S. Es kann nun erneut per Induktion tiber m > 0 gezeigt werden,
dass fiir jede endliche Indexfolge (i1,. .., 0,) mit 2 < iq,..., 0, < n gilt:

($$i1 IR & N $Dq0w#yz1 cee ylm) € S.

Der Beweis hierfiir ist analog zum Induktionsbeweis in Behauptung 2 des Beweises
von Proposition 5.7.

Angenommen, die Instanz Z(M, w) wiirde nun eine MPCP-Losung (i1, . . . , i)
mit m > 0 und 2 < 4q,...,%, < n besitzen. Es muss also gelten:

$v4y ... i, = S0qw#Hyi, - - - Vi

Die Klausel $z;...x;, € C enthélt jedoch ausschliefllich das Literal
($i, .. 2, $0gow#ys, ... yi,,) € A negativ. Da S jedoch die Bedingungen von
SAT*™ erfiillt, muss auch dieses Literal auch in A\ S enthalten sein. Dies steht
jedoch im Widerspruch zur Aussage oben, dass dieses Literal in S enthalten ist.
Somit gibt es also keine Indexfolge (i1, ...,%,,) mit m > 0, die MPCP-Losung
von Z(M, w) ist. Es gilt also M ¢ TPCP. qed.

Aus den Behauptungen 1 und 2 ergibt sich schliellich: Es gilt genau dann
M ¢ TPCP, wenn in K'(M) eine Menge S C A mit den Eigenschaften aus SAT*"*
existiert. Es muss nur noch gezeigt werden, dass K'(M) aus der Turingmaschine
M berechnet werden kann und automatisch ist.

Behauptung 3. Der Graph K'(M) ist effektiv automatisch.

Beweis. Die Instanz Z(M,w) fiir ein beliebiges w € X* kann aus M berechnet
werden. Die Mengen A, C, N sowie die zweite Teilmenge von P sind nach Be-
hauptung 2 aus dem Beweis von Proposition 5.7 effektiv automatisch. Es muss
also nur noch die erste Teilmenge von P betrachtet werden. Diese wird von einem
Dreiband-Automaten akzeptiert, der wie folgt funktioniert: Auf dem ersten bzw.
dritten Band wird nur das Symbol $ bzw. das leere Wort gelesen. Auf dem zweiten
Band dagegen wird zunéchst $(0qy gelesen, anschlieBend ein beliebiges Wort aus
27 und zum Schluss noch einmal das Symbol #. Dieser Automat kann aus M
berechnet werden. Damit ist auch die Menge P nach den Abschlusseigenschaften
automatischer Relationen effektiv automatisch. qed.

Es folgt also: M ¢ TPCP genau dann, wenn K'(M) € SAT*™. Da das Komple-
ment von TPCP nach der Bemerkung oben X9-hart ist, ist auch SAT*"* X9-hart.m

Aus den Propositionen 5.10 und 5.11 folgt schlieBlich unmittelbar:
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Satz 5.12. Das Problem SAT* mit der Einschrinkung, dass nur endlich
vielen Klauseln unendlich viele Literale zugeordnet werden, ist X3-vollstindig.

Auch an dieser Stelle stellt sich noch die Frage, in welcher Klasse der arithme-
tischen Hierarchie sich SAT® mit endlich vielen unendlichen Klauseln einordnet.

Sei also G = (A,C, P,N) wie in SAT™ mit der gewtnschten Einschriankung.
Dann ist G € SAT™ genau dann, wenn gilt: Es existieren endliche, disjunkte Men-
gen S, 5 C A, sodass gilt:

Vee C: (c ist endliche Klausel vV \/ P(a,c)Vv \/ N(a,c))

a€S+ aeS_

und der Graph G’, der durch Entfernen der Literale aus S, und S_ sowie der
Klauseln, in denen ein a € S positiv bzw. ein a € S_ negativ vorkommt, entsteht,
ist in SAT® mit ausschlieBlich endlichen Klauseln.

Die Frage, ob ¢ € C endlich ist, ist X9-vollstandig [Koz06]. Die letztgenannte
Frage ist nach der Begriindung in Abschnitt 5.2 in IT3. Damit ergibt sich schlieSlich,
dass SAT*™ mit endlich vielen unendlichen Klauseln in XY ist. Aber auch hier ist
nicht bekannt, ob dieses Problem auch X%-hart ist.
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KAPITEL 6

Graphfarbungen

In diesem Kapitel soll abschliefend nun das in der Einleitung erwahnte Farbungs-
problem von Graphen untersucht werden. Zunéchst soll noch einmal der Begriff
einer Farbung definiert werden:

Definition 6.1. Sei G = (V, E) ein Graph und C' eine Menge von Farben. Eine
C-Farbung ist eine Funktion c: V — (), sodass fiir alle Knoten u,v € V
mit (u,v) € E gilt: ¢(u) # ¢(v). Ein Graph G heifit C-farbbar, wenn G eine
C-Féarbung besitzt.

Sei k € N\ {0}. Ein Graph G heifit k-farbbar, wenn G C-farbbar fiir eine
Menge C' mit |C| = k ist.

Es ergibt sich schliellich das folgende natiirliche Graphproblem:

Eingabe: Ein rekursiver Graph G = (V, E), eine rekursive Menge von Farben
C und eine Farbe ¢, € C.
Frage: Ist G C-farbbar, wobei die Farbe ¢y unendlich oft verwendet wird?

Dieses Problem wird im Folgenden auch COLOR™ genannt. Die automatische
Variante dieses Problems - im Weiteren COLOR™" genannt - ist dann das folgende
Problem:

Eingabe: Ein automatischer Graph G = (V, E), eine requldre Menge von Far-
ben C' und eine Farbe ¢y € C.
Frage: Ist G C-farbbar, wobei die Farbe ¢y unendlich oft verwendet wird?

6.1 Der unendliche Fall

Zunéchst soll der Fall betrachtet werden, dass die Farbmenge C' unendlich ist. Hirst
und Harel haben in [HH96, Proposition 8| gezeigt, dass COLOR™ X} -vollstiandig
ist. Fiir automatische Graphen soll dagegen die Entscheidbarkeit gezeigt werden:

aut

Proposition 6.2. Das Problem COLOR™ mit unendlicher Farbmenge C' ist
entscheidbar. Falls eine Farbung mit unendlicher Farbmenge existiert, so kann
eine solche berechnet werden.
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Beweis. Sei G = (V, E) ein automatischer Graph und C regulére, unendliche Farb-
menge. COLOR™" mit unendlicher Farbmenge soll nun auf IND SET*" reduziert
werden.

Behauptung 1. Existiert eine unendliche Menge U C V unabhéngiger Knoten, so
gilt (G, C, cy) € COLOR™.

Beweis. Sei U C V eine unendliche Menge unabhéngiger Knoten. Betrachte die
folgende Féarbung;:

CZV—)C:’UH{C? yfallsv e U

dw) ,fallsv ¢ U,

wobei ¢: V\ U — C\ {c} eine beliebige injektive Abbildung ist. Seien nun
u,v € V zwei beliebige Knoten mit (u,v) € E. Es gilt nicht gleichzeitig u € U
und v € U, d.h. auch nicht gleichzeitig c¢(u) = ¢y und ¢(v) = ¢o. O.B.d.A. gelte
nun also c¢(u) # ¢p. Da die Abbildung ¢ injektiv auf C'\ {¢o} abbildet, ist dann
c(u) = d(u) # c(v). Also ist ¢ eine korrekte Farbung. qed.

Behauptung 2. Gilt (G, C,cy) € COLOR™, dann existiert eine unendliche Menge
U C V unabhéngiger Knoten.

Beweis. Sei nun c: V — C eine Farbung, sodass |¢™!(cp)| = oo. Dann gilt fiir alle
Knoten w,v € ¢ !(cg): (u,v) ¢ E (andernfalls wire dies keine legale Féarbung).
Damit ist ¢7(cg) eine unendliche Menge von unabhéingigen Knoten. qed.

aut

Mit den Behauptungen 1 und 2 wurde schliellich die Reduktion von COLOR
mit unendlicher Farbmenge C auf IND SET*" gezeigt. IND SET*" ist nach Korollar
3.4 entscheidbar. Damit ist die erste Aussage der Proposition bewiesen.

Behauptung 3. Gilt (G, C, cy) € COLOR™, so kann eine solche Farbung ¢: V — C
berechnet werden.
Beweis. Sei G C-farbbar. Zudem sei U C V eine unendliche Menge unabhéngiger
Knoten (diese existiert nach Behauptung 2 und eine solche reguldre Menge kann
nach Korollar 3.4 berechnet werden). Dann berechnet der folgende Algorithmus
eine Graphfarbung:

Eingabe: Knoten v € V'
m if v € U then
2) ‘ return cy
3) else
(4) Sei vy, vy, ... die lingenlexikografische Aufzéhlung von V' \ U und

1, Ca, ... die langenlexikografische Aufzahlung von C'\ {co}.

(5) Suche 7 > 1 mit v; = v.
(6) return c;
(m end if

—

Da die ldngenlexikografische Aufzéhlung von V und C automatisch ist, kann
also fiir einen Knoten v € V ein i > 1 mit v = v; bestimmt werden (teste zuerst vy,
dann vy usw.). Damit ist dies tatséchlich ein Algorithmus. Die berechnete Funktion
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ist tatsichlich eine C-Farbung, da alle Knoten v € U die Farbe ¢y erhalten (U
enthélt nur unabhéngige Knoten) und fiir jede Farbe ¢ € C \ {¢o} genau ein
Knoten v € V'\ U existiert, sodass der Algorithmus ¢ ausgibt. Damit ist dies eine
Abbildung c¢: V' — C wie oben beschrieben. qe.d.

Damit ist auch die zweite Aussage aus der Proposition bewiesen. n

Die berechnete Farbung ist also rekursiv, aber nicht automatisch. Es stellt sich
hierbei nattrlich die Frage, ob auch ein endlicher Automat existiert, der eine solche
Farbung akzeptiert. Das folgende Beispiel soll zeigen, dass diese Frage im Allge-
meinen verneint werden kann. Hierfiir wird die folgende aus der Analysis bekannte
Ungleichung verwendet:

2" >x+ 1 fur z > 1. (6.1)

Sei V := {0,1}* U {2} und E := V2 \ ({2}7)? Dann ist G = (V, E) ein
automatischer Graph, wobei der durch die Knotenmenge {2} induzierte Teilgraph
diskret ist. Sei weiterhin C' := {1}* und ¢q € C beliebig. Der Graph G ist dann
offensichtlich C-farbbar:

c:V—>C:v€C’»—>{C? falls v e {2}
d(v) , falls v € {0,1}*,
wobei ¢: {0,1}* — C'\ {co} eine beliebige injektive Funktion ist.
Sei nun ¢: V' — C eine beliebige C-Farbung mit |¢™'(cg)| = oo. Es soll nun
gezeigt werden, dass es keinen endlichen Automaten A gibt mit L(A) = ®c.
Angenommen, es gibe einen solchen Automaten A. Zunédchst muss gelten:
c () € {2}T. Denn wiirde ein v € {0, 1}* mit c¢(v) = ¢y existieren, so gilt fiir je-
des w € V\ {v} (v,w) € E und damit c(w) # c(v) = ¢y. Also wiirde ¢™(cp) = {v}
gelten - im Widerspruch zur Definition von ¢. Damit ist auch ¢ := ¢N({0,1}* x C)
injektiv und nach den Abschlusseigenschaften regulérer Sprachen automatisch. Sei
A’ ein Automat mit L(A’) = ¢ und sei m := max{2, m’'}, wobei m’ die Konstante
aus Lemma 2.7 ist. Betrachte die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {0, 1}
mit der Lange 2™: Es gilt [{0,1}?"| = 22". Da ¢ injektiv ist, muss auch

d [{0,13*"]| = 22"

gelten. Da es tiber dem Alphabet {1} jeweils nur genau ein Wort der Lange n mit
n > 0 gibt, sind in ¢'[{0, 1}*"] keine zwei Worter mit gleicher Wortlénge enthalten.
Es gibt also ein Wort v € {0,1}*" mit Wortlinge |/(v)] > 2*" — 1. Es gilt dann
also:

() = Jo] = (27" —1)—2m = 27 (22" — 1) — 1

6.1
Wom iz 1 Y11= m,

6.1
>
d.h. |¢(v)| > m + |v|. Dies steht jedoch im Widerspruch zu Lemma 2.7. Also gibt
es keinen Automaten A mit L(A) = ®c. Da jedoch ¢ eine beliebige C-Farbung war,
wurde damit gezeigt, dass fiir den Graphen G = (V| F') kein Automat existiert, der
eine beliebige C-Farbung c: V — C akzeptiert.
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6.2 Der endliche Fall

Nachdem nun die Entscheidbarkeit fiir unendliche Farbungen gezeigt wurde, soll
nun noch der Fall mit endlicher Farbmenge betrachtet werden. In [Bea76] wurde
gezeigt, dass COLOR™ fiir endliche Farbmengen C' ITV-vollstiandig ist. Fiir automa-
tische Graphen und |C| > 1 soll ein dhnliches Ergebnis gezeigt werden. Zuvor wird
aber noch der Fall |C'| =1 betrachtet:

Proposition 6.3. Das Problem COLOR™ mit |C| =1 ist entscheidbar.

Beweis. Sei G = (V, E) ein automatischer Graph. Dann ist G genau dann 1-
farbbar, wenn V' unendlich ist und fiir alle Knoten w,v € V (u,v) ¢ E gilt, d.h.
wenn E = (). Das Endlichkeits- und das Leerheitsproblem ist fir regulére Sprachen
entscheidbar. n

Nun soll der Fall |[C] > 2 betrachtet werden. Hierfiir die IT7-Vollstandigkeit
gezeigt werden. Dass dieses Problem in 1Y ist, folgt aus der IT?-Vollstéindigkeit im
rekursiven Fall.

Es muss also nur noch die ITV-Hirte von COLOR™ mit zwei Farben gezeigt
werden. Daraus folgt dann auch unmittelbar die I7P-Hérte fiir COLOR™ mit
|C| > 3: Sei G = (V, E) ein automatischer Graph. Dann ist G’ = (V W {#}, E U
{(#,v), (v, #) | v € V}) ebenfalls automatisch. Zudem ist G genau dann k-farbbar
(fir £ > 1), wenn G’ (k + 1)-farbbar ist (dem Knoten # wird die eine zusatzliche
Farbe zugeordnet).

Um die [719-Hérte von COLOR™" mit zwei Farben zu zeigen, werden zunichst
die folgenden Aussagen bendtigt, die hier jedoch nicht bewiesen werden:

Lemma 6.4.

(i) Sei k € N\ {0} und G = (V, E) ein Graph. Dann gilt: G ist genau dann
k-farbbar, wenn jeder endliche Teilgraph von G k-farbbar ist. [BES51,
Theorem 1]

(it) Ein Graph G ist genau dann 2-farbbar, wenn er bipartit ist. [ADH98]

(1ii) Ein Graph G ist genau dann bipartit, wenn er keine Kreise ungerader
Linge enthdlt. [ADH98, Theorem 2.1.5]

Es soll nun erneut mithilfe einer Reduktion des Komplements von PCP die
I19-Hirte von COLOR™™ mit zwei Farben gezeigt werden.
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Proposition 6.5. Das Problem COLOR™ mit |C| = 2 ist II?-vollstindig.

Beweis. Verwende wie in Abschnitt 5.2 das Komplement von PCP, um die IT9-
Harte zu zeigen.

Idee. Konstruiere aus I = ((z1,y1),...,(%n,yn)) einen Graphen bestehend aus
(disjunkten!) Teilgraphen der folgenden Form:

('T75)7(I7xi1)7(‘/1/”1‘1'1%2'2)7' o 7('%7']’1’51 - 'xirn)

T
\
(W) — (W, vi) — W Yir¥in) — - — (U iy - - - Vi)

Abbildung 6.1.

Hierbei sind « und y zwei unterschiedliche (neue) Symbole. Des Weiteren ist
(i1,...,im) eine beliebige Indexfolge mit m > 0 und 1 < y,...,4, < n. Die ge-
strichelte Kante zwischen den Knoten (x, z;, ... z; ) und (y,y;, ...y, ) wird genau
dann eingefligt, wenn x;, ... x; = Yi, - .. Vs, gilt.

Der konstruierte Graph besitzt dann einen Kreis ungerader Lange und ist damit
nicht 2-farbbar genau dann, wenn I eine PCP-Losung besitzt.

Sei also I = ((z1,91),- .-, (Zn, yn)) mit n > 1 eine endliche Folge von Wortpaa-
ren iiber dem Alphabet Y. Konstruiere nun den Graphen C(I) = (V, E) iiber dem
Alphabet I' := YU {1,...,n} U{z,y} mit den folgenden Eigenschaften:

e V ist die Vereinigung der folgenden Mengen:

—{az} x {(u,v) € ({1,...,n}*)?| v ist Prifix von u} x {zy,...,2,}",
—{y} x {(u,v) € ({1,...,n}*)?|v ist Prafix von u} x {y1,...,y,}* und
- {1,...,n}"

e F:=FE' UFE"! wobei E' die Vereinigung der folgenden Mengen ist:

— B, = ((z,u, v, w), (z,u, vi, wz;)) vi Prifix von u € {1,...,n}*, }

ie{l,....,n},we{x,...,x,}*
(die Kanten des oberen Pfades in Abbildung 6.1),
. ‘ vi Préifix von u € {1,...,n}*,
Ey = {((y,u,v,w), (y, u, vi, wy:)) ied{l,....,n},we{y,...,y}"* }
(die Kanten des unteren Pfades in Abbildung 6.1),
— E; = {(u,(x,u,e,¢)), (u, (y,u,e,¢)) |u € {1,...,n}*} (die Kanten zum
Knoten i; .. .4, in Abbildung 6.1) und




44 KAPITEL 6. GRAPHFARBUNGEN

w € {xy, ...,z TN {y, ...

ved{l,...,n}",
- 5y = {( o) o) AN
(die gestrichelte Kante in Abbildung 6.1).

Beispiel. Betrachte die PCP-Instanz I := ((0,010), (1,101), (0101, 01)). Nachfol-
gend ist ein Ausschnitt des konstruierten Graphen C(I) abgebildet:

(z,31,31,01010)— (v, 31,31,01010)  (z,12,12,01)  (y,12,12,010101)

(z,31,3,0101) (y,31,3,01) (2,12,1,0) (y,12,1,010)
(x,31,¢,¢) (y,31,¢,¢) (x,12,¢,¢) (y,12,¢,¢)
31 \12/
(x,12,¢, (01)%) (y,12,¢,(01)?)
(z,31,3,0) (y,31,3,010)  (2,12,1,(01)%0)  (y,12,1,(01)%0)

(,31,31,00)  (y,31,31,010010) (z,12,12,(01)%)— (y, 12,12, (01)%)

Abbildung 6.2. Ausschnitt des Graphen C(I).

Die Instanz I besitzt die Losung (3, 1). In der Abbildung 6.2 links oben befindet
sich ein Kreis ungerader Lénge, also ist C(I) nicht 2-firbbar. Rechts oben wird
beispielhaft ein Teilgraph mit einer Indexfolge dargestellt, die keine PCP-Losung
ist. Darunter werden beispielhaft weitere Knoten (a,u,v,w) mit a € {z,y} aus
dem Graphen dargestellt, in denen v =14y ..., und w # a;, ...q;, gilt.

Behauptung 1. Gilt I € PCP, so ist C([) nicht 2-farbbar.
Beweis. Sei also I € PCP. Dann existiert eine Indexfolge (i1, ..., %y,) mit m > 1,
1<4,...0m <nund z;, ...2;, =Y -..Y,,. Dann gilt:

m

o (i1...tm, (91 .. im,6,€)), ((y,91 .. .0, €,€),01 ... 1) € FE nach Definition
von F;.

° ((l’,’il...im,’il...ik,xl...ﬁk),(l‘?il...im,il...ikik+1,$1...$k$k+1)) e kb
fir alle 0 < k < m nach Definition von E,.

(Y@ v tmyin e plhr1, Y1 - - YkUkt1), (Y51 oo ol 1 oo U, Y1 ... yg)) € B flr
alle 0 < k < m nach Definition von E,,.

o ((z,i1 - i1ty @1 o Ton)y (Y 01+« oy 81+ - -y Y1 - - - Ym)) € E, da nach
Voraussetzung i ... Ty, = Y1 ... Yn, gilt und nach Definition von Ey.
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Damit enthélt C(I) also den folgenden Kreis:

(il...im,(.ﬂf,il...im,€,€),($,i1...im,i1,$1),...,(l’,il...im,il...im,$il...$im>,

(y,il---imyil---imyyil---yim)y---a(yail---imai17y1)7(yail---imagyf‘:),il---Z.m>-

Dieser Kreis besteht aus genau 2 - (m + 1) + 1 Knoten und besitzt damit ungerade
Lange. Nach Lemma 6.4(iii) ist dann C(I) nicht bipartit und damit nach Lemma

6.4(ii) nicht zweifdrbbar. q.e.d.

Um die Umkehrung von Behauptung 1 zeigen zu konnen, sind noch die folgenden
Beobachtungen notwendig.

Beobachtung 2. Seien u,v € {1,...,n}", v ein echter Prifix von v und (iy,. .., i)
eine beliebige Indexfolge mit 1 < iy,...,4 <n und k > 0. Dann gilt:

(i) Der Knoten (z,u,v,z;, ...x;,) € V hat maximal die folgenden zwei Nachbar-
knoten in E:

(a) (z,u, v,z ... x5 ,), falls v = v'ig gilt.
(b) (x,u,vi,z; ... 2 x;), falls vi Préfix von w und i € {1,...,n} ist.
Analog gilt diese Aussage auch fir den Knoten (y,u,v,y;, ...vy;,) € V.

(ii) Der Knoten (x,u,u,z;, ...2;) € V hat maximal die folgenden zwei Nach-
barknoten in £:

(a) (y,u,u,y;, ...y5), falls I > 1T und 1 < jy,...,5 < n existieren, sodass
Tiy - Ty = Yjy - - Yy, gilt.

(b) (x,u, v, x;, ...x;_,), falls u =iy gilt.
Analog gilt diese Aussage auch fiir den Knoten (y, u, u,y;, ...v;,) € V.

(iii) Der Knoten (z,u,e,x;, ... x;) € V mit k > 1 hat mit (z,u, i, z;, ... 2;2;),
sodass ¢ Prafix von w ist und ¢ € {1,...,n}, genau einen Nachbarknoten in
E. Der Knoten (x,u,¢,¢) hat zusétzlich noch u als Nachbarknoten. Analog
gilt dies fiir (y,u,e,9i, ...v;,) € V.

Beobachtung 3. Definiere die Knotenmenge V,, fiir ein u € {1,...,n}* wie folgt:

o u, (I,U,'U,U)x),

V=
{ (y7 u,v,wy)

Definiere C, () als den durch V,, induzierten Teilgraphen von C(/). Dann sind die
Knotenmengen V,, und V,, mit w € {1,...,n}* \ {u} disjunkt und es gibt in E
keine Kanten zwischen den Teilgraphen C, (/) und C,({).

v ist Préfix von u,
wy €{x1, .t wy €Y,y |

Behauptung 4. Ist C(I) nicht 2-farbbar, so gilt I € PCP.
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Beweis. Sei nun also C(I) nicht zweifarbbar. Nach Lemma 6.4(ii) und (iii) enthélt

C(I) dann also einen Kreis ungerader Lange. Sei (vo,...,v;) ein solcher Kreis
mit ungeradem k > 1. Nach Beobachtung 3 gibt es ein u € {1,...,n}*, sodass
Vo, -, Uk € V. Sei (iy, ..., 14,) die Indexfolge mit u = iy ...1%,,. Betrachte nun die

folgende Fallunterscheidung;:

(Fall 1) vy = u. Nach Definition von E gilt: {vy,vx_1} = {(z,u,¢,¢), (y,u,e,€)},
0.B.d.A. gelte v; = (x,u,e,¢). Es gilt weiterhin vy = (z,u,i,2;) und
Vg—o = (y,u,i1,y;,). Nach Beobachtung 2(i) kann nun induktiv gezeigt
werden, dass

Vi1 = (l’,u,il .. .il,l’il .. ..I',L'l> und Uk—(l+1) = (y,u,il .. .il,yil .. y”)

fir alle 2 <1 < m gelten muss. Insbesondere muss gelten:

U1 = (T, 0,0, 25, .. @) und vk a1y = (Y s Uy Yiy - - - Yiry)-

Da (v, ..., vx) ein Kreis ist, muss nach Beobachtung 2(ii) dann

Um+2 = (y7 u’ U’? y'bl R yinL) = /ka(erl)

gelten (und damit £ = 2 - m + 3). Nach Definition von F muss hierzu
iy oo Tip, = Yiy - - - Yi,, gelten. Dies ist die Definition einer PCP-Losung
fir I, also gilt I € PCP.

(Fall 2) vy = (x,u,u,w). Da (vg,...,v;) ein Kreis ist, mussen alle diese Kno-
ten mindestens zwei Nachbarknoten besitzen. Somit gilt nach Beobach-
tung 2(ii) {vi,vk1} = {(y, u,u, w), (2, U, U, W)} Mit u = Uiy, und
w = Wy, , 0.B.d.A. gelte v; = (x, u, Up,, wy,). Mithilfe von Beobachtung
2(i) kann dann induktiv gezeigt werden, dass v 1 = (@, U, Upy—i, Win—1)
mit U = Up—ilm—i .. .oy Und W = Wypyz; ... .7, fir ale 0 < 1 < m.
Insbesondere gilt dann v,,41 = (x, u, £, wp). Da jedoch v,,,, ebenfalls min-
destens zwei Nachbarknoten besitzen muss, gilt nach Beobachtung 2(iii)
wy = €. Nach Definiton von E muss dann v,,1o = u gelten. Durch eine
Indexverschiebung entsteht der folgende Kreis:

(Ué = Unm12, V) = U3, - - 7U;§—(m+3) = Uk-1, U;cf(mm) =V, V), = Umy2)
und nach Fall 1 gilt dann I € PCP.
(Fall 3) vy = (z,u,v,w) mit v ist echter Préfix von w. Nach ahnlicher Argumen-

tation wie im Fall 2 kann eine Indexverschiebung vorgenommen werden,
sodass v, = u gilt und damit I € PCP.

(Fall 4) vy = (y,u,v,w). Die Argumentation erfolgt analog zu den Féllen 2 und 3.
Es gilt schlielich ebenfalls I € PCP. qe.d.

Aus den Behauptungen 1 und 4 folgt somit, dass I genau dann keine PCP-
Losung besitzt, wenn C(I) 2-farbbar ist. Es muss nur noch gezeigt werden, dass
C(I) auch automatisch ist und aus I berechnet werden kann.
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Behauptung 5. Der Graph C(I) ist effektiv automatisch.

Beweis. Die erste Teilmenge von V' kann von einem Vierband-Automaten akzep-
tiert werden, der wie folgt rechnet: Auf dem ersten Band wird ausschliefilich das
Symbol z gelesen, auf dem Band 2 ein beliebiges Wort iiber {1,...,n}*. Band 3
liest zunéchst den gleichen Inhalt wie auf Band 2 und liest anschlieBend nur noch
o-Symbole. Schlussendlich wird auf Band 4 ein Wort aus {xy,...,z,}* gelesen.
Letztere Sprache ist nach den Abschlusseigenschaften regulédr und kann aus I be-
rechnet werden. Somit sind die ersten beiden Teilmengen von V' automatisch (die
zweite Teilmenge wird von einem analogen Automaten akzeptiert). Offensichtlich
ist auch die dritte Teilmenge regulér. Nach den Abschlusseigenschaften ist also V'
effektiv automatisch.

Die Menge E, ldsst sich nochmals in n Teilmengen unterteilen (diese unter-
scheiden sich im i € {1,...,n}, welches in der dritten Komponente hinzugefiigt
wird). Eine solche Teilmenge mit ¢ € {1,...,n} wird von dem folgenden Achtband-
Automaten akzeptiert: Lese auf Band 1 und 5 ausschliellich das Symbol x. Auf den
Béndern 2 und 6 wird synchron das gleiche Wort aus {1, ..., n}* gelesen, auf Band
7 ein Prafix dieses Wortes, welcher mit ¢ endet, und auf Band 3 derselbe Prafix
ohne das endende i. Auf Band 4 wird noch ein beliebiges Wort aus {z1,...,z,}*
gelesen und auf Band 8 zunéchst dasselbe Wort und anschlieBend noch das Wort
x;. Somit ist F, und analog auch FE, effektiv automatisch. Die Menge F; wird
von einem Funfband-Automaten akzeptiert, der auf dem ersten und dritten Band
ein und dasselbe Wort aus {1,...,n}*, auf Band zwei ausschliefllich z bzw. y und
auf den restlichen Bandern nichts liest. Die Menge E; wird ebenfalls von einem
Achtband-Automaten akzeptiert, der auf Band 1 nur x und auf Band 5 nur y, auf
den Béndern 2, 3, 6 und 7 ein und dasselbe Wort aus {1,...,n}* liest und auf
den restlichen Bandern ein und dasselbe Wort aus der effektiv regularen Menge
{z1,.. .,z 3TN {y1, ..., yn}". Nach den Abschlusseigenschaften ist damit £ auto-
matisch. Nach dem Fundamentalsatz ist dann auch E effektiv automatisch. ¢4

Damit wurde gezeigt, dass [ genau dann keine PCP-Losung besitzt, wenn
(C(I),{co,c1}, o) € COLOR™. Da das erstgenannte Problem nach [Pos46] I19-hart
ist, ist dies auch COLOR™" mit |C| = 2. Und da dieses Problem in II{ enthalten
ist, folgt dann auch die IT-Vollstéandigkeit. -

Aus den Propositionen 6.2, 6.3 und 6.5 ldsst sich schliellich folgern:

Satz 6.6. Das Problem COLOR™ ist II?-vollstindig.
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KAPITEL 7

Zusammenfassung

Es wurden die Entscheidbarkeiten der folgenden Probleme fiir rekursive und auto-
matische Graphen untersucht:

(1) Existenz einer unendlichen unabhéngigen Knotenmenge, Existenz eines un-
endlichen Pfades in Ordnungsbaumen, Existenz einer Mengeniiberdeckung
und das Mengenpackungsproblem,

(2) Existenz einer exakten Uberdeckung bzw. eines perfekten Matchings und Er-
filllbarkeit unendlicher aussagenlogischer Formeln in Konjunktiver Normal-
form,

(3) Existenz einer Graphfarbung.

Nach Hirst und Harel [HH96] sind all diese Probleme fiir rekursive Graphen Y-
vollstandig. Fir die automatischen Versionen dieser Probleme lieflen sich die fol-
genden Ergebnisse zeigen:

Fiir die in (1) genannten Probleme ergab sich die Entscheidbarkeit mithilfe der
Entscheidbarkeit der FSO-Logik. Weitherhin konnte gezeigt werden, dass sich fiir
alle diese Probleme auch regulare Mengen berechnen lassen, die die gewiinschten
Anforderungen erfiillen.

Im Gegensatz dazu wurde gezeigt, dass die Probleme aus (2) nicht entscheidbar
sind und sich auf der gleichen Stufe in der analytischen Hierarchie befinden, wie
die entsprechenden rekursiven Versionen. Durch diverse Einschrankungen dieser
Probleme kann jedoch auch gezeigt werden, dass sich diese auf niedrigen Stufen in
der arithmetischen Hierarchie einordnen lassen.

Letztendlich wurde fiir das in (3) genannte Problem ebenfalls die Unentscheid-
barkeit gezeigt. Dennoch lief} sich auch dieses Problem mit IT{ in einer niedrigen
Stufe der arithmetischen Hierarchie einordnen. Fir den im rekursiven Fall beson-
ders komplizierten Fall mit unendlicher Farbmenge konnte sogar die Entscheidbar-
keit in den automatischen Graphen gezeigt werden.

Die folgende Tabelle fasst alle Ergebnisse dieser Arbeit in einer Ubersicht zusam-
men. Hierbei werden rekursive und automatische Graphen miteinander verglichen
und die hier angewendeten Reduktionen angegeben.
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rekursive automat. .
Problem Graphen Graphen Reduktion
Unabhingige X1 [HH96] AY FSO
Knotenmenge
Pfad in 1 0
Ordnungsbaum X} [HH96] A7 [KRS05] FSO
Mengeniiberdeckung X1 [HH96] A? [KL10] FSO
Mengenpackung X1 [HH96] AY FSO
. Pfad in
1 1
Exakte Uberdeckung X} [HH96] 2 Nachfolgerbatm
Erfiillbarkeit
Exakte
. 1 1
allgemein X} [HH96] 2 Uberdeckung
keine unendlichen vermutlich 170 Post’sches Korre-
Klauseln ) ! spondenzproblem
endlich viele vermutlich 570 Variation PCP /
unendliche Klauseln 20 2 TOTAL
Farbung
unendlich viele 1 0 Unabhéngige
Farben 2 [HH9G] A Knotenmenge
endlich viele Farben ~ I1Y [Bea76] 1y Post'sches Korre-

spondenzproblem

Tabelle 7.1. Vollstandigkeiten aller betrachteten Probleme im Vergleich zwischen
rekursiven und automatischen Graphen sowie die hier verwendeten Reduktionen.
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