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EINE FORMEL FUR DEN LOGARITHMUS TRANSCENDENTER FUNCTIONEN
VON ENDLICHEM GESCHLECHT

VON

HJ. MELLIN
in HELSINGFORS.

§ 1.

Im Nachfolgenden wird der Logarithmus der betreffenden Funktionen
in der Form eines bestimmten Integrals dargestellt, welches als specieller
Fall in einer viel allgemeineren Klasse von bemerkenswerthen Integralen ®

der Form
a4t

I Z

(1) Iz ; a) =§iai£c F(z)rds

enthalten ist, wo F(z) eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften
bezeichnet. ~Erstens soll sich I(z) regulir verhalten in der Umgebung
jeder endlichen Stelle im Innern und auf der Begrenzung eines gewissen
zur imaginiiren Axe parallelen Streifens, in welchem auch der Integrations-
weg gelegen ist, und zweitens soll F(z) fiir unendlich grosse, demselben
Streifen angehorige Werthe 2 = 4 4 v auf die Form

(2) [ F(2)] = e "'f(u, v)
derart gebracht werden kénnen, dass & eine positive Constante, wihrend
‘

' Siehe § 7 meiner vorangehenden Arbeit Uber den Zusammenhang zwischen den
binearen Differentiol- und Differenxengleichungen.
Acta, mothematicn. 25, Imprimé le 27 juin 1901.
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f(w, v) eine Variable bedeutet, welche bei wachsendem [v| endlich bleibt
oder wenigstens nach Multiplikation mit ¢~1°! diese Figenschaft bekommt,
wie klein auch die positive Zahl & angenommen werden mag. Unter diesen

Voraussetzungen zeigt sich leicht,* dass I(z;a) in jedem endlichen Theile
des durch die Ungleichheiten

(3) — 84+ 2<0< + 89— 2¢

definirten Bereiches von z = |z|e? gleichmissig convergirt und zugleich
die fundamentale Ungleichheit erfiillt

(4) | 1(z;0)| < C(a, o)} =|",

wo C eine nur von ¢ und ¢ abhingige positive Constante bedeutet.
Ein einfaches Beispiel hiervon bildet das Integral
a+iw

1 T %
— S — dz,
2m 8in w7 2

a-—iw

bei welchem # = z, und @ keine ganze Zahl sein darf. Der Convergenz-
bereich dieses. Integrals ist also — 7z <@ < + 7, d. h. die ganze zx-Ebene
mit Ausschluss der negativen Hilfte der reellen Axe. Der Werth des
Integrals ist im allgemeinen von @ abhingig; insbesondere hat man fiir
o<a<1:

a+iw

(5) log (x -I-x)-—;;—ﬁ f z 'ffidz o< a<I.

sin 2z 7

a4-in

Diese Formel ergiebt sich, indem man den Integrationsweg z B. in der
positiven Richtung der reellen Axe ohne Ende verschiebt und die zu den
passirten Polen des Integranden gehérigen Residuen summirt. Dabei nihert
sich das Integral fir |#| < 1 der Grenze Null, wihrend zugleich auf der
rechten Seite die Reihenentwicklung von log (1 4 #) erscheint.

‘Wird der Integrationsweg in positiver Richtung so weit verschoben
dass g einen zwischen den ganzen Zahlen p 4 1 und p 4 2 gelegenen
Werth erhalt, so folgt aus (5)

! Siehe § 7 meiner vorhergehenden Arbeit.



Eine Formel fiir den Logarithmus-transcendenter Functionen. 167

a+-ioo

w?+1 1 T wz
= (=— 1) — - —d.
( )p+1+2mfsm7rzz 25

pFi1<a<p42.

Mit Benutzung dieser Formel konnen wir nun den Logarithmus einer
ganzen Funktion vom Geschlechte p:

(7) H(z) = fI ( 1+ ;)e—¢+;(a) et 5(2)

6) log (1 + 2) +Zp:—-1

A=1

»]%

in der Form eines bestimmten Integrals darstellen. Ersetzt man zu dem
Ende in (6) # durch g, y=1,2,...,00, so folgt durch Addition der

so entstehenden Gleichungen

a-+iwo

®)  logM(z) = (— 1Sy + >p+1 L | st

a—iw

p+1<a<p+ 2
WO

(9) 2

Hierbei muss indess vorausgesetzt werden, dass sich.eine positive Zahl
8 < 7 so angeben lisst, dass die Grossen a, =|a,|¢” die Bedingung er-
fillen

(10) —3=<6,<+ 4, y=1,2,..., CO.

kn}'-'

Alsdann sind von einer gewissen Stelle an die absoluten Betriige der ein-
zelnen Glieder von S(z) beziehungsweise nicht grosser als die entsprechen-
den Glieder der convergenten Reihe

wofern zugleich der reelle Theil von z==w - iv nicht kleiner als p 4 1
ist.  Somit ist

417l
)

s

V

f— e_(”_ﬂ)l'vlf(u , /0),

n S(Z)

gin 7z
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wo f bei wachsendem |v| endlich bleibt. ' Hieraus folgt nun, dass das
Integral (8) gleichmissig convergirt in jedem endlichen Theile des durch

(11) —(r—) <0< + (x— 9
definirten Bereiches von z = |z|é”.

In diesem DBereiche (11) stellt also die obige Formel (8) unter der
Voraussetzung (10) den Logarithmus von I1(z) dar.

Bezeichnet p den Convergenzexpomenien von S(z), d. h. jeme positive
Zahl, welche dadurch eindeutig bestimmt ist, dass von den beiden Reihen

o0 -
P >l
— Iavlp—s ) Nt Iay|p+s

die erstere divergirt, die letztere convergirt, wie klein auch e sein mag,
so besitzt o jedenfalls einen Werth in dem von p bis g;—l— 1 reichenden
Intervall, die Grenzen nicht ausgeschlossen. Ist nun p < p 4 1, so kann
der Integrationsweg zwischen o und p 4 1 verlegt werden. Nach dem
Caucay'schen Satze folgt dann aus (8):

a+iw
’ I T o
(8) log I1(z) = — f SinmS(z)?dz, p<a<p+1.
Bezeichnet man durch —a, , —a,, ..., —a,, ... die simmtlichen
von einander verschiedenen Nullstellen von I1(x) und mit m,, m,, ..., m,, ...

ihre resp. Ordnungen, so ist

) o) = J|(1-42)e 5

L]

() NOEDIES
v=1 Qv
Es verdient besonders erwihnt zu werden, dass die obige Formel auch
fiar Logarithmen solcher Producte unverindert bestehen bleibt, bei denen
die m, nicht mehr positive ganze Zahlen sind. Alsdann hort das Produkt
indess auf, eine ganze Funktion zu sein, und insbesondere hért seine Ein-
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deutigkeit auf, falls die m, nicht alle ganze Zahlen sind. Unter transcen-
denten Funktionen von endlichem Geschlecht haben wir in der Uberschrift
dieser Arbeit alle in der Formel (7’) enthaltenen ein- und mehrdeutigen
Funktionen gemeint, obwohl wir weiterhin die ganzen transcendenten Funk-
tionen vorzugsweise beriicksichtigen werden.

Eine nach wachsenden Potenzen von x fortschreitende Entwicklung
von log /1{x) ergiebt sich offenbar, indem man den Integrationsweg ohne
Ende in positiver Richtung verschiebt und die zu den passirten Polen ge-
horigen Residuen summirt. Die Bedeutung unserer Formel liegh aber nicht
hierin, sondern vielmehr in dem Umstande, dass der Integrationsweg auch
in der entgegengesetzten Richtung in vielen, und zwar in namhaft zahl-
reicheren Fillen, als man es auf den ersten Blick anzunehmen geneigt
wire, verschoben werden kann, wobel eine nach absteigenden Potenzen
fortschreitende, fiir grosse Werthe von 2z brauchbare asymiotische Ent-
wicklung von log /1(z) hervorgeht. Zu dem Ende hat man vor allem zu
entscheiden, ob die durch die Reihe (9) definirte Funktion S(z) ausserhalb
des Convergenzbereiches der Reihe existirt, sowie eventuell von welcher
Beschaffenheit die singuliren Stellen von S(z) sind, da ja die Benutzung
des CavucHy’schen Satzes auch von diesem Umstande abhingt. Hiernach
erhalten die Dirichlet schen Reihen der Form (9) auch fiar die Theorie der
ganzer transcendenten Funktionen ein ganz besonderes Inferesse.  Obwohl
die zu erledigenden vorliufigen Untersuchungen im allgemeinen grosse
Schwierigkeiten darbieten, so giebt es doch auch, wie ich in einer kiinf-
tigen Arbeit zeigen werde, sehr allgemeine Gattungen DiricuLET’scher
Reihen, bei denen man die Schwierigkeiten iiberwinden kann. Siehe die
Andeutungen im letzten Paragraphen dieser Arbeit.

In der vorliegenden Arbeit werde ich an besonderen Beispielen er-
liutern, wie sich die oben angedeutete Anwendung der Formel (8) in ein-
zelnen Tillen gestaltet und von welcher Verschiedenheit die dabei sich
ergebenden Resultate sein kénnen. In den Paragraphen 2 und 3 handelt
es sich eigentlich nur um die beiden einfachsten Fille, wo die Nullstellen
von [l(z) eine arithmetische oder eine geometrische Reihe bilden. Die
Anwendung der betreffenden Formel filhrt zu zwei bei dem ersten Blick
so verschiedenen Ergebnissen, wie es die STIRLING'sche Formel und die
lineare Transformation einer Thetafunktionen sind. Die DiricHLETschen

Reiben, welche resp. diesen beiden Fiallen entsprechen, n#mlich
Acta mathematica. 25. Imprimé le 27 juin 1901. 29



170

C(z, w)

Hj. Mellin.

= I
=% ——— und
Lo

a>1,

bilden zugleich, wie aus § 5 zu finden ist, die einfachsten Typen von
zwel allgemeinen Gattungen DiricELET’scher Reihen, durch welche, ebenso
wie durch diese Reihen, in der ganzen z-Ebene existirende eindeutige Funk-
tionen definirt werden, welche sich an jeder endlichen Stelle wie rationale

Funktionen verhalten.

Setzt man

(12)

P(2) =T { (1 + i_”) o)

§ 2.
b

y=1

so ist fiir dieses Produkt p =p=n -+ 1, § = 0, m, =",

und somit nach (8’)
log P, (%)

oder auch

(13) (—1)"log P,()

L

Z u:-n = C(Z - ”)7

y=1

S(2)

at-den

a—tw
a-go ]
1 pid o\ gzt d 7
ZZ‘{T; f sinn'zc(z)z.{-n 7= n(x,(l)’

a—iwo

fir alle Werthe » = |«]e”, welche die Bedingung erfiillen:

— << 4+ =

I T @t
-—%fsinmé'(z——n);—dz, nt1<a<<n+ 2,

1<a<z,

Bekanntlich ist (2 — 1)¢(2) eine ganze transcendente Funktion. Uber-
dies besitzt aber diese Funktion noch die folgende Eigenschaft, die hier
als bekannt vorausgesetzt wird: Beschrinkt man die Variable z auf einen
beliebigen, zur imagindren Axe parallelen Streifen von endlicher Breite, so
nihert sich {(z), mit einer passenden Potenz von z multiplicirt, bei wach-
sendem |z| der Grenze Null. Hieraus folgt aber, dass der Integrations-



Eine Formel fiir den Logarithmus transcendenter Functionen. 171

weg von I,(z;a) unter Beriicksichtigung des Caucmy’schen Satzes in ne-
gativer Richtung beliebig weit verschoben werden kann, und zwar con-
vergirt das Integral fortwihrend gleichmissiz in jedem endlichen Theile
der z-Ebene, welcher keinen Punkt mit der negativen Hilfte der reellen
Axe gemeinsam hat. Die zu den Polen des Integranden gehorenden Re-
siduen ergeben sich leicht mit Benutzung der Formeln

Q9(0) = _'2’ C’(O) = ""log \/;7_7: C(_ 2"’) =0, Qb(I - 2”) = ("" I)v‘z’; )
(f— 1)Ce) = 1 — o — 1) + .. ..

Bei der Annahme n = o ergiebt sich im Besonderen

(14) log I'(x + 1) =log /27 + (x + %) logx —u=

.
y— B“ ‘—-v
+ 3 = ey — L)
—2k—1<a< —2k+ 1.

Bei dieser Herleitung der Stirling’schen Formel wird zugleich die Ghil-
tigkeit derselben fiir die gansze x-Ebene mit Ausnahme der negativen Hilfte
der reellen Axe erwiesen.

Ist n > 0, so ergeben sich, jenachdem #» eine gerade oder ungerade
Zahl ist, die folgenden Formeln

g2+l

(15) log P,,(2) = {'(— 2m) — 3 log «

I 2241 I 22" k B B, antl-w
- <¢(I)+2n+1) 2n+1—5§z+z(— 1y 2v 20 + I~—2u+12"(x @),

—2k—1<ao<—2k+4 1<-—2n.

(16) log P,,_;(2) =¢'(1 — 2n) + (g‘ + (— 1)" )logm

k

i 1 x , ll w?n-—?v
_<¢(I)+%)2 22n— +z (~ ZZn——zu Ls (@ a),

v=1

—2k—1<a<—2kf1<—2n41.
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In der letzten Formel deutet der Strich an, dass das Glied, wo v = #,
nicht vorkommt.

Setzt man ¢ = — 2k — 1 + J, unter ¢ eine beliebig kleine positive
Zahl verstanden, und benutzt die fundamentale Ungleichheit (4), so ergiebt
sich, dass sich das Restintegral in jeder der drei Formeln bei wachsendem
|#| der Gremze Null ndhert, und zwar so schuell, dass moch die Grosse

|z Iz ; a)] < Cla, &)|=]~,

wo m den Uberschuss der Zahl 2k -+ 1 diber resp. o, 2m, 28— 1 bedeutet,
gegen die Null convergirt. Hierbei muss das Argument von z die Be-
dingung — 7 4 ¢ < 0 < 4 7 — ¢ erfilllen, unter ¢ eine beliebig kleine,
aber bestimmte positive Zahl verstanden.

Setzt man
(17) M(z)=

e (z)

z 1 z)"“”}(v,n) = Iv"(m + I)J

[y T
14

v+ 0. ¢+ n—1)
1.2...m ’

(V’n)=

so hat man bei passender Bestimmung der ganzen rationalen Funktionen
7,(x), wie aus meiner Arbeit’ fiber {(s,w) zu finden ist, eine unendliche
Folge von Funktionen mit den Eigenschaften

IL(2)

Hn(ﬂc"l—l):m, TL:I’Z,...,(X).

Da die Diricarer’schen Reihen

S(e) =3 Yt D..G+n—DI

I.2...%n V?

y=1
welche in der Formel (8) diesen Produkten entsprechen, durch die Funktion
{(2) offenbar ausgedriickt werden konnen, so bietet die Herleitung von
asymptotischen Formeln fir die Logarithmen dieser II-Funktionen keine
neuen Schwierigkeiten dar. Dabei ergeben sich zugleich als specielle Fille
asymptotische Formeln fiir solche Ausdriicke wie die folgenden

1 Acta Soc. S8c. Fennicas. Tome 24.
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m =1.2.3...m,
|omy =2 |2 |3 ... |m,
Iﬁa = |11 '31 lél ce I."ﬁn
ete.
§ 3.
Setzt man
(18) l Hn(x) = I—:E{I + q?v+lx}(2v+l)", g = T < 1,

so ist bei diesem Produkt p = p = o, m, = (2v 4 1)" und & = o, falls
g eine reelle positive Zahl, was im Nachfolgenden angenommen wird, sowie

i

o

8(2) = X (20 4 1)re® 0T — (L)"fﬁ ie(2v+])n~irz — (L)"Z_n o2

y=0 wiz] T v=0 1) dr"sin e
Somit ist
a+io .
' ¢ /I\®9 1 T 1 a
(19) log H”(x) T2 (E) ot 2ms f sin 7wz sin wrzztt! dz,
a—tiow
o<a<i,

und zwar gilt diese Formel bei positivem ¢ fiir die ganze z-Ebene mit
Ausnahme der negativen Halfte der reellen Axe.
Wir sind also zur Untersuchung des folgenden Integrals gefiihrt

a4-io
I ved I x*
20 Iz ; a) = — - —_— 2 o<a<i.
( ) ( ’ ) 27 f sin 7z sin wrz g? ¥+l 7
a—1to

Die Pole des Integranden sind #=y und z=; firyv=o0,4+1,+2,..., +00;

und sie bilden also zwei arithmetische Reihen, deren entsprechende Punkte
auf der reellen, beziehungsweise auf der imagindren Axe liegen, weil
nach der Voraussetzung rein imaginér ist. Nach dem Cauvcuy’schen Satze
ist I(x; @) gleich dem Integral I(z; — a), dessen Integrationsweg zwischen
o und — 1 liuft, vermehrt um die Residuen R,, welche zu den auf der
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imaginiiren Axe liegenden Polen gehéren. Diese Pole sind, abgesehen von
der (n + 3)-fachen Stelle z=o0, alle einfach. Andererseits geht aus der
Form des Infegrals hervor, dass

Iz; —a)=(— 1)”“[(9—2; a>.

Man hat also
(21) I@;q) + (— 1 I 5.0) = B, + Z(B,+B_)
wo
' Y n J; + — ) *‘;-
R+ R, =(— iy 2t Ee T
Sln.ﬂ;

wihrend R, die Form hat
B (z,logx) = O, ,(7)(log z)"** + C,(z)log 2)" 4 C,_s(7)logx)"? 4 ...,

wo die C rationale Funktionen von z sind. Das letzte Glied ist von z
unabbingig, falls » eine gerade Zahl ist.

Verschiebt man den Integrationsweg von (20) ohne Ende in der po-
sitiven Richtung der reellen Axe, so ndhert sich I(z;a) bei der Annahme
|#] < eVt der Grenze Null, wihrend sich zugleich auf der rechten Seite
eine Reihenentwicklung fir I(x;a) ergiebt. Setzt man diese Rejhen-
entwicklung in (21) ein, so hat man die Formel

0

(22) Z C et e

pril sin Tyt

y=1
(___ I)" w? + (___ I)”m-;

z—nRo(z‘,logx)-i—r"z i )

v=1 sin Ty ——
T

-

deren linke Seite fir ¢=1"l < || < ¢*1°! und rechte Seite fir — 7 < 8 < 4
convergirt. — Setzt man # = 1 und n gleich einer geraden Zahl, so ist
im Besonderen

-3

(—r 1 — (— 1Y 1

WAL s r(z) + o 2 Tntl 1’

v 8sin Ty T Yy . )

y=1 y=1 s Tty —
.
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wo 7(7) rational in 7 ist. - Obwohl r bei- der Herleitung dieser Formel
als eine rein imaginire positive Zahl vorausgesetzt wurde, so convergiren
doch die beiden Seiten derselben gleichmiissig in jedem endlichen Theile
der oberhalb der reellen Axe liegenden Halbebene. Bezeichnet man die
linke Seite, welche offenbar die Periode 2 besitzt, mit ¢(7), so besitzt
diese Funktion die beiden, an die automorphen Funktionen erinnernden
Eigenschaften

(7 + 2) = p(7),
gp(———;) = r(-——;) + ™ ¢(7).

Was endlich die aus (19) sich ergebenden asymptotischen Formeln
betrifft, so wollen wir bei dieser Gelegenheit nur den Fall » = o nither
betrachten. In diesem Falle erhilt man fir R, den Ausdruck '

R (z,log 2) = (logm) +6< -|—I>
und sodann aus (19) und (21) die Formel
A
(23) logTT (#) = —log I (&™") — (log )" + = > (T -+ E)

4mit T

(___I)llw‘t +m 1'
Zzz —1’

y= gin 7y ——
T

welche zeigt, wie sich I (x) fiir grosse Werthe von # verhiilt. Beschriinkt
man némlich # = |z]|e” auf den Bereich — 7z + e <0< 4+ 7—e¢, s0
bleibt die auf der rechten Seite stehende Reihe endlich; denn es ergiebt
sich leicht

v
T

Z(—I) w7+w~l < — log( :T),

S\ Ty —— 1 — 6“’
T

unter 7 eine rein imagindre positive Zabl verstanden,
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Diese Formel (23) kann aber auch von einem anderen Gesichtspunkte
aus betrachtet werden. Sie ist in der That zugleich eine Formel fiir die
lineare Transformation einer gewissen Thetafunktion. Setzt man nimlich

G(U ; T) H0<e‘lm'v)n‘0( —2mv H{I + q2v+l ?:rw}{l + q“v-q-l —va}

wo ¢ = e™", so ist

1 i (____ I) e?n-ivv + e—?m‘uv
= 2 )

sin vt

log B(v; 7)

v=1
Aus (23) ergiebt sich nun in der That, wenn man z = ™" setzt:

g(f; _.%) — 8w ; T)gz:‘:f_g(rﬂ_).

T

§ 4.

Auf Grund der obigen Ergebnisse werden wir ungezwungen veranlasst,

~die Formel (8) auf die zuerst von Herrn ArpELL eingehender untersuchten
Produkte ! '

(24) Hz;7,...,7) = H o{I 4 gt 2».+1}
q#""emfy lqﬂl<l, p=1,2,...,n,

anzuwenden, wo die Indices v wunabhéingig von einander alle positiven
ganzzahligen Werthe von der Null an durchlaufen. Es wird sich ergeben,
dass die obige Formel fiir die lineare Transformation der betreffenden
Thetafunktion ein specieller Fall einer fiir diese allgemeineren Produkte
giilltigen Formel ist.

Die DiricaLer’sche Reihe, welche in der Formel (8) dem Produkte
(24) entspricht, lautet

241z q(Qv,.+1)z

2
[
i
s
=

g D (7,)" 1 1
i = | = . C e .
I — 91z I — gn‘ 2 sin 77,7 SN 71T,%

! Mathematische Annalen. Bd. 19.
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Jetzt beabsichtige ich aber zugleich, eine solche Anwendung der be-
treffenden Formel zu geben, bei welcher die den Argumenten der Grossen
a, und z auferlegten Beschrinkungen durch eine andere Wahl des Integra-
tionsweges aufgehoben werden, withrend allerdings der absolute Betrag von
# eine frither nicht stattgefundene Bedingung erfiilllen muss. In der Formel
(8) miissen die Argumente der Grossen «, die Bedingung (10) und das von
z die Bedingung (11) erfillen, wihrend der absolute Betrag von x keiner
Beschriinkung unterliegt. Benutzt man aber statt der auf der reellen Axe
senkrecht stehenden Greraden w = a als Integrationsweg eine die Stellen
2=p-+2,p+3,..., 00 umschliessende Curve (p + 2, o), deren kein
Theil ausserhalb des Convergenzbereiches der Reihe (9) legen darf, etwa
die gebrochene Linie

4+ o0 —iw o — iw

a4 iw + o0 + iw
pti<a<p-+ 2, eventuel p<a<p-H 1,

so unterliegen in der Formel

(25) log 7I( )
1 P+l I P
(— S+ 1+ | S@T,  p=p,
— (p+2, )
I 4 x
2m : sinfrzs(z)—;dz’ PPt
(p+1,w)

die Argumente der genannten Gréssen nunmehr keiner Beschrinkung,
wahrend dagegen 2 die Bedingung erfilllen muss, dem absoluten Betrage
nach kleiner als die simmtlichen Grossen @, zu bleiben. Die Richtigkeit
hiervon geht ohne weiteres hervor, wenn man beachtet, dass = in der Formel
(6) bei dieser Wahl des Integrationsweges nur die Bedingung |z} < 1 er-
filllen muss.

Wendet man die Formel (25) auf das obige Produkt an, bei welchem
o =p =0, so folgt

<z)“
2 7 1 1 @
26 logl(z;z,,...,17,)=—= - - —dz
(26) gll(@; 7, ) Ta) 27 sin 7z sin 77,2 SN ATEZ %
(1, »)
Acla, mathematicn, 25. Imprimé le 28 juin 1901 ’ 23
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wo der Integrationsweg ausser den Stellen z=1, 2, ..., c0 keine anderen

Pole des Integranden umschliessen darf, und zugleich z die Bedingungen
erfilllt
|z] <|g:'| = |e 7|, p=1,2, ..., 0,
welche allerdings den wahren Convergenzhereich des Integrals im allgemeinen
nicht definiren. |
Die Pole des Integranden zerfallen in # -+ 1 arithmetische Reihen.
Setzen wir der Einfachheit halber voraus, dass nicht nur die z sondern
auch ihre Verhiltnisse complexe Grossen sind, so liegen die Punkte, welche
diesen # + 1 Reihen entsprechen, auf ebenso vielen verschiedemen, im
Punkte 2z = o einander schneidenden geraden Linien. Ausser der (n- 2)-
fachen Stelle 2 = o sind alle iibrigen Pole alsdann einfach. In (25) be-
zieht sich die Integration auf eine Curve, welche alle auf dem Halbstrahl
0—— 4 co liegenden Pole und keine anderen umschliesst. Auf Grund
der symmetrischen Form des Integranden darf man schliessen, dass das
Tntegral, auf irgend einen der iibrigen Halbstrahlen bezogen, ebenfalls den
Logarithmus eines dem II analogen Produktes darstellen muss. Anderer-
seits ergiebt sich ohne Mithe, dass das Integral, wenigstens wofern » die
Bedingungen
lo.f <2 <|g?l, pv=1,2,..,m,

erfilllt, gleich der Null ist, falls es auf eine Kreislinie mit unendlich
grossem Radius, d. h. falls es auf einmal auf alle 2(» + 1) Halbstrahlen
bezogen wird. Hierdurch muss sich nun offenbar eine Beziehung zwischen
2(n 4 1) Produkte der Form (24) ergeben.

Bei der Ermittelung dieser Beziehung bedient man sich mit Vortheil
der aus (26) leicht sich ergebenden Formel

o0

logH(x;rl,...,z',,)=<i—)nZ : (_I)v*f v,

ot 8In YT, . . . SN VT, V

Um das Schlussergebniss in einfacher Weise zusammenfassen zu konnen,
setze man fir den Fall, dass » eine gerade Zahl ist:

(=277, ..., ) " — 2k
Moz, .y ) ’

Bz, ...,7) =
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fiir den Fall aber, dass n eine ungerade Zahl ist:
. v . —~2miv . .
Ov;7,..,, %) =" ;7 ,..., )™ ;7,...,7), n= 2k 1.

Dann ergiebt sich mit Benutzung des CaucHY'schen Satzes

v o1, A A Tn

(27) 10g0“> D s e
T T T T T

v_o—T 7, 7, Tn
_ IOg' 0(_ ’ sy Ty T 3 _)

2 7 (2N 7 T

...................

wo R, das zur Stelle 2z = o gehorige Residuum und 7 eine neue der
Symmetrie halber benutzte Grosse ist. Es wird zugleich vorausgesetst,
dass die Grossen 7 in einer solchen Reihenfolge geschrieben sind, dass

argr<argr, <...<argg,.

R,(v) ist eine ganze rationale Funktion von v und eine rationale
symmetrische Funktion der Gréssen 7,7, ..., 7. Firn=1 undn=-2
hat man beispielsweise

B(0) = =2 + 2 (2 42),

Ty

T
. mv® Y, g . 0
By(v) = — 31T, 7, + 12777, (@ + 7 + 7).

Die obigen #-Funktionen, welche offenbar periodisch sind, befriedigen
zugleich die Funktionalgleichungen

v + 7;7) = e 0(v; 7);
Tl
8v + 1, ;1,7,) = O(v; TJ,)@(?J + 35 z-2>,

Bv+ 7,;1,7) = 68, %lr,)f?(v + %2 ; r1>;
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7,
8w + 7, ;7,7,7,) = 6(v;1.1,1,) 9(1} + 5 2'273),

J 00 + 7 ; 15,7,) = 6(v; 71122'3)9<v + T—; ; 7113),

2

v + 7, ;7,7,7,) = B(v; 111273)0(1) +2; rg>;

ete.

§ 5.

Die Frage, ob eine durch eine vorgelegte DiricHLET'sche Reihe de-
finirte Funktion ausserhalb des Convergenzbereiches der Reihe existirt, kann
in zahlreichen Fillen auf Grund des folgenden Satzes beantwortet werden:

Sind die Glieder der beiden Reihen
S(s) =y§1Av_ss Sl(s) = ;lav—‘

von einander derart abhdngig, dass A, bei hinreichend grossem v in der Form
darstellbar ist

4, =aB(@),  |BO)]>o,

wo x eine positive Zahl, wdihrend B eine gewihnliche Potenzreihe bedeutet,
so werhdlt sich S(s) an jeder Stelle der s-Ebene reguldr, welche fiir keinen
der unendlich vielen Ausdriicke

. . S](xs_l_k)) k=0_1132)'°')m)
eine singuldre Stelle ist.

Denn offenbar lisst sich 4;°, wenn wir der Einfachheit halber (o) = 1
annehmen, auf die Form bringen

47 = a[x + flo)a” + fils)a? + .. ]

wo die f von y unabhingige ganze rationale Funktionen von s sind.
Hieraus folgt

w0

(28)  S(s) = 8, (x5) + £(8) S,(xs+ 1)+ ... +£:(5) Si(xs+B)+ T a1, (ar),

y=l
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wo B, eine gewdhnliche Potenzreihe bedeutet, deren Coefficienten ganze
rationale Funktionen von s sind. Offenbar convergirt P, als Funktion
von s gleichmissig und bleibt bei wachsendem y dem absoluten Betrage
nach unter einer endlichen Grenze, falls s auf ein beliebiges endliches
Grebiet beschrinkt wird. Hieraus folgt ohne Mihe die Richtigkeit des
Satzes.

Bedeutet z. B. R(w) eine beliebige rationale Funktion mit der Eigen-
schaft lim R(w) = oo, so kinnen wir auf Grund dieses Satzes schliessen,

w=w

dass die durch die Reihen
Z[Rw -+, ZRET, fe]>

definirten Funktionen in der ganzen s-Ebene existiren, wo sie sich iiberall
im Endlichen wie rationale Funktionen verhalten. Denn wir wissen, dass
die durch die einfacheren Reihen

-]

:(S ) w) = 2 (w + V)_s’ ! i — vé:oa—(w+v)s

y=0 o at — I

definirten Funktionen diese Eigenschaft besitzen.

In gewissen Féllen nahert sich die letzte auf der rechten Seite von
(28) vorkommende Reihe, welche als Restglied aufzufassen ist, bei wach-
sendem & der Null. In solchen Fillen erhiilt man fiir die linke Seite eine
neue Reihenentwicklung, welche bisweilen sogar in der ganzen s-Ebene mit
Ausschluss gewisser Stellen convergirt. Ein Beispiel hiervon ist die Formel

hd a’\—* hd —_ $42k
Y (E+5) =L ()am= lel<lel>x
Y= k=0

Durch den obigen Satz haben wir noch keinen Aufschluss dariiber
erhalten, ob z. B. die durch die interessante Reihe "

#;2—1(‘1#2 + 20w + o)~

definirte Funktion ausserhalb des Convergenzbereiches derselben existirt.
In einer folgenden Arbeit werde ich eine Methode auseinandersetzen,
mittelst deren die Existenz der analytischen Fortsetzung nicht nur fir
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theilt werden. Die StirLinG’sche Formel ist die einfachste unter den un-
zahligen, auf diese Weise sich ergebenden Entwicklungen.

In der That umfassen die angedeuteten Untersuchungen des Verfassers
eine noch grossere Menge DiriCHLETscher Reihen als die oben angefiihrte.
Unter den betreffenden Reihen findet sich eine betriichtliche Menge der-
jenigen, welche fiir die Zahlentheorie in erster Linie von Interesse sind
oder voraussichtlich sein werden. *

! Tch habe bereits vor der Drucklegung dieser Arbeit alle oben angedeuteten Fr-
gebnisse in einer grigseren Arbeit umstédndlich dargethan, welche in den Acta Socie-
tatis Scientiarum Fennicae, Tom. 29, enthalten ist und den Titel der vorliegenden
Arbeit trigt. Separate bei A. HERMANN, Paris.



