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3. NMR Spektren

3.1 uantenmechanischer Formalismus

3.1.1 Vorgehen

Wie bei anderen spektroskopischen Experimenten wird auch in der NMR oder ESR ein
Spektrum dadurch bestimmt, dass unterschiedliche Frequenzen der elektromagnetischen
Strahlung unterschiedlich stark absorbiert werden.

Fur ein gegebenes quan-

tenmechanisches System ’ &

hingt die Stiarke einer Ab- .

sorption davon ab, ob die by AE <l;:> A
Resonanzbedingung E = hv , V-‘

erfullt ist, wie grofl die Po-

pulationsdifferenz zwischen
den entsprechenden Zustianden ist, und wie stark die Ubergangsmatrixelemente fur den ent-
sprechenden Ubergang sind. Neben der Lage und Hohe der Resonanzlinien interessiert auch
die Breite, welche durch Relaxationsprozesse bestimmt wird.

Zu jedem Spinsystem Quantenmechanischer Spektrum
gemessenen _ Formalismus
Spektrum ’ J 5
mochte man a
die zugehori- ¢
gen Parame- ‘ :>
ter des mikro-
skopischen ~
Systems

bestimmen konnen. Wiahrend dies fur getibte Spektroskopiker in vielen Fallen moglich ist,
gibt es kein systematisches Vorgehen dazu. Ein solches existiert nur fur den umgekehrten
Weg, d.h. fur die Berechnung des Spektrums aus den bekannten Parametern des Spin-
systems.

Dazu muss man zunidchst den Hamiltonoperator aufstellen und diagonalisieren. Aus den
Eigenwerten erhialt man die Resonanzfrequenzen. Fur die Berechnung der Amplituden muss
der transversale Spinoperator (z.B. I, ) in die Eigenbasis transformiert werden. Die Quadrate

der Matrixelemente dieses Operators bestimmen in einfachen Fallen die Amplituden. Die Li-
nienbreiten erhédlt man aus dem Relaxationsverhalten, welches in diesem Kapitel nur phéno-
menologisch diskutiert wird.

Fur die Berechnung des Spektrums verfolgen wir hier direkt das Experiment, d.h. wir be-
rechnen das erwartete Signal indem wir den Zustand des Systems und die Observable
bestimmen, mit der die Messung durchgefuihrt wird.
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Wir diskutieren hier lediglich zeitaufgeloste Experimente,
d.h. Experimente bei denen ein Spinsystem durch einen RF-
Puls angeregt wird und wihrend der anschlieenden freien E- -
volution das Signal als Funktion der Zeit gemessen wird. Das Zeit
Spektrum erhélt man anschlieBend durch Fourier-Transforma-
tion. Dies ist ein wesentlicher Unterschied zu praktisch allen
ubrigen spektroskopischen Methoden, bei denen meist die so

genannte CW (= continuous wave) oder frequenzaufgeloste
Methode verwendet wird: In diesen Féllen wird das System durch eine monochromatische
Strahlungsquelle angeregt und die Absorption oder Dispersion fur diese Strahlung gemessen,
wenn die Frequenz langsam variiert wird. Die zeitaufgeloste Methode ist demgegenuiber
deutlich flexibler und leistungsfahiger; sie kann so eingestellt werden, dass sie die gleichen In-
formationen liefert wie die frequenzaufgeloste Messung, allerdings in wesentlich kiirzerer Zeit.

Wir haben das Verhalten der Spins bisher klassisch beschrieben, die Bloch-Gleichungen
wurden fur einen klassischen Drehimpuls, respektive eine klassische Magnetisierung hergelei-
tet. Sie bieten einen guten Ansatz fur die Beschreibung von Resonanzphdnomenen, konnen
aber keine spezifisch quantenmechanischen Eigenschaften der Spinsysteme beschreiben. Wir
diskutieren deshalb als niachstes die Grundlagen fur den quantenmechanischen Ansatz.

3.1.2 Spin-Operatoren

Wie fur andere Drehimpulse gelten auch fur den Spin die Vertauschungsregeln

[Ix, Iyl =1I; undcycl.

Es kann somit immer nur eine Komponente des Spins einen dispersionsfreien Wert anneh-
men. Man wihlt dafir im Allgemeinen die z-Komponente und schreibt fur den Eigenwert des
I, Operators m. Somit gilt dass m die Werte von -I bis +I annehmen kann.

: 1 : : :
Fur einen Spin > sind die Matrixdarstellungen der einzelnen Operatoren

1 1/2 | —i/2 | 1/2
{172 Y= \i/2 z- -1/2)°

In vielen Fallen ist es auch nitzlich, die Operatoren

1
=1 .I: d =1 —'I:
L=I+ily ( ) un L=Ix-1ly (1 )

zu verwenden. Offenbar ist

1 i
IX=5(I++I_) Iyzz(—l++I_)
Gelegentlic h werden diese Operatoren auch anders normiert, z.B. I = = I, + L)

V2

Spin-Operatoren fur Spins I>1/2 konnen mit Hilfe der Formeln

<1 L [Wim> = 10+ 1) - m(m+1)

3) NMR Spektren 28. Mai 2003



Magnetische Resonanz - 58 - SS'03

<Yy LW > = AIT+1) - m(m - 1)

<lpI,m|Iz|lPI,m> =m

berechnet werden. Alle iibrigen Matrixelemente verschwinden.

3.1.3 Beschreibung eines Ensembles

In vielen Experimenten, die in diesem Zusammenhang interessieren, besteht das phy-
sikalische System aus einem Ensemble von Atomen, welches nicht mit Hilfe einer Wel-
lenfunktion oder Zustandsfunktion beschrieben werden kann.

Als einfaches Beispiel betrachten wir drei Spins, von denen sich zwei

im | Zustand und einer im |, Zustand befinden. T T l

Frage: welche Zustandsfunktion beschreibt diesen Zustand?

Man koOnnte
versucht sein, diesen Zustand mit der Funktion

W=1/ 5QIt>+1|{>) = % (?)

zu beschreiben. Um zu uberpriifen, ob dies sinnvoll ist, berechnen wir die x-Komponente des
Spins fur diesen Zustand:

< witws= L (210 1 (2)) 2 110 242) = 25
x> =< x>—5(1210 1)— (2+2) = .

Das Resultat dieser Rechnung ist somit, dass in diesem System eine Magnetisierung in Xx-
Richtung vorliegt. Dies entspricht jedoch nicht der Beobachtung: im oben genannten System
ist keine Richtung (auBer der z-Richtung) bevorzugt, die transversale Magnetisierung ver-
schwindet.

Dieser Widerspruch zeigt, dass unsere Beschreibung des Zustandes mit obiger Funktion
falsch ist. Korrekterweise miisste man fur jeden einzelnen Spin die entsprechende Komponen-
te ausrechnen und die Resultate addieren:

co=zac=bol0 (I )
4o () o

Der Schrodinger-Formalismus der Quantenmechanik erlaubt es nicht, direkt Ensembles
von gleichartigen Quantensystemen zu behandeln. Die meisten Experimente werden aber an
Ensembles von ndherungsweise identischen Systemen durchgefuhrt. Man ist dann gezwun-
gen, fur jeden einzelnen Spin die Rechnung separat durchzufuhren. Dies ist bei 3 Spins mog-

lich, nicht aber bei 1023, Man muss fur diese Falle deshalb einen anderen Formalismus ver-
wenden.
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3.1.4 Definition des Dichteoperators

Ein geeigneter Formalismus verwendet den so genannten Dichteoperator. Er kann defi-
niert werden mit Hilfe der bra-ket Schreibweise

p = hp><yl .
(U. Fano, 'Description of states in quantum mechanics by density matrix and operator techniques', Rev.
Mod. Phys. 29, 74-93 (1957).).

Fir ein einzelnen Spin im Zustand

¥ =all>+bl|>
wird der Dichteoperator

p =(alt>+bl|>) (a*<tl + b*<|]) .

In der Basis 1>, || > sind die Matrixelemente somit
<tlplt> = <1l (alT>+bl|>) (a*<T+b*<|]) 11>

= (a<t11>+b<}1]>) (a*< 1) >+b*< | 11>) = lal?,

wobei wir die Orthonormalitit der Zustinde benutzt haben. Analog erhalten wir
<|lpl}>=.... = bl
<tlpl{>= <l (alt>+bl|>) (a*<tI+b*<|]) || > = ab*

<|lplt>=a*b.

0= a[> ab*
ba* |p[>)

Allgemein sind die Elemente des Dichteoperators gegeben durch

oder in Matrixschreibweise

Pij = cicj™

wobei c;j die Entwicklungskoeffizienten darstellen. Daraus folgt auch

Pij = Pii. -
d.h. es handelt sich um einen hermiteschen (=selbstandjungierten) Operator.

3.1.5 Eigenschaften, Beispiele

Ein einzelner Spin im { Zustand wird demnach durch den Dichteoperator
1 0
P1=10 o
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beschrieben, und einer im |, Zustand durch

0 0
i=lo o)

Fur ein Einzelsystem besteht somit eine 1-1 Beziehung zwischen der Zustandsfunktion und
dem Dichteoperator.

Superpositionszustinde zeichnen sich dadurch aus, dass die zuge- v o= L ( 1)
horigen Dichteoperatoren nicht nur Diagonalelemente enthalten, a  y2\l
sondern auch AuBerdiagonalelemente. So findet man fur den Zu- 7
stand

11 >
Y,=1/ 2(1>+1|>=—
den Dicht t
en Dichteoperator . :l(O 1)
N Pa=>x"2\10
Pa=o i 1

resp.

1(0 1
Pa= 511 o)

Dies entspricht physikalisch einem Spin, der in x-Richtung orientiert ist.

Analog erhalt man fur den in y-Richtung polarisierten Spin g o= L ( 1)
: b vzl
1 (O -1
Pb = 2 (i 0) ' 7 3

3.1.6 Dichteoperator fir Ensembles < /?>

Der wichtigste Unterschied zwischen dem Dichteoperator und
einer Zustandsfunktion besteht darin, dass der Dichteoperator eines e _1/0 4
Ensembles einfach durch die Summe der Dichteoperatoren der Pp ="y~ 2(1 0)

einzelnen Teilsysteme gegeben ist,

PEnsemble = 1/N Zi:l,N Pi -
Fur das aus drei Spins bestehende Ensemble in unserem Beispiel wird der Dichteoperator

1/3 2 1/3 bo bo 00 1/3 20
p= i=13Pi= (00+00+01_ 0o 1)

Die Diagonalelemente stellen direkt die Populationen der entsprechenden Zustande dar. Fur
das vorliegende Ensemble finden wir somit 2/3 der Spins im | Zustand, 1/3 im |, Zustand.

Der Dichteoperator des Systems beschreibt einen gemittelten Spin. Man kann ihn verwen-
den um die Zeitabhdngigkeit der Mittelwerte zu berechnen. Das bringt den grofen Vorteil,
dass wir fur die Berechnung der Zeitentwicklung des Systems nicht zuerst die Zeitentwick-
lung jedes einzelnen Atoms berechnen miuissen, sondern direkt die Zeitentwicklung des Mit-
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telwertes berechnen konnen. Voraussetzung dafur ist allerdings dass die verschiedenen Atome
gut voneinander isoliert sind und die gleiche Umgebung sehen. Die wichtigsten Abweichun-
gen sind Relaxationseffekte und Inhomogenitaten.

Relaxation kommt durch die
Wechselwirkung zwischen den ein-
zelnen Teilsystemen zustande, sowie
durch die Wechselwirkung mit der /
Umgebung. Diese geschieht vor al-

lem uber magnetische Felder
und/oder uiber die translatorischen Freiheitsgrade.

3.1.7 Basisoperatoren fur den Dichteoperator

Wie jeder quantenmechanische Operator kann auch der Dichteoperator in einem geeigne-
ten Satz von Basisoperatoren aufgespannt werden. Im Fall eines Spin-1/2 Systems sind sinn-
volle Basisoperatoren z. B. die Spin-Operatoren Ix, Iy und Iz, zusammen mit der Einheit 1.

Wir schreiben die Entwicklungskoeffizienten als u, v, und w, so dass der Dichteoperator fol-
gende Form erhilt:

pl=al+ulx+vily+wl .1

Die Entwicklungskoeffizienten u, v und w sind proportional zu den Erwartungswerten der 3
kartesischen Komponenten des Spinvektors.

Die Diagonalelemente des Dichteoperators stellen Populationswahrscheinlichkeiten dar,
z.B. p11 die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Spin im Grundzustand befindet. Die Summe

der Diagonalelemente muss deshalb immer gleich 1 sein,

Zip'i=Sp{p'} =2ipi=1,

da sich jedes System in irgendeinem Zustand befinden muss. Damit wird der Koeffizient a
bestimmt als 1/(2I+1) = 1/2 fur einen Spin I=1/2, und der Dichteoperator wird

1/1+w u-1v
p‘=1/2]l+UIx+VIy+WIZ=_ . .
2\u+iv 1-w

Der Einheitsoperator 1 ist zeitunabhidngig (er vertauscht mit dem Hamiltonoperator) und
tragt zu keiner beobachtbaren Grofle bei; Im Sinne einer Abkuirzung ist es deshalb héufig ein-
facher, diesen Teil des Dichteoperators herauszulosen und den reduzierten Dichteoperator

p=UIx+VIy+le,

zu betrachten, dessen Spur verschwindet.
Als Beispiel betrachten wir unser Standardensemble:

2/3 0 /2 0 176 0 1 ;
P=lo w3/ lo 12)7\0 -16)"3 7%
Dieses Resultat kann direkt interpretiert werden: Das Spin-Ensemble ist insgesamt parallel zur
z-Achse polarisiert, wobei die Polarisation 1/3 betragt, d.h. der Uberschuss in +z Richtung ist

einer von drei Spins. Die Diagonalelemente des reduzierten Dichteoperators konnen kleiner,
gleich oder groBer als Null sein. Sie stellen somit nicht Populationen dar. In Experimenten
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misst man aber meist nicht Populationen, sondern Populationsdifferenzen, und diese sind die
gleichen bei p und p'.

3.1.8 Rechnen mit dem Dichteoperator

Ausgehend von der Schrodingergleichung

i‘P:—iﬂ-[‘P,
ot

welche bekanntlich die Losung

W(t) = et g(0)

hat, finden wir die Bewegungsgleichung fur den Dichteoperator als
p = %(I‘P><‘PI) = MAHAPS<WI] + W><-IHWP] = -iH [P><W| + W><WI 1H = - 1 [H,p].

Da diese Gleichung linear ist, gilt sie nicht nur fur ein Einzelsystem, sondern genauso fur
den Dichteoperator eines Ensembles, falls der Hamiltonoperator fur alle Einzelsysteme der
gleiche ist. Die Gleichung wird als Liouville-Gleichung bezeichnet, da sie der Liouville-
Gleichung der klassischen Physik entspricht, aber auch als Liouville-Schrodinger Gleichung
oder Schrodinger-Gleichung oder von Neumann Gleichung.

Die Losung finden wir durch Einsetzen der Losung der Schrodingergleichung fur die Zu-
standsfunktion ¥ :

p(t) = W()><W(t)l = e \P(0)><P(0)l e = et p(0) e,

Die Exponentialfunktion et des Hamiltonoperators kann man uber die Taylorreihe berech-
nen:

ei”ﬁ=]l+i5{t+%+(iﬂ{t)2+....

Die Berechnung ist am einfachsten in der Eigenbasis des Hamiltonoperators, wo
E 11
et = exp (i E, t) = e

et

Der Erwartungswert einer Observablen A fur den Zustand, welcher durch den Dichteope-
rator p beschrieben wird, kann ebenfalls aus der Definition des Dichteoperators hergeleitet
werden. Man findet

<A>=<YIAI¥Y> = Elj Ci*Cj Ajj = le Pji Ajj = 2 (pA); = Sp{pA} = Sp{Ap}.

Fur die Berechnung von Erwartungswerten ist es wichtig, dass die Spur eines Operators
unter zyklischen Vertauschungen invariant bleibt,

Sp{ABC} = Sp{BCA} = Sp{CAB}.
Daraus folgt zum Beispiel
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Sp{p(t) A} = Sp{e’ " p(0) e A} = Sp{p(0) e’ A e} = Sp{p(0) A(1)}.

Diese Umformung entspricht dem Ubergang vom Schrodingerbild zum Heisenbergbild: Im
Schrodingerbild ist der Zustand zeitabhangig, wahrend die Observable invariant ist, im Hei-
senbergbild entwickelt sich die Observable. Fur diese l4uft die Zeitentwicklung umgekehrt als
fur den Dichteoperator.

3.1.9 Evolution eines Spins I1=1/2

Zum Schluss dieses Kapitels betrachten wir einfache Operationen an einem Spin 1=1/2.
Fur ein System, welches durch den Dichteoperator

p‘=UIx+VIy+WIZ

beschrieben wird, erzeugt der Hamiltonoperator

H=- (O] IZ
Die folgende Bewegungsgleichung:

%p':'i [-7'[, p‘]=m0i[IZ7uIX+VIy+le] - (DO ['UIy"‘VI)(] .

Diese Gleichung kann offenbar auch als Bewegungsgleichung fur die Komponenten ge-
schrieben werden:

u \% 0 u
d
—|v|=wg|-ul=]| 0 |x|{v],
dt

W 0 -0 W

0

in exakter Analogie zur klassischen Rechnung. Die Losung lautet somit
u(t) = Myy cos(wpt+¢)
V() = - myy sin(wot+¢)

w(t) =w(0).

In gleicher Weise kann der Effekt eines Pulses berechnet werden. Bei resonanter Ein-
strahlung betragt der Hamiltonoperator

}[p=—(1)11X.

Ist das System zu Beginn entlang dem statischen Magnetfeld orientiert, so entwickelt es sich
wie

u(t) =u(0)

v(t) = w(0) sin(wqt)

w(t) = w(0) cos(wqt) .

plin t = m/2)
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Nach einer Zeit typ = T ist somit die Magnetisierung von der z- zur y-Achse gedreht,
1
nach der doppelten Zeit zur —z Achse, und nach 27t/wq hat sie eine volle Drehung durchge-

fuhrt und befindet sich wieder entlang der z-Achse.
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