Regeln und Theoreme - Spieltheorie aus mathematischer
Sicht

Eszter Sikolya

n diesem Aufsatz geben wir einen
Uberblick iiber die Theorie des
kompetitiven Gleichgewichts. Wir
beweisen die wichtigsten Ergebnis-
se von Kakutani und Nash, und wir untersu-
chen ein Beispiel fiir eine Modellwirtschaft.

1 Einfithrung

Spieltheorie ist ein sehr groer Bereich in-
nerhalb der Mathematik, deswegen habe ich
einen kleinen Teil davon, ndmlich die Exi-
stenz des kompetitiven Gleichgewichts aus-
gewdihlt.

Definition 1.1. Wir sprechen von kompeti-
tivem Gleichgewicht, wenn auf dem Markt
ein Gleichgewicht entsteht, erzeugt von der
Interaktion vieler kleiner, einflussloser Ak-
teure.

Den ersten Versuch, ein mathematisches
Modell des kompetitiven Gleichgewichtes
aufzubauen, hat L. Walras (1874-77) ge-
macht. Aber fiir mehr als ein halbes Jahr-
hundert war die Gleichheit der Zahl seiner
Gleichungen und Unbekannten das einzi-
ge Argument dafiir, dass das Gleichgewicht
existiert.

In der Literatur gibt es 4 verschiedene
Methoden, das Problem zu 16sen:

1. Brouwer- und Kakutani-Fixpunkt-
satze,

2. In den 70er Jahren: kombinatorische
Algorithmen,

3. Spiter Dierker, Smale, Varian, Kalman
und Lin: Theorie des Abbildungsgra-
des,

4. Smale (1976) hat eine Differentialglei-
chung aufgeschrieben, deren Losun-
gen ,,im allgemeinen” zu dem Gleich-
gewicht konvergieren.

Im folgenden beschiftigen wir uns nur
mit Punkt 1, weil er bis heute von grund-
sitzlicher Bedeutung ist. Zuerst demon-
strieren wir den Fixpunktsatz von Kaku-
tani und den berithmten Satz von Nash.
Dann verallgemeinern wir das Ergebnis von
Nash, wie es Debreu gemacht hat. Zum
Schluss zeigen wir eine konkrete Wirt-
schaftssituation, in der unser Theorem an-
gewendet werden kann.

2 Gleichzeitige Optimalisierung

2.1 Die Theoreme von Kakutani und
Nash

Die Grundlagen fiir die Theorie des kompe-
titiven Gleichgewichts hat in den 30er Jah-
ren von Neumann (ein Mathematiker un-
garischer Herkunft) entwickelt. Er hat das
Problem als ein Sattel-Punkt-Problem fo-
muliert. Er benutzte ein von ihm bewiese-
nes topologisches Lemma, das spiter, wei-
terentwickelt von Kakutani, das wichtigste
Instrument fiir den Beweis des wirtschaft-
lichen Gleichgewichtes geworden ist. Be-
vor wir den Satz von Kakutani formulieren,
sollen die dort verwendeten Begriffe erklart
werden.

Definition 2.1. Seien S und 7" zwei Men-
gen. Wir sagen, dass ¢ : S — T eine
mengenwertige Abbildung ist, wenn ¢ je-
dem Punkt z € S eine nichtleere Teilmenge
¢ (x) von T zuordnet. Der Graph der Abbil-
dung ¢ ist die folgende Teilmenge des Car-
tesischen Produktes S x 7' :

G(9):={(r,y) e SxT:yeo(x)}.
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Wir sagen dass ¢ konvexwertig ist, wenn
T ein Vektorraum ist, und fiir alle x die
Menge ¢ (=) konvex ist.

Definition 2.2. Seien S und T Teilrdume
von einem euklidischen Raum. Die men-
genwertige Abbildung ¢ : S — T ist im
Punkt 2° € S oberhalbstetig, wenn x° ei-
ne Umgebung hat, wo ¢ beschrinkt ist (das
heif3t, fiir alle « aus dieser Umgebung ist
¢ () eine beschrinkte Menge), und

2" — 2%yt =y " € ¢ (a")
=y’ € ¢ (2")
(das heiBit, G (¢) ist abgeschlossen).

Remark 2.3. Wenn ¢ in 2° oberhalbstetig
ist, dann ist ¢ (2°) kompakt. Das Carte-
sische Produkt von auf S oberhalbsteti-
gen mengenwertigen Abbildungen ist auch
oberhalbstetig auf S.

Definition 2.4. Sei S = T. Wir nennen z°
einen Fixpunkt von ¢, wenn x° € ¢ (20).

Theorem 2.5 (Kakutani). Wenn S ein
nichtleerer, kompakter, konvexer Teilraum
von einem euklidischen Raum ist, und
¢ S — S eine oberhalbstetige, konvex-
wertige mengenwertige Abbildung, dann
hat ¢ einen Fixpunkt.

Beweis. Ohne Beweis. ]

Jetzt beweisen wir den Satz von Nash
(1950), der den obigen Satz von Kakuta-
ni benutzt. Wir betrachten ein Spiel mit n
Akteuren. Der Akteur ¢ wihlt eine Strate-
gie s; aus der Menge S; — die, nach Vor-
aussetzung, eine nichtleere, kompakte, kon-
vexe Teilmenge eines euklidischen Raum-
es ist. Die von den n Spielern gewihlten
Strategien setzen wir zu s = (S1,...,8,) €
S = xP_,S; zusammen. Der i-te Spieler
hat davon den Nutzen f; (s). Von den Nut-
zenfunktionen f; nehmen wir an, dass sie

auf S stetig und in den entsprechenden Va-
riablen s; linear sind.

Notation 1. Wir bezeichnen die Menge
{1,...,n} der Spieler mit N, und dieselbe
Menge ohne den Spieler 7 mit NV \ 1.

Definition 2.6. Wir nennen die Strategie
s* € § einen (Cournot-Nash) Gleichge-
wichtspunkt, wenn fiir alle ¢ € N, die Funk-

tion f; (si, 57\/\1') im Punkt s} auf .S; Maxi-
mum hat. Das heift, ein jeder Spieler wihlt
solch eine Strategie, die seinen Nutzen ma-
ximiert, vorausgesetzt dass die Strategien
der anderen angegeben sind.

Theorem 2.7 (Nash). Wenn fiir alle m € N
(1) die Menge S; eine nichtleere, kompak-
te, konvexe Teilmenge eines euklidischen
Raumes ist, und

(2) fi auf S = XenS; stetig, reellwertig
und in s; linear ist,

dann hat das Spiel (S, fi),. v einen Gleich-
gewichtspunkt.

Beweis. Wir definieren fur alle ¢ eine men-
genwertige Abbildung p; : S — 5; wie
folgt. Sei s € S :

pi (s) =

{I‘GSZ'

Das heiBit, u; (s) ist die Menge derjenigen
Strategien des Spielers ¢, die neben den an-
gegebenen Strategien der anderen Spieler
den Nutzen von ¢ maximieren. Das Maxi-
mum existiert wegen der Kompaktheit von
S;. Da S; # Dist, ist y; (s) # (). Die Menge
w; (s) ist konvex, weil f; in s; linear ist, und
wir iliber eine konvexe Menge maximieren.
Wir zeigen noch, dass p; oberhalbstetig ist.
Sei s" — s € S, 2" — 2° € S so dass
™ € p; (s™) fir alle n. Sei y € S; beliebig.
Dann

i (IE, SN\i) = I;le%}ffi (?/781\/\2‘)} .

fi (:Ena Srjif\i) > fz (ya Sr]if\i)



fiir alle n. Wegen der Stetigkeit von f; folgt
i ($0, S%\i) > fi (%59\/\1‘) ;
somit ¥ € y; (s°) . Fiir s € S sei

(s) = xIy i (5).

Somit ist ;o eine mengenwertige Abbildung
von S nach S, die oberhalbstetig und
konvexwertig ist. S ist nichtleer, kompakt
und konvex. Der Punkt s* € S ist ein
Cournot-Nash Gleichgewichtspunkt genau
dann, wenn fir alle ¢ : s7 € p; (s%), das
heiit s* € 1 (s*). Solch ein Fixpunkt von
1 existiert wegen des Theorems 2.5 von
Kakutani, da seine Voraussetzungen erfiillt
sind. 0

2.2 Verallgemeinerung des Theorems
von Nash

1952 hat Debreu den obigen Begriff von
dem Gleichgewichtspunkt und den Satz von
Nash derart verallgemeinert, dass sie fiir
verschiedene wirtschaftliche Probleme an-
zuwenden sind.

Zuerst betrachten wir die folgende Situa-
tion. Wir haben einen wirtschaftlichen Ak-
teur, dessen ,,Umgebung” mit einem Ele-
ment x aus der Menge X beschrieben wer-
den kann. Der Akteur wihlt eine Tatigkeit
aus der Menge seiner moglichen Téatigkei-
ten Y. Wenn seine Umgebung z ist, be-
schrinkt er sich auf die Teilmenge ¢ () von
Y. Wenn er die Titigkeit y € ¢ (x) wihlt,
hat er den Nutzen f (x,y), wo f auf der
Menge X X Y definiert und reellwertig ist.
Fiir eine gegebene Umgebung z, will der
Akteur solch eine Titigkeit aus ¢ (z) wih-
len, die fiir ihn den grofiten Nutzen bietet.
Wir bezeichnen die Menge der optimalen
Titigkeiten mit (), d.h.

p(x) =

o r = mox rwa)}

z€¢(x)
2.1
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Die Existenz eines Gleichgewichtspunk-
tes liegt an der Oberhalbstetigkeit von der
mengenwertigen Abbildung p. Um das zu
beweisen, wollen wir noch zwei Begrif-
fe fiir mengenwertige Abbildungen definie-
ren.

Definition 2.8. Sei ¢ : S — T eine men-
genwertige Abbildung, S und 7" Teilmen-
gen von einem euklidischen Raum. Wir
nennen ¢ unterhalbstetig im Punkt 2° € S,
wenn

[xn L0 leg (xO)}
=" =y iyt € o (an).

Die mengenwertige Abbildung ¢ ist ste-
tig, wenn sie oberhalbstetig und unterhalb-
stetig ist.

Theorem 2.9 (Berge). Seien X und Y
Teilrdiume von euklidischen Ridumen. Wenn
die obige Funktion f und die mengenwer-
tige Abbildung ¢ stetig sind, dann ist die
mengenwertige Abbildung 1 in (2.1) ober-
halbstetig.

Beweis. Seien 2 — 2%in X, y" — 9%inY,
sodass y" € p (z™) fiir alle n. Daraus folgt,
dass fiir alle n : y" € ¢ (") erfiillt ist, und
da ¢ oberhalbstetig ist, gilt y° € ¢ (2°) . Sei
z € ¢ (2°) beliebig. Da ¢ auch unterhalb-
stetig ist, existiert z” — z in Y, so dass fiir
allen : 2" € ¢ (2™) . Sonst gilt

[ y") = f (2", 2")

fiir alle n. Aus der Stetigkeit von f folgt,
dass

f(a%y’) = f(a2).
Da diese Ungleichung fiir alle z € ¢ (2°)

gilt erhalten wir y° € ¢ (2°) . O

Jetzt betrachten wir ein gesellschaftli-
ches System mit n Akteuren. Wir neh-
men an, dass der Akteur ¢ eine Tatigkeit
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aus der Menge A; seiner moglichen Tétig-
keiten wihlt, die eine nichtleere, kompak-
te, konvexe Teilmenge eines euklidischen
Raumes ist. Wir definieren fiir alle 7 ei-
ne mengenwertige Abbildung ¢; : A =
x  A; — A;, die dem Punkt a € A eine
nichtleere Teilmenge ¢; (a) von A; zuord-
net. Diese Teilmenge ist die Menge, auf die
sich die Wahlen des Akteurs ¢ beschrinken,
wenn die anderen Akteuren die Téatigkei-
ten aq,...,a;_1,0Q;s1, ..., a, gewihlt haben.
Weiterhin nehmen wir an, dass ¢; konvex-
wertig und stetig ist. Der Vektor a € A gibt
dem Akteur ¢ einen Nutzen f; (a) . Von der
Funktion f; nehmen wir an, dass sie auf A
stetig und in a; quasikonkav ist. Der Akteur
i wihlt aus ¢; (a) eine Tatigkeit, mit der er
seinen Nutzen maximiert, das heif3t er wihlt
aus der Menge

pi (a) := {x € ¢i(a) : fi (z,any) =

= max J; , AN\ .
e Ji (v am )}
Definition 2.10. Der Punkt ¢* € A ist ein
Gleichgewichtspunkt, wenn fiir alle ¢ € N,

die Funktion f; <-, ajv\i) im Punkt a} auf

der Menge ¢; (a*) ein Maximum hat — das
heifit, wenn fir alle i € N, af € p; (a*).

Remark 2.11. Sei ;1 die mengenwertige
Abbildung von A nach A definiert fiir a €
A mit

p(a) == Xienpi (@) .

Damit ist a* € A ein Gleichgewichtspunkt
genau dann, wenn a* € i (a*) ist, das heif3t
a* ein Fixpunkt von i ist.

Theorem 2.12. Wenn fiir alle i € N

(1) A; eine nichtleere, kompakte, konvexe
Teilmenge eines euklidischen Raumes ist,
(2) fi eine auf A := X!, A; definierte ste-
tige, reellwertige, in der i-ten Variable qua-
sikonkave Funktion ist, und

(3) ¢; : A — A, eine stetige, konvexwertige

mengenwertige Abbildung ist,
dann hat das gesellschaftliche System
(Ai, fi, ¢i);cn einen Gleichgewichtspunkt.

Beweis. Da fiir alle ¢, f; und ¢; stetig sind,
ist 1; nach dem Satz 2.9 oberhalbstetig. Da-
her ist © — das Cartesische Produkt von
den p)s — auch oberhalbstetig. Weiterhin,
ist fir alle a € A, p; (a) konvex, da sie
der Durchschnitt von zwei konvexen Men-
gen ist, ndmlich von

¢; (a) und {x €A f; (x, aN\i) =

= max fi (y, an)

H—/

Deshalb ist fiir alle a € A,

p(a) = Xienp; (a)

auch konvex. Die Menge A ist nichtleer,
kompakt und konvex. Daher gelten die
Voraussetzungen von dem Satz 2.5 von
Kakutani fiir die mengenwertige Abbildung
i von A nach A, deswegen hat ;1 einen
Fixpunkt, und das System hat damit einen
Gleichgewichtspunkt. U

2.3 Beispiel fiir eine Wirtschaft

Im folgenden erklédren wir eine Wirtschafts-
situation, die 1954 Arrow und Debreu be-
schrieben haben.

In der Wirtschaft haben wir zwei Typen
von Akteuren: Konsumenten und Produ-
zenten. Die Konsumption des Konsumenten
i (i =1,...,m) ist von einem Vektor in R’
beschrieben, wo seine ,,Inputs” mit positi-
ven, seine ,,Outputs” mit negativen Zahlen
bezeichnet sind. Seine moglichen Wahlen
befinden sich in der Menge X; C R!. Sein
,Geschmack” ist von einer vollstidndigen,
reflexiven, transitiven, bindren Prdferenz-
relation =; auf X; beschrieben. Der Fakt

~ot

x 3; «' bedeutet, dass fiir den Konsument



1 der Warenvektor 2/ mindenstens so er-
wiinscht wie z ist. Neben dem Preisvektor
p € R! und der Konsumption z; € X; ist
der Wert der Konsumption des Konsumen-
ten ¢ gleich das Skalarprodukt p - z;. Die-
ses kann nicht grofer sein als sein Einkom-
men w;. Weiterhin wihlt er aus der Menge
{z € X;: p-x; < w,;} das Element, das fiir
ihn nach der Relation =; das beste ist. Sein
Einkommen besteht aus einem Anfangsbe-
stand e; € R! der verschiedenen Waren, und
aus den Gewinnanteilen 60;;, j = 1,...,n
von den Profiten r;, 7 = 1,...,n der ver-
schiedenen Produzenten. So ist

w; =p-e;+ Zeim.
j=1

Fiir den Produzenten j (j = 1,...,n) be-
zeichnen wir seine ,,Inputs” mit negativen
und seine ,,Outputs” mit positiven Zahlen
in dem Warenvektor y; € R'. Er hat eine
mogliche Produktionsmenge Y; C R', aus
der er den den groBten Profit p - y; bieten-
den Warenvektor y; produziert.

Zusammenfassend, ist die Wirtschaft £
durch

€= ((Xi,Zi &), (035), (Y)))

beschrieben. Der Zustand der Wirtschaft ist
mit den Konsumptionsvektoren (z;), mit
den Produktionsvektoren (y,) und mit dem
Preisvektor p zu beschreiben.

Definition 2.13. Wir nennen den Zustand
((«7),(y;) ,p*) einen , Free Disposal”-
Gleichgewichtspunkt, wenn

(¢) fiir alle 7 der Punkt x} der beste Punkt
nach der Relation =; aus der Menge

{x eX,:ptx<pe+ Zﬁijp*y;‘}
j=1

1st,

(¢4) fiir alle j der Punkt y7 das Skalarpro-

dukt p* - y; maximiert,
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Definition 2.14. Der Zustand
(i), (y;) , p) ist realisierbar, wenn

(1) fur alle i, x; € X,

(i7) fir alle 7, y; € Yj,

(idd) D202 @ — E?:l Yj — 2 € < 0.

Die Menge der realisierbaren Konsump-
tionen fiir den Konsumenten ¢ — das heif3t
die Warenvektoren, fiir die es realisierbare
Zustande gibt, die dem Konsumenten diese
Warenvektoren zuteilen —, bezeichnen wir
mit XZ Weiterhin sagen wir, dass = <; /,
wenn z 3; o/, aber x # x’. Fiir zwei Vekto-
ren z,y € R, x < y bedeutet, dass z < v,
aber x # y; und z < y bedeutet, dass fiir
alle Koordinaten z" < y" (h=1,...,1) er-
fiillt ist. Mit Hilfe des obenstehenden kon-
nen wir unser Theorem formulieren:

Theorem 2.15. Nehmen wir die folgenden
Eigenschaften fiir alle i (i = 1,...,m) an:
(1) X ist nichtleer, kompakt und konvex,
(i1) in X; gibt es fiir den Konsumenten
keinen besten Punkt,

(i) die
{(z,2") € X; x X; 2 Z; 2"}
schlossen,

(1) wenn fiir v, 2" € X;, x <; o' erfiillt ist,
und r € (0, 1], dann gilt

Menge

ist abge-

r=<; (1—r)z+ra,

(v) 32? € X, so dass 1) < e,

(vi) fiir alle j, Y; ist kompakt, konvex, und
enthdlt die 0.

Dann existiert ein , Free Disposal”-
Gleichgewichtspunkt in der Wirtschaft.

Beweis. Der Beweis benutzt Theorem 2.12
und die Tatsache, dass aus der Abgeschlos-
senheit der Priferenzrelation (iii) folgt,
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dass eine stetige Nutzenfunktion w; exi-
stiert, die die Relation in dem folgenden
Sinne darstellt:

37 e (r) <wu ().
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