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10. Prasenzblatt — Losungen

Aufgabe P37 (Eigenschaften adjungierter Abbildungen).
Seien (V, (-,-)v), (W, (-, -)w) Euklidische Vektorrdume und f,g:V — W linear. Zeigen Sie:

(a) Seien V, W zunichst unendlichdimensional. Zeigen Sie, dass f2! eindeutig bestimmt ist
(es muss allerdings nicht notwendig existieren!)

(b) Fiir A € R gilt: (A\f)* = fad und (f + g)2d = f2d 4 g2d.
(c) Sei U C V ein Untervektorraum. Zeigen Sie:

(i) Die orthogonale Projektion py : V' — V ist eine selbstadjungierte Abbildung.
(ii) (f*)~H(U*) = fU)*
Hinweis: Nutzen Sie A3/j(c).

(d) Sei nun V = W und es gelte f2 = —f. Ist A € R ein Eigenwert von f, so folgt bereits
A=0.

Losung:
(a) Seien f1, fo zwei zu f adjungierte Abbildungen. Fiir alle v € V,w € W gilt dann:

(v, o))y = {f(v), whw = (v, ilw))v = (v, fi(w) = fa(w))v = 0.

(-, -)v nicht ausgeartet = fi(w) — fo(w) =0
weW beliebig
= f1 = f2~

(b) Wir rechnen nach, dass Af2¢ die adjungierte Abbildung zu \f ist (= (A\f)% = A fed).
Es gilt fir v e V,w € W:

Def. adj. Abb. a a
(AN ), whw = A f(w),whw =77 Mo, f*w))y = (0, Af*(w) v
N — ——
=Af(v) =(Afed)(w)
Wir rechnen nach, dass f2 + ¢g*¢ die adjungierte Abbildung zu f + g ist (= (f +g)% =
fad_f_gad)'
Es gilt fiirv e V,w € W:

(F+9) ) whw = (f),whw + {g(v), whw " T (o 24 w))y + (v, g% (w))y
=f(v)+g(v)
= (v, £ W) + Ag" (W)

—(fat-+ged)(w)




(c) (i) Seien vy,v9 € V beliebig.
=

(v, pu(v2)) = (v1 —pu(vr),pu(ve)) +{pu(vr), pu(ve))
U
R
(pu(v1), pu(va))
= (pu(v1),v2) + (pu(v1), pu(va) — v2) .
€U

(&

-~

=0 (Def. py)
= (pu(v1),ve).

(i) Seien ¥ : V — V* & : W — W* die zu (-, )y bzw. (-, )y gehorigen kanonischen

Isomorphismen.
= f“d:\Il_lof*o(I).
=

A34(c)

(f)7HUH) = 7)) = e () THOR) T e (U)) = FO)

(d) Sei A € R Eigenwert von f zum Eigenvektor v € V\{0}.
= f(v) = Av.
=

Def. aﬁ. Abb.

Aol = (w,0) = (£(v).0) (v, f*())
PR o, = f(0) = {0,=20) = Aol

= 2\|v)2=0%2" x=0.
Aufgabe P38 (Eigenschaften von Matrizen im unitiren Raum).
Sei A € M(n x n,C).

(a) Zeigen Sie: Ist A hermitesch, so gilt det(A) € R und die Diagonalelemente von A sind
reell.

(b) Uberpriifen Sie, ob die folgenden Matrizen symmetrisch, hermitesch oder sogar positiv
definit sind:

. L o L
e N ) A ]

Hinweis: Sowohl die Charakterisierung positiv definiter Matrizen tiber das Hauptmino-
renkriterium als auch iber positive Eigenwerte gelten weiterhin fiir hermitesche Matri-
zen.

(c) Bestimmen Sie eine ONB im unitéren Standardraum (C?, (-,-)) eine ONB aus Eigen-
vektoren von Ay.

(d) Seinun C':= (1, %).

(i) Ermitteln Sie eine ONB von (C2?, (-,-)¢) ausgehend von der Basis (vy,vs) :=

((1,0)%,(0,4)").



ii) Priifen Sie, ob die Abbildungen f;, fo : C* — C?,
(ii)

=5 (1) mw= (] 2).

selbstadjungiert / unitér in (C2, (-, -)) bzw. (C?, (-, -)¢) sind. Geben Sie auch jeweils
die adjungierte Abbildung an.
Hinweis: Nutzen Sie bei Bedarf A37(b).

Losung:
t) Regel Det.

(a) A hermitesch = A=4A= det(A) = det(A det(A) = det(A) = det(A) € R.

A hermitesch = A;; = (Zt)ij = Ay
Insbesondere fiir i € {1,...,n}: A; = A = Ay € R.

(b) e A; ist symmetrisch, aber nicht hermitesch (Diagonalelemente von A; nicht reell).
Da A; nicht hermitesch, ist positiv definit nicht definiert.

e A, ist symmetrisch, aber nicht hermitesch, denn A_gt = (fl _li) # As. Da A, nicht
hermitesch, ist positiv definit nicht definiert.

e A ist nicht symmetrisch. As ist hermitesch, denn A = (17 ) = As.

Es gilt det(A) = det(1) = 1 > 0, und det(Az) = 1 —i-(—i) = ( ' Prmnegnkiterm
Az nicht positiv definit.

(Alternativ: Berechne Eigenwerte von Az: xa, = (t —1)> =1 = t(t — 2), d.h.
Eigenwerte sind 0,2 und somit nicht alle positiv).

e A, ist nicht symmetrisch. A, ist hermitesch, denn A, = (27 )= A,

Es gilt det(A”) = det(2) = 2 > 0, und det(Ay) = 4 —i-(—=i) = 3 > 0
HauPtmmggnkmenum Ay ist positiv definit.
(Alternativ: Berechne Eigenwerte von Ay: x4, = (t —2)* — 1= (¢t — 1)(¢t — 3), d.h.

Eigenwerte sind 1,3 und somit alle positiv).

(c¢) Berechne Eigenrdume:

Eig(A4,1) = Kern(Ay — Ey) = Kern ( L i) = Kern (1 ) = Lin((, —1)"),

Eig(A4,3) = Kern(Ay — 3E,) = Kern (:1 _Zl) = Kern (1 —i) = Lin((i,1)").

Ay hermitesch "o Eig(A4,1) L Eig(Ay4,3) = Gefundene Vektoren (i, —1)", (i,1)"

miissen bereits orthogonal sein bzgl. Standardskalarprodukt.

(d) (1) Gram-Schmidt: Seien v; = (1,0)", vy = (0,1)".

Wy =0 = (LO), [[in[[2 =1 = wi = 7= = (1,0)"

1])2 = Uy — <U2, w1>cw1 = (O, Z)t - (O,Z)C(l, O)t (1, 0) = (—1,Z)t
~—_———

=1
la]E: = (—1,0)C(=1,4) = 1 = wp = 73— = (=1,i)"

W2|c




(i) e In(C2 (-,-))ist E := (ey, e3) eine ONB, d.h. wir kénnen direkt anhand MEZ(f;)
priifen:

1 1 —t 1 =\ (1 2
Esist A:= Mg (f1) = 7 (z 1) unitére Matrix, da A' A = 3 (_Z. 1 ) (z 1)
Es. = fi unitér.
A ist nicht hermitesch (Zt # A)

. ady B ONB 75— 1 —
Es gilt ME(fod) ME(fr) —7§< : 1>.

—1

EOB A nicht selbstadjungiert.

In (C?,(-,")¢) ist B = (wy,w,) eine ONB.

Es ist T5 = (1) _21> Es gilt
1 /2 -2
ME(f1) = TF ME(f) - TE — E (1 0 ) — A

e A N AR
o =)l 1) o

Offensichtlich ist A nicht unitér (Spalten sind nicht normiert) = f; nicht
unitar. _,

A nicht hermitesch (A" # A) = f; nicht selbstadjungiert.

A=

ME(FiYy = Mp((he) ME(f) My (- )e)

Mp(de=c (2 @\ 1 (1 =i\ (1 —i
- i 1)\ a\-i 1) i 2

- owle D)

o In(C? (-,-))ist E := (e1, e3) eine ONB, d.h. wir kénnen direkt anhand ME (f5)
priifen:

Offensichtlich ist A nicht unitér, da die Spalten nicht normiert sind.

A ist nicht hermitesch (Zt #+ A) PO A nicht selbstadjungiert.

B i M) * 2P T = ().
In (C?,(-,-)¢) ist B = (wy,ws) eine ONB.

Es ist TE = (1 B > Es gilt

M= TE MEG) - TE = (0. 0) 4

-\ (i 2 1 -1
_ By—1_ _ _
=) 1(0 —z‘)(l —7;) (0 z)

A ist unitér, da A'A= Es.
A ist hermitesch (Xt = A) = f, ist selbstadjungiert.

:
vgugy = (5 2).

Aufgabe P39 (Beispiele fiir adjungierte Abbildungen in verschiedenen Vektorrdum-
en).



(a) Sei V' = R? der Standardvektorraum iiber R, A = (13). Sei f : V — V, f(z,y) =
(z — y,2x + y)* linear. Ermitteln Sie f2 in den Euklidischen Vektorrdumen (V, (-, ) g,
und (‘/7 <'7 >A)

(b) Essei V = 2 := {a = (ap)nen : Do a’ < oo} C RN der Vektorraum der quadrat-

n=1""n
summierbaren Folgen {iber R mit Skalarprodukt (a,b) := >~ | a,b,. Berechnen Sie fir

den Linksshift f : V — V, f((an)nen) = (@ni1)nen die Abbildung f2 im Euklidischen
Vektorraum (V, (-, -)).

(c) Essei V := M(nxn,C) der Raum der n x n-Matrizen iiber C und (A, B) := Spur(A’B)
ein Skalarprodukt auf V. Berechnen Sie jeweils f3 zu folgenden Abbildungen f €
Endg(V):

(i) f(A)= A,
(ii) f(A) =S - A mit festem S € M(n x n,C),
(iii) f(A) = SAS™! mit festem S € GL(n,C).

(d) Seien (R™,(-,-)), (R* (-,-)) die Euklidischen Standardriume. Sei g € Endg(R") und
f € Homg(R*",R) mit f((y)) = g(x), z,y € R".

(i) Zeigen Sie, dass fiir v € R™ gilt: f(v) = (9ado(”) ).
(ii) Zeigen Sie: dimgBild(f*!) = n — dimgKern(g).
Losung:
(a) Sei E := (ey,eq) die Standardbasis von V.
= Es gilt ME(f) = (; _11)

e In (V,(-,-)) ist E eine ONB.
= yge = gy = (2 ).

e A37(b) (euklidisch ohne konjugiert komplex) = ME(fo?) = My (v)"' ME(f) M (7).
=A-1 =A

Hier ist A=' = (% 7').
=
wee = agra= (20 7) (G D) (o) = (S 2)

¢

(b) f muss erfiillen: Fiir alle a,b € V:

S anf O) = (a, F0) = (f(@),0) = Y f(@)ubn =D aniibn. (%)
n=1 n=1 n=1
Setze f44(b), := (0, by, by, b3, ...) (Rechtsshift), so gilt
Z anfad(b)n = Z anbn—l - Z an—l—lbnu
n=1 n=2 n=1

d.h. (*) ist erfiillt.



(¢c) (i) Fiir alle A, B € V muss gelten:

!

Spur(Atfad(B)) = <A,fad(B)> = (f(A),B) = <At7B>
= SPUI'(AE) SPUY(Ct):Spur(C),S:pur(C'D):Spur(DC)

Das heifit, es muss f*(B) = B gelten bzw. f%(B) := B
(ii) Fir alle A, B € V muss gelten:

Spur(A'B").

|

Spur(A'fd(B)) = (A, f*UB)) = (f(A), B) = (SA, B)
= Spur(A'S'B).
Das heiBt, es muss fe(B) = S'B gelten bzw. f*(B) = S'B.
(iii) Fiir alle A, B € V muss gelten:

Spur(A'J¥(B)) = (A, f*(B)) = (f(4), B) = (SAS™". B)
= Spur((S~1)'A'S'B) = Spur(A'S'B(S™1)"),
Das heift, es muss f*4(B) = S'B(S~1) gelten bzw. f%(B) := S'B(S ).

(d) (i) Wir zeigen, dass (ggd) die Definition von f erfiillt. Seien z,y € R", w € R"
beliebig. Dann gilt:

(), (5)) = (g*(w), ) "= (w, g(x)) = (w, F((3))).
= fu= (%),
(i) Es gilt
dimgBild(f*?) Form ¢ dimgBild(g*4) @ dimg (Kern(g)*) = n — dimg (Kern(g)).

Aufgabe P40 (Charakterisierung unitirer Abbildungen in unitiren Vektorrium-
en).
Sei (V, (-,-)) ein unitérer Vektorraum. Zeigen Sie:

(a) Fur alle z,y € V gilt
1 : : : :
(w.y) = (e +yll* = llz = yI” +illz + iy |* — illz —iy[*).

(b) Sei f:V — V linear. Dann gilt
funitir <= Yo eV :|f(v)] =]

(c) Sei f unitér. Ist A € C ein Eigenwert von f, so gilt |A| = 1.

Losung:
(a) Seien z,y € V. Dann gilt
2+ ylI* = |z = yll* + il + iyl]* — iflz — iy|?
= (z+y,x+vy) — (v —y,x—y)+ilz+iy,z+iy) —i(r —iy,x —iy)
= (l=l” + lyll* + (g, z) + (z,9))
— ([l + lylI* = (v, 2) = (z,9))
FHi([l® + lyll* +ily, 2) — iz, y))
—i([l=]® + lyll* — ily, z) + iz, y))
2y, x) — 2(y, x) + 2(z, y) + 2{z, y)
= 4z,y).

6



(b) e .= Seiwv € V. Dann folgt
1f @) = (f(v), f()) "= (v,0) = [|v]?

e < Seien z,y € V. Dann folgt (Achtung: f ist jetzt C-linear!):

(f(x), fly)) = (If @+ lI* = If (@ = pI* +illf (@ + iy)|* = il f (= — iy)]*)

£ @)lI=lvll

N N

(e +yll* =l = yI* + illz + iyll* — ille — iy]]*) = (z,y)

(c) Sei A € C EW von f und v € V\{0} der dazugehorige EV, d.h. f(v) = Av.
(b) [[vll#0
= [loll = [f @)l = [[Avll = [M[lv] == 1= [A].

Dieses Blatt ist nicht abzugeben und wird in den Ubungsgruppen besprochen.
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