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Kapitel 1

Einleitung

Die algebraische Statistik ist eine junge Disziplin, welche sich als Brückenschlag zwischen
der statistischen Anwendung und der kommutativen Algebra erweist. In der vorliegenden
Diplomarbeit wird ausgehend von der Verö�entlichung [DS98] erläutert, wie ein spezieller
Metropolis-Sampler verwendet werden kann um die Anpassungsgüte von Daten an ein
Modell der Exponentialfamilie signi�kant nachzuweisen, ohne dabei die klassische χ2-
Approximation zu verwenden. Wie bei MCMC-Methoden üblich, ist dieses Verfahren
sehr rechenintensiv, was aber Dank genügend Rechenkapazität von PC�s zwischenzeitlich
weniger ein Problem darstellt. Da Verteilungen der Exponentialfamilie in sehr vielen
Anwendungen eine Rolle spielen, ist das Verfahren eine interessante Alternative zur
klassischen Approximation, auch wenn aufgrund geringem Stichprobenumfangs die χ2-
Approximation fragwürdig ist.
Im ersten Teil der Diplomarbeit werden die Grundlagen zur Konvergenz des Metropo-

lis Algorithmus erläutert. Bei der Erarbeitung dieses Themas erweist es sich als nützlich
und elegant, zuerst Markovketten auf höchstens abzählbaren Zustandsräumen einzu-
führen und sich später auf den endlichen Fall zu beschränken. Um eine Markovkette
zu charakterisieren werden nach den grundlegenden Eigenschaften in Kapitel 2.1 die
Zustände in Kapitel 2.2 anhand der Übergangsmatrix P zuerst qualitativ bezüglich ih-
res Kommunikationsverhaltens untersucht. In Kapitel 2.3 werden diese bezüglich ihres
Rückkehrverhaltens quantitativ einer genaueren Untersuchung unterzogen. Ein wichti-
ges Werkzeug in der Theorie der Markovketten ist der Begri� der Stoppzeit und die
daraus resultierende Verallgemeinerung der Markoveigenschaft auf zufällige Zeitpunk-
te in Kapitel 2.4. Nachdem in Kapitel 2.5 die Frage beantwortet wird unter welchen
Umständen eine Übergangsmatrix eine eindeutige invariante Verteilung besitzt, wird in
Kapitel 2.6 belegt, dass in diesem Fall ein Markovprozess mit dieser Übergangsmatrix
und einer beliebigen Anfangsverteilung tatsächlich gegen die invariante Verteilung kon-
vergiert. Der Metropolis Algorithmus stellt die ganze Sache auf den Kopf: Die invariante
Verteilung ist gegeben und man möchte ein Verfahren, welches Zufallselemente entlang
dieser Verteilung generiert.
Nachdem im zweiten Teil der Arbeit algebraisch statistische Modelle eingeführt wer-

den, wird in Kapitel 2.2 erläutert, wie die Information über den unbekannten Parameter
anhand einer su�zienten Statistik modelliert werden kann. Es wird aufgezeigt, dass die
Wahrscheinlichkeit von Stichproben, konditioniert nach der su�zienten Statistik, keine
unbekannten Parameter mehr besitzen.
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Kapitel 1 Einleitung

Die Eindeutigkeit der Maximum Likelihood Schätzung in torischen Modellen wird in
Kapitel 3.3 gezeigt. Die Fragestellung lautet nun: Weichen die beobachteten Daten mehr
oder weniger von der ML-Schätzung unter H0 ab als jene hypothetischen, die die selbe
su�ziente Statistik aufweisen. In diesem Kontext �ndet der eingangs illustrierte Me-
tropolis Sampler in Kapitel 3.4 seine Anwendung bei der Approximation des p-Wertes
der χ2-Statistik. Jedoch taucht eine neue Herausforderung auf: Die Simulation dieses
p-Wertes erfordert die Existenz von Markovbasen. Jene verbinden die Menge aller Ele-
mente mit su�zienter Statistik zu einer abgeschlossenen, irreduziblen und aperiodischen
Kommunikationsklasse. Zur Berechnung der Markovbasen werden Methoden aus der
kommutativen Algebra in Kapitel 3.5 herangezogen; das statistische Problem wird in
ein nicht minder schweres algebraisches Problem übersetzt. Jedoch ist die Theorie der
Gröbnerbasen so ausgereift, dass es in den gängigen Programmpaketen wie etwa CoCoA
oder Maple implementiert ist.
Die Berechnung von Markovbasen kann über den Diaconis-Sturmfels-Algorithmus ge-

tätigt werden. Dieser ist keine Neuentdeckung, sondern ein in der kommutativen Algebra
als Eliminationstheorem bezeichnetes Resultat und verdient seine Beachtung dadurch,
dass er in diesem Kontext das Bindeglied zwischen zwei mathematischen Disziplinen
darstellt. Für Datensätze mit strukturellen Nullen oder fehlenden Einträgen �nden sich
in [BFH75] und [Agr07] detaillierte Modellbeschreibungen. Es wird sich zeigen, dass hier-
für die Berechnung der universellen Gröbnerbasis eines bestimmten Ideals eine Methodik
liefert, für solche Fälle eine Markovbasis zu generieren. Dies ermöglicht die Konstruktion
einer irreduziblen Markovkette auf der Referenzmenge in Form des Metropolis Samplers.
Da die Berechnungen sehr computerintensiv sein können werden noch Gradschranken an-
gegeben. In Kapitel 2.9 wird gezeigt, wie die universelle Gröbnerbasis berechnet werden
kann.
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Kapitel 2

Theorie zur Konvergenz des

Metropolis-Samplers

2.1 Markovketten mit höchstens abzählbarem
Zustandsraum

UmMarkovketten in dem klassischen Kontext der Zufallsvariablen zu beschreiben, zuerst
die grundlegende De�nition eines stochastischen Prozesses:

De�nition 2.1.1 (stochastischer Prozess). Sei S eine nichtleere, höchstens abzähl-
bare Menge. Als ein S-wertiger stochastischer Prozess wird ein Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A, P) zusammen mit messbaren Zufallsvariablen Xk : Ω → S, k ∈ N0 bezeichnet.

Die allgemeine De�nition eines stochastischen Prozesses stellt, bis auf die Messbarkeit,
keine weiteren Anforderungen an die Zufallsvariablen. Eine wichtige Unterklasse dieser
Prozesse sind Markovprozesse. Jene zeichnen sich dadurch aus, dass die Zufallsvariablen
eine gewisse Abhängigkeitsstruktur aufweisen, in dem Sinne, dass die Information über
einen Zustand nur von dem vorherigen Iterationsschritt abhängt. Für Markovprozesse
ergeben sich elegante mathematische Resultate bezüglich ihrer Struktur und ihrem Lang-
zeitverhalten. Noch anzumerken ist, dass die Indizierung mit Elementen aus N0 oftmals
als zeitliche Entwicklung interpretiert wird.

De�nition 2.1.2 (Markovprozess / -eigenschaft). Sei Xk : Ω → S, k ∈ N0 ein
S-wertiger stochastischer Prozess. Erfüllt dieser für alle k ∈ N und beliebige i0, . . . , ik−1,
i, j ∈ S im Falle der Wohlde�niertheit beider Seiten die Bedingung

P(Xk+1 = j |X0 = i0, . . . , Xk−1 = ik−1, Xk = i) = P(Xk+1 = j |Xk = i),

wird von einem Markovprozess gesprochen. Die Gleicheit beider Seiten wird als Mar-
koveigenschaft bezeichnet. Sind in obiger Gleichung die bedingten Wahrscheinlichkeiten
unabhängig von k, bezeichnet man diesen Prozess als homogen (HMP).

Bemerkung: Die Schreibweise X0 = i0, . . . , Xk = ik in obiger De�nition ist eine sinn-
volle Abkürzung für das Ereignis {X0 = i0}∩ . . .∩{Xk = ik}, welches auch als Pfad oder
Trajektorie bezeichnet wird. Wie üblich steht {Xk = ik} für {ω ∈ Ω : Xk(ω) = ik}. Na-
türlich ist man bei einem Prozess nicht nur an den Übergangswahrscheinlichkeiten in-
teressiert, sondern auch an den absoluten Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Pfade.
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Kapitel 2 Theorie zur Konvergenz des Metropolis-Samplers

Satz 2.1.3 (Wahrscheinlichkeit eines Pfades). Die Zufallsvariablen X0, X1, . . . bil-
den genau dann einen Markovprozess, wenn für alle i0, . . . , in ∈ S im Falle der Wohlde-
�niertheit gilt:

P(X0 = i0, . . . , Xn = in) = P(X0 = i0)P(X1 = i1 | X0 = i0) · · ·P(Xn = in | Xn−1 = in−1).
(2.1)

Der Beweis wird induktiv geführt. Aus Darstellungsgründen bezeichneAk := {Xk = ik}
für 0 ≤ k ≤ n. Sei ein Markovprozess X0, X1, . . . gegeben. Für P(A1) > 0 ist P(A0∩A1) =
P(A1)P(A0 | A1).
Gelte die Behauptung für ein (n − 1) und sei P(A0 ∩ . . . ∩ An−1) > 0, dann ist auch
P(A0 ∩ . . . ∩ Al) > 0 für 1 ≤ l ≤ n− 1. Dies bedeutet, dass die auftretenden bedingten
Wahrscheinlichkeiten wohlde�niert sind. Setze Bn−1 := A0 ∩ . . . ∩ An−1. Nun ist unter
Verwendung der Induktionsannahme

P(An ∩Bn−1) = P(Bn−1)P(An | Bn−1)

= P(A0)P(A1 | A0) · · ·P(An−1 | An−2)P(An | Bn−1).

Wegen der Markoveigenschaft ist P(An | Bn−1) = P(An | An−1) , es folgt Gleichung (2.1).
Für die Rückrichtung gelte Gleichung (2.1) im Falle der Wohlde�niertheit. Es wird wieder
induktiv verfahren. Für n = 2 ergibt sich die De�nition der bedingten Wahrscheinlich-
keit. Gelte nun Gleichung (2.1) für ein n ∈ N und geeignte Ereignisse A0, . . . An:

P(Bn) = P(A0)P(A1 | A0) · · ·P(An | An−1).

Die Wohlde�niertheit von P(An+1 | Bn) ist gewährleistet, wenn P(Bn) > 0. Ist weiter
P(An+1 | An) wohlde�niert und dividiert man Gleichung (2.1) für (n+1) auf der linken
Seite durch P(Bn) und auf der rechten durch P(A0)P(A1 | A0) · · ·P(An | An−1), ergibt
dies eine wohlde�nierte Gleichung und somit die gesuchte Markoveigenschaft für (n+1),
was den Beweis komplettiert. (vgl [Kre90] S.197)

2

Korollar 2.1.4 Die Zufallsvariablen X0, X1, . . . bilden genau dann einen Markovpro-
zess, wenn für alle Teilmengen E ⊆ Sn+1 im Falle der Wohlde�niertheit gilt:

P((X0, . . . , Xn) ∈ E)

=
∑

(i0,...,in)∈E

P(X0 = i0)P(X1 = i1 | X0 = i0) · · ·P(Xn = in | Xn−1 = in−1).
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Kapitel 2 Theorie zur Konvergenz des Metropolis-Samplers

Beweis: Verwende die σ-Additivität von P.

2

Lemma 2.1.5 Es sei B ein Ereignis. Ist C eine disjunkte Vereinigung von Ereignissen
C1, . . . , Cs mit P(B ∩ Cr) > 0 für alle r = 1, . . . , s und sind alle P(A | B ∩ Cr) gleich,
dann ist P(A | B ∩ C) = P(A | B ∩ Cr) für beliebige r.

Beweis: Es ist

P(A | B ∩ Cr)P(B ∩ C) = P(A | B ∩ Cr)
s∑

i=1

P(B ∩ Ci)

=
s∑

i=1

P(A | B ∩ Ci)P(B ∩ Ci)

=
s∑

i=1

P(A ∩B ∩ Ci) = P(A ∩B ∩ C)

= P(A | B ∩ C)P(B ∩ C).

Division durch P(B ∩ C) beendet den Beweis.[Kre90]

2

Satz 2.1.6 (Markoveigenschaft für Mengen). Für einen Markovprozess X0, X1, . . .
gilt für alle 0 < n < m, in ∈ S sowie Teilmengen E ⊆ Sn, F ⊆ Sm−n, dass

P((Xn+1, . . . , Xm) ∈ F | Xn = in, (X0, . . . , Xn−1) ∈ E)

= P((Xn+1, . . . , Xm) ∈ F | Xn = in).

Beweis: Wegen Lemma 2.1.5 ist E ohne Einschränkung einelementig. Unter Verwen-
dung der σ-Additivität kann weiter angenommen werden, dass F nur aus einem Element
besteht. Mit Satz 2.1.3 ergibt sich für die linke Seite obiger Gleichung

P(Am ∩ . . . ∩ A0)

P(A0 ∩ . . . ∩ An)

=
P(A0)P(A1 | A0) · · ·P(An | An−1) · · ·P(Am | Am−1)

P(A0)P(A1 | A0) · · ·P(An | An−1)

= P(An+1 | An) · · ·P(Am | Am−1).

Dies ist aber aufgrund der Markoveigenschaft identisch mit

7



Kapitel 2 Theorie zur Konvergenz des Metropolis-Samplers

P(An+1 | An)P(An+2 | An+1∩An) · · ·P(Am | Am−1∩ . . .∩An) = P(Am∩ . . .∩An+1 | An).

(Vgl. [Kön05] S.10f)

2

Eine einprägsame Version dieses Satzes kann wie folgt formuliert werden:

Korollar 2.1.7 (Unabhängigkeit von Vergangenheit und Zukunft bei gegebe-
ner Gegenwart). Mit den Voraussetzungen des vorherigen Satzes gilt im Falle der
Wohlde�niertheit:

P((X0, . . . , Xn−1) ∈ E, (Xn+1, . . . , Xm) ∈ F | Xn = in)

= P((X0, . . . , Xn−1) ∈ E | Xn = in)P((Xn+1, . . . , Xm) ∈ F | Xn = in).

Beweis: Multiplikation beider Seiten der Gleichung aus Satz 2.1.6 mit der bedingten
Wahrscheinlichkeit P((X0, . . . , Xn−1) ∈ E | Xn = in) ergibt die Behauptung.

2

Wie zu sehen ist, sind die Charakterisierungen von Markovprozessen durch rechnerisch
schwerfällige Schreibweisen gegeben, welche auch in der verwendeten Literatur stark
variieren. Es stellt sich die Frage, ob nicht eine mehr anwendungsorientierte Darstellung
für bestimmte Prozesse gefunden werden kann. Für homogene Markovprozesse wird im
Folgenden aufgezeigt, wie die Übergangswahrscheinlichkeiten elegant als stochastische
Matrix repräsentiert werden können. Diese Matrix trägt, wie sich herausstellen wird,
einen wesentlichen Teil der Information über einen HMP.
Betrachtet wird nun die Frage, ob es zu gegebenen Zahlen qi0,...,ik stets einen Wahr-

scheinlichkeitsraum und zugehörige Zufallsvariablen gibt, so dass

P(X0 = j, X1 = i1, . . . , Xk = ik) = qi0,...,ik . (2.2)

Lemma 2.1.8 (Konstruktion von homogenen Markovprozessen). Gelte 0 ≤ qi ,
i ∈ S ,

∑
i∈S qi = 1 und für jede S-wertige endliche Folge i0, . . . , ik sei eine nichtnegative

Zahl qi0,...,ik gegeben, so dass

∀i0, . . . , ik−1 :
∑
i∈S

qi0,...,ik−1,i = qi0,...,ik−1
.

Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P) und Zufallsvariablen
Xk : Ω → S, k ∈ N0, die für alle i0, . . . , ik ∈ S die Gleichung (2.2) erfüllen.
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Kapitel 2 Theorie zur Konvergenz des Metropolis-Samplers

Beweis: Die Grundidee ist, dass man ausgehend von der Gleichverteilung auf Ω :=
[0, 1] zufällig Punkte generiert. Mit einer Partition von Ω in disjunkte Intervalle ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein generierter Punkt in diesem Intervall liegt gleich dem
Lebesquemaÿ des Intervalls. Seien die qi0,...,ik mit den genannten Bedingungen gegeben.
Partitionierung von Ω in disjunkte Intervalle Ii, i ∈ S derart, dass jedes Intervall Ii die
Länge qi besitzt, ermöglicht die De�nition von X0 : Ω → S als diejenige Abbildung, die
die Punkte in Ii dem jeweiligen i ∈ S zuordnet. Nun ist P(X0 = i) = qi. Im Weiteren
wird nun für jedes i ∈ S das Intervall Ii in disjunkte Teilintervalle Iij, j ∈ S der Längen
qij aufgespalten. Setze X1 : Ω → S als Abbildung, die dem Intervall Iij den Wert j
zuordnet. Somit ist P(X0 = i, X1 = j) = qij. Iteration ergibt die Behauptung. ([Beh00]
S.8f. )

2

Homogene Markovprozesse werden gerne in Gestalt einer Markovkette repräsentiert.

De�nition 2.1.9 (Markovkette). Eine endliche Markovkette (kurz: Kette) ist ein Tri-
pel (S,p,P) bestehend aus:

• Einer Menge S, dem Zustandsraum.

• Einem Vektor p = (pi)i∈S mit p(i) ≥ 0 und
∑

i∈S pi = 1, der Anfangsverteilung,
welche mit Wahrscheinlichkeit pi angibt, dass die Kette im Zustand i beginnt.

• Einer stochastischen Matrix P = (pij)i,j∈S , pij ≥ 0 f.a. i, j ∈ S und
∑

j pij = 1.
Die Einträge pij dieser Übergangsmatrix geben die Wahrscheinlichkeit an, um vom
Zustand i nach dem nächsten Iterationsschritt (Übergang) bei Zustand j anzukom-
men.

Ist S eine abzählbar unendliche Menge, so wird der Begri� der Übergangsmatrix
strapaziert, da sie ein Element aus RN×N

≥0 ist. Leicht ist zu sehen, dass auch im unendlichen
Fall das Produkt zweier stochastischer Matrizen P = (pij)i,j∈S und Q = (qij)i,j∈S wieder
eine stochastische Matrix ist, denn für die i-te Zeilensumme von R := PQ ergibt sich:∑

j∈S

rij =
∑
j∈S

∑
k∈S

pikqkj =
∑
k∈S

pik

∑
j∈S

qkj = 1.

Satz 2.1.10 (Darstellungssatz). Markovketten sind im Wesentlichen äquivalent zu
homogenen Markovprozessen.

Beweis: Sei eine Kette wie in De�nition (2.1.9) gegeben. Setze qi := pi und qij := pipij,
beziehungsweise nach Iteration:

qi0,...,ik := pi0pi0i1 · · · pik−1ik .

Trivialerweise ist
∑

i∈S qi = 1. Nach Voraussetzung ist
∑

j∈S pij = 1 für i ∈ S und somit
ist

9



Kapitel 2 Theorie zur Konvergenz des Metropolis-Samplers

∑
i∈S

qi0,...,ik,i =
∑
i∈S

pi0pi0i1 · · · pik−1ikpiki

= pi0pi0i1 · · · pik−1ik

∑
i∈S

piki

= pi0pi0i1 · · · pik−1ik .

Die Voraussetzungen aus Lemma 2.1.8 werden somit erfüllt und die damit erzeugten
Zufallsvariablen ergeben einen HMP mit P(Xk+1 = j | Xk = i) = pij im Falle der
Wohlde�niertheit.
Sei umgekehrt ein HMP wie in De�nition (2.1.2) gegeben. Um De�nition (2.1.9) zu

erhalten wird natürlich pi := P(X0 = i) gesetzt. Intuitiv wäre man geneigt pij über
P(Xk+1 = j | Xk = i) zu erklären, was aber aufgrund eventuell fehlender Wohlde-
�niertheit scheitern könnte. Für jene i ∈ S , die von dem HMP überhaupt erreicht
werden können, also diejenigen für die ein k′ ∈ N exisitiert mit P(Xk′ = i) > 0,
kann nun pij := P(Xk+1 = j | Xk = i) für alle j ∈ S gesetzt werden, wobei etwa
k := min {k′ | P(Xk′ = i) > 0}. Gilt aber für einen Zustand P(Xk = i) = 0 , ∀k ∈ N ,
dann kann pij ≥ 0 beliebig gesetzt werden, solange

∑
j pij = 1 gewahrt bleibt. Es ergibt

sich eine Kette gemäÿ De�nition (2.1.9), die den Zufallsvariablen X0, X1, . . . entspricht.
([Beh00] S.8f)

2

Um in eindeutiger Weise einem HMP eine ihn beschreibende Übergangsmatrix zuord-
nen zu können, ist es also notwendig, dass jeder Zustand mit positiver Wahrscheinlichkeit
erreicht wird. Es gibt Ketten, die formal unterschiedlich sind, aber den selben Prozess
beschreiben.

Beispiel 2.1.11 Sei S := {1, 2} und p := (p1, p2) := (1, 0) die Anfangsverteilung, wel-
che für jedes 0 ≤ a ≤ 1 mit der Übergangsmatrix(

1 0
a 1− a

)
eine Markovkette erklärt. All diese Prozesse beginnen deterministisch in Zustand {1} und
werden diesen auch nicht verlassen. Die Gesamtheit dieser Markovketten beschreiben alle
und den selben HMP.

Die Berechnung der Verteilung eines HMP zu einem gegebenen Zeitpunkt lässt sich
durch eine Matrixmultiplikation mit der Übergangsmatrix P darstellen. Hierzu wird die
Verteilung p als Zeilenvektor gedacht.

Satz 2.1.12 (Berechnung von Verteilungen durch Linksmultiplikation). Für
die Verteilung p(n+1) einer Markovkette mit Übergangsmatrix P zum Zeitpunkt (n + 1)
ist

p(n+1) = p(n) · P = p · P n+1.

10



Kapitel 2 Theorie zur Konvergenz des Metropolis-Samplers

Beweis: Mit Hilfe des Gesetzes der totalen Wahrscheinlichkeit ist

p
(n+1)
j := P(Xn+1 = j) =

∑
i

P(Xn+1 = j |Xn = i)P(Xn = i) =
∑

i

pijp
(n)
i .

Iteration ergibt die Behauptung.

2

Insbesondere folgt wegen der Homogenität, dass P(Xm+n = j | Xm = i) = Pi(Xn =

j) = p
(n)
ij . Es erscheint somit sinnvoll P n = (p

(n)
ij )i,j∈S als n-Schritt-Übergangsmatrix zu

bezeichnen. Schreibt man weiter die Gleichung P (m+n) = PmP n explizit aus, erhält man
die in der Literatur als Chapman-Kolmogorov-Gleichungen bezeichnete Identität:

p
(m+n)
ij =

∑
k∈S

p
(m)
ik p

(n)
ki , i, j ∈ S.

Nun folgen zur Demonstration der Theorie einige Beispiele:

Beispiel 2.1.13 (Irrfahrt auf Z). Sei X0 eine Z-wertige Zufallsvariable und {Zn}n∈N
seien u.i.v. Zufallsvariablen mit den Werten ±1. Yn nehme den Wert 1 mit Wahrschein-
lichkeit p an und den Wert −1 mit Wahrscheinlichkeit q := 1−p. Setze Xn := Xn−1 +Zn

für jedes n ∈ N. Die Übergangsmatrix des Prozesses {Xn}n∈N besitzt die Einträge p in
der rechten und die Einträge q in der linken Nebendiagonalen. Ist p = 1/2, heiÿt die
Irrfahrt symmetrisch.

Beispiel 2.1.14 (Irrfahrt auf {1, . . . , N}). Ähnlich wie bei der Irrfahrt auf Z springt
man in einem Zeitschritt mit Wahrscheinlichkeit q zum linken Nachbarn und mit Wahr-
scheinlichkeit p zum rechten. Für die Randpunkte müssen zusätzliche Regeln angegeben
werden. Ein Randpunkt, etwa 1, heiÿt absorbierend, falls p11 = 1 und re�ektierend,
falls p12 = 1, sprich wenn die Kette bei dem Randpunkt ankommt sie deterministisch
zu dem vorherigen Zustand springt. Zum Beispiel besitzt die Irrfahrt auf {1, . . . , 5} mit
absorbierendem Zustand 1 und re�ektierendem Zustand 5 die Übergangsmatrix

1 0 0 0 0
1− p 0 p 0 0

0 1− p 0 p 0
0 0 1− p 0 p
0 0 0 1 0

 .

Beispiel 2.1.15 (Polyas Urnenschema). In einer Urne liegen endliche Anzahlen
roter und schwarzer Kugeln. Zu jedem Zeitpunkt n ∈ N0 wird zufällig eine Kugel gezogen
und zusammen mit einer neuen Kugel derselben Farbe wieder zurück in die Urne gelegt.
Die Anzahl roter und schwarzer Kugeln (r, s) beschreibt einen homogenen Markovprozess
auf N2

0. Die Übergangsmatrix P hat die Einträge p(r,s),(r+1,s) = r
r+s

und p(r,s)(r,s+1) = s
r+s

für (r, s) ∈ N2
0, alle anderen Einträge sind gleich Null.

11
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2.2 Irreduzibilität und Aperiodizität

In diesem Abschnitt werden strukturelle Eigenschaften von Markovprozessen untersucht.
Insbesondere ist von Bedeutung, wie oft Zustände besucht werden und ob jeder Zustand
von jedem anderen erreicht wird.

De�nition 2.2.1 (Kommunikation, Irreduzibilität). Seien i, j ∈ S zwei beliebige
Zustände und P eine Übergangsmatrix. i  j soll bedeuten, dass eine in i beginnende
Kette mit Übergangsmatrix P irgendwann Zustand j erreicht, formal also folgende Be-
dingung erfüllt: ∃n ∈ N0 : p

(n)
ij > 0. Gilt darüber hinaus j  i, so bezeichnet man

dies als Kommunikation beider Zustände, welche mit i ! j bezeichnet wird. P heiÿt
irreduzibel, falls alle Zustände kommunizieren.

Es sei angemerkt, dass die Eigenschaft der Irreduzibilität auf Markovprozesse übertra-
gen werden kann - beziehungsweise eine Eigenschaft von diesen ist - da in diesem Fall die
Zuordnung eines HMP und einer Übergangsmatrix unter Ausschluss der Permutationen
von S eindeutig wird.

Satz 2.2.2 Kommunikation ist eine Äquivalenzrelation.

Beweis: Immer gilt i ! i, da p
(0)
ii = 1. Für die Äquivalenzrelation ist nur noch zu

zeigen, dass Transitivität gilt. Seien i, j, l Zustände und gelte i! j und j ! l, dann
gibt es n, n′ ∈ N0 mit p

(n)
ij > 0 und p

(n′)
jl > 0. Sei n′′ := n + n′ und somit P n′′ = P nP n′ .

Wegen der Chapman-Kolmogorov-Gleichung gibt es ein c ≥ 0 derart, dass

p
(n′′)
il = p

(n)
ij p

(n′)
jl + c ≥ p

(n)
ij p

(n′)
jl > 0.

Somit folgt i l und insgesamt die Behauptung.

2

Beispiel 2.2.3

1. Seien P und Q zwei irreduzible stochastische Matrizen. Die Übergangsmatrix
(

P 0
0 Q

)
ist natürlich reduzibel.

2. Die Irrfahrt auf Z ist für p ∈ (0, 1) irreduzibel.

3. In Polyas Urnenschema kommunizieren keine zwei unterschiedlichen Zustände aus
N2

0 miteinander. Somit zerfällt N2
0 in einelementige Äquivalenzklassen.

De�nition 2.2.4 (Abgeschlossenheit). Eine Kommunikationsklasse J ⊆ S heiÿt ab-
geschlossen bezüglich P , wenn J 6 S \ J , d.h. wenn für je zwei Elemente j ∈ J und
i ∈ S \ J gilt, dass i 6 j.

Leicht ist zu sehen ist, dass für eine abgeschlossene Kommunikationsklasse C ⊆ S die
Matrix P = (pij)i,j∈C ebenfalls eine stochastische Matrix ist. Sowohl für abgeschlossene
als auch nicht abgeschlossene Klassen wird später die qualitative Aussage i ! j im
Kontext von Rekurrenz und Transienz wieder aufgegri�en und quantitativ untersucht.

12
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Beispiel 2.2.5

1. In Polyas Urnenschema ist die Menge
{(r, s) ∈ N2

0 : r ≥ r0 s ≥ s0} abgeschlossen. Jedoch gilt dies für keine Klasse.

2. Die Irrfahrt auf {1, . . . N} mit absorbierenden Rändern besitzt die Klassen {1} , {N}
und {2, . . . , N − 1}. Aber nur {1} und {N} sind abgeschlossen, da {2, . . . , N − 1} 
{1} als auch {2, . . . , N − 1} {N} .

Um zeitliche Regelmäÿigkeiten zu erfassen, beziehungsweise auszuschlieÿen, ist es not-
wendig den Begri� einer Periode einzuführen. Für a1, . . . , an ∈ N0 mit max(a1, . . . , an) >
0 sei im Weiteren der gröÿte gemeinsame Teiler ggT (a1, . . . , an) die gröÿte positive Zahl,
die alle ai teilt.

De�nition 2.2.6 (Periode, Aperiodizität). Es sei Ni :=
{

n | p(n)
ii > 0, n ∈ N

}
. Der

gröÿte gemeinsame Teiler von Ni bezeichne die Periode eines Zustandes i ∈ S. Diese
drückt aus, nach welchen Schritten es überhaupt möglich wäre, wieder in den Anfangs-
zustand zu gelangen. Ist jene für i ∈ S gleich 1, ist von Aperiodizität die Rede. Wie
üblich ist ggT ∅ := ∞.

Da für n1, n2 ∈ Ni gilt, dass p
(n1+n2)
ii ≥ p

(n1)
ii p

(n2)
ii > 0, ist Ni insbesondere additiv

abgeschlossen. Diese De�nition mahnt zur Vorsicht. Besitzt ein Zustand die Periode d,
dann kann nur die Aussage getro�en werden, dass zwischen Vielfachen von d Iterationen
eine Kette de�nitiv nicht wieder bei Zustand i angelangt.

Satz 2.2.7 (Klasseneigenschaft Periode). Es gelte i ! j, dann besitzen die Zu-
stände i und j dieselbe Periode. Insbesondere genügt es bei einer irreduziblen Kette die
Periode eines einzigen Zustandes zu kennen.

Beweis: Wähle n′, n′′ ∈ N0 derart, dass p
(n′)
ij > 0, p

(n′′)
ji > 0. Mit dem Beweisargument

von Satz (2.2.2) ist p
(n′+n′′)
ii > 0, p

(n′+n′′)
jj > 0 und Ni 6= ∅ 6= Nj. Mit der Periode

di := ggT (Ni) gilt di|(n′ + n′′). Für beliebiges n ∈ Nj ergibt sich

p
(n+n′+n′′)
ii ≥ p

(n′)
ij p

(n)
jj p

(n′′)
ji > 0,

beziehungsweise di|(n + n′ + n′′). Zusammen mit di|(n′ + n′′) folgt, dass di auch n teilt.
Da n ∈ Nj beliebig gewählt wurde, folgt di|dj. Durch analoge Argumentation mit der
Periode von j ergibt sich die gesuchte Gleichheit dj = di. ([Beh00],[Bre99])

2

Beispiel 2.2.8

Für Polyas Urnenschema besteht keine Möglichkeit, zu einem beliebigen Punkt in
N2

0 zurück zu kommen. Somit ist die Periode gleich ∞.

13
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1.2. Die Irrfahrt auf Z mit p ∈ (0, 1) besitzt keine Haltebedingung in dem Sinne, dass
sie nach einer Iteration immer noch in dem selben Zustand sein kann. Es ergibt
sich für den einen Diagonaleintrag pii von P 2, dass

p
(2)
ii =

∑
z∈Z

pizpzi = pi,(i+1)p(i+1),i + pi,(i−1)p(i−1),i = 2pq > 0.

Somit ist die Periode Zwei.

3. Jeder homogene Markovprozess mit einer irreduziblen Übergangsmatrix P , in der
mindestens ein Diagonaleintrag ungleich Null ist, etwa pii 6= 0 für ein i ∈ S, ist
wegen Satz 2.2.7 aperiodisch.

Nun zwei Lemmata, die eine Darstellung des gröÿten gemeinsamen Teilers von a1, . . . ,
ak als ganzzahlige Linearkombination dieser Zahlen garantieren. Diese Darstellung wird
als Bézoutidentität bezeichnet.

Lemma 2.2.9 (Existenz des ggT). Besitzt eine bezüglich Addition und Subtraktion
abgeschlossene Menge M ⊆ Z mindestens ein Element ungleich Null, dann gibt es ein
kleinstes positives a ∈ M . Mit diesem ist M = {k · a ; k ∈ Z}.

Beweis: Es sei 0 6= c ∈ S. Wegen der Abgeschlossenheit sind c− c = 0 und somit auch
0− c = −c in S enthalten. Also gibt es mindestens ein Element gröÿer Null. Bezeichne a
das kleinste positive Element in M . Wegen Abgeschlossenheit bzgl. Addition und Sub-
traktion ist a+a, a+a+a, . . . ∈ M und 0,−a,−a−a, . . . ∈ M , d.h. {k · a ; k ∈ Z} ⊆ M .

Sei nun c ∈ M . Division mit Rest liefert: Es gibt ein k ∈ Z und ein 0 ≤ r < a, so dass
c = ka + r. Da aber r = c− ka ∈ M , würde r > 0 der Minimalität von a widersprechen.
Somit ist M ⊆ {k · a ; k ∈ Z}.([Bre99])

2

Lemma 2.2.10 (Bézoutidentität). Für a1, . . . , an ∈ N0 mit ggT (a1, . . . , an) = d gibt
es n1, . . . , nk ∈ Z derart, dass d =

∑k
i=1 niai.

Beweis: Die Menge M =
{∑k

i=1 niai ; n1, . . . nk ∈ Z
}
ist abgeschlossen bezüglich Ad-

dition und Subtraktion und somit existiert mit Lemma (2.2.9) ein kleinstes positives
Element a =

∑k
i=1 n′iai mit geeigneten n′1 . . . , n′k ∈ Z, so dass M = {k · a ; k ∈ Z}. Da

d alle ai teilt, ist dies auch für die Linearkombination a der Fall. Es folgt 0 < d ≤ a.
Da aber auch jedes ai in M liegt und somit ein Vielfaches von a ist, muss folgen, dass
a ≤ ggT (a1, . . . , ak). Es folgt d = a.

2

Satz 2.2.11 Für eine beliebige, bezüglich Addition abgeschlossene Menge A = {a1, a2, . . .}
natürlicher Zahlen ist der ggT (A) = 1 genau dann, wenn es eine Zahl n ∈ N gibt, so
dass N ∈ A für alle N ≥ n.

14
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Beweis: Es gelte ggT (A) = 1. Die Folge (ggT {a1, . . . , ak′})k′=1,... natürlicher Zahlen
ist monoton fallend und wird somit konstant. Gelte für ein geeignetes k ∈ N, dass
ggT {a1, . . . , ak} = 1. Es existiert also eine Bézoutidentität

1 =
k∑

i=1

niai

für geeignete n1, . . . , nk ∈ Z. Werden die positiven und negativen Komponenten getrennt,
erhält man 1 = M − L mit M, L ∈ A. Sei nun N ∈ N, N ≥ L(L− 1) =: n. Division mit
Rest ergibt die Darstellung N = aL + r, a ∈ Z, r ∈ [0, L− 1] und mit Verwendung der
Bézoutidentität ergibt sich N = aL+ r(M −L) = (a− r)L+ rM . Gilt (a− r) ≥ 0, dann
ist N , wegen der Abgeschlossenheit bezüglich Addition, aus A. Dies wird nun gezeigt:
Angenommen a ≤ L − 2, dann wäre N = aL + r ≤ (L − 2)L + r < L(L − 1); ein
Widerspruch. Also ist a ≥ L− 1 , a− r ≥ 0 und N ∈ A.

Gelte nun umgekehrt, dass es ein n ∈ N gibt, so dass für alle N ∈ N mit N ≥ n
gilt: N ∈ A. Angenommen ggT (A) > 1, dann wären alle Zahlen, die nicht von der
Form k · ggT (A), k ∈ N sind auch nicht in A enthalten. Somit wäre insbesondere etwa
n + 1 /∈ A; ein Widerspruch. ([Bre99] S. 417f)

2

Die Rückrichtung lässt sich auch abkürzen: Sind ab einem Index alle Zahlen enthalten,
so auch zwei Primzahlen, deshalb ist ggT (A) = 1. Ziel dieses Abschnittes ist folgende
Aussage, die später im Kontext der Kopplung von Markovketten wieder aufgegri�en
wird:

Korollar 2.2.12 Eine Übergangsmatrix P ist genau dann irreduzibel und aperiodisch
wenn gilt:

∀i, j ∈ S∃n∀k ≥ n : p
(k)
ij > 0.

Beweis: Sei P irreduzibel und aperiodisch. Für i, j ∈ S gibt es wegen der Irreduzibilität
ein kij ∈ N, so dass p

(kij)
ij > 0. Weiter existiert wegen der additiven Abgeschlossenheit

von Nj ein m ∈ N, so dass N ∈ Ni,∀i ∈ S für N ≥ m. Es ist

p
(kij+N)
ij ≥ p

(kij)
ij p

(N)
jj > 0.

Setze n := m + kij. Die Rückrichtung ist eine unmittelbare Folgerung von Satz 2.2.11.

2
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2.3 Rekurrenz und Transienz

Die qualitative Aussage i  j soll in diesem Abschnitt quantitativ behandelt werden.
Das Langzeitverhalten von Markovketten hängt wesentlich davon ab, ob ein Zustand i
mit Wahrscheinlichkeit Eins wieder besucht wird. Eine naheliegende Herangehenswei-
se ist, bei gegebenem HMP zuerst die Übergangsmatrix zu charakterisieren. Zu dieser
werden alle Anfangsverteilungen betrachtet, die deterministisch in einem Punkt i ∈ S
beginnen. Allgemein wird für eine Anfangsverteilung v auch Pv anstatt P geschrieben.
Ist pi = 1 wird, um die Anfangsverteilung des Prozesses zu betonen, auch Pi geschrieben.
Es ist

Pi(X0 = i0, . . . , Xn = in) = δii0pi0i1 · · · pin−1in ,

wobei δ das Kroneckersymbol darstellt.

De�nition 2.3.1 (Tre�zeit). Der zufällige Zeitpunkt in dem eine Kette das erste Mal
den Zustand i ∈ S besucht ist

Ti := inf {n ∈ N : Xn = i} ,

mit inf ∅ = ∞, falls die Kette den Zustand i nie besucht. T wird als Tre�zeit bezeichnet.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine in i ∈ S gestartete Kette zum Zeitpunkt n das erste
Mal den Zustand j ∈ S erreicht, ist

f
(n)
ij := Pi(X1 6= j, . . . , Xn−1 6= j, Xn = j) = Pi(Tj = n), i, j ∈ S, n ∈ N.

Die Summe fij :=
∑

n∈N f
(n)
ij steht für die Wahrscheinlichkeit, dass die Kette irgendwann

bei Zustand j angelangt und kann somit als die Wahrscheinlichkeit für das Ereignis
{Tj < ∞} interpretiert werden. Da die Ereignisse {T = 1} , {T = 2} , . . . disjunkt sind,
ist stets per Konstruktion fij ∈ [0, 1].

Satz 2.3.2 (Erneuerungsgleichung). Für eine Übergangsmatrix P ist

p
(n)
ii =

n∑
k=1

p
(n−k)
ii f

(k)
ii =

n−1∑
t=0

f
(n−t)
ii p

(t)
ii , n ∈ N, i ∈ S.

Da p
(n)
ii = Pi(Xn = i), ist die Erneuerungsgleichung intuitiv einsichtig: f

(n−t)
ii p

(t)
ii ist

der Ausdruck dafür, dass die Kette das erste Mal zur Zeit (n−t) in den Zustand i zurück
kehrt und dann in t Schritten wieder dort angelangt.
Beweis: Das Ereignis {Xn = i} kann disjunkt zerlegt werden bezüglich dem ersten Zeit-
punkt an dem die Kette den Zustand i erreicht. Somit ist

p
(n)
ii =

n∑
k=1

Pi(Ti = k,Xn = i) =
n∑

k=1

Pi(Xn = i | X1 6= i, . . . , Xk−1 6= i, Xk = i)f
(k)
ii .

Mit der Markoveigenschaft, insbesondere mit Satz 2.1.6 ist
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p
(n)
ii =

n∑
k=1

Pi(Xn = i | Xk = i)f
(k)
ii =

n∑
k=1

p
(n−k)
ii f

(k)
ii

= f
(1)
ii p

(n−1)
ii + . . . + f

(n)
(ii)p

(0)
ii =

n−1∑
t=0

p
(t)
ii f

(n−t)
ii .

([Kön05])

2

De�nition 2.3.3 (Rekurrenz, Transienz). Ein Zustand i ∈ S heiÿt rekurrent, falls
fii = 1. In Worten: Falls eine in i ∈ S gestartete Kette mit Wahrscheinlichkeit Eins wie-
der zu i zurückkehrt. Ist fii < 1 für einen Zustand, wird dieser als transient bezeichnet.

Somit ist ein Zustand entweder rekurrent oder transient. Eine äquivalente Formulie-
rung der Rekurrenz ergibt sich durch folgende Überlegung: Wird die erwartete Anzahl
an Besuchen in Zustand i ∈ S durch eine in i gestartete Kette betrachtet, ergibt sich
wegen der Linearität des Erwartungswertes, dass

Ei(
∑
n∈N0

1{Xn=i}) =
∑
n∈N0

Ei(1{Xn=i}) =
∑
n∈N0

p
(n)
ii ,

wobei Ei den Erwartungswert unter Pi bezeichnet (Notation s. [Kre90] S. 210). Es besteht
ein Zusammenhang zwischen der erwarteten Anzahl an Besuchen und der Rekurrenz.
Präzisiert wird dies mit folgendem Resultat:

Satz 2.3.4 (Rekurrenzkriterium). Ein Zustand i ∈ S ist genau dann rekurrent, wenn∑
n∈N0

p
(n)
ii = ∞. In Worten: Wenn er erwartungsgemäÿ unendlich oft besucht wird.

Beweis: Für s ∈ (0, 1) ist wegen der Erneuerungsgleichung 2.3.2

∑
n∈N0

p
(n)
ii sn = 1 +

∑
n∈N

snp
(n)
ii = 1 +

∑
n∈N

sn

n∑
k=1

f
(k)
ii p

(n−k)
ii .

Die Summe auf der rechten Seite ergibt ausgeschrieben:

n = 1 : s1(f
(1)
ii p

(0)
ii )

n = 2 : + s2(f
(1)
ii p

(1)
ii + f

(2)
ii p

(0)
ii )

n = 3 : + s3(f
(1)
ii p

(2)
ii + f

(2)
ii p

(1)
ii + f

(3)
ii p

(0)
ii )

...
...

...
. . .

n = n0 : + sn0(f
(1)
ii p

(n0−1)
ii + f

(2)
ii p

(n0−2)
ii + . . . + f

(n0)
ii p

(0)
ii )

...
...

...
. . .
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Werden im obigen Schema nur endlich viele Zeilen betrachtet, etwa n0-viele, ergibt
sich für k ≤ n0 die k-te Spaltensumme :

f
(k)
ii (skp

(0)
ii + sk+1p1

ii + . . . + sn0p
(n0−k)
ii ) = f

(k)
ii

n0∑
n=k

snp
(n−k)
ii

= f
(k)
ii sk

n0∑
n=k

sn−kp
(n−k)
ii = f

(k)
ii sk

n0−k∑
n=0

snp
(n)
ii ,

wobei die letzte Gleichung durch eine Indexverschiebung um den Wert k erreicht wird.
Die Summe aller Ausdrücke bis zur Zeile n0 ist folglich

n0∑
k=1

f
(k)
ii sk

n0−k∑
n=0

snp
(n)
ii .

Für n0 →∞ ist somit insgesamt∑
n∈N0

p
(n)
ii sn = 1 +

∑
k∈N

f
(k)
ii sk

∑
n∈N0

snp
(n)
ii .

Für die beiden Abbildungen g, h : [0, 1] → R ∪ {∞} mit

g(s) :=
∑
n∈N0

p
(n)
ii sn, h(s) =

∑
k∈N

f
(k)
ii sk

gilt somit die Beziehung g(s) = 1 + h(s)g(s). Per De�nition ist für einen rekurrenten
Zustand 1 = fii = h(1). Der Grenzübergang s ↗ 1 ergibt g(1) = 1+g(1), was impliziert,
dass

∑
p

(n)
ii = g(1) = ∞.

Ist ein Zustand jedoch transient und deshalb fii < 1, ergibt die Umformung g(s) = 1
1−h(s)

und Grenzwertbildung s ↗ 1, dass
∑

n∈N0
p

(n)
ii = 1

1−fii
< ∞. Die Rückrichtung des

Beweises kann aus der letzten Gleichung einfach abgelesen werden. ([Kön05])

2

Beispiel 2.3.5 Für die Irrfahrt auf Z soll im Folgenden untersucht werden, ob Rekur-
renz zutri�t. Um in 2n Iterationsschritten wieder zum Anfangszustand zurückzukehren,
werden genau n Sprünge zu einem gröÿeren Nachbarn und n Sprünge zu einem kleineren
benötigt. Insgesamt gibt es dafür

(
2n
n

)
= (2n)!

n!n!
Möglichkeiten. Für i ∈ Z ergibt sich somit:

p
(2n)
ii =

(2n)!

n!n!
pn(1− p)n.

Stirlings Formel 1 besagt insbesondere, dass n! ∝ (n/e)n
√

2πn. Durch Einsetzen ergibt
sich:
1Siehe etwa [Pat89].
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(2n)!

n!n!
∝

√
4πn

2πn
· (2n/e)2n

((n/e)n)2
=

4n

√
πn

∝ 4n

√
n

.

Somit ist p
(2n)
ii ∝ 1√

n
(4p(1− p))n. Da p

(2n+1)
ii = 0 für alle i ∈ S, n ∈ N, ist nun

∑
k∈N

p
(k)
ii =

∑
n∈N

p
(2n)
ii ∝

∑
n∈N

(4p(1− p))2n

√
2n︸ ︷︷ ︸

=:an

.

Das Konvergenzverhalten der linken Reihe ist insbesondere identisch mit dem der Reihe
auf der rechten Seite. Da limn→∞ an+1/an = (4p(1− p))2 < 1 ist für p 6= 1/2 und gleich
Eins für p = 1/2, ist wegen Satz 2.3.4 und wegen dem Quotientenkriterium (Grundkurs
Analysis) jeder Punkt aus Z genau dann rekurrent, wenn die Irrfahrt symmetrisch ist.
([Bre99] S.97f)

Korollar 2.3.6 Für alle i, j ∈ S gilt:∑
n∈N

p
(n)
ij = fij

∑
n∈N0

p
(n)
jj .

Insbesondere folgt für ein transientes j ∈ S, dass
∑

n∈N0
p

(n)
ij < ∞.

Beweis: In Analogie zu dem Beweis der Erneuerungsgleichung 2.3.2 lässt sich herleiten,
dass

p
(n)
ij =

n∑
k=1

f
(k)
ij p

(n−k)
jj , i, j ∈ S, n ∈ N.

Wird über alle n ∈ N summiert, ergibt sich die Beziehung

∑
n∈N

p
(n)
ij =

∑
n∈N

n∑
k=1

f
(k)
ij p

(n−k)
jj .

Die selbe Indexverschiebung wie im Beweis des Rekurrenzkriteriums 2.3.4 für s = 1 und
die danach folgende Grenzwertbildung ergeben:∑

n∈N

p
(n)
ij =

∑
k∈N

f
(k)
ij

∑
n∈N0

p
(n)
ii = fij

∑
n∈N0

p
(n)
jj .

Ist j ∈ S transient, ist dies mit dem Rekurrenzkriterium eine endliche Summe.

2

Im Folgenden wird ersichtlich, wie sich Kommunikationsklassen bezüglich ihrem Re-
kurrenzverhalten charakterisieren lassen.
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Satz 2.3.7 (Rekurrente und transiente Klassen). Es seien i, j ∈ S mit i ! j.
Dann ist j genau dann rekurrent, wenn i es ist.

Beweis: Für Zustände i, j ∈ S mit i ! j gibt es Zahlen k′, k′′ ∈ N0, so dass
p

(k′)
ij , p

(k′′)
ji > 0. Sei i rekurrent. Wie in dem Beweis von Satz 2.2.2 ist

p
(k+k′+k′′)
jj ≥ p

(k)
ii p

(k′)
ij p

(k′′)
ji , k ∈ N0.

Wird über alle k summiert, dann ist∑
k∈N0

p
(k+k′+k′′)
jj ≥ (

∑
k∈N0

p
(k)
ii )p

(k′)
ij p

(k′′)
ji = ∞.

Mit dem Rekurrenzsatz ist somit auch j rekurrent. Es folgt die Behauptung. (vgl [Bre99])

2

Es ist zu sehen, dass abgeschlossene Klassen sowohl rekurrent als auch transient sein
können. Für nicht abgeschlossene Klassen gibt folgender Satz Aufschluss. Ist ein Zustand
j ∈ S von einem rekurrenten Zustand i ∈ S erreichbar, liegen beide Zustände in der
selben Kommunikationsklasse.

Satz 2.3.8 Es seien i, j ∈ S mit i j . Falls i rekurrent ist, so gilt auch j  i und j
ist dann ebenfalls rekurrent.

Beweis: Ohne Einschränkung sei i 6= j. Angenommen j 6 i. Es gilt also p
(n)
ji = 0

für alle n ∈ N. Sei N := min{n ∈ N0 : p
(n)
ij > 0}. Behauptung: Für alle n ∈ N ist

Pi(XN = j, Xn = j) = 0.
Zuerst der Fall n > N : Pi(XN = j, Xn = i) = p

(N)
ij p

(n)
ji = 0.

Der Fall N = n kann wegen i 6= j nicht eintreten.
Für n < N ist, wegen der Minimalität von N , Pi(XN = j, Xn = i) = p

(n)
ii p

(N−n)
ij = 0. Mit

dieser Vorarbeit ist für ein M ∈ N

Pi(Ti ≤ M, XN = j) =
M∑

n=1

Pi(Ti = n, XN = j) ≤
M∑

n=1

Pi(Xn = i, XN = j) = 0.

Für die erste Rückkehr vor dem Zeitpunkt M folgt

M∑
n=1

f
(n)
ii = Pi(Ti ≤ M) = Pi(Ti ≤ M, XN 6= j) ≤ Pi(XN 6= j) = 1−Pi(XN = j) = 1−p

(N)
ij .

Für M ↗∞ folgt mit der Rekurrenz von i, dass 1 = fii =
∑

n∈N f
(n)
ii ≤ 1− p

(N)
ij < 1;

ein Widerspruch. Somit gilt j  i. Die beiden Zustände liegen somit in der selben
rekurrenten Klasse.
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Korollar 2.3.9 Nicht abgeschlossene Klassen sind transient, rekurrente Klassen sind
automatisch abgeschlossen.

Beweis: Sei J ⊆ S eine nicht abgeschlossene Klasse. Dann gibt es Zustände i ∈
J , j ∈ S \ J , so dass i  j. Angenommen J wäre rekurrent, dann würde mit dem
vorangegangenen Satz folgen, dass j  i. Somit gilt i ! j und j ∈ J , insbesondere
folgt mit beliebigen j ∈ S \ J , dass J abgeschlossen ist; ein Widerspruch.

2

Abgeschlossene Klassen können jedoch sowohl rekurrent als auch transient sein, wie
die Irrfahrt auf Z belegt.
Eine feinere Unterteilung der rekurrenten Klassen wird in dem Kapitel über Invariante
Maÿe und Verteilungen angegeben. Da die Einschränkung einer stochastischen Matrix
auf eine abgeschlossene Klasse wieder abgeschlossen und zudem irreduzibel ist, lassen
sich diese Klassen getrennt voneinander untersuchen. Dass in einer rekurrenten Klas-
se jeder Zustand jeden anderen mit Wahrscheinlichkeit Eins erreicht, belegt folgendes
Lemma.

Lemma 2.3.10 Liegen i, j ∈ S in der selben rekurrenten Klasse, dann gilt fij = fji = 1.

Beweis: Wegen der Rekurrenz ist fii = fjj = 1. Sei also i 6= j und
N := min

{
n ∈ N : pn

ji > 0
}
. Für M>N ist

P(Tj ≤ M, XN = i) =
M∑

n=1

Pj(Tj = n,XN = i)

=
N−1∑
n=1

f
(n)
jj p

(N−n)
ji +

M∑
n=N+1

Pj(Tj = n,XN = i)

=
N−1∑
n=1

f
(n)
jj p

(N−n)
ji +

M∑
n=N+1

Pj(Tj ≥ N, XN = i)f
(n−N)
jj .

Die erste Summe verschwindet, da p
(N−n)
ji = 0 für n ∈ {1, . . . , N − 1}. In der zweiten

Summe wird wie folgt abgeschätzt: Pj(Tj ≥ N, XN = i) ≤ p
(N)
ji . Insgesamt ergibt sich:

Pj(Tj ≤ M ; XN = i) ≤
M∑

n=N+1

p
(N)
ji f

(n−N)
jj ≤ p

(N)
ji fjj.

Wegen der Rekurrenz von j ist limM→∞ Pj(Tj ≤ M) = limM→∞
∑M

k=1 = fjj = 1. Damit
ergibt sich

p
(N)
ji = Pj(XN = i) = lim

M→∞
Pj(Tj ≤ M, XN = i) ≤ p

(N)
ji fij.
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Da stets fij ∈ [0, 1] folgt mit p
(N)
ji > 0, dass fij = 1. ( [Kön05])

2

Wie in der späteren Anwendung des Metropolis-Samplers bei bedingten exponentiellen
Verteilungen, werden Ketten auf einer endlichen Menge S betrachtet. In diesem Fall ist
folgendes Kriterium sehr hilfreich:

Satz 2.3.11 Ist S eine endliche Menge, dann ist jede irreduzible Kette rekurrent.

Beweis: Eine Kette habe die Übergangsmatrix P . Da diese eine stochastische Matrix
ist, ist für jedes i ∈ S, n ∈ N

∑
j∈S p

(n)
ij = 1. Somit ist∑

j∈S

∑
n∈N

p
(n)
ij︸ ︷︷ ︸

=:rj

=
∑
n∈N

∑
j∈S

p
(n)
ij = ∞.

Da #S < ∞, ist mindestens einer der endlich vielen Summanden rj, j ∈ S gleich unend-
lich, etwa rs = ∞. Mit dem ersten Teil von Korrolar 2.3.6 folgt, dass

∑
n∈N p

(n)
ss = ∞.

Da wegen der Irreduzibilität gilt, dass s  i für alle i ∈ S, folgt mit Satz 2.3.8 die
Behauptung. ([Kön05], [Beh00] S.105)

2

2.4 Stoppzeiten und starke Markoveigenschaft

Im Folgenden wird präzisiert was darunter verstanden wird, dass eine Zufallsvariable
T nur von X0, . . . , Xn abhängt. Durch geeignete Ausdünnung von A kann die Aussage
verstanden werden. Dazu ist es notwendig, sich daran zu gewöhnen, dass eine Information
über einen Prozess als sub-σ-Algebra interpretiert wird. Nach der Gewöhnung erscheint
dies als intuitive Sichtweise. Ziel ist es, Aussagen über die Anzahl von Besuchen von
rekurrenten und transienten Zuständen zu gewinnen.

De�nition 2.4.1 (Stoppzeit). Sei X0, X1, . . . ein stochastischer Prozess auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Ω,A, P) und sei Fk := σ(X0, . . . , Xk) die kleinste σ-Algebra, be-
züglich der X0, . . . , Xk messbar sind 2. Eine Stoppzeit ist eine messbare Zufallsvariable
T : Ω → N0 ∪ {∞} mit der Eigenschaft, dass {T = n} ∈ Fn für alle n ∈ N0, d.h. das
Ereignis {T = n} hängt nur von X0, . . . , Xn ab.

Die Messbarkeit zum Zeitpunkt n ∈ N besagt anschaulich, dass der Prozess bis zu
diesem Iterationsschritt Auskunft geben kann, ob das Ereignis {T = n} eintritt oder
nicht. In diesem Sinne werden σ-Algebren als Information über den Prozess betrachtet.
Natürlich ist F0 ⊆ F1 ⊆ . . . ⊆ A; die Kenntniss über den Verlauf des Prozesses nimmt
zu.
2Siehe hierzu [Kre90].
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Beispiel 2.4.2 Eine in der Theorie der Markovketten wichtige Stoppzeit ist die im vor-
herigen Kapitel eingeführte Tre�zeit Ti := inf {n ∈ N : Xn = i}, welche das erste Ein-
tre�en bei Zustand i ∈ S angibt. Verallgemeinert auf Mengen A ⊆ S verwendet man die
Tre�zeit TA := inf {n : Xn ∈ A}.
Die Zufallsvariable

τ := inf {n : Xn+1 = i}

ist keine Stoppzeit, da {τ = m} = {X0 6= i, . . . , Xm 6= i, Xm+1 = i}.

Lemma 2.4.3 Mit einer Stoppzeit T sei XT (ω) := XT (ω)(ω) für ω ∈ Ω. Die Abbildung
XT ist eine A-messbare Zufallsvariable.

Beweis: Das Ereignis {XT = i}, i ∈ S lässt sich darstellen als

({T = 0} ∩ {X0 = i}) ∪ ({T = 1} ∩ {X1 = i}) ∪ . . .

und ist, da σ-Algebren de�nitionsgemäÿ abzählbar vereingungsstabil sind, somit aus A.

2

Dass die Markoveigenschaft eines homogenen Markovprozesses nicht nur bei festen
Zeitpunkten angewendet werden kann, sondern auch bei zufälligen, ist ein wichtiges
Hilfsmittel in der wahrscheinlichkeitstheoretischen Untersuchung von Markovketten.

Satz 2.4.4 (Starke Markoveigenschaft). Es sei (Xk)k∈N0 ein homogener Markov-
prozess und T eine Stoppzeit mit T < ∞. Falls P(XT = i) > 0 für ein i ∈ S, so ist für
alle i1, . . . , im ∈ S und m ∈ N

P(XT+1 = i1, . . . , XT+m = im | XT = i) = Pi(X1 = i1, . . . , Xm = im).

Ebenso sind die Prozesse vor und nach der Stoppzeit T stochastisch unabhängig.

Beweis: Die starke Markoveigenschaft wird auf die gewöhnliche Markoveigenschaft
zurückgeführt. Multiplikation mit P(XT = i) ergibt:

P(XT+1 = i1, . . . , XT+m = im, XT = i) = P(XT = i)Pi(X1 = i1, . . . , Xm = im),

was imWeiteren bewiesen wird. Für die linke Seite, zerlegt nach allen (endlichen) Werten
die T einnimmt, ergibt sich mit Lemma 2.4.3 :∑

n∈N0

P(Xn+1 = i1, . . . , Xn+m = im, Xn = i, T = n).
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Da {T = n} ∈ Fn, lässt sich P(T = n,Xn = i) als Summe geeigneter Pfadwahrschein-
lichkeiten darstellen. 1 Mit Satz 2.1.6 ist deshalb

P(Xn+1 = i1, . . . , Xn+m = im, Xn = i, T = n) = P(T = n, Xn = i)pii1pi1i2 · · · pim−1im .

Wird nun noch über alle n ∈ N0 summiert, folgt was zu zeigen war.

2

Korollar 2.4.5 Es sei i ∈ S und ti := Pi(Ti = ∞) < 1. Weiter ist Vi :=
∑

n∈N 1{Xn=i}
die Anzahl der Besuche in i. Ist i transient, dann ist für jedes k ∈ N Pi(Vi > k) =
(1− ti)

k, d.h. Vi ist unter Pi geometrisch verteilt. 3

Beweis: De�niere sukzessiv eine Folge von Stoppzeiten durch T
(0)
i = 0 und T (k+1) =

inf
{

n > T
(k)
i : Xn = i

}
für jedes k ∈ N0. O�ensichtlich ist {Vi > k} = {T (k)

i < ∞}
falls die Kette in i startet. Also gilt für alle k, l ∈ N:

Pi(Vi > k + l | Vi > l) = Pi(T
(k+l)
i < ∞ | T

(l)
i < ∞)

= lim
n→∞

Pi(T
(k+l)
i ≤ T

(l)
i + n | X

T
(l)
i

= i, T
(l)
i < ∞)

= lim
n→∞

Pi(T
(k)
i ≤ n)

= Pi(T
(k)
i < ∞) = Pi(Vi > k).

Im dritten Schritt wurde die starke Markoveigenschaft verwendet. Somit ist Vi geome-
trisch verteilt mit Parameter 1 − Pi(Vi > 1) = 1 − Pi(Ti < ∞) = P(Ti = ∞) = ti, falls
ti ∈ (0, 1). ( [Kön05] S.22)

2

Insbesondere werden transiente Klassen P-f.s. (P fast sicher) nur endlich oft besucht.
Für das Langzeitverhalten von Ketten genügt es wegen Korollar 2.3.9 somit die Ein-
schränkung einer stochastischen Matrix auf abgeschlossene Klassen zu betrachten. So-
bald ein Prozess in einer abgeschlossenen Klasse ist, verlässt er diese nicht mehr. Diese
Klassen können somit einzeln studiert werden. Deswegen wird nun angenommen, dass
P irreduzibel ist.

Korollar 2.4.6 Es sei P irreduzibel. Ein rekurrenter Zustand i ∈ S wird P-f.s. unend-
lich oft besucht.

1 Die Menge F := {{X0 = i0, . . . , Xn = in} , i0 . . . in ∈ S} ist in jeder σ-Algebra enthalten, bezüglich
der X0, . . . , Xn messbar sind. Da aber die Potenzmenge P(F ) von F schon eine σ-Algebra ist, folgt,
dass Fn = P(F ). ([Beh00] S.106)

3Siehe Anhang zur geometrischen Verteilung
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Beweis: De�niere sukzessiv eine Folge von Stoppzeiten durch T
(0)
i = 0 und T (k+1) =

inf
{

n > T
(k)
i : Xn = i

}
für jedes k ∈ N0. Wegen Lemma 2.3.10 ist fji = 1 für alle j ∈ S

und somit P(T
(0)
i < ∞) = 1. Mit der starken Markoveigenschaft startet der Prozess nach

T
(0)
i in i und besitzt wieder die Übergangsmatrix P. Da i rekurrent ist, ist fii = 1 und

T
(1)
i endlich, ebenso alle weiteren T

(n)
i , n ∈ N.

2

Da transiente Zustände oder Klassen nur endlich oft besucht werden, interessiert es
nicht, ob sie eine invariante Verteilung besitzen. Wird in einer transienten Klasse be-
gonnen, bleibt man entweder immer in dieser, wenn sie abgeschlossen ist, wobei jeder
Zustand endlich oft besucht wird und sie somit insbesondere unendlich groÿ ist. Oder
aber es kann sein, dass man in eine abgeschlossene Klasse gelangt. Diese lassen sich ge-
trennt untersuchen. Dies ist der Grund warum irreduzible Übergangsmatrizen betrachtet
werden. Zu beachten ist: abgeschlossene Klassen können an sich sowohl rekurrent als auch
transient sein.

2.5 Invariante Maÿe und Verteilungen

De�nition 2.5.1 (Maÿ, Invarianz). Als Verallgemeinerung des Begri�s einer Ver-
teilung wird als Maÿ eine Abbildung v : S → [0,∞) bezeichnet. Maÿe werden auch gern
in Vektorschreibweise angegeben. Bezeichne vi sowie v(i) die i-te Koordinate dieses Zei-
lenvektors. Ein Maÿ heiÿt stationär oder invariant bezüglich einer stochastischen Matrix
P , falls

vi =
∑
j∈S

vjpji, i ∈ S. (2.3)

Invarianz lässt sich in Matrixschreibweise als Bedingung v = v · P angeben. In der
Sprache der linearen Algebra ist ein invariantes Maÿ ein nichtnegativer Linkseigenvek-
tor zum Linkseigenwert Eins. Aber selbst im endlichen Fall kann das Lösen dieses Glei-
chungssystems mit Nebenbedingung aufgrund der Mächtigkeit von S ein technisch nicht
durchführbares Unterfangen darstellen. Wie bereits gezeigt, genügt es irreduzible, rekur-
rente Übergangmatrizen zu betrachten. Invariante Maÿe kann es sehr viele geben, zum
Beispiel ist für die Einheitsheitsmatrix jede Verteilung invariant.

Lemma 2.5.2 Ist P eine irreduzible stochastische Matrix und v 6= 0 ein invariantes
nichttriviales Maÿ, dann ist v(i) > 0 für alle i ∈ S, d.h. v ist positiv de�nit.

Beweis: Sei i ∈ S. Da v 6= 0 gibt es ein i0 ∈ S, so dass v(i0) 6= 0. Wegen der
Irreduzibilität existiert ein n0 ∈ N für das p

(n0)
i0i > 0. Aus der Invarianz folgt, dass

v(i) ≥ v(i0)P
(n0)
i0i > 0.

2
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Ist S endlich, dann lässt sich jedes nichttriviale (0 6= vj 6= ∞ für alle j ∈ S), invariante
Maÿ zu einer invarianten Verteilung normieren. Im Folgenden sei P stets irreduzibel. Die
erwartete Anzahl an Besuchen in i ∈ S für eine in k ∈ S gestartete Kette bis zur ersten
Rückkehr in den Anfangszustand ist

γk(i) := Ek

( Tk∑
n=1

1{Xn=i}

)
.

Die Bedeutung von γk liegt darin, dass dieses Maÿ im irreduziblen, rekurrenten Fall das
bis auf einen multiplikativen Faktor eindeutig bestimmte, nichttriviale, invariante Maÿ
bezüglich P ist. Für ein rekurrentes k ist Tk Pk-f.s. endlich und für n ∈ {1, . . . , Tk} ist
Xn = k genau dann, wenn n = Tk; deswegen ist γk(k) = Ek(1) = 1.

Satz 2.5.3 (Existenz und Eindeutigkeit des invarianten Maÿes). Es sei P irre-
duzibel und rekurrent und sei k ∈ S. Es gelten:

1. γk ist ein invariantes Maÿ.

2. Für jedes i ∈ S gilt 0 < γk(i) < ∞.

3. γk ist das eindeutig bestimmte Maÿ mit Wert Eins in k.

Beweis:
(1) Es ist

γk(i) = Ek

(∑
n∈N

1{Xn=i,n≤Tk}

)
=
∑
n∈N

Pk(Xn = i, n ≤ Tk)

=
∑
n∈N

∑
j∈S

P(Xn = i, Xn−1 = j, n ≤ Tk).

Das Ereignis {n ≤ Tk} ist identisch mit {Tk ≤ n− 1}c ∈ Fn−1. Nun kann die Marko-
veigenschaft für Mengen aus Satz 2.1.6 zum Zeitpunkt (n − 1) verwendet werden. Mit
deren Hilfe ist

P(Xn = i, Xn−1 = j, n ≤ Tk) = Pk(Xn = i | Xn−1 = j, n ≤ Tk)Pk(Xn−1 = j, n ≤ Tk)

= pjiPk(Xn−1 = j, n ≤ Tk)

= pjiPk(Xn−1, n− 1 ≤ Tk − 1).

Einsetzen ergibt

γk(i) =
∑
j∈S

pji

∑
n∈N

Pk(Xn−1 = j, n− 1 ≤ Tk − 1).

Nach einer Indexverschiebung ist dies identisch mit

∑
j∈S

pji

∑
n∈N0

Pk(Xn = j, n ≤ Tk − 1) =
∑
j∈S

pji

Tk−1∑
n=0

Pk(Xn = j).
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Für j = k ist Pk(X0 = j) = 1 = P(XTk
= j) und für j 6= k ist Pk(X0 = j) = 0 =

P(XTk
= j). Somit lässt sich γk(i) weiter umformen:

γk(i) =
∑
j∈S

pji

Tk∑
n=1

Pk(Xn = j) =
∑
j∈S

γk(j)pji.

Deshalb ist γk eine invariante Verteilung von P .

(2) γk ist wegen (1) auch invariant bezüglich mehrfacher Multiplikation mit P , sprich
γk ist eine invariante Verteilung bezüglich aller natürlichen Potenzen von P . Für jedes
n ∈ N0, i ∈ S ist

γk(i) =
∑
j∈S

γk(j)p
(n)
ji = γk(k)p

(n)
ki +

∑
j∈S\{k}

γk(j)p
(n)
ji .

Wie bereits bekannt, ist wegen der Rekurrenz der Klasse γk(k) = 1. Somit ist γk(i) ≥ p
(n)
ki .

Angenommen für ein i ∈ S wäre γk(i) = 0 und somit auch p
(n)
ki = 0 für alle n ∈ N, so

widerspräche dies der Irreduzibilität von P . Somit ist γk positiv de�nit.
Bleibt zu zeigen, dass γk nur endliche Werte annimmt. Es ist

1 = γk(k) =
∑
j∈S

γk(j)p
(n)
jk , n ∈ N.

Angenommen, es gäbe ein j ∈ S mit γk(j) = ∞. Da P irreduzibel ist, existiert ein
n0 ∈ N0, so dass p

(n0)
jk > 0. Es folgt 1 = γ(k) ≥ γk(j)p

(n0)
jk = ∞; ein Widerspruch.

(3) Es sei λ ein weiteres invariantes Maÿ mit λ(k) = 1. Dann ist (λ−γk) = (λ−γk) ·P
und λ(k) − γk(k) = 0. Ist (λ − γk) ein Maÿ, dann folgt wegen der Nullstelle bei k mit
Lemma 2.5.2, dass es identisch Null sein muss. Somit wäre λ = γk. Es bleibt deshalb
noch zu zeigen, dass λ(j)− γk(j) ≥ 0.
Für jedes j ∈ S ist wegen der Invarianz λ(j) =

∑
i∈S\{k} λ(i)pij + pkj. Die λ(i) auf

der rechten Seite können über die Invarianz von λ durch
∑

i1∈S λ(i1)pi1i ersetzt werden.
Zusammen ergibt sich:

λ(j) =
∑

i∈S\{k}

( ∑
i1∈S\{k}

λ(i1)pi1i + pki

)
pij + pkj

=
∑

i,i1∈S\{k}

λ(i1)pi1ipij +
∑

i∈S\{k}

pkipij + pkj

=
∑

i,i1∈S\{k}

λ(i1)pi1ipij + Pk(Tk ≥ 2, X2 = j) + Pk(Tk ≥ 1, X1 = j).
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Wird dies iterativ fortgesetzt, so ist für jedes n ∈ N

λ(j) =
∑

i0,...in∈S\{k}

λ(in)
( n∏

r=1

pirir−1

)
pi0j +

n+1∑
r=1

Pk(Tk ≥ r, Xr = j)

≥
n+1∑
r=1

Pk(Tk ≥ r, Xr = j)

= Ek

(min{Tk,n+1}∑
r=1

1{Xr=j}

)
.

Für n ↗∞ steht als Grenzwert auf der rechten Seite γk(j). Somit ist λ(j)− γk(j) ≥ 0
und (λ− γk) ist ein Maÿ. ([Bre99] S.101f, [Kön05] S.24f, [Nor98] S.34f)

2

Da wegen Satz 2.3.11 im endlichen Fall stets Rekurrenz eintritt und da im endlichen
Fall γk immer zu γk/

∑
i∈S γk(i) normiert werden kann, existiert für jede irreduzible

Übergangsmatrix P auf endlichem Zustandsraum eine invariante Verteilung. Die Frage,
unter welchen Bedingungen im Allgemeinen eine invariante Verteilung existiert, erfordert
eine Unterteilung der rekurrenten Zustände. Deswegen wird an dieser Stelle die erwartete
Rückkehrzeit zu einem Zustand i ∈ S eingeführt:

µi := Ei(Ti) :=
∑
n∈N

nPi(Ti = n) =
∑
n∈N

nf
(n)
ii ∈ [0,∞).

Wie vor dem Satz 2.3.2 angemerkt, ist stets fii ∈ [0, 1]. Da
∑

n∈N f
(n)
ii ≤

∑
n∈N nf

(n)
ii ,

folgt aus einer endlichen erwarteten Rückkehrzeit insbesondere Rekurrenz.

De�nition 2.5.4 (Positive und negative Rekurrenz). Ein Zustand i ∈ S heiÿt
positiv rekurrent, falls µi < ∞. Ist ein Zustand i nicht positiv rekurrent, aber rekurrent,
wird er als negativ rekurrent bezeichnet.

Satz 2.5.5 (Invarianz und positive Rekurrenz). Sei P irreduzibel, dann sind fol-
gende Aussagen äquivalent:

1. Es existiert eine invariante Verteilung.

2. Es gibt einen positiv rekurrenten Zustand in S.

3. Alle Zustände in S sind positiv rekurrent.

Beweis:

(3)⇒(2) ist o�ensichtlich.
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(2)⇒(1). Sei k ∈ S mit µk < ∞ womit k insbesondere rekurrent ist. Wegen der
Linearität des Erwartungswertes ist

∑
j∈S

γk(j) =
∑
j∈S

Ek

( Tk∑
n=1

1{Xn=j}

)
= Ek

( Tk∑
n=1

∑
j∈S

1{Xn=j}

)
= Ek(Tk) = µk < ∞. (2.4)

γk kann somit normiert werden und γ′k := γk/µk ist die gesuchte invariante Verteilung.

(1)⇒(3). Sei π eine invariante Verteilung. Mit Lemma 2.5.2 ist π(k) > 0 für alle k ∈ S.
γ := π/π(k) ist ein invariantes Maÿ mit γ(k) = 1. Dies ist nach Satz 2.5.3 eindeutig
bestimmt und somit ist γ = γk. Wie in Gleichung (2.4) ist

µk =
∑
j∈S

γk(j) =
1

π(k)

∑
j∈S

π(j) =
1

π(k)
< ∞.

Insgesamt folgt, dass alle Zustände k ∈ S positiv rekurrent sind. ([Nor98] S.35f, [Kön05]
S.24f)

2

Es ergeben sich interessante Folgerungen.

Beobachtung 2.5.6

1. Da die invarianten Maÿe bis auf einen multiplikativen Faktor eindeutig waren, ist
die invariante Verteilung insbesondere eindeutig.

2. Da
∑

j∈S γk(j) = µk, ist jeder irreduzible HMP genau dann positiv rekurrent, wenn
für ein invariantes Maÿ γ gilt, dass

∑
j∈S γ(j) < ∞.

3. Positive Rekurrenz ist eine Klasseneigenschaft. Somit sind irreduzible Übergangs-
matrizen entweder transient, positiv rekurrent oder negativ rekurrent.

Beispiel 2.5.7 Die symmetrische Irrfahrt ist, wie gezeigt, rekurrent. Für c ≥ 0 ist∑
j∈Z cpji = cp(i−1),i + cp(i+1),i = c. Insbesondere ist dies auch für c = 1 der Fall. Diese

ist nun nach Satz 2.5.3 das einzige invariante Maÿ, welches den Wert 1 irgendwo an-
nimmt. Jedoch lässt es sich nicht normieren. Die symmetrische Irrfahrt ist somit wegen
Satz 2.5.5 negativ rekurrent.

Auch irreduzible, transiente Ketten können ein invariantes Maÿ besitzen, wie etwa bei
einer nichtsymmetrischen Irrfahrt mit p ∈ (0, 1) zu sehen ist. Dort ist jede konstante
Funktion invariant. Somit ist die Existenz eines invarianten Maÿes nicht hinreichend für
Rekurrenz. Da aber im transienten Fall jeder Zustand nur endlich oft besucht wird, sind
solche Ketten nur von pathologischem Interesse und für Modellierungen uninteressant.
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Beispiel 2.5.8 (Irrfahrt auf N0 mit re�ektierendem Randpunkt). Wie bei einer
Irrfahrt auf Z bewegt sich ein Prozess mit Wahrscheinlichkeit p zum gröÿeren Nachbarn
und mit Wahrscheinlichkeit q = 1−p zum kleineren. Für den Zustand 0 wird wieder eine
Sonderregel benötigt, dieser sei re�ektierend. Für p ∈ (0, 1) ist dieser Prozess irreduzi-
bel. Es interessiert, unter welchen Bedingungen der Prozess eine invariante Verteilung
besitzt. Gleichung (2.3) ergibt in diesem Fall folgende Bedingungen für ein invariantes
Maÿ v:

v0 = qv1, (2.5)

v1 = v0 + qv2, (2.6)

vi = pvi−1 + qvi+1, 2 ≤ i ∈ N. (2.7)

Wird v1 in Gleichung (2.6) anhand (2.5) ersetzt, ergibt sich qv2 = v0/q − v0 = (1/q −
1)v0 = p/q · v0. Induktiv wird nun gezeigt, dass qvi = v0

(
p
q

)i−1

für alle i ∈ N. Das
bedeutet, dass ein invariantes Maÿ durch Angabe eines einzigen Wertes vollständig be-
stimmt ist. Angenommen, dies gelte für ein i ∈ N. Mit (2.7) ist mit Verwendung der
Induktionsannahme (I.A.)

qvi+1 = vi − pvi−1
I.A.
= v0

(p

q

)i−1(1

q
− 1
)

= v0

(p

q

)i

.

Das Kriterium für positive Rekurrenz hat damit folgende Gestalt:∑
n∈N0

vi = v0 + v0
1

q

∑
i∈N0

(p

q

)i

< ∞.

Somit ist die Irrfahrt genau dann positiv rekurrent, wenn p/q < 1 und somit p < 1/2
ist. Die invariante Verteilung π lässt sich nun mit

π0 =
(
1 +

1

q

∑
i∈N0

(p

q

)i)−1

berechnen.

Als Fazit lässt sich festhalten, dass für eine irreduzible Kette genau einer der folgenden
Fälle eintritt:

• Die Kette ist transient. Sie kann ein invariantes Maÿ besitzen, aber da sie jeden
Zustand nur endlich oft besucht gibt es keine invariante Verteilung.

• Die Kette ist negativ rekurrent. Sie besitzt zwar ein Invariantes Maÿ, welches
aber nicht zu einer invarianten Verteilung normiert werden kann.

• Die Kette ist positiv rekurrent. Es exisitiert eine eindeutige invariante Vertei-
lung.

(vgl [Kön05])

30



Kapitel 2 Theorie zur Konvergenz des Metropolis-Samplers

2.6 Konvergenz in Verteilung

Bisher wurde aufgezeigt, unter welchen Voraussetzungen stochastische Matrizen invari-
ante Verteilungen besitzen. Ziel dieses Abschnittes ist es, diese Resultate auf Markov-
ketten zu übertragen. Es wird sich herausstellen, dass die Verteilung eines irreduziblen,
positiv rekurrenten, homogenen Markovprozesses in endlicher Zeit die invariante Vertei-
lung annimmt. Daraus kann eine Konvergenzaussage abgeleitet werden, die später das
Herzstück der MCMC-Methode bildet. Zentrales Argument in dem vorliegenden Kapitel
ist die Kopplung von zwei Prozessen, welche die selben Übergangswahrscheinlichkeiten
besitzen. Für den nächsten Satz sei angemerkt, dass, wie üblich, inf ∅ := ∞ gesetzt wird.

Satz 2.6.1 (Tre�zeit zweier Prozesse). Besitzen die beiden stochastisch unabhängi-
gen homogenen Markovprozesse {Xn}n∈N0

und {Yn}n∈N0
die selbe irreduzible, aperiodi-

sche und positiv rekurrrente Übergangsmatrix, dann ist die Tre�zeit

T := inf {n ∈ N0 : Xn = Yn}

mit Wahrscheinlichkeit Eins endlich.

Beweis: Für jedes n ∈ N0 sei Zn := (Xn, Yn) : Ω× Ω → S2. Der stochastische Prozess
{Zn}n∈N0

hat wegen der stochastischen Unabhängigkeit beider Prozesse die Übergangs-
wahrscheinlichkeiten

P(Zn+k = (j, l) | Zn = (i, k)) = p
(k)
ij p

(k)
kl , i, j, k, l ∈ S, n, k ∈ N0.

Mit Korollar 2.2.12 gibt es für alle i, j, k, l ∈ S einen Index g ∈ N, so dass p
(G)
ij p

(G)
kl > 0

für G > g. Somit ist {Zn}n∈N0
insbesondere irreduzibel.

Sei π die invariante Verteilung von P , dann ist o�ensichtlich π × π die invariante
Verteilung des neuen Prozesses. Mit Satz 2.5.5 ist {Zn}n∈N0

positiv rekurrent und insbe-
sondere rekurrent. Deswegen wird mit Lemma 2.3.10 auch die Diagonale (i, i), i ∈ S mit
Wahrscheinlichkeit Eins in endlicher Zeit besucht. Somit ist jede Tre�zeit T(i,i), i ∈ S
endlich. ([Bre99] S.130, [Kön05] S.28f, [Nor98] S.41�)

2

Die Aperiodizität ist wesentlich im obigen Beweis. Sie garantiert die Irreduzibilität der
Paar-Markovkette und damit auch, dass sich die Ketten de�nitiv tre�en. Im Folgenden
wird dies an einem Gegenbeispiel illustriert.

Beispiel 2.6.2 Sei S = {1, 2}. Die irreduzible Übergangsmatrix P :=
(

0 1
1 0

)
besitzt die

Periode 2. Der Produktraum S2 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)} und die darauf erklärten
Übergansgwahrscheinlichkeiten pikpjl, i, j, k, l ∈ {1, 2} ergeben folgende Matrix:

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 .
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Dies zeigt, dass S2 in die abgeschlossenen Klassen {(1, 1), (2, 2)} und {(1, 2), (2, 1)} zer-
fällt. Beginnt ein gepaarter Prozess in letzterer Klasse, werden sich die einzelnen Ketten
nie tre�en.

Satz 2.6.3 (Kopplung von Markovketten). Besitzen die beiden unabhängigen ho-
mogenen Markovprozesse {Xn}n∈N0

und {Yn}n∈N0
die selbe irreduzible aperiodische und

positiv rekurrrente Übergangsmatrix, dann sind die Verteilungen von Xn und Yn nach
dem Zeitpunkt T identisch. Insbesondere ist dies der Fall, falls ein Prozess mit der in-
varianten Verteilung beginnt.

Beweis: Wie in Satz 2.6.1 gezeigt wurde, ist T < ∞ P-f.s. Die Beweisidee ist, dass
XT = YT und deshalb beide Ketten zum Zeitpunkt T nicht unterscheidbar sind. Um das
Ereignis XT zu erfassen, ist es notwendig, wieder die Paar-Kette {Zn}n∈N0

zu betrachten.
Die Anwendung der starken Markoveigenschaft auf die Paarkette liefert die Behauptung.
Sei η die Verteilung von X0 und π jene von Y0 und bezeichne Pη×π das Wahrscheinlich-
keitsmaÿ auf A × A. Für n ∈ N0 wird das Ereignis {XT+n = j} , j ∈ S in Ω × Ω nach
allen Werten aufgespalten, die XT annehmen kann.

Pη×π(XT+n = j) =
∑
i∈S

Pη×π(XT+n = j, XT = i).

Mit Satz 2.4.4 ist dies identisch mit:∑
i∈S

Pη×π(XT = i)p
(n)
ij .

Da aber
Pη×π(XT = i) = Pη×π(ZT = (i, i)) = Pη×π(YT = i)

für alle i ∈ S, folgt insgesamt, dass

Pη×π(XT+n = j) = Pη×π(YT+n = j).

2

Die Aussage des letzten Satzes lässt sich leicht in eine Konvergenzaussage überführen.
Diese bildet das Fundament des Metropolis-Algorithmus. Hierzu kann die Konvergenz
zweier Verteilungen p und v bezüglich folgender Metrik d : [0, 1] → [0, 1] verstanden
werden:

d(p, v) :=
1

2

∑
i∈S

|vi − pi|.

Korollar 2.6.4 (Konvergenz in Verteilung). Für zwei irreduzible, aperiodische und
positiv rekurrente Ketten mit der selben Übergangsmatrix, aber eventuell unterschiedli-
chen Anfangsverteilungen p und v gilt:

d(p(n), v(n))
n→∞−→ 0.

Insbesondere gilt dies auch, falls eine davon die invariante Verteilung ist.
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Beweis: Es sei m ∈ N, i ∈ S. Für die beiden Prozesse {Xn}n∈N0
und {Yn}n∈N0

mit
identischer Übergangsmatrix sind wegen Satz 2.6.3 die Verteilungen für alle n ∈ N mit
T ≤ n identisch. Deshalb ist

|P(Xn = i)− P(Yn = i)| = |P(Xn = i, T > n)− P(Yn = i, T > n)|
≤ P(Xn = i, T > n) + P(Yn = i, T > n) ≤ 2P(T > n).

Wegen Satz 2.6.1 konvergiert P(T > n) in Wahrscheinlichkeit gegen 0.

2

Ist etwa X0 = i fest, ist zu sehen, dass für alle i, j ∈ S: limn→∞ p
(n)
ij = πj, wobei π

die invariante Verteilung darstellt, d.h die Potenzen der Übergangsmatrix konvergieren
zeilenweise gegen die invariante Verteilung.

2.7 Der Metropolis Algorithmus

Stellt sich bei einer gegebenen Verteilung die Frage, ob sie eine stationäre Verteilung ist,
kann folgendes hinreichendes Kriterium Aufschluss geben:

Lemma 2.7.1 (Reversibiltätskriterium). Gilt für eine Kette (S,v,P) die Bedingung

∀i, j ∈ S : v(i)pij = v(j)pji,

dann ist v bereits eine invariante Verteilung.

Der Beweis ist eine Anwendung der totalen Wahrscheinlichkeit (siehe [Bre99] S.130f).
Für ein festes i ∈ S ergibt Summation über alle j ∈ S

v(i) = v(i)
∑
j∈S

pij =
∑
j∈S

v(i)pij =
∑
j∈S

v(j)pji

und somit v=vP.

2

Die Bezeichnung �reversibel� stammt von der induktiv leicht zu zeigenden Aussage,
dass für eine das Reversibilitätskriterium erfüllende Kette Pv(X0 = i0, . . . , Xn = in) =
Pv(X0 = in, . . . Xn = i0) für alle n ∈ N, i0, . . . , in ∈ S ist. Die Kette ist somit invariant
bezüglich Zeitumkehr.
Nach der Vorarbeit in den vorherigen Abschnitten kann, ausgehend von der Theorie

der Markovketten, die Fragestellung modi�ziert werden. Wie sich herausstellen wird ist
es möglich, zu einer beliebigen Verteilung v mit echt positiven Einträgen eine Kette
mit beliebiger Anfangsverteilung oder einem deterministischen Anfang zu konstruieren,
welche als invariante Verteilung v annimmt. Dies entspricht der Erzeugung von Zufalls-
elementen entlang einer Verteilung.
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De�nition 2.7.2 (Akzeptanzfunktion). Für eine echte Verteilung v , d.h. vi 6= 0, i ∈
S, wird die Funktion α : S × S → (0, 1] mit

α(x, y) := min

{
vy

vx

, 1

}
, x, y ∈ S

als Akzeptanzfunktion bezeichnet.

Im Folgenden sei S stets endlich.

Satz 2.7.3 Für eine symmetrische Übergangsmatrix Q und eine echte Verteilung v gilt:

vxα(x, y)qxy = vyα(y, x)qyx, x, y ∈ S.

Beweis: Sei ohne Einschränkung qxy 6= 0 und vxqxy < vyqyx. Dann ist vy

vx
> 1, α(x, y) =

1 und α(y, x) = vx

vy
. Es ergibt sich

vyα(y, x)qyx = vy
vx

vy

qyx = vxα(x, y)qxy.

In diesem Sinne ist das Reversibilitätskriterium bezüglich den Übergangswahrscheinlich-
keiten α(y, x)qyx erfüllt.

2

Das algorithmische Verfahren zur Erzeugung von Zufallsvariablen gliedert sich in zwei
Schritte. Ähnlich wie bei der klassischen Akzeptanz-Verwerfungsmethode wird, begin-
nend von einem Startwert x, ein Kandidat y bezüglich der als Verteilung aufgefassten
Zeile (qxy)y∈S der Übergangsmatrix ausgewählt. Im nächsten Schritt wird dieser mit
Wahrscheinlichkeit α akzeptiert. Hintereinanderausführung liefert folgenden Algorith-
mus (vgl [CG95]):

Initiiere die Kette mit einem beliebigen Anfangswert x(0). Für i = 0, 1, . . . , n

• Wähle y mit Wahrscheinlichkeit qx(i)y

• Erzeuge Realisation ω von U ∼ U[0,1]

• Für ω ≤ α(x(i), y) setze x(i+1) := y

• Sonst setze x(i+1) := x(i)

Ausgabe
{
x(0), . . . , x(n)

}
.

34



Kapitel 2 Theorie zur Konvergenz des Metropolis-Samplers

Durch die Akzeptanzfunktion werden entweder die Übergänge von x nach y oder die
von y nach x reduziert. Die Haltebedingung x(i+1) := x(i) garantiert, dass die diesem
Prozess zugrunde liegende, nicht weiter angegebene Übergangsmatrix stochastisch ist. Ist
Q darüber hinaus irreduzibel und aperiodisch, kommunizieren immer noch alle Zustände
miteinander, ebenso bleibt die Aperiodizität erhalten.
Somit konvergiert die Verteilung der x(n) gegen die eindeutige invariante Verteilung.

Da das Reversibilitätskriterium erfüllt ist, ist diese gleich v. In der Praxis wird die
Konvergenz durch eine gröÿtmögliche Burn-In Phase realisiert. Wie an der Konstruktion
von α zu sehen, muss, da ein Faktor sich herauskürzt, die invariante Verteilung nur bis
auf ein skalares Vielfaches genau bekannt sein. Diese zentrale Eigenschaft wird später
bei bedingten exponentiellen Verteilungen ausgenutzt, da die Verteilung in diesem Fall
e�ektiv nur bis auf einen Faktor genau bestimmt werden kann.
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Kapitel 3

Algebraisch statistische Modelle

3.1 Äquivalente De�nitionen algebraisch statistischer
Modelle

Allgemein besteht ein statistisches Modell aus einer Menge von Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen auf einem Zustandsraum X . Ist dieser endlich, etwa #X = m lässt sich die
Verteilung einer Zufallsvariablen X als Punkt des Rm angeben. Ein statistisches Modell
ist, in seiner allgemeinsten De�nition, zunächst nichts anderes als eine Teilmenge des
m-dimensionalen Simplex

∆m :=

{
p ∈ Rm :

m∑
i=1

pi = 1 ∧ 0 ≤ pj, 1 ≤ j ≤ m

}
,

der als konvexe Hülle der kanonischen Basis dargestellt werden kann. Durch Angabe
von p ∈ ∆ ist eine Verteilung vollständig bestimmt. Jedoch werden Verteilungsfamilien
auch gern als Parametrisierungen eines Parameterraumes Θ angegeben. Dies wird im
Folgenden am Beispiel der torischen Modelle demonstriert. Sei A ∈ Nd×m

0 eine Matrix
mit natürlichen Einträgen und der technischen Bedingung, dass (1, . . . , 1) ∈ Rm im
Aufspann der Zeilen enthalten ist und sei h ∈ Rm

>0 ein Vektor. Die Bedingung an die
Matrix A werden von allen relevanten Modellen erfüllt. Diese Einschränkung wird in
Beobachtung 3.2.2 wieder aufgegri�en und erläutert.

De�nition 3.1.1 (Torisches Modell). Sei Θ = Rd
>0 der zu einem statistischen Mo-

dell zugehörige Parameterraum und ΦA,h eine polynomielle Parametrisierung folgender
Gestalt:

ΦA,h : Θ → Rm, ΦA,h
j (θ) := hj

d∏
i=1

θ
aij

i .

Die Menge
MA,h := ΦA,h(Θ) ∩∆m

wird als torisches statistisches Modell bezeichnet.

Für m < d führt die Parametrisierung zu einer Reduktion der freien Parameter. An-
statt Rm werden auch gerne Rm1×m2 oder andere Produkte zugelassen. Für Rm1×m2 wird
dann die Matrix A ∈ Nd×m1m2

0 betrachtet. Äquivalent zu dieser De�nition ist folgende:
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De�nition 3.1.2 (Torisches Modell). Sei Θ = Rd
>0 und sei Φ̂A,h als rationale Para-

metrisierung mit

Φ̂A,h : Θ → Rm, Φ̂A,h
j (θ) := Z(θ)−1 · hj ·

d∏
i=1

θ
aij

i

erklärt, wobei mit

Z(θ) :=
m∑

j=1

hj

d∏
i=1

θ
aij

i

die Normalisierungskonstante gemeint ist. Das torische Modell ist nun MA,h := Φ̂A,h(Θ).

Diese Modelle sind, wenn auch nicht auf den ersten Blick ersichtlich, allgemein geläu�g.
Aufgabe der Modellierung ist es, ΦA,h geeignet zu wählen, um damit die Klasse der Para-
meter entsprechend den Modellannahmen einzuschränken. Die Modelle sind bei festem
Stichprobenumfang alle Multinomialmodelle, deren Parameter zusätzliche Bedingungen
erfüllen. Eine ausführliche Behandlung der unterschiedlichen Schemata (multinomial,
produktmultinomial, poisson) �ndet sich in [BFH75], Kapitel 3.2.

Beispiel 3.1.3 (Bernoulliexperiment). Hier ist Θ = R2
>0. Sei A eine 2 × (m + 1)

Matrix mit

A :=

(
0 1 2 . . . m− 1 m
m m− 1 m− 2 . . . 1 0

)
.

Wird hi =
(

m
i

)
für i = 0, 1 . . . , m gesetzt, ergibt sich für das Modell MA,h:

Φ̂A,h
j = Z(θ)−1

(
m

j

)
θj
1θ

m−j
2 .

Da aber

Z(θ) =
m∑

j=0

(
m

j

)
θj
1θ

m−j
2 = (θ1 + θ2)

m,

kann das Modell dargestellt werden als

Φ̂A,h
j =

(
m

j

)( θ1

θ1 + θ2

)j( θ2

θ1 + θ2

)m−j

.

Eine Substitution mit θ := θ1/(θ1 + θ2) und 1 − θ := θ2/(θ1 + θ2) ergibt die vertraute
Form des Modells mit θ ∈ [0, 1].

Beispiel 3.1.4 (stochastische Unabhängigkeit zweier Zufallsvariablen). Sei Θ =
Rm1×m2

>0 der zu zwei diskreten Zufallsvariablen X1 und X2 gehörende Parameterraum. Mit
h = (1, . . . , 1) und der (m1 + m2)×m1m2-dimensionalen Matrix A mit der Gestalt

A =

(
Em1 ⊗ 1m2

1m1 ⊗ Em2

)
,
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wobei ⊗ das Kroneckerprodukt darstellt. Der Vektor 1m1 ∈ R1×m1 besitzt nur Einsen als
Einträge, ebenso 1m2 ∈ R1×m2. Die Matrizen Em1 ∈ Rm1×m1 und Em2 ∈ Rm2×m2 sind
die entsprechenden Einheitsmatrizen. Mit Parametern α := (α1, . . . , αm1) für die erste
Zufallsvariable und β := (β1, . . . , βm2) für die zweite hat das torische Modell nun die
Gestalt Φ̂A

ij = Z(α, β)−1αiβj, mit der Normierungskonstanten

Z(α, β) =

m1∑
i=1

m2∑
j=1

αiβj =

(
m1∑
i=1

αi

)(
m2∑
j=1

βj

)
.

Für das beschriebene Modell ergibt sich die Darstellung

Φ̂A
ij(α, β) =

αi∑m1

i=1 αi

βj∑m2

j=1 βj

.

Eine Substitution mit α̂i := αi/
∑m1

i=1 αi und β̂j := βj/
∑m1

j=1 βj ergibt die gewohnte Form
des Unabhängigkeitsmodells; die Parametermenge ist nun ∆m1 ×∆m2 .

Ist etwa m1 = 2 und m2 = 3, wird das Unabhängigkeitsmodell durch die Matrix

A =


1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1


präsentiert. Jede Spalte steht für einen Eintrag der 2× 3 Kontingenztafel, beispielsweise
steht die dritte Spalte für den (1, 3)-Eintrag. Für dieses Modell ist Φ̂A : R5

>0 → R2×3
>0

gegeben durch

(α1, α2, β1, β2, β3) 7→
1

(α1 + α2)(β1 + β2 + β3)

(
α1β1 α1β2 α1β3

α2β1 α2β2 α2β3

)
.

Eine äquivalente Darstellung für torische Modelle ergibt sich durch Logarithmieren.
Sei h′ := (ln(h1), . . . , ln(hm)) und θ′ := (ln(θ1), . . . , ln(θd)).

De�nition 3.1.5 (Loglineares Modell). Sei Θ = Rd diesmal der gesamte Raum und
eine Matrix A mit den genannten Eigenschaften. Das Loglineare Modell für eine Vertei-
lung ist

ln(pj) = h′j +
d∑

i=1

aijθ
′
i.

Ein weiteres geläu�ges Modell ist das Exponentialmodell für eine Menge X , welches
im weiteren die Nomenklatur liefert.
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De�nition 3.1.6 (diskretes Exponentialmodell). Die Gesamtheit aller Dichten, wel-
che in faktorieller Form die Gestalt

Pθ(x) = h(x) exp(θtT (x)−B(θ))

annehmen, mit einer Normierungskonstanten B(θ),θ ∈ Θ = Rd, Abbildungen T : X →
Nd

0 und h : X → R>0, wird als d-parametrische Exponentialfamilie bezeichnet.

Beobachtung 3.1.7 Es sei X endlich. Ein Modell ist genau dann torisch, wenn es
exponentiell ist.

Beweis: Zur Darstellung sei X = {x1, . . . , xm}. Setze T (xj) := aj und A := [a1, . . . , am]
und Z(θ) := exp(−B(θ)). Da #X < ∞ kann die Abbildung h als Vektor der Länge m
dargestellt werden. Es ist

Pθ(xj) = h(xj) exp(θtT (xj)−B(θ))

pj = Z(θ)hj exp(θtT (xj))

= Z(θ)hj

d∏
1=1

(eθi)aij .

Eine Substitution mit θ′i := exp(θi), 1 ≤ i ≤ d liefert das gewünschte Resultat.

2

Weitere detaillierte Modellbeschreibungen für diskrete Daten, die unter obige Model-
beschreibung fallen, wie etwa die der Symmetrie in Kontingenztafeln, Quasisymmetrie
und marginale Homogenität werden etwa in [Agr07] behandelt. In [BFH75] �nden sich
Modelle für Quasiunabhängigkeit, hierzu ist auch die Fallstudie [DM04a] erwähnenswert.

3.2 Su�zienz und Konditionierung

In diesem Kapitel wird ein klassisches Resultat aus der Exponentialfamilie angeführt.
Es wird gezeigt, dass eine einfachere Statistik, nämlich T : X → Nd

0 beziehungswei-
se die Matrix A : Nm

0 → Nd
0 alle Information über den Parameter θ ∈ Θ enthält.

Die gesamte Unsicherheit über θ kann schon anhand T modelliert werden. Um dies zu
illustrieren, werden für u.i.v. X -wertige Zufallsvariablen X1, . . . , XN aus der Exponenti-
alfamilie Realisierungen x1, . . . , xN ∈ X , auch Stichproben genannt, beobachtet. Es sei
mit Z := (X1, . . . , XN) : ΩN → XN ein Zufallselement erklärt. Die Wahrscheinlichkeit
für einen Stichprobenvektor (x1, . . . , xN) ∈ XN beträgt für ein unbekanntes θ ∈ Θ somit

Pθ(Z = (x1, . . . , xN)) =
N∏

k=1

h(xk) exp (θtT (xk)−B(θ))

=

(
N∏

k=1

h(xk)

)
exp(〈θ,

N∑
j=1

T (xj)〉 −NB(θ)).
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Die Struktur dieser Likelihood ermöglicht folgendes Resultat, was sich in dieser Di-
plomarbeit als wichtiges Bindeglied zwischen der kommutativen Algebra und der Statis-
tik erweisen wird.

Satz 3.2.1 Die Wahrscheinlichkeit für den Zufallsvektor Z := (X1, . . . , XN) ist bei ge-
gebenem TN(Z) :=

∑N
k=1 T (Xk) unabhängig von θ ∈ Θ. Dies besagt, dass TN(Z) eine

su�ziente Statistik für θ ist. Gilt h = (1, . . . , 1), ergibt sich eine Gleichverteilung unter
allen Elementen mit derselben Realisierung der su�zienten Statistik.

Beweis: Für ein gegebenes b ∈ Nd
0 sei

Rb :=

{
(x1, . . . , xN) ∈ XN :

N∑
i=1

T (xi) = b ∈ Nd

}
die Menge der N Beobachtungen, die dieselbe Realisierung der su�zienten Statistik
besitzen. Ist Pθ(TN(Z) = b) > 0, dann ist für beliebige z := (x1, . . . , xN) ∈ XN mit
TN(z) = b

Pθ(Z = z | TN(Z) = b) =
e(〈θ,TN (z)〉−NB(θ))

(∏N
k=1 h(xk)

)
e(〈θ,b〉−NB(θ))

∑
{y∈XN |TN (y)=b}

∏N
k=1 h(yk)

=

∏N
k=1 h(xk)∑

{y∈XN |TN (y)=b}
∏N

k=1 h(yk)

und gleich 0 für TN(z) 6= b. Ist h = (1, . . . , 1), vereinfacht sich der letzte Ausdruck zu

1

# {z |TN(z) = b}
=

1

#Rb

.

([Wit74] S.331, [Rap03], [Agr07] Kapitel 6.7.1)

2

Lesenswert ist in diesem Kontext auch Kapitel 3 in [BFH75]. Wie später ersicht-
lich wird, genügt es bei der algebraischen Betrachtung nur Modelle mit einem Vektor
h = (1, . . . , 1) zu betrachten. Der allgemeine Fall kann daraus durch eine geeignete
Substitution abgeleitet werden. Deshalb wird nun davon ausgegangen, dass etwa Gleich-
verteilung aufRb besteht. Es ist im Allgemeinen schwierig von dieser (Gleich-)Verteilung
auf Rb Stichproben zu generieren. Folgender Ansatz ist dafür hilfreich: Sei als Referenz-
menge die Menge

Sb :=

{
u : X → N0 :

∑
x∈X

u(x)T (x) = b ∈ Nd

}
bezeichnet. Es existiert eine natürliche Einbettung π : Rb → Sb, welche durch folgende
Formel gegeben ist:
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π(x1, . . . , xN) :=
∑
x∈X

ex

N∑
i=1

1{xi=x}.

Diese Abbildung zählt die Daten. Entspricht X wie bei dem Unabhängigkeitsmodell
der Menge der Koordinaten, bedeutet dies, dass π eine Kontingenztafel erstellt. Hier
stellt {ex, x ∈ X} die kanonische Basis des Rm dar. Wird von einer Ordnung auf X
ausgegangen, lässt sich u : X → N0 als Vektor beschreiben, was die Notation angenehmer
gestaltet. Somit ist

Sb =
{
u ∈ Nm

0 : Au = b ∈ Nd
0

}
.

Beobachtung 3.2.2 Die im vorherigen Kapitel gestellte Bedingung, dass (1, . . . , 1) ∈
Nm im Zeilenraum von A liegt, garantiert zum Einen, dass aus einem gegebenen b der
Stichprobenumfang rekonstruiert werden kann, welcher den Koordinatensummen ent-
spricht. Desweiteren haben alle Elemente aus Sb denselben Stichprobenumfang. Ausser-
dem ist jede Spalte ai von A ungleich Null, da sonst jede Linearkombination der Zeilen
im i-ten Eintrag eine Null stehen hätte. Stets ist #Sb < ∞. Da man ausgehend von
einem beobachteten Vektor u ∈ Nm

0 die Menge Sb de�niert, ist Sb 6= ∅.

Beweis: Es ist nur noch die erste Aussage zu zeigen. Liegt (1, . . . , 1) im Zeilenraum
von A, dann gibt es ein Produkt Q ∈ Rd×d von Elementarmatrizen (siehe dazu [Fis05])
derart, dass etwa die erste Zeile von Q ·A identisch ist mit (1, . . . , 1). In der ersten Zeile
von Q · A · u steht nun der Stichprobenumfang N . Ist umgekehrt ein b ∈ Nd

0 gegeben,
kann, dann ist der erste Eintrag von Q · b gleich dem Stichprobenumfang.

2

Es werden auch andere Darstellungsweisen von Sb zugelassen.

Beispiel 3.2.3 Für das Unabhängigkeitsmodell in 3×3 Matrizen entspricht X der Men-
ge {(i, j) : 1 ≤ i, j ≤ 3}. Die Struktur von der modellbeschreibenden Matrix A lässt
erkennen, dass b ∈ N6

0 der zusammengesetzte Vektor aus der Zeilen- und Spaltensum-
me der Kontingenztafel ist. Die Referenzmenge ist somit die Menge aller Matrizen mit
identischer Zeilen und Spaltensumme. Sei beispielsweise die Einheitsmatrix E3 ∈ N3×3

0

die beobachtete Kontingenztafel u, dann ist b = (1, 1, 1, 1, 1, 1)t. Die Referenzmenge lässt
sich explizit angeben:

Sb =

E3,

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ,

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 ,

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ,

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

Um das Bild von A zu berechnen ist es erforderlich, Daten (im Unabhängigkeitsmodell
Kontingenztafeln) in vektorieller Form zu verwenden. Jedoch ist es bei der Darstellung
von Sb angebracht Kontingenztafeln in Matrixform zu betrachten. Aus Gründen der
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Übersichtlichkeit wird, da Verwechslungen ausgeschlossen sind, auf diese formale Unter-
scheidung im Folgenden verzichtet.

Es ist noch zu klären, welche Verteilung das durch π auf Sb induzierte Bildmaÿ an-
nimmt.

Satz und De�nition 3.2.4 (Hypergeometrische Verteilung). Das Bildmaÿ Hb von
P(• |TN = b) unter π ist gegeben durch

N !

#Rb

∏
x∈X

(u(x)!)−1.

Dieses Bildmaÿ wird als die hypergeometrische Verteilung bezeichnet.

Beweis: Betrachtet wird das zu dem Stichprobenvektor

z = (x1, . . . , xN) ∈ XN

gehörige Bild u := (u1, . . . um)t ∈ Nm
0 unter der Abbildung π. Es ist zu sehen, dass

das Bild jeder der N ! Umordnungen von z zu demselben Vektor u führt. Es gibt aber
(u1! · · ·um!) viele Permutationen unter denen z sich nicht ändert. Für die Gesamtzahl
an Permutationen gilt:

N ! = (u1! · · ·um!) · k,

wobei k die Anzahl der Permutationen ist unter denen z nicht invariant bleibt. Folglich
gibt es genau

N !

u1! · · ·um!

unterschiedliche Stichproben, die denselben Datenvektor u ∈ Nm
0 erzeugen. Für Hb ergibt

sich:

Hb(u) := P(π−1(u) | Au = b) =
#
{
z ∈ XN | π(z) = u

}
#Rb

=
N !

#Rb

m∏
i=1

(ui!)
−1.

(vgl. [Rap03])

2

Alle Elemente der Referenzmenge besitzen die selbe Realisierung der su�zienten Sta-
tistik. Es ist zu sehen, dass der Schwachpunkt die Berechnung der bedingten Verteilung
darstellt. Nach dem nun folgenden Exkurs zur Maximum-Likelihood-Schätzungen wird
ersichtlich, inwiefern ein Metropolis-Sampler bezüglich der hypergeometrischen Vertei-
lung verwendet werden kann um Hypothesen zu überprüfen. Wie bereits in Abschnitt
2.7 erwähnt, ist dafür der im Allgemeinen unbekannte Faktor N !

#Rb
irrelevant.
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3.3 Maximum Likelihood Schätzungen

Im Hinblick auf die Überprüfung einer Nullhyphothese ist es erforderlich, Maximum-
Likelihood Schätzungen der Parameter unter einem Modell H0 zu berechnen. Dass diese
Schätzungen innerhalb eines torischen Modells wohlde�niert sind, ist die zentrale Aus-
sage dieses Abschnittes. Stichproben x1, . . . , xN ∈ X werden wie im Beweis von Satz
3.2.4 gezählt. Wir wechseln die Notation und beschreiben die (bedingte) Likelihood
Lu1,...,um : Θ → [0, 1] für Zähldaten u1, . . . , um ∈ N0 mit

∑m
i=1 ui = N als

Lu1,...,um(θ) =
N

u1! · · ·um!
Φ1(θ)

u1 · · ·Φm(θ)um

∝ N

u1! · · ·um!

d∏
i=1

m∏
j=1

θ
aijuj

i

∝
d∏

i=1

θai1u1+...,aimum

i =: θAu. (3.1)

Diesen Ausdruck gilt es nun unter der Nebenbedingung
∑m

j=1 hjθ
aj = 1 zu maximieren.

Ohne Einschränkung wird zur besseren Übersichtlichkeit die Nebenbedingung
∑m

j=1 θaj =
1 verwendet, der allgemeine Fall folgt analog.

Satz 3.3.1 Sei ein torisches Modell MA,h und Zähldaten u mit
∑m

i=1 ui = N samt einer
Realisierung b = Au der su�zienten Statistik gegeben. Sei weiter p̂ := Φ(θ̂) ein beliebiges
lokales Maximum des genannten Optimierungsproblems. Es gilt:

A · p̂ =
1

N
· b.

Beweis: Wie für Maximierung unter Nebenbedingungen üblich, wird die Lagrangesche
Multiplikatorenregel angewandt. Jede Lösung des Optimierungsproblems ist auch eine
von

Mθ := θb + λ · (1−
m∑

j=1

θaj).

Ableiten und Multiplikation mit θk ergibt für θb :

θk ·
∂

∂θk

θb = bk · θb, 1 ≤ k ≤ m.

Entsprechend wird mit (1−
∑m

j=1 θaj) verfahren. Es ist

θk
∂

∂θk

m∑
j=1

θaj =
m∑
j1

akjθ
aj , 1 ≤ k ≤ m.

Nullsetzen von ∇θMθ beziehungsweise 〈θ,∇θMθ〉 liefert für die ML-Schätzung θ̂ folgende
Bedingung:
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(θ̂)b · b = λ ·
m∑

j=1

(θ̂)aj · aj = λ · A · p̂.

Somit ist A · p̂ ein skalares Vielfaches des Vektors b = Au. Da nach Vorraussetzung der
Vektor (1, . . . , 1) im Zeilenraum der Matrix A liegt, lässt sich der Stichprobenumfang
rekonstruieren. Da sich die Wahrscheinlichkeiten zu Eins addieren, ist der Skalar λ′ in
der Gleichung

b = Au = λ′Ap̂

genau der Stichprobenumfang
∑m

j=1 uj = N . ([PS05] S.9f)

2

Für ein Modell A ∈ Nd×m
0 und einen Vektor b ∈ Nd

0 setze:

PA(b) :=

{
p ∈ Rm : A · p =

1

N
· b ∧ pj > 0, 1 ≤ j ≤ m

}
;

die Menge der potentiellen ML-Schätzungen für eine Stichprobe.

Satz 3.3.2 (Eindeutigkeit der ML-Schätzung). Für ein torisches Modell A sei u
der echt positive Stichprobenvektor und b=Au die Realisierung der su�zienten Statistik
A : Nm

0 → Nd
0. Der Schnitt von PA(b) und dem torischen Modell ΦA(Rd

>0) besteht aus
genau einem einzigen Punkt. Dieser ist die ML-Schätzung p̂ für die Daten u.

Beweis: Betrachtet wird im Folgenden die als Entropiefunktion bezeichnete Abbildung

H : Rm
≥0 → R≥0, (p1, . . . , pm) 7→ −

m∑
i=1

pi ln(pi),

mit der Konvention pi · ln pi := 0 für pi = 0. Die Hessematrix (∂2/∂pi∂pj) ist eine
Diagonalmatrix mit Diagonaleinträgen −1/p1, . . . ,−1/pm. Somit ist die Funktion streng
konkav auf Rm

>0:

H(λp + (1− λ)q) > λH(p) + (1− λ)H(q), p 6= q ∧ 0 < λ < 1.

Nicht nur die Funktion H, sondern auch ihre Einschränkung auf das Polytop PA(b) nimmt
ihr eindeutig bestimmtes Maximum in einem Punkt p∗ := (p∗1, . . . , p

∗
m) ∈ PA(b) an. Für

u ∈ ker(A) verschwinden die partiellen Ableitungen an dem Punkt p∗ im folgenden
Sinne:

u1 ·
∂H

∂p1

(p∗) + . . . + um ·
∂H

∂pm

(p∗) = 0. (3.2)

Die Ableitung von x · ln(x) ist ln(x)+1. Da sich (1, . . . , 1) im Zeilenraum von A be�ndet,
folgt mit vorheriger Gleichung für u ∈ ker(A):

0 =
m∑

j=1

uj ln(p∗j) +
m∑

j=1

uj =
m∑

j=1

uj ln(p∗j),
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was impliziert, dass (ln(p∗1), . . . , ln(p∗m)) ebenso im Zeilenraum von A liegt. Sei etwa∑d
i=1 ν∗i aij = ln(p∗j) für j = 1, . . . ,m. Durch Setzung von θ∗i := exp(ν∗i ) für alle i =

1, . . . , d erhält man schlieÿlich:

p∗j =
d∏

i=1

exp(ν∗i aij) =
d∏

i=1

θ∗i
aij = (θ∗)aj .

Somit ist p∗ = ΦA(θ∗) für ein geeignetes θ∗ ∈ Rd
>0 und der Schnitt ist nicht leer. An-

genommen es gäbe einen Punkt q mit p∗ 6= q ∈ PA(b) ∩ Φ(Rd
>0). Wegen der strengen

Konkavität von H würde für diesen Punkt q folgen, dass er identisch mit p∗ wäre; ein
Widerspruch.
Diese Eindeutigkeit liefert für die Optimierung aus Satz (3.3.1), dass p̂ = p∗ und θ̂∗ = θ∗.
([PS05] S.9f, [Agr07] S. 336)

2

Beispiel 3.3.3 Es sei u = (uij) ∈ Nm1×m2
0 die beobachtete Kontingenztafel. Die ML-

Schätzung im Unabhängigkeitsmodell für die Parametervektoren α ∈ Rm1
>0 und β ∈ Rm2

>0

sind durch die normalisierten Zeilen- und Spaltensummen

α̂i =
1

N

m2∑
j=1

uij und β̂k =
1

N

m1∑
j=1

ujk, i = 1, . . . ,m1; k = 1, . . . ,m2

gegeben.

Beweis: Ohne Einschränkung wird der Beweis am Beispiel m1 = 2, m2 = 3 durchge-
führt. Betrachte die Parametrisierung ΦA zu dem Unabhängigkeitsmodell aus 3.1.4. Da
α2 = 1− α1 und β3 = 1− β2 − β1, kann folgende Parametrisierung betrachtet werden:

(α1, α2, β1, β2, β3) 7→
(

α1β1 α1β2 α1(1− β1 − β2)
(1− α1)β1 (1− α1)β2 (1− α1)(1− β1 − β2)

)
.

Es ergibt sich für die Log-Likelihoodfunktion Lu(α, β) bezüglich u, dass

Lu(α, β) = (u11 + u12 + u13) log (α1) + (u21 + u22 + u23) log (1− α1)

+ (u11 + u21) log (β1) + (u12 + u22) log (β2) + (u13 + u23) log (1− β2 − β1).

Für die Ableitung von Lu(α, β) bezüglich α1 ergibt sich, dass

∂Lu

∂α1

=
u11 + u12 + u13

α1

− u21 + u22 + u23

1− α1

gilt. Nullsetzen dieser partiellen Ableitung ergibt

α̂1 =
u11 + u12 + u13

u11 + u12 + u13 + u21 + u22 + u23

=
1

N
(u11 + u12 + u13).
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In völliger Analogie ergeben sich für ∂Lu

∂β1
und ∂Lu

∂β2
nach Nullsetzen die ML-Schätzungen

β̂1 =
1

N
(u11 + u21) und β̂1 =

1

N
(u12 + u22).

([Stu96] S.16)

2

Im Allgemeinen kann es höchstgradig nichttrivial sein die ML-Schätzungen zu be-
rechnen. Es emp�ehlt sich, sofern möglich, auf bekannte Resultate auf zu bauen. Für
praktische Problemstellungen werden auch gern iterative Methoden wie etwa die von
Newton-Raphson oder die Fisher-Scoring-Methode zur Berechnung herangezogen; siehe
etwa [Agr07], [MN89]. In [HKS04] wird eine algebraische Betrachtung vorgeschlagen.

3.4 Überprüfen der Anpassungsgüte

Sind Daten u ∈ Nm
0 gegeben, ist eine klassische Frage, inwiefern sie einem bestimmten

algebraisch statistischen Modell entsprechen. Für die Überprüfung einer Nullhypothese
MA,h ergibt sich die Überlegung, inwiefern die Daten unter allen theoretischen Daten
mit der selben Realisierung der su�zienten Statistik ( der Referenzmenge ) verglichen
werden können.

De�nition 3.4.1 (Verallgemeinerter bedingter p-Wert). Sei u ∈ Nm
0 mit Au = b

gegeben. Ein bedingter p-Wert ist ein Erwartungswert der Form

EHb
[g(v)], v ∈ Sb,

mit einer Funktion g : Sb → [0, 1].

Beispiel 3.4.2 (Bedingter p-Wert). Setze g(v) := 1{Hb(v)≤Hb(u)}(v) als die Indikator-
funktion auf Sb, die alle Elemente zählt, welche unter der hypergeometrischen Verteilung
eine geringere Wahrscheinlichkeit als u besitzen. Der Erwartungswert

µ = EHb
[1{Hb(v)≤Hb(u)}(v)]

wird als exakter p-Wert bezeichnet.

Beispiel 3.4.3 (p-Wert des χ2-Testes). Sei

h(v) =
m∑

j=1

(ûj − vj)
2

ûj

die Pearson χ2-Teststatistik wobei ûj die Maximum-Likelihood-Schätzung unter der Null-
hypothese MA,h darstellt. Sei g(v) := 1{h(v)≥h(u)}(v), dann ist µ = EHb

[1{h(v)≥h(u)}(v)] der
p-Wert des χ2-Tests. Er beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass die Daten unter H0 bei
gegebenem TN(z) = b stärker von der ML-Schätzung abweichen als die beobachteten.
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Für die Berechnung eines p-Wertes ist es notwendig, Sb vollständig zu bestimmen.
Dieser Themenkreis wird in [Stu95] behandelt. Eine weitere Herangehensweise ist der
in [MP83] angeführte Netzwerkalgorithmus. Die komplette Berechnung von Sb bietet
sich aber nur in einigen Sonderfällen an, da die Mächtigkeit dieser Menge in relevanten
Fällen meist astronomische Gröÿen annimmt. Deshalb erscheint es sinnvoll eine Metho-
dik zu entwickeln, welche entlang der hypergeometrischen Verteilung Zufallselemente
γ1, . . . , γM ∈ Sb generiert, was äquivalent dazu ist, gleichverteilte Stichproben aus Rb zu
generieren. Die Schätzung

µ̂ :=
1

N

M∑
i=1

g(γi)

ist dann ein unverfälschter Schätzer für µ = EHb
[g(v)]. (vgl [Sul])

Im Hinblick auf die Anwendung des Metropolis-Samplers muss die Möglichkeit eines
irreduziblen, aperiodischen Spazierganges auf Sb gescha�en werden.

De�nition 3.4.4 (Markovbasis). Gelte für eine Menge von Vektoren f1, . . . , fL ∈ Zd:

Afl = 0, 1 ≤ l ≤ L (3.3)

und für beliebige Elemente u, v ∈ Nm
0 mit Au = Av sei eine endliche Schrittfolge

(ε1, fi1), . . . , (εk, fik) mit ej = ±1, j = 1, . . . , k gegeben, derart, dass

v = u +
k∑

j=1

εjfij und u +
l∑

j=1

εjfij ≥ 0, 1 ≤ l ≤ k (3.4)

so bezeichnet man MB := {f1, . . . , fL} als Markovbasis.

Pfade werden auch in der Gestalt

u, u1 := u− ε1fi1 , u2 := u− ε1fi1 − ε2fi2 , . . . , uk := v

mit ui ∈ Sb angegeben.
Die Grundlagen zur Berechnung solcher Markovbasen für torische Modelle werden in
dem Kapitel über den Diaconis-Sturmfels-Algorithmus geschildert. Angenommen, man
hätte schon eine Markovbasis, dann hat der Metropolis-Sampler folgende Gestalt:

Satz 3.4.5 (Modi�zierter Metropolis Sampler). Folgender Algorithmus beschreibt
einen symmetrischen, irreduziblen und aperiodischen Markovprozess:

Initiiere die Kette mit einem beliebigen Element u(0) ∈ Sb.

Für k = 0, 1, . . . , n:
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• Wähle mit Wahrscheinlichkeit 1
L
ein fl ∈ MB.

• Wähle mit Wahrscheinlichkeit 1
2
ein Vorzeichen ε ∈ {−1, +1} .

• Falls u′ := u(k) + εfl ≥ 0, erzeuge Realisation ω von U ∼ U[0,1].

• Für ω ≤ min
{
Hb(u

′)/Hb(u
(k)) , 1

}
setze u(k+1) := u′

• Sonst setze u(k+1) := u(k)

• Iteriere.

Ausgabe: {u(0), u(1), . . . , u(n+1)}.

Die damit erzeugten Zufallsvariabeln konvergieren in Verteilung wegen Lemma 2.7.1 und
Satz 2.7.3 gegen Hb.

Beweis: Ohne Einschränkung sei die Markovbasis minimal bezüglich Inklusion. Sei in
dem Algorithmus u′ ≥ 0. Dann ist Pu,u′ = 1

2
· 1

L
. Da aber u = u′ − εfl der einzige Weg

von u′ nach u ist, gilt auch Pu′u = 1
2
· 1

L
, deswegen ist die Kette symmetrisch.

Die Gleichung (3.3) garantiert, dass sich bei Addition/Subtraktion der Wert b ∈ Nd
0

nicht ändert. Zusammen mit (3.4) ist gewährleistet, dass es sich um eine irreduzible
Kette handelt. Es bleibt zu zeigen, dass es sich um einen aperiodischen Prozess handelt.
Angenommen, es gibt kein fl 6= 0, dann wäre Sb = {u}. Eine Haltebedingung wäre erfüllt
und die Kette somit aperiodisch.
Gelte nun fl 6= 0 für mindestens ein l ∈ {1, . . . , L}. Da die Koordinatensumme von
u mit der von u + fl übereinstimmt, ist mindestens eine Koordinate von fl negativ.
Insbesondere führt mehrfaches Addieren zu einer �Grenze� von Sb in dem Sinne, dass
u + nfl ∈ Sb, aber u + (n + 1)fl /∈ Sb für ein n ∈ N0. Ist die Kette in dem Zustand
u+nfl, dann besitzt sie eine gewisse Wahrscheinlichkeit α, im nächsten Iterationsschritt
des Algorithmus immer noch den Zustand zu besetzen. Wegen Satz 2.2.7 ist der Prozess
nun aperiodisch.

2

Für die Berechnung von Hb(u + εfl)/Hb(u), innerhalb dieses speziellen Metropolis-
Samplers, ergibt sich eine vereinfachte Darstellung. Der unbekannte Faktor N !

#Rb
kürzt

sich heraus. Es ist

Hb(u + εfl)/Hb(u) =

∏
x∈X ((u(x) + εfl(x))!)−1∏

x∈X (u(x)!)−1

=
∏
x∈X

u(x)!

(u(x) + εfl(x))!

=
∏
x∈X

fl(x) 6=0

u(x)!

(u(x) + εfl(x))!
. (3.5)
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Somit bleiben im Allgemeinen wenig Terme übrig, etwa im Unabhängigkeitsmodell be-
sitzt das Produkt 3.5 nur 4 Faktoren (siehe Anhang). Was bis jetzt nicht gezeigt wurde,
ist eine Methode zur Berechnung der Markovbasen. Siehe dazu das nächste Kapitel.

3.5 Der Diaconis-Sturmfels-Algorithmus

Nun wird davon ausgegangen, dass A ∈ Nd×m
0 ein torisches Modell vollständig beschreibt.

Bei dieser Betrachtung werden die statistischen Au�agen an die Parametrisierung ge-
löst und aufgezeigt, wie dadurch Markovbasen, beziehungsweise dazu korrespondierende
Idealbasen, mit Hilfe der Gröbnerbasentheorie berechnet werden können. Wie in [Sul]
gezeigt, kann für ein allgemeines h die in diesem Abschnitt behandelte Herangehens-
weise durch eine einfache lineare Koordinatentransformation zurückgeführt werden. Da
dies nicht nur im Hinblick auf das Unabhängigkeits- oder Symmetriemodell irrelevant
ist, wird dieser Fall ohne Einschränkung vernachlässigt. Die Nomenklatur ist orientiert
an [DS98], [Stu96], [Rap03]. Sei A = [T (x1), . . . , T (xm)] ∈ Nd×m

0 die modellbeschreiben-
de Matrix und T : X → Nd

0 die su�ziente Statistik. Für jedes x′ ∈ X wird eine mit
x bezeichnete Unbestimmte eingeführt. Somit ist K[X ] := K[x1, . . . , xm] ein Polynom-
ring in m Unbekannten. Weiter sei für die Unbestimmten y1, . . . , ym der Polynomring
K[Y ] := K[y1, . . . , ym] erklärt. Das algebraische Äquivalent zu dem torischen Modell ΦA

ist der Ringmorphismus

φT : K[X ] → K[Y ]

φT (x) 7→ YT (x), x ∈ X .

Dieser bildet jede Unbekannte x ∈ X auf ein Monom YT (x) =
∏m

i=1 y
Ti(x)
i ab (vgl.

Gleichung 3.1). Hauptgegenstand der Untersuchung ist der Kern dieser Abbildung.

Satz 3.5.1 Der Kern von φT wird als K-Vektorraum von der Menge

{X u −X v : u, v ∈ Nm
0 , Au = Av}

aufgespannt.

Beweis: Es sei IT := 〈{X u −X v : Au = Av}〉K . Betrachte das Monom X u ∈ K[X ],
beziehungsweise das Bild

φT (X u) =
m∏

i=1

φT (xi)
ui =

m∏
i=1

YuiT (xi) = YAu.

Somit liegt ein Binom X u−X v genau dann in ker φT , wenn gilt, dass Au = Av. Es ergibt
sich IT ⊆ ker φT .
Es bleibt zu zeigen, dass jedes Polynom in ker φT eine Linearkombination von Binomen
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aus IT ist. Angenommen IT wäre eine echte Teilmenge von ker φT , dann gäbe es zu einer
beliebigen Monomordnung ≺ auf K[X ] ein g ∈ ker φT \ IT , g 6= 0 mit

LM≺(g) = min {LM≺(p), p ∈ ker φT \ IT} .

Sei etwa LM≺(g) = X u und ohne Einschränkung LK≺(g) = 1. Da g ∈ ker φT , existiert
ein weiteres Monom X v in g mit φT (X v) = φT (X u). Betrachtet man g′ := g−(X u−X v),
dann ist g′ 6= 0, da sonst schon g in IT wäre.
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Nun ist aber LM≺(g′) ≺ LM≺(g). Da jedoch g ∈ ker φT\IT ergibt sich ein Widerspruch
zur Minimalität. Insgesamt folgt ker φT = IT . ([DS98])

2

Ein Vektor u ∈ kerZ A (in funktioneller Schreibweise u : X → Z) kann eindeutig
als u = u+ − u− dargestellt werden, wobei u+(x) := max {u(x), 0} und u−(x) :=
max {−u(x), 0}. Da u+ und u− disjunkte Träger besitzen, ist für u ∈ kerZ A stets
Au+ = Au−.

Korollar 3.5.2 Es sei φT der zu A ∈ Nd
0 assoziierte K-lineare Ringmorphismus. Dann

ist
ker φT = 〈

{
X u+ −X u− : u ∈ Zm, Au = 0

}
〉K[X ].

Beweis: Jedes Binom X u−X v mit Au = Av besitzt nach Ausklammern gemeinsamer
Faktoren die Gestalt X u −X v = Xw(X u′ −X v‘), wobei u′, v′ disjunkte Träger besitzen.
Es muss gelten φT (X u′) = φT (X v′).

2

Korollar 3.5.3 Zu jeder Monomordnung ≺ gibt es eine endliche Menge G≺ ⊂ ker(A),

so dass
{
X u+ −X u− : u ∈ G≺

}
eine reduzierte Gröbnerbasis bezüglich ≺ ist.

Beweis: Nach Hilberts Basissatz 1 ist IA endlich erzeugt, etwa durch{
X u+

i −X u−i : 1 ≤ i ≤ n
}

für ein geeignetes n ∈ N. In jedem Schritt des Buchbergeralgorithmus1 erhält die S-
Polynombildung die binomische Struktur. Per Konstruktion ist S ∈ IA, somit wird eine
Gröbnerbasis GB≺ erhalten mit Au = 0 für alle u ∈ GB≺. Ebenso zerstört die Reduktion
nicht die binomische Gestalt.

2

Markovbasen stellen einen Bezug zwischen Statistik und kommutativer Algebra her.

Beobachtung 3.5.4 Bezeichne f
εj

ij
im Falle εj = 1 den Vektor f+

ij
und für εj = −1 ent-

sprechend f−ij . Sind zwei Elemente u, v mit Au = Av durch die Schrittfolge (ε1, fi1), . . . ,
(εJ , fiJ ) verbunden, dann gilt:

X u −X v = (X u −X u1) + (X u1 −X u2) + . . . + (X uk−1 −X v)

= ε1X u−f
ε1
i1 (X f+

i1 −X f−i1 ) + . . . + εkX uk−1−f
ε1
ik (X f+

ik −X f−ik ).

Das Binom X u − X v liegt in dem Ideal, das von den zu der Markovbasis assoziierten
Binomen erzeugt wird. [Din98]

1Siehe etwa [CLO07].
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Die Wohlde�niertheit der angegebenen Monome und eine präzise Formulierung ist

im nächsten Satz enthalten. Bezeichne IM := 〈
{
X f+

i −X f−i | 1 ≤ i ≤ L
}
〉K[X ] das Ideal,

welches von der zu der Markovbasis assoziierten Menge von Binomen erzeugt wird.

Satz 3.5.5 Die Vektoren f1, . . . , fL ∈ Zm bilden genau dann eine Markovbasis, wenn{
X f+

i −X f−i | 1 ≤ i ≤ L
}

ein Erzeuger von IT = ker φT ist.

Beweis: Eigenschaft (3.3) einer Markovbasis besagt, dass IM ⊆ IT . Gelte Eigenschaft
(3.4). Da ker φT = IT genügt es zu zeigen, dass für einen beliebigen Vektor u ∈ Zm mit
Au = 0 die Di�erenz X u+ − X u− in IM liegt. Dazu wird verwendet, dass Au+ = Au−.
Insbesondere sind u+ und u− durch die Markovbasis ineinander überführbar. Die Induk-
tion nach der Anzahl an Überführungsschritten k von u+ nach u− gestaltet sich wie folgt:

Angenommen u+ und u− können mit einem Schritt ineinander überführt werden,
etwa u− = u+ + fi1 , dann ist u− − u+ = f+

i1
− f−i1 , woraus u− = f+

i1
und u+ = f−i1 folgt

(Disjunktheit der Träger). Das ergibt

X u+ −X u− = −(X f+
i1 −X f−i1 ) ∈ IM .

Ist jedoch ε1 = −1, also u− = u+ − fi1 , ergibt sich mit der selben Argumentation

X u+ − X u− = X f+
i1 − X f−i1 ∈ IM . Gelte nun die Behauptung für ein k ∈ N. Weiter sei

u ∈ Zm mit Au = 0 und einer Überführung der Länge k + 1, etwa

u− = u+ +
k+1∑
j=1

εjfij und u+ +
l∑

j=1

εjfij ≥ 0, 1 ≤ l ≤ k + 1 (3.6)

gegeben. Es ist X u+ − X u++ε1fi1 ∈ IM . Der Übergang mit Länge k von u− nach u− −∑k+1
j=2 εjfij ≥ 0 ergibt nach Induktionsannahme, dass X u++ε1fi1 −X u− ∈ IM . Eine Addi-

tion beider Di�erenzen liefert X u+ −X u− ∈ IM .

Sei umgekehrt IM = IT und seien Vektoren u, v ∈ Nm
0 mit Au = Av gegeben. Es gibt

eine Darstellung bezüglich der Markovbasis der Länge L:

X u −X v =
L∑

j=1

εjX hj(X f+
ij −X f−ij ), ej ∈ {−1, 0, 1} ,

mit geeigneteten hj ∈ Nm
0 , j = 1 . . . L. Es wird wieder induktiv verfahren. Für k=1 folgt

unmittelbar Eigenschaft (3.4) einer Markovbasis. Sei k > 1, dann ist X u = X hrX f±ir , etwa
X u = X hrX f−ir für ein geeignetes 1 ≤ r ≤ L. Es ist zu sehen, dass u− f−ir ≥ 0 und somit
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auch u+fir ≥ 0. Wird nun X hr(X f+
ir −X f−ir ) auf beiden Seiten der Gleichung subtrahiert

und wird hr + f+
ir

= u + fir verwendet, erhält man einen Ausdruck für X u+fir −X b der
Länge k − 1. Da aber u + fir mit erlaubten Schritten in v überführt werden kann, gilt
Eigenschaft (3.4) für alle u, v ∈ Nm

0 mit Au = Av. ([DS98])

2

Da es genügt einen beliebigen Erzeuger von IT zu benennen, stellt die Theorie der
Gröbnerbasen ein nützliches Verfahren zur Berechnung bereit.

Satz 3.5.6 Sei K ein Körper mit Charakteristik ungleich 2. Betrachte das auf K[X ,Y ]
erklärte Ideal

I := 〈
{
xi − YAei : 1 ≤ i ≤ m

}
〉K[X ,Y],

mit den kanonischen Basisvektoren ei, 1 ≤ i ≤ m. Es ist IT = I ∩K[X ].

Beweis: Zuerst die Richtung �IT ⊆ I�. Angenommen es gelte für beliebige u ∈ Nm
0 ,

dass X y − YAu ∈ I, dann folgt X u − X v = X u − YAu − (X v − YAv) ∈ I für alle u, v
mit Au = Av. Somit genügt es zu zeigen, dass X v − YAv ∈ I für beliebige v ∈ Nm

0 . Der
Beweis wird über eine Induktion nach dem Totalgrad |v| := |v1 + . . . + vm| geführt.
Für alle v mit |v| = 1, etwa v = ei, ist X v −YAv = xi −YAei ein Element des Erzeugers
von I. Sei nun |v| = n und die Behauptung gelte für alle Vektoren kleineren Totalgrades,
dann ist

R := (xi − YAei)︸ ︷︷ ︸
∈I

(X v−ei + YA(v−ei)) ∈ I,

S := (xi + YAei) (X v−ei − YA(v−ei))︸ ︷︷ ︸
∈I

∈ I,

womit auch die Summe R + S =2(X v −YAv) in I ist. Mit einer Charakteristik ungleich
2 folgt für alle u, v mit Au = Av: X u −X v ∈ I.

Für die andere Richtung des Beweises wird der De�nitionsbereich des Ringmorphismus
φT : K[X ] → K[Y ] auf K[X ,Y ] erweitert. Sei φ′T : K[X ,Y ] → K[Y ] die durch φ′T (Yw) :=
Yw erklärte Erweiterung. Es wird gezeigt:

I ∩K[X ] ⊆ ker φ′T ∩K[X ] ⊆ IT .

Die letzte Inklusion ist o�ensichtlich, da ker φ′T∩K[X ] ⊆ ker φT = IT . Die erste Inklusion
ergibt sich mit dem Erzeugendensystem von I. Es ist φ′T (xi − YAei) = 0 und somit ist
I ⊆ ker φ′T , beziehungsweise I ∩ K[X ] ⊆ ker φ′T ∩ K[X ]. Zusammenfassend ist nun
I ∩K[X ] = IT , was zu zeigen war. ([Din98])

2
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Satz 3.5.7 (Diaconis-Sturmfels-Algorithmus). Es sei ≺ die lexikographische Ord-
nung (oder eine andere Eliminationsordnung) mit y � x für alle y ∈ Y , x ∈ X . Eine
lex-Gröbnerbasis G≺ von IT kann berechnet werden, in dem eine lex-Gröbnerbasis H≺
von I berechnet wird und nur jene Binome verwendet werden, die als Unbestimmte aus-
schlieÿlich die zu X gehörigen Unbekannten besitzen. Somit ist

G≺ := H≺ ∩K[X ]

eine lex-Gröbnerbasis von IT .

Beweis: Es ist zu zeigen, dass 〈LM(IT )〉 = 〈LT (G≺)〉. Nach Satz 3.5.7 ist IT = I∩K[X ]
und somit ist insbesondere 〈LM(IT )〉 ⊆ 〈LT (G≺)〉. Für die andere Inklusion sei f ∈ IT

beliebig. Es ist zu zeigen, dass es ein LT≺(g), g ∈ G≺ gibt, welches das Leitmonom von f
teilt. Es ist f ∈ IT ⊆ I. Deswegen gibt es ein g ∈ H≺ mit LM≺(g)|LM≺(f). Das Polynom
f enthält nur Unbestimmte in X . Wegen der lex-Ordnung mit x ≺ y, x ∈ X , y ∈ Y ist
jedes Monom mit Unbestimmten in Y gröÿer als LM≺(f). Somit ist LM≺(g) ∈ K[X ]
und g ∈ G≺, was zu zeigen war. ([CLO07])

2

Beispiel 3.5.8 (Markovbasis für 3 × 3-Kontingenztafeln). In diesem Falle ist
m1 = m2 = 3. Das Modell der Unabhängigkeit wird in diesem Falle wie in Beispiel
3.1.4 präsentiert durch die Matrix

A =


1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

 .

Folgende Befehle in Maple berechnen eine Markovbasis H≺:

• with(grobner);

• ideal:=[x11 − α1 ∗ β1, x12 − α1 ∗ β2, x13 − α1 ∗ β3, x21 − α2 ∗ β1,
x22 − α2 ∗ β2, x23 − α2 ∗ β3, x31 − α3 ∗ β1, x32 − α3 ∗ β2, x33 − α3 ∗ β3];

• varlist:=[α1, α2, α3, β1, β2, β3, x11, x12, x13, x21, x22, x23, x31, x32, x33];

• gbasis(ideal,varlist,plex);

In der Ausgabe sind 36 Binome von denen neun die Variabeln α1, α2, α3, β1, β2, β3,
nicht beinhalten. Diese sind nun eine reduzierte lex-Gröbnerbasis von IT . Die zu diesen
Binomen assoziierten Matrizen 1 −1 0

−1 1 0
0 0 0

 ,

 1 0 −1
−1 0 1
0 0 0

 ,

 1 −1 0
0 0 0
−1 1 0

 ,

 1 0 −1
0 0 0
−1 0 1

 ,

0 1 −1
0 −1 1
0 0 0

 ,

0 1 −1
0 0 0
0 −1 1

 ,

 0 0 0
1 −1 0
−1 1 0

 ,

 0 0 0
1 0 −1
−1 0 1

 ,

0 0 0
0 1 −1
0 −1 1
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sind eine Markovbasis von Sb. Matrizen dieser Gestalt, sowie die zugehörigen Binome,
werden als Matrizen/ Binome vom ( + −

− + )-Typ bezeichnet.

Für I×J Kontingenztafeln ist o�ensichtlich, dass Matrizen vom ( + −
− + )-Typ eine Mar-

kovbasis bilden und somit, wegen Satz 3.5.5, die dazu assoziierten Binome IT erzeugen.
Es gilt aber zusätzlich eine stärkere Aussage.

Satz 3.5.9 Für eine beliebige Ordnung mit x11 � x12 � . . . � x1J� x21 � . . . � xIJ ist
die Menge

{xikxjl − xilxjk : 1 ≤ i < j ≤ I , 1 ≤ k < l ≤ J}

die reduzierte Gröbnerbasis von IT .

Beweis: Kein Leitmonom der angegebenen Menge von Binomen teilt ein anderes. Für
jedes Element aus einer Markovbasis ist die Zeilen- als auch die Spaltensumme Null.
Für ein Element X u+ − X u− der reduzierten Gröbnerbasis ist u+ � u−. Wird u in
Matrixform dargestellt, bedeutet dies, dass aufgrund der Wahl der Monomordnung in
der ersten Zeile, die kein Nullvektor ist, der erste Eintrag ungleich Null positiv sein
muss. Sei die Koordinate von diesem mit (i0, k0) bezeichnet. Weiter muss es einen Eintrag
(i0, l0), k0 < l0 geben, welcher negativ ist. Unterhalb von diesem muss wieder ein Eintrag
(j0, l0), i0 < j0 positiv sein. Angenommen u wäre nicht vom ( + −

− + )-Typ. Wegen der
Reduziertheit muss gelten, dass

LM≺(X u+ −X u−) = X u+

/∈ {xikxjl : 1 ≤ i < j ≤ I , 1 ≤ k < l ≤ J} .

Da aber xi0k0xj0l0 |X u+
, bedeutet dies einen Widerspruch zur Annahme.

2

Beobachtung 3.5.10 (Rekonstruktion eines Pfades). Sind die zu der Markovbasis
f1, . . . , fL assoziierten Binome eine Gröbnerbasis, lässt sich für u, v ∈ Nm

0 mit Au = Av
eine Schrittfolge mit Hilfe des Divisionsalgorithmus rekonstruieren.

Beweis: Ohne Einschränkung sind die Leitmonome der zur Markovbasis MB assozi-
ierten Menge an Binomen die Monome X f+

i , 1 ≤ i ≤ L. Die Eigenschaften einer Gröb-
nerbasis garantieren, dass der Divisionsalgorithmus mit Rest 0 terminiert. Insbesondere
hat jener in diesem Sonderfall die Gestalt:

Initialsiere u(0) := u, v(0) := v. Solange u(0) − v(0) 6= 0:

• Für u(k) > v(k) wähle fi derart, dass u(k) − f+
i > 0.

Setze u(k+1) := u(k) − fi und v(k+1) := v(k).

• Für u(k) < v(k) wähle fi derart, dass v(k) − f+
i > 0.

Setze u(k+1) := u(k) und v(k+1) := v(k) − fi.
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Der Pfad wird nun von beiden Seiten gleichzeitig rekonstruiert. Der Terminationsschritt
des Algorithmus verbindet beide Pfade.

2

Korollar 3.5.11 Die zu einer Markovbasis f1, . . . , fL assoziierten Binome sind genau
dann eine Gröbnerbasis zu einer Monomordnung ≺, wenn es für a, b ∈ St zwei Folgen
(fij)1≤j≤J und (fzk

)1≤k≤K gibt mit

a−
j+1∑
r=1

fir ≺ a−
j∑

r=1

fir , 0 ≤ j ≤ J − 1,

b−
k+1∑
r=1

fzr ≺ a−
k∑

r=1

fzr , 0 ≤ k ≤ K − 1,

und es gilt a−
∑J

r=1 fir = b−
∑k+1

r=1 fzr . [DS98]

Illustriert wird dies an einem einfachen Beispiel.

Beispiel 3.5.12 Die Frage, wieviele Möglichkeiten es für c1, c2, c3 ∈ N0 gibt, so dass
c1 +2c2 +3c3 = 10, führt zu der Abbildung T : N3

0 → N0 mit T (c1, c2, c3) = c1 +2c2 +3c3.
Maple gibt mit x1 � x2 � x3 als lexikographische Gröbnerbasis von IT die Polynome

x2
1 − x2, x1x2 − x3, x1x3 − x2

2, x3
2 − x2

3

an. Eine Markovbasis wäre somit

f1 := (2,−1, 0), f2 := (1, 1,−1), f3 := (1,−2, 1), f4 := (0, 3,−2).

Die Vektoren ermöglichen die Konstruktion eines Pfades in S10. Der Divisionsalgorith-
mus liefert für u = (4, 0, 2) und v = (2, 4, 0):

0 u(0) = (4, 0, 2) v(0) = (2, 4, 0)

1 u(1) = u(0) − f1 = (2, 1, 2) v(1) = v(0)

2 u(2) = u(1) v(2) = v(1) − f1 = (0, 5, 0)

3 u(3) = u(1) − f1 = (0, 2, 2) v(3) = v(2)

4 u(4) = u(3) = (0, 2, 2) = v(4) = v(3) − f4 = (0, 2, 2)

Somit ist u− f1 − f1 = v − f1 − f4 beziehungsweise u = v + f1 − f4.

Wie bereits gesehen sind im Allgemeinen die zu einer Markovbasis assoziierten Bino-
me keine Gröbnerbasis. Dennoch bietet es sich an, zur Berechnung diese Hilfsmittel zu
verwenden.
In Analogie zur Beweisstruktur von Satz 3.5.7 ergibt sich für Modelle mit strukurellen

Nullen (etwa zu schwangeren Männern) oder fehlenden Datensätzen (etwa: Diagonalein-
träge in Kontingenztafeln können nicht beobachtet werden) folgende Herangehensweise
an:
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Korollar 3.5.13 Sei X ′ ⊆ X eine beliebige Teilmenge und K[X ′] der entsprechende
Polynomring mit der lex-Ordnung mit x′ � x für alle x ∈ X \ X ′, x′ ∈ X ′; T ′ : X ′ → N0

sei die entsprechende Einschränkung der su�zienten Statistik T : X → N0 . Ist H≺ eine
Gröbnerbasis für IT , dann ist {g ∈ H≺ : supp(g) ⊆ X ′} eine Gröbnerbasis auf

IT ′ = IT ∩ k[X ′].

Somit kann die Referenzmenge bei strukturellen Nullen oder fehlenden Daten dadurch
gewonnen werden, dass nur jene Elemente der Markovbasis verwendet werden, welche die
zu X ′ gehörenden Einträge modi�zieren. Es bietet sich an eine universelle Gröbnerbasis
zu berechnen und daraus die entsprechenden Elemente auszuwählen.

Beispiel 3.5.14 Eine natürliche Verallgemeinerung des Unabhängigkeitsmodells auf Kon-
tingenztafeln mit fehlenden Einträgen oder strukturellen Nullen ist das Modell der Qua-
siunabhänigkeit in I × J-Kontingenztafeln. Eine präzise loglineare Modellbeschreibung
�ndet sich in [BFH75]. Su�ziente Statistik ist wieder die Abbildung, welche Randhäu-
�gkeiten der Kontingenztafel erstellt. Im Folgenden sei eine strukturelle Null mit [0]
notiert. Als Fortsetzung von Beispiel 3.5.8 wird nun das Quasiunabhängigkeitsmodell be-
trachtet, in dem die Diagonaleinträge strukturelle Nullen darstellen. Für Daten, die in
jeder Zeile und Spalte nur einen beobachteten Wert haben, besteht die Referenzmenge
nur aus den zwei Matrizen[0] 1 0

0 [0] 1
1 0 [0]

 und

[0] 0 1
1 [0] 0
0 1 [0]

 .

Diese beiden Elemente können nicht wie in Beispiel 3.5.8 durch Matrizen vom ( + −
− + )-Typ

ineinander überführt werden. Eine analoge Berechnung in Maple mit

• varlist:=[α1, α2, α3, β1, β2, β3, x11, x12, x13, x21, x22, x23, x31, x32, x33];

• gbasis(ideal,varlist,plex);

ergibt wieder die neun Binome vom ( + −
− + )-Typ sowie x12x23x31 − x13x21x32. Die dazu

gehörende Matrix verbindet die Referenzmenge. Da alle Matrizen vom ( + −
− + )-Typ ein

Diagonalelement ungleich 0 besitzen ist
 0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0


eine Markovbasis für das beschriebene Quasiunabhängigkeitsmodell.

Somit bietet es sich an, eine Gröbnerbasis zu berechnen, die bezüglich allen Mono-
mordnungen eine Gröbnerbasis ist. Für Modelle mit strukturellen Nullen an beliebiger
Stelle ist eine Markovbasis dann durch jene Elemente gegeben, deren Träger die struk-
turellen Nullen nicht beinhalten.
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3.6 Universelle Gröbnerbasen

In den folgenden Abschnitten, welche an dem Buch [Stu96] orientiert sind, wird die
Existenz universeller Gröbnerbasen belegt und ein Berechnungsweg aufgezeigt. Es wird
als bekannt vorausgesetzt, dass jedes Ideal I ⊂ K[X ] zu einer festen Monomordnung
eine eindeutig bestimmte reduzierte Gröbnerbasis besitzt, siehe etwa [CLO07]. Mit den
Standardmonomen Bi,≺ bezüglich einer Monomordnung ≺ ist R/I ∼= 〈Bi,≺〉K . Bei mehr
als einer Unbestimmten gibt es zwar überabzählbar viele Monomordnungen, aber bei
einem gegebenen Ideal lassen sich diese als endlich viele Äquivalenzklassen beschreiben.

Satz 3.6.1 Jedes Ideal I ∈ K[X ] besitzt nur endlich viele unterschiedliche Anfangsidea-
le.

Beweis: Ohne Einschränkung sei I 6= {0}. Angenommen I habe eine unendliche Menge
J0 von Anfangsidealen. Sei f ∈ I \{0}. Da f endlich viele Monome besitzt und da immer
eines seiner Monome in einem Anfangsideal liegt, muss es ein Monom X u(1)

in f geben, so

dass die Menge J1 :=
{

M ∈ J0 : X u(1) ∈ M
}
unendlich viele Anfangsideale beinhaltet.

Da #J1 = ∞, gibt es mindestens ein M ∈ J1 mit M % 〈X u(1)〉. Sei X v ∈ M \ 〈X u(1)〉.
Division mit Rest liefert

X v = f2 − r, f2 ∈ I, r ∈ 〈BM〉K ,

wobei 〈BM〉K die Standardmonome von I bezüglich dem Anfangsideal M darstellen. Da
X v ∈ M , ist f2 = X v − r 6= 0. Per Konstruktion liegt kein Monom von f2 in 〈X u(1)〉.
Sei nun X u(2)

ein Monom in f2 für das J2 :=
{

M ∈ J1 : X u(2) ∈ M
}
unendlich viele

Elemente besitzt. Wieder gibt es ein f3 ∈ I \ {0}, dessen Monome nicht in 〈X u(1)
,X u(2)〉

liegen.
Iteration ergibt eine echt steigende Kette

〈X u(1)〉 ⊂ 〈X u(1)

,X u(2)〉 ⊂ 〈X u(1)

,X u(2)

,X u(3)〉 ⊂ . . . .

Da aber K[X ] wegen des Hilbertschen Basissatzes noethersch ist, ergibt sich ein Wider-
spruch zur Annahme. Somit gibt es nur endlich viele Anfangsideale. ([Stu96])

2

De�nition 3.6.2 (Universelle Gröbnerbasis). Eine Gröbnerbasis U von I ⊆ K[X ]
heiÿt universell, wenn sie die Vereinigung aller reduzierten Gröbnerbasen ist. Somit ist
eine universelle Gröbnerbasis wegen Satz 3.6.1 insbesondere endlich.

Notationell ist es angenehm, IA anstatt IT zu schreiben. Es wurde bereits in Korollar
3.5.3 gezeigt, dass reduzierte Gröbnerbasen von IA wieder eine binomische Struktur
aufweisen, also auch die universelle Gröbnerbasis UA von IA. Im Weiteren wird eine
präzisere Beschreibung von UA unternommen.
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De�nition 3.6.3 (Primitive und minimal primitive Binome). Ein Binom 0 6=
X u+ −X u− ∈ IA heiÿt primitiv, falls kein anderes Binom aus X v+ −X v− ∈ IA existiert
mit X v+ | X u+

und X v− | X u−. Eine Unterklasse der primitiven Binome sind die minimal
primitiven Binome. Für ein solches ist der Träger von u minimal bezüglich Inklusion
und die Koordinaten von u sind teilerfremd. Die zu den Binomen assoziierten Vektoren
werden ebenfalls mit diesen Eigenschaften bezeichnet.

Beispiel 3.6.4 Für die Matrix A des Unabhängigkeitsmodells sind die Binome vom
( + −
− + )-Typ minimal primitiv.

Beispiel 3.6.5 Es sei A := (1, 2, 5) ∈ N1×3. Das Binom x3 − x3
1x2 ∈ IA ist primitiv,

aber nicht minimal. Die minimal primitiven Polynome sind ±(x2
1 − x2), ±(x5

1 − x3),
±(x5

2 − x2
3).

De�nition 3.6.6 (Graverbasis). Besitzt IA die zu ±u1, . . . ,±ur assoziierten primi-
tiven Binome, dann werden die zu u1, . . . , ur assoziierten Binome als Graverbasis GrA

bezeichnet.

Lemma 3.6.7 Alle Binome aus UA sind primitiv.

Beweis: Ohne Einschränkung gelte für alle Elemente X u+−X u− der reduzierten Gröb-
nerbasis G≺ von IA, dass X u+ � X u− . Das Anfangsideal in≺(IA) besitzt als minima-

len Erzeuger die zugehörigen Monome σ+ :=
{
X u+

: X u+ −X u− ∈ G≺

}
. Die Menge

σ− :=
{
X u− : X u+ −X u− ∈ G≺

}
ist wegen der Reduziertheit ein minimaler Erzeu-

ger von 〈B≺〉K . Angenommen es gäbe ein v ∈ ker(A), v 6= u mit X v+ | X u+
und

X v− | X u− . Wäre v+ � v−, dann wäre σ+ kein minimaler Erzeuger des Anfangsideals;
ein Widerspruch. Somit bleibt die Möglichkeit, dass v+ ≺ v−. Dies impliziert aber, dass
X u− /∈ 〈B≺〉K ; ein Widerspruch.

2

Somit ist UA ⊆ GrA. Es bezeichne CA die Menge aller minimal primitiven Binome.

Satz 3.6.8 (Einschnüren der universellen Gröbnerbasis). Für alle A ∈ Nd×m
0 ist

CA ⊆ UA ⊆ GrA.

Beweis: Es ist noch zu zeigen, dass jedes minimal primitive Element in einer redu-
zierten Gröbnerbasis GA enthalten ist. Sei u ∈ ker A minimal primitiv. Wähle eine
Eliminationsordnung ≺ mit der Eigenschaft

{xi : i /∈ supp(u)} � {xj : j ∈ supp(u)}

und X u+ � X u− . Angenommen, X u+ −X u− wäre nicht in der reduzierten Gröbnerbasis
G≺ von IA. Dann gibt es ein v ∈ ker(A) \ {0, u} mit X v+ |X u+

und X v+ � X v− .
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Dies zusammen mit der Inklusion supp(v+) ⊆ supp(u) garantiert, dass supp(v−) ⊆
supp(u), womit supp(v) ⊆ supp(u) ist. Da aber u minimal primitiv ist, ist v ein ganz-
zahliges Vielfaches von u. Da aber X v+|X u+

, ist u = v; ein Widerspruch.

2

Zur Berechnung später mehr.

Beispiel 3.6.9 (Fortsetzung von Beispiel 3.6.5). Sei A := (i, j, k) mit teilerfrem-
den i, j, k ∈ N . Es ist CA =

{
xj

1 − xi
2, x

k
1 − xi

3, x
k
2 − xj

3

}
. Betrachte die folgenden drei

Fälle:

• Für A = (1, 2, 3) ist UA = GrA = CA ∪ {x3 − x1x2, x1x3 − x2
2} .

• Für A = (1, 2, 4) ist CA = UA und GrA \ UA = {x3 − x2
1x2}.

• Für A = (1, 2, 5) ist UA \ CA = {x3 − x1x
2
2, x1x3 − x3

2}
und GrA \ UA = {x3 − x3

1x2}.

Die Berechnungen wurden mit dem Programm 4ti2 (s. [tt]) durchgeführt.

Beispiel 3.6.10 Für das Unabhängigkeitsmodell in 2 × 3 Kontingenztafeln ist CA =
UA = GrA und somit die Binome vom ( + −

− + )-Typ die universelle Gröbnerbasis. Im Falle
von 3 × 3-Kontingenztafeln sind die Binome vom ( + −

− + )-Typ, wie in Beispiel 3.5.14
ersichtlich, keine universelle Gröbnerbasis. Es gilt CA ⊂ UA = GrA.

3.7 Totalgradschranken

Als Totalgrad eines Binoms X u−X v ∈ K[X ] sei die Einsnorm des Leitmonoms bezeich-
net.

Satz 3.7.1 Angenommen, es ist rang(A) = d. Mit

D(A) := max {|det(ai1 , . . . , aid)| : 1 ≤ i1 < . . . < id ≤ n}

ist der Totalgrad jedes primitiven Binoms in IA kleiner als (d + 1)(m− d)D(A).

Ist rang(A) < d, kann durch Streichen einiger Zeilen die Voraussetzung aus Satz 3.7.1
erreicht werden. Der Beweis benötigt zur besseren Überschaubarkeit drei Lemmata, in
denen stets rang(A) = d vorausgesetzt wird.

Lemma 3.7.2 Ist u ∈ kerZ(A) minimal primitiv, dann besitzt der Träger von u : X → Z
höchstens (d + 1) Elemente.
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Beweis: Angenommen, der minimal primitive Vektor u ∈ kerZ(A) habe r ≥ d + 2
Einträge ungleich Null. Sei B die d × r Submatrix von A, die durch Streichen der zu
Null assoziierten Spalten aus A hervorgeht. Es ist

dim kerZ(B) = r − rang(B) ≥ 2.

Somit gibt es mindestens ein v′ 6= 0 ∈ kerZ(A) mit mindestens einem Eintrag gleich
Null. Wird die Aktion von v′ auf A erweitert (Au�üllen mit Nullen), ist der Träger von
v′ echt kleiner als der von v, was einen Widerspruch zur Minimalität von v darstellt.

2

Lemma 3.7.3 Ist u = (u1, . . . , um) ∈ kerZ(A) minimal primitiv, dann ist

|ui| ≤ D(A), 1 ≤ i ≤ m.

Beweis: Es sei supp(u) = {i1, . . . , ir}. Wegen Lemma 3.7.2 ist r ≤ d + 1. Mit der
Minimalität von u folgt, dass die d× r Matrix (ai1 , . . . , air) den Rang r − 1 besitzt. Da
rang(A) = d, gibt es Spaltenvektoren air+1 , . . . , aid+1

, so dass sowohl die d×d Matrix C :=
(ai1 , . . . , air , air+1 , . . . , aid) als auch die d×(d+1) MatrixB := (ai1 , . . . , air , air+1 , . . . , aid+1

)
jeweils den Rang d haben. Es ist dim ker(B) = 1. Betrachte folgendes quadratisches Glei-
chungssystem mit Unbekannten s1, . . . , sd+1:

ai1s1 + . . . + aidxd = −aid+1
sd+1.

Setze sd+1 := (−1)d+1 det(C) und wende auf dieses Gleichungssystem mit invertierbarer
Matrix C die Cramersche Regel2 an. Bezeichne ej den j-ten kanonischen Basisvektor in
Zd+1. Es folgt:

d+1∑
j=1

(−1)j · det(ai1 , . . . , aij−1
, aij+1

, . . . , aid+1
) · eij ∈ ker(B). (3.7)

Die Einschränkung von u auf {i1, . . . , id+1} liegt ebenso in kerZ(B) und ist somit ein
rationales Vielfaches von (3.7). Da aber (3.7) ganzzahlig ist und u minimal primitiv,
muss (3.7) ein ganzzahliges Vielfaches von u sein. Es folgt die Behauptung.

2

Sind u, v ∈ Zm, so wird u als konform zu v bezeichnet, falls supp(u+) ⊆ supp(v+) und
supp(u−) ⊆ supp(v−) gilt.

Lemma 3.7.4 Jeder Vektor v ∈ ker(A) besitzt eine Darstellung

v = λ1u1 + . . . + λm−dum−d, λi ∈ Q≥0, 1 ≤ i ≤ m− d;

wobei alle ui ∈ kerZ(A) minimal primitiv und konform zu v sind.

2etwa in [Fis05] S. 196
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Beweis: Für ein festes d kann induktiv über m verfahren werden. Für m = d ist
ker(A) = 0. Für m = d + 1 ist jedes Element nichtnegatives Vielfaches eines minimal
primitiven Elements. Gelte nun die Behauptung für (m−1) ∈ N. Ohne Einschränkung ist
v nicht minimal primitiv. Ist der Träger von v kleiner als {1, . . . ,m}, folgt die Behaup-
tung mit der Induktionsannahme. Sei also supp(v) = {1, . . . ,m}. Wähle ein minimal
primitives Element r = (r1, . . . , rm) mit r1v1 > 0. Setze

λ := min

{
vi

ri

: vi/ri ist wohlde�niert ∧ vi/ri > 0 , 1 ≤ i ≤ m

}
.

Sei etwa λ = vk

rk
, dann ist v − λr ∈ ker(A) konform zu v und der k−te Eintrag ist Null.

Per Induktionsannahme kann v − λr als nichtnegative rationale Linearkombination von
(m− d− 1) minimal primitiven Elementen dargestellt werden und da v = λr +(v−λr),
ist v somit eine Linearkombination von höchstens (m−d) Elementen, was zu zeigen war.

2

Beweis von Satz 3.7.1:
Sei v ∈ kerZ(A) ein primitives Element. Ist v minimal primitiv, folgt die Behauptung
mit Lemma 3.7.3. Im Allgemeinen gibt es mit Lemma 3.7.4 eine nichtnegative rationale
Linearkombination u = λ1u1 + . . .+λm−dum−d mit den genannten Bedingungen. Da alle
ui konform zu v sind, ist v+ = λ1u

+
1 + . . . + λm−du

+
m−d und v− = λ1u

−
1 + . . . + λm−du

−
m−d

.
Angenommen, es wäre ein λi gröÿer als 1, dann wäre der ganzzahlige Vektor v+ koordina-
tenweise gröÿer als der ganzzahlige Vektor u+

i . Ebenso wäre der Vektor u−i koordinaten-
weise kleiner als v−. Mit anderen Worten gilt, dass X u+

i | X v+
und X u−i | X v− . Dies aber

widerspräche der Tatsache, dass v primitiv ist. Somit ist 0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, . . . ,m− d.
Nehmen wir nun an, dass der Totalgrad von X v+ −X v− die Einsnorm von v+ ist. Mit

der Dreiecksungleichung ist

‖v+‖1 ≤
m−d∑
i=1

λj · ‖u+
j ‖1 (3.8)

≤ (m− d) ·max
{
‖u+

j ‖1 : 1 ≤ j ≤ m− d
}

(3.9)

≤ (m− d)(d + 1)D(A). (3.10)

Die letzte Ungleichung folgt aus Lemma 3.7.2 zusammen mit Lemma 3.7.3.

2

Für eine beliebige Matrix A wird keine Aussage über die Mächtigkeit des Trägers eines
minimal primitiven Elements getätigt. Somit ist in diesem Fall m(m−d)D(A) eine obere
Schranke für den Totalgrad. D(A) ist wegen der Hadamard'schen Ungleichung kleiner
als das Supremum der Einsnormen der Spalten von A.
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De�nition 3.7.5 (Homogenität). Ein Polynom f ∈ K[X ] heiÿt homogen vom Total-
grad n, falls alle Monome aus f denselben Totalgrad n besitzen. Ein Ideal I ⊂ K[X ]
heiÿt homogen, falls für alle f ∈ I eine Darstellung

f = f1 + . . . + fs

existiert mit homogenen fi ∈ I.

Lemma 3.7.6 Das Ideal IA = 〈X u+ − X u− : Au = 0〉 ist genau dann homogen, wenn
(1, . . . , 1) ∈ Nm im Zeilenraum von A liegt.

Beweis: Ein Binom X u+ − X u− ist genau dann homogen, wenn u = u+ − u− die
Koordinatensumme 0 hat. IA ist somit homogen, falls dies für seine Erzeuger zutri�t.
Nach [Stu96] ist dies genau dann der Fall, wenn

(1, . . . , 1) = (ker(A))⊥ = Bild(At).

2

Korollar 3.7.7 In algebraisch statistischen Modellen besitzt jedes primitive Binom aus
IA einen Totalgrad kleiner als 1

2
(d + 1)(m− d)D(A).

Beweis: Mit Lemma 3.7.2 und 3.7.3 gilt im homogenen Fall :‖u+‖1 = ‖u−‖1 ≤ 1
2
(d +

1)D(A). Wird nun noch wie bei (3.10) abgeschätzt, folgt die Behauptung.

2

3.8 Die Gröbnerregion

Für die Berechnung universeller Gröbnerbasen ist es notwendig, sich mit einigen Eigen-
schaften von Monomordnungen näher zu befassen. Der Begri� des Anfangsideals wird
in dem Sinne erweitert, dass dieses nicht zwingend ein Monomideal sein muss.

De�nition 3.8.1 Sei ω ∈ Rm ein beliebiger Vektor. Für ein Polynom f =
∑

ciX ai ∈
K[X ] sei die Anfangsform inω als die Summe aller ciX ai erklärt, für die das Skalarpro-
dukt ω · a1 maximal ist unter allen Monomen in f . Weiter sei für ein Ideal I ⊂ K[X ]
das Anfangsideal bezüglich ω durch

inω := 〈inω(f) : f ∈ I〉

erklärt.

Für ω ≥ 0 und eine Monomordnung ≺ sei eine neue Monomordnung ≺ω erklärt mit

a ≺ω b :⇔ a · ω < b · ω oder {a · ω = b · ω und a ≺ b} .

für alle a, b ∈ Nm
0 .

Im Allgemeinen ist das Anfangsideal inω kein Monomideal.
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Beispiel 3.8.2 Es sei f := x4
1x

4
2 + x2

1x
5
2 + x2 ∈ K[x1, x2] und I := 〈f〉. Für ω = (1, 1)

ist inω = 〈x4
1x

4
2〉 ein Monomideal. Wird aber etwa ω = (1, 2) gewählt, ergibt sich inω =

〈x4
1x

4
2 + x2

1x
5
2〉 und dies ist kein Monomideal.

Lemma 3.8.3 Für jedes Ideal I ⊂ K[X ] ist in≺(inω(I)) = in≺ω(I).

Beweis: Für jedes f ∈ I ist in≺(inω(f)) = in≺ω(f). Das impliziert, dass in≺(inω(I))
und in≺ω(I) dieselben Monome beinhalten.

2

Es ergeben sich zwei unmittelbare Folgerungen, die die Berechnung von Gröbnerbasen
bezüglich nichtmonomialer Anfangsideale ermöglichen:

Korollar 3.8.4 Ist ω ≥ 0 und ist G Gröbnerbasis von I bezüglich ≺ω, dann ist {inω(g) :
g ∈ G} eine Gröbnerbasis für inω(I) bezüglich ≺.

Korollar 3.8.5 Ist ω ≥ 0 und inω(I) ein Monomideal, dann ist inω(I) = in≺ω(I).

Beweis: Das Anfangsideal eines Monomideals ist wiederum das Anfangsideal. Somit
ist in≺(inω(I)) = inω(I) = in≺ω(I).

2

Satz 3.8.6 Für jedes Ideal I ⊂ K[X ] und jede Monomordnung ≺ auf K[X ] gibt es einen
nichtnegativen Vektor ω ∈ Nm

0 , so dass inω(I) = in≺(I).

Beweis: siehe [Stu96].

De�nition 3.8.7 (Gröbnerregion). Für ein Ideal I ⊂ K[X ] wird die Menge

GR(I) := {ω ∈ Rm : ∃ω′ ≥ 0 : inω = inω′}

als Gröbnerregion bezeichnet.

Per Konstruktion ist stets Rm
+ ⊆ GR(I). Ein Beispiel dafür, dass für ein Ideal die

Gröbnerregion nicht dem gesamten Rm entspricht, �ndet sich in [Stu96], Beispiel 1.7. Im
hiesigen Kontext gilt folgendes Resultat:

Satz 3.8.8 Ist ein Ideal I ⊂ K[X ] homogen, dann erstreckt sich die Gröbnerregion über
den ganzen Raum Rm.

Beweis: Sei ω ∈ Rm. Es existiert ein λ ∈ R>0, so dass ω′ := ω + (λ, . . . , λ) ≥ 0. Kann
gezeigt werden, dass inω(I) = inω′(I), ist der Beweis beendet. Da I homogen ist, gibt es
für alle f ∈ I eine Darstellung f = f0 + f1 + . . . + fr mit homogenen f0, f1, . . . , fr ∈ I.
Die ω-Anfangsform von f ist somit inω(f) = inω(fi1) + . . . + inω(fis) für eine geeignete
Teilmenge {i1, . . . , is} von Indizes. Jeder Summand inω(fij) liegt in inω′ und somit auch
in inω(f). Es folgt inω ⊆ inω′ . Die Rückrichtung folgt analog.

2
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3.9 Berechnung universeller Gröbnerbasen

Zu einer Matrix A ∈ Nd×m
0 sei

Λ(A) :=

(
A 0
E E

)
,

wobei 0 ∈ Nd×m
0 die Nullmatrix und E ∈ Nm×m

0 die Einheitsmatrix symbolisieren. Da
ker(Λ(A)) = { (u,−u) : u ∈ ker(A)}, ist der Kern der Matrix A isomorph zu dem von
Λ(A) ∈ N(d+m)×2m

0 . Das torische Ideal IΛ(A) ist das Ideal

IΛ(A) = 〈X u+Yu− −X u−Yu+

: u ∈ ker(A)〉

in dem Polynomring K[X ,Y ] := K[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym].

Satz 3.9.1 Für die Matrix Λ(A) sind folgende Mengen an Binomen identisch:

1. Die Graverbasis von IΛ(A).

2. Die universelle Gröbnerbasis von IΛ(A).

3. Die reduzierte Gröbnerbasis von IΛ(A).

4. Bis auf skalare Vielfache ein beliebiges minimales Erzeugendensystem von IΛ(A).

Beweis: Ein Vektor u ∈ ker(A) ist genau dann primitiv, wenn (u,−u) ∈ ker Λ(A)
primitiv ist. Somit ist

GrΛ(A) =
{
X u+Yu− −X u−Yu+

: X u+ −X u− ∈ GrA

}
.

O�ensichtlich ist GrΛ(A) ein Erzeuger von IΛ(A). Nun wird gezeigt, dass GrΛ(A) bis auf
skalare Vielfache das eindeutig bestimmte minimale Erzeugendensystem ist. Angenom-
men dies wäre nicht der Fall, dann gibt es ein g := X u+Yu−−X u−Yu+ ∈ GrΛ(A), so dass
B := GrΛ(A) \ {g} ein Erzeuger von IΛ(A) ist. Insbesondere ist g ∈ 〈B〉. Deshalb gibt es
(nach eventueller Substitution v 7→ −v) ein X v+Yv− ∈ IΛ(A) welches X u+Yu− teilt. Dies
bedeutet aber, dass u ∈ ker(A) nicht primitiv ist. Ein Widerspruch. Da jede reduzierte
Gröbnerbasis minimal ist und da UΛ(A) ⊆ GrΛ(A), folgt die Behauptung.

2

Korollar 3.9.2 (Berechnung der Graverbasis GrA). Für die Bestimmung von GrA

ergibt sich folgendes Vorgehen:

1. Wähle eine beliebige Monomordnung ≺ auf K[X ,Y ] und berechne dazu die redu-
zierte Gröbnerbasis.

2. Substituiere y1, . . . ym 7→ 1.
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Im Allgemeinen ist die universelle Gröbnerbasis UA nicht identisch mit GrA. Im Fol-
genden ist das Ideal IA homogen und die Gröbnerregion somit ganz Rm. Für eine Mo-
nomordnung ≺ und ω ∈ Rm bezeichne Gω die reduzierte Gröbnerbasis von IA bezüglich
≺ω. Da GRA = Rm, werden alle reduzierten Gröbnerbasen von IA durchlaufen, wenn ω
den gesamten Raum durchläuft . Für u ∈ ker(A) sei

C+[u] :=
{

ω ∈ Rm : ω · u+ > ω · u− ∧ X u+ −X u− ∈ Gω

}
,

C−[u] :=
{

ω ∈ Rm : ω · u+ < ω · u− ∧ X u+ −X u− ∈ Gω

}
.

Das zu u ∈ Zm assoziierte Binom X u+ − X u− liegt genau dann in der universellen
Gröbnerbasis UA, wenn C+[u] ∩ C−[u] 6= ∅. Für v ∈ Nm

0 setze

M(v) := {ω ∈ Rm : X v /∈ inω(IA)} .

Satz 3.9.3 Die Menge C+[u] ist identisch mit

M(u−) ∩

( ⋂
i∈supp(u+)

M(u+ − ei)

)
.

Beweis: Ein Vektor ω ∈ Rm ist genau dann in C+[u], wenn X u+−X u− in der reduzierten
Gröbnerbasis Gω mit Leitterm X u+

enthalten ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
X u− als auch jeder echte Teiler von X u+

ein Standardmonom ist . Gleichbedeutend dazu
ist, dass ω ∈ M(u−) und ω ∈ M(u+ − ei) für alle i ∈ supp(u+).

2

Beobachtung 3.9.4 M(v) kann anhand der Graverbasis GrA berechnet werden.

Beweis: Wegen den Eigenschaften der Monomordnungen ist inω(IA) = 〈inω(f) : f ∈
GrA〉. Da GrA reduziert ist, ergibt sich

M(v) =
{

ω ∈ Rm : X v /∈ 〈inω(f) : f ∈ GrA〉
}

=
{

ω ∈ Rm : ωu+ > ωu− : u ∈ GrA ∧ X u−|X v
}

. (3.11)

2

Beispiel 3.9.5 Die 3× 6 Matrix A sei de�niert durch

A :=

2 1 1 0 0 0
0 1 0 2 1 0
0 0 1 0 1 2

 .
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Die mit Korollar 3.9.2 berechnete Graverbasis ist

GrA =
{
x1x4 − x2

2, x1x6 − x2
3, x4x6 − x2

5, x1x5 − x2x3, x4x3 − x2x5,

x6x2 − x3x5, x1x
2
5 − x2

2x6, x4x
2
3 − x2

5x1, x6x
2
2 − x2

3x4, x1x4x6 − x2x3x5

}
.

Mit Hilfe von Lemma 3.7.2 ist zu sehen, dass im Gegensatz zu den anderen, das letzte
Binom nicht minimal primitiv ist. Es genügt, das Binom x1x4x6 − x2x3x5 auf Zuge-
hörigkeit bezüglich UA zu überprüfen. Betrachte den zu dem Binom assoziierten Vektor
u := (1,−1,−1, 1,−1, 1). Es ist die Frage ob C+[u] ∪ C−[u] leer ist oder nicht. Die
Berechnung dieser beiden Mengen kann mit Satz 3.9.3 bewältigt werden. Mit Gleichung
3.11 ist

M(u−) = {ω ∈ R6 : ω1 + ω5 > ω2 + ω3 , ω2 + ω6 > ω3 + ω5 , ω3ω4 > ω2ω5},
M(u+ − e1) = {ω ∈ R6 : 2ω5 > ω4 + ω6},
M(u+ − e4) = {ω ∈ R6 : 2ω3 > ω1 + ω6},
M(u+ − e6) = {ω ∈ R6 : 2ω2 > ω1ω4}.

Werden diese Mengen geschnitten, ergibt sich C+[u] = ∅. Vertauschen u+ und u− ihre
Rollen, ergibt sich analog C−[u] = ∅, es folgt GrA \ UA = {x1x4x6 − x2x3x5}.
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Abschlieÿende Bemerkungen

Wie ersichtlich wurde bietet die in dieser Arbeit vorgeschlagene Algebraisierung ein um-
fassendes Werkzeug zur Überprüfung von Hypothesen und kann unter Umständen als
Gegenargument zu eventuell fragwürdiger χ2-Approximation verwendet werden. Für das
Übersetzen des statistischen Problems in ein algebraisches bietet sich die Berechnung von
Markovbasen mit Hilfe der Theorie über Gröbnerbasen an. Für das Unabhängigkeits-
modell zweier Zufallsvariabeln kann eine spezielle Markovbasis relativ einfach erhalten
werden. Die Berechung über den Diaconis-Sturmfels-Algorithmus ermöglicht aber auch
in diesem Fall durch Wahl einer geeigneten Monomordnung die Berechnung von Markov-
basen für nicht vollständige Matrizen. Leider wurde von dem Autor der Diplomarbeit
das Programm 4ti2 zu spät entdeckt. In diesem spiegelt sich die Anstrengung wieder,
zu dieser Thematik schnelle Verfahren zur Berechung zu entwickeln. Im Falle des Mo-
dells keine-3-Wege Interaktion mit m1 = m2 = m3 = 3 besitzt die mit 4ti2 berechnete
minimale Markovbasis schon 81 Elemente, wovon 27 den Grad 4 besitzen und die rest-
lichen 54 den Grad 6. Für m1 = m2 = m3 = 4 besteht die generierte Markovbasis aus
148.968 Elementen, siehe etwa [AT]. Für allgemeine m1, m2, m3 ist es nach wie vor eine
Herausforderung, eine Markovbasis zu berechnen. Dies zeigt insbesondere, dass der auf
diese Fragestellung modi�zierte Metropolis-Sampler im Allgemeinen aus einer viel zu
groÿen Liste aus Basiselementen auswählen muss. Dies könnte in Grenzfällen zu Schwie-
rigkeiten mit den implementierten Pseudo-Generatoren für u.i.v Zufallsvariablen führen.
Aber durch Typisierung der Basiselemente können sich Vereinfachungen in der Program-
mierung ergeben, z.B. dass im Unabhängigkeitsmodell bei der Implementiereung nicht
auf eine Liste zurückgegri�en wird, sondern die Schritte vom ( + −

− + )-Typ durch zufällige
Wahl von zwei Zeilen und Spalten realisiert werden. Leider konnte die Frage nach der
Konvergenzgeschwindigkeit mangels Zeit nicht mehr angerissen werden. Dieser Themen-
kreis wird in [DSC95] behandelt. Gegenwärtig wird weiter versucht, eine gröÿtmögliche
Klasse von Modellen in den hier geschilderten Kontext zu bringen. Dazu zählt etwa die
Betrachtung von hierarchischen loglinearen Modellen, etwa in [Sul]. Die Schwierigkeit
für ein gegebenes Modell explizit eine Markovbasis anzugeben ist im Allgemeinen noch
nicht beantwortet worden. Weitere algebraische Methoden wie z.B. die Klassi�zierung
von Elementen der Markovbasis würden weitere Transfairüberlegungen ergeben.
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Anhang

5.1 Die Geometrische Verteilung

De�nition 5.1.1 (Geometrische Verteilung). Eine Zufallsvariable V mit Dichte
P(V = n) = t(1−t)n−1, n ∈ N heiÿt geometrische Verteilung. Diese Verteilung beschreibt
die Wahrscheinlichkeit, dass genau n Versuche bis zum ersten Tre�er bei unabhängigen
Bernoulliversuchen benötigt werden.

Für die Verteilungsfunktion ergibt sich mit Hilfe der geometrischen Reihe:

P(V ≤ n) = t
n∑

k=1

(1− t)k−1 = t · 1− (1− t)n

t
= 1− (1− t)n.

Eine die geometrische Verteilung de�nierende Eigenschaft ist die Gedächtnislosigkeit.

Satz 5.1.2 (Gedächtnislosigkeit der geometrischen Verteilung). Eine diskrete
N-wertige Zufallsvariable V ist genau dann geometrisch verteilt, wenn sie gedächtnislos
ist im folgenden Sinne:

P(V > s + t | V > t) = P(V > s), s, t ∈ N. (5.1)

Beweis: Die Gleichung (5.1) ist äquivalent zu

P(V > s + t) = P(V > s + t, V > t) = P(V > t)P(V > s), s, t ∈ N, (5.2)

welche die Grundlage des Beweises bildet. Ist eine Zufallsvariable geometrisch verteilt,
dann ergibt sich mit der Verteilungsfunktion, dass P(V > l) = (1− t)l und P(V > k) =
(1− t)k für alle k, l ∈ N. Werden diese beiden Gröÿen multipliziert, ergibt sich Gleichung
(5.2).
Gelte umgekehrt Gleichung (5.2). Es genügt zu zeigen, dass es ein q ∈ (0, 1) gibt,

so dass P(V > N) = qn, n ∈ N. Behauptung: P(V > 1) ist ein solches q. Dies ist eine
Folgerung aus Gleichung (5.2). Setze k = l = 1, dann ist P(V > 2) = P(V > 1)2. Gilt die
Behauptung für ein n ∈ N, dann ist mit k = 1, l = n P(V > n + 1) = P(V > n)P(V >
1) = P(V > 1)n+1. Induktiv folgt die Behauptung. Der Parameter t dieser Verteilung ist
P(V = 1) = 1− P(V > 1).

2
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5.2 Unabhängigkeitsmodell

Für das Unabhängigkeitsmodell vereinfacht sich Gleichung 3.5 weiter. Wie gezeigt wurde
ist die Gesamtheit aller Matrizen vom ( + −

− + )-Typ eine Markovbasis. Sei f = (fij) eine
solche Matrix. Für die Ablehnungswahrscheinlichkeit des Metropolis- Samplers ergibt
sich, dass

Hb(u + εf)/Hb(u) =
∏

ij

εfij 6=0

uij!

(uij + εfij)!

=
∏
i,j

εfij=1

uij!

(uij + 1)!

∏
i,j

εfij=−1

uij!

(uij − 1)!

=
∏
i,j

εfij=1

(uij + 1)−1
∏
i,j

εfij=−1

uij.

Es bleibt nur noch das Produkt von vier Zahlen zu berechnen.

%-------------Beipiel zum Unabhängigkeitsmodell-------

%Matrix aus Diaconis98 tabelle 1

U=[68 119 26 7;20 84 17 94 ;15 54 14 10;5 29 14 16];

[row,col]=size(U);

sumofcol=[sum(U(1,:)),sum(U(2,:)),sum(U(3,:)),sum(U(4,:))];

sumofrow=[sum(U(:,1)),sum(U(:,2)),sum(U(:,3)),sum(U(:,4))];

total=592;

%die ML Schätzung

MML=sumofcol'*sumofrow/total;

%Berechnung des Chiq.-Wertes

k=0

for l=1:row

for p=1:col

k=k+(MML(l,p)-U(l,p))*(MML(l,p)-U(l,p))/MML(l,p);
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end

end

mlM=k

% Ergibt 138.2898

chi_count=0;

for i=1:1000000

h=1;

col_rand_1=floor(col*rand(1))+1; % Zufällige Wahl zweier Zeilen

col_rand_2=floor(col*rand(1))+1; % Wahrscheinlichkeit, dass col_rand_1

while col_rand_2==col_rand_1 % kleiner als col_rand_2 ist 0.5

col_rand_2=floor(col*rand(1))+1;

col_rand_1=floor(col*rand(1))+1;

end

row_rand_1=floor(row*rand(1))+1; % Zufällige Wahl der Spalten

row_rand_2=floor(row*rand(1))+1;

while row_rand_2==row_rand_1

row_rand_2=floor(row*rand(1))+1;

row_rand_1=floor(row*rand(1))+1;

end

if (U(row_rand_1,col_rand_2)>=1 & U(row_rand_2,col_rand_1)>=1)

h=h*U(row_rand_1,col_rand_2)*U(row_rand_2,col_rand_1)/

((U(row_rand_1,col_rand_1)+1)*(U(row_rand_2,col_rand_2)+1));

if rand(1)<=h

% Setzen des neuen Zustands

% mit Wahrscheinlichkeit alpha,

% falls dieser zulässig ist

U(row_rand_1,col_rand_1)=U(row_rand_1,col_rand_1)+1;

U(row_rand_2,col_rand_2)=U(row_rand_2,col_rand_2)+1;

U(row_rand_1,col_rand_2)=U(row_rand_1,col_rand_2)-1;

U(row_rand_2,col_rand_1)=U(row_rand_2,col_rand_1)-1;

end

end

U;

k=0;

for l=1:row

for p=1:col % Berechnung der Statistik

k=k+(MML(l,p)-U(l,p))*(MML(l,p)-U(l,p))/MML(l,p);

end

end

% Zählen der Elemente mit
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if k>=mlM % gröÿerem Wert

chi_count=chi_count+1;

end

chi_count;

end

%nach Burn-In ist der approximative p-Wert der Chiquadratstatistik nun

pvalue=chi_count/1000000

% ergibt 2.0000e-006

dies belegt dass die Hypothese der Unabhängigkeit verworfen werden kann.

5.3 Keine-3-Wege-Interaktion

Als eine Verallgemeinerung dieses Modells für 3 Zufallsvariabeln kann das Modell Keine
3-Wege-Interaktion angesehen werden. Eine Modellbeschreibung �ndet sich in [BFH75].

%----------------------------------------------------------------------
%-----------*Berechnungen zu dem Modell: "keine 3 wege Interakion"-----
%----------------------------------------------------------------------

%Als ersters wird die suffiziente Matrix A generiert
%bezeichne u_{+ij}, u_{i+j}, u_{ij+} die Randhäufigkeiten, diese sind suffizient.
%Werden die Elemente der der 3x3x3 Tafel vektorisiert mit der Ordnung
% (1,1,1),...,(1,3,3),(2,1,1), ...,(3,3,3) ist die Matrix A, die den Vektor
% (u_{+11},u_{+12},...,u_{+22},...,u_{+33},u_{1+1},u_{1+2},...,u_{11+},..u_{33+})'
%erzeugt gegeben durch:

eins=[ 1 1 1];
A=[kron(eins , kron( eye(3), eye(3)))

kron(eye(3) , kron( eins, eye(3)))
kron(eye(3) ,kron( eye(3), eins))]

%----------------------------------------------------------------------------
%* mit 4ti2 kann eine reduzierte Markovbasis bezüglich A berechnet werden *--
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% Die Spalten folgender Matrix MB sind die Elemente der Markovbasis -
% Das Ergenbis aus 4ti2 wurde transponiert -
%----------------------------------------------------------------------------

MB=[
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 -1 0 1 1 -1 0 0 -1 1 1 0 -1 -1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 1 -1 0 -1 0 1 0 -1 1 -1 1 0 1 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 -1 0 1 0 1 -1 -1 1 0 1 0 -1 0 -1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 1 -1 -1 0 1 -1 1 0 0 -1 1 1 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 -1 1 0 0 -1 1 -1 0 1 1 -1 0 0 1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 -1 1 -1 1 0 -1 0 1 0 1 -1 1 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 -1 0 1 -1 0 1 0 0 0 1 0 -1
0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0
0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1
0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1
0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1
0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0 0 1 -1 0 -1 1
0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0
0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1
0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0
0 0 0 1 0 -1 -1 0 1 -1 0 1 0 0 0 1 0 -1 1 0 -1 -1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1
0 0 0 1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0
0 0 0 1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1
0 0 0 1 0 -1 -1 0 1 1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 1 0 -1
0 1 -1 -1 0 1 1 -1 0 0 -1 1 1 0 -1 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 -1 -1 0 1 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 1 0 -1 -1 1 0
0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0
0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 1 -1 0 -1 1
0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0
0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1
0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0
0 1 -1 0 0 0 0 -1 1 -1 0 1 0 0 0 1 0 -1 1 -1 0 0 0 0 -1 1 0
0 1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1
0 1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0
0 1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1
0 1 -1 0 0 0 0 -1 1 1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 -1 0 1 0 0 0 1 0 -1
0 1 -1 1 -1 0 -1 0 1 0 -1 1 -1 1 0 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 -1 1 -1 0 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 -1 1 0 1 0 -1
1 -1 0 -1 0 1 0 1 -1 -1 1 0 1 0 -1 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 0 -1 0 1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 1 0 -1 0 -1 1
1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0
1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0
1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0
1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0
1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0
1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 -1 0 1 0 0 0 1 0 -1 0 1 -1 0 0 0 0 -1 1
1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0
1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0
1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0
1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 0 1 -1 0 0 0 0 -1 1 -1 0 1 0 0 0 1 0 -1
1 -1 0 0 1 -1 -1 0 1 -1 1 0 0 -1 1 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 0 0 1 -1 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 -1 1 1 0 -1
1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 1 0 -1 -1 0 1
1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0
1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0
1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0
1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 -1 0 1 -1 0 1 0 0 0 1 0 -1
1 0 -1 -1 1 0 0 -1 1 -1 0 1 1 -1 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 -1 -1 1 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 1 -1 0 0 1 -1
1 0 -1 0 -1 1 -1 1 0 -1 0 1 0 1 -1 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 -1 0 -1 1 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 1 -1 1 -1 0
1 0 -1 0 0 0 -1 0 1 -1 0 1 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 -1 0 0 0 -1 0 1 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1
1 0 -1 0 0 0 -1 0 1 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1
1 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 -1 1 0 0 0 0 1 -1 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0
1 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 -1 0 1 1 0 -1 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0
1 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 1 0 -1

]'
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u=[ 9 16 41 85 52 105 77 30 38 8 8 46 35 29 54 37 15 22 11 14 38 47 35 115 25 21 42]'
u_dach=[12.01 14.43 39.58 85.75 52.51 103.8 73.24 31.06 40.66
9.436 12.25 40.27 36.55 24.17 57.27 34.01 15.58 24.45 6.552
11.32 45.13 44.68 39.32 113 31.77 19.36 36.87]';

chi=chiquadrat(u)

chi_vec=[];
chi_count=0;

for i=1:100000
u_neu=[]; % Auswahl eines beliebigen
M=MB(:,(floor(81 * rand(1)) +1)); % Elements der Markovbasis
e= -1+2*round(rand(1)); % Wahl des Vorzeichens
M=e*M ;
for j=1:length(M)

h=1; % Initialisierung der chiq.-statistik

if (M(j)==-1) & (u(j)-1>=0) % Überprüfen der Zulässigkeit
u_neu=[u_neu;u(j)-1]; % Erzeugen des neuen Kandidaten
h=h*u(j) ; % Berechnung für Akzeptanzw'keit

elseif (M(j)==1)
u_neu=[u_neu;u(j)+1]; % Ebenso mit diesen Einträgen
h=h/(u(j)+1) ; % (vgl Unanhängigkeitsmodell)

elseif (M(j)==0)
u_neu=[u_neu;u(j)];

else
break;

end
end
if length(u_neu)==27 % d.h. Falls der Schritt zulässig ist

if rand(1)<=min(h,1) % Akzeptanzwahrscheinlichkeit
u=u_neu; % Neuer Zustand

end
end
%if chiquadrat(u)>=chi % Zählen der Elemente mit
% chi_count=chi_count+1; % gröÿerem Wert der Statistik
end
%if (i>=1000 & mod(i,500)==0) % Dokumentation jedes 500sten
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% chi_vec=[chi_vec,chiquadrat(u)]; % Schrittes
%end % (nach anfänglichem Burn In)

end

chi_count/100000

chi_vec

% Nach einem Burn-In von 100.000 Schritten
% ergab der Algorithmus einen sehr geringen p-Wert.
% Somit kann von keinem 3-Wege Effekt ausgegangen werden

5.4 Symmetrie in Kontingenztafeln

Um auf Symmetrie in I × I-Kontingenztafeln zu testen wurden in [BFH75] Kap. 8.2 die
ML-Schätzungen hergeleitet. Diese sind

ûij =

{
uij+uji

2
i 6= j

uii i = j
.

Die Realisierung der su�zienten Statistik einer Matrix für das Symmetriemodell ist mit
(uii, i = 1, . . . , I, (uij +uji), (uij +uji), j = i+1, . . . , I, i = 1, . . . , (I−1))t gegeben (siehe
hierzu [KK07]). Im Falle der 5× 5-Matrizen ist die su�ziente Statistik T : 5× 5 → N9

0

de�niert durch

T ((1, 1)) := (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t

T ((2, 2)) := (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t

T ((3, 3)) := (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t

T ((1, 2)) := (0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0)t

T ((2, 1)) := (0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0)t

...

T ((4, 5)) := (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1)t

T ((5, 4)) := (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1)t.

Der allgemeine Fall lässt sich analog konstruieren. Eine Markovbasis lässt sich durch
scharfes Hinsehen rekonstruieren. Das Ideal IT wird erzeugt von

{xij − xji : 1 ≤ i < j ≤ I} .
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Ein möglicher nächster Zustand des Metropolis-Samplers wird dadurch generiert, dass
zu einem beliebig gewählten (i, j)-Eintrag mit i 6= j der Wert 1 und zu dem entspre-
chenden (j, i)-Eintrag der Wert −1 addiert wird. Die Ablehnungswahrscheinlichkeit des
Metropolis-Samplers ist somit

min

{
uji

uij + 1
, 1

}
.

%---------------------------Beispiel----------------------
%------------------------Symmetriemodell------------------

U= [35 4 6 4 7;
2 47 3 8 2;
4 5 25 3 7;
5 2 3 23 3;
3 6 5 8 11]

% Für diese Matrix sind 10 erwartete Werte
% ausserhalb der Diagonalen kleiner als 5
% Diese Matrix besitz eine Chiquadratwert von 11.4838
% Ergebnis simulierter p-Wert, nach jeweil 500000 Iterationen:
% 0.3214 0.3255 0.3274 0.3300 0.3289 0.3301 0.3253
% 0.3205 0.3197 0.3297 0.3215 0.3381 0.3259

U= [35 4 2 4 5;
2 47 3 5 2;
4 5 25 3 3;
5 2 3 23 1;
3 6 5 8 11]

% Für diese Matrix sind alle erwarteten Werte
% ausserhalb der Diagonalen kleiner als 5
% Diese Matrix besitz eine Chiquadratwert von 11.6746
% Ergebnis simulierter p-Wert:

U= [10 2 1 1 3;
6 17 4 0 4;
1 0 23 0 2;
1 2 0 14 0;
0 5 0 3 31]

% Chiquadratwert 16.1111
% Strukturelle Null und 16 Werte ausserhalb der Diagonalen sind
% kleiner als 5
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% Ergebnis simulierter p-Wert: 0.0307

U=[0 0 0 0 0;
0 1 0 0 0;
1 0 22 4 0;
2 1 23 34 2;
2 1 6 7 6]

% Daten aus Discordant Sib Pairs
% Chiquadratwert von 29.1481
% Ergebnis simulierter p-Wert: 6.0000e-006

z=0;
for k=1:500000

p=floor(5 * rand(1)) +1; % Auswahl eines beliebigen
q=floor(5 * rand(1)) +1; % Eintrags der Matrix

while (p==q);
p=floor(5 * rand(1)) +1; % Herausfiltern der Diagonaleinträge
q=floor(5 * rand(1)) +1;

end

if ( U(q,p)-1 >=0) % Der MC-Algorithmus
if ( rand(1) <=min(U(q,p)/(U(p,q)+1),1))

U(p,q)=U(p,q)+1;
U(q,p)=U(q,p)-1;

end
end

chi=0 ; %Berechnung der jeweiligen Chiquadratstatistik
for i=1:4

for j=(i+1):5
if (U(i,j)+U(j,i)~=0) %Sonderfall strukturelle Nullen
chi=chi+(U(i,j)-U(j,i))^2/(U(i,j)+U(j,i));
end

end
end
if (chi >= 11.6746) % Zählen, wieviel Matrizen einen gröÿeren Wert

z=z+1; % der Chiquadratstatistik aufweisen
end

end
Ergebnis=z/500000
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