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Kapitel 1

Einleitung

Die algebraische Statistik ist eine junge Disziplin, welche sich als Briickenschlag zwischen
der statistischen Anwendung und der kommutativen Algebra erweist. In der vorliegenden
Diplomarbeit wird ausgehend von der Verdffentlichung [DS98] erlidutert, wie ein spezieller
Metropolis-Sampler verwendet werden kann um die Anpassungsgiite von Daten an ein
Modell der Exponentialfamilie signifikant nachzuweisen, ohne dabei die klassische y>-
Approximation zu verwenden. Wie bei MCMC-Methoden iiblich, ist dieses Verfahren
sehr rechenintensiv, was aber Dank geniigend Rechenkapazitit von PC “s zwischenzeitlich
weniger ein Problem darstellt. Da Verteilungen der Exponentialfamilie in sehr vielen
Anwendungen eine Rolle spielen, ist das Verfahren eine interessante Alternative zur
klassischen Approximation, auch wenn aufgrund geringem Stichprobenumfangs die x2-
Approximation fragwiirdig ist.

Im ersten Teil der Diplomarbeit werden die Grundlagen zur Konvergenz des Metropo-
lis Algorithmus erlautert. Bei der Erarbeitung dieses Themas erweist es sich als niitzlich
und elegant, zuerst Markovketten auf hochstens abzdhlbaren Zustandsriumen einzu-
fiihren und sich spéter auf den endlichen Fall zu beschrianken. Um eine Markovkette
zu charakterisieren werden nach den grundlegenden Eigenschaften in Kapitel 2.1 die
Zustinde in Kapitel 2.2 anhand der Ubergangsmatrix P zuerst qualitativ beziiglich ih-
res Kommunikationsverhaltens untersucht. In Kapitel 2.3 werden diese beziiglich ihres
Riickkehrverhaltens quantitativ einer genaueren Untersuchung unterzogen. Ein wichti-
ges Werkzeug in der Theorie der Markovketten ist der Begriff der Stoppzeit und die
daraus resultierende Verallgemeinerung der Markoveigenschaft auf zufillige Zeitpunk-
te in Kapitel 2.4. Nachdem in Kapitel 2.5 die Frage beantwortet wird unter welchen
Umsténden eine Ubergangsmatrix eine eindeutige invariante Verteilung besitzt, wird in
Kapitel 2.6 belegt, dass in diesem Fall ein Markovprozess mit dieser Ubergangsmatrix
und einer beliebigen Anfangsverteilung tatsichlich gegen die invariante Verteilung kon-
vergiert. Der Metropolis Algorithmus stellt die ganze Sache auf den Kopf: Die invariante
Verteilung ist gegeben und man mochte ein Verfahren, welches Zufallselemente entlang
dieser Verteilung generiert.

Nachdem im zweiten Teil der Arbeit algebraisch statistische Modelle eingefiihrt wer-
den, wird in Kapitel 2.2 erldutert, wie die Information iiber den unbekannten Parameter
anhand einer suffizienten Statistik modelliert werden kann. Es wird aufgezeigt, dass die
Wahrscheinlichkeit von Stichproben, konditioniert nach der suffizienten Statistik, keine
unbekannten Parameter mehr besitzen.
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Die Eindeutigkeit der Maximum Likelihood Schitzung in torischen Modellen wird in
Kapitel 3.3 gezeigt. Die Fragestellung lautet nun: Weichen die beobachteten Daten mehr
oder weniger von der ML-Schitzung unter Hy ab als jene hypothetischen, die die selbe
suffiziente Statistik aufweisen. In diesem Kontext findet der eingangs illustrierte Me-
tropolis Sampler in Kapitel 3.4 seine Anwendung bei der Approximation des p-Wertes
der y2-Statistik. Jedoch taucht eine neue Herausforderung auf: Die Simulation dieses
p-Wertes erfordert die Existenz von Markovbasen. Jene verbinden die Menge aller Ele-
mente mit suffizienter Statistik zu einer abgeschlossenen, irreduziblen und aperiodischen
Kommunikationsklasse. Zur Berechnung der Markovbasen werden Methoden aus der
kommutativen Algebra in Kapitel 3.5 herangezogen; das statistische Problem wird in
ein nicht minder schweres algebraisches Problem iibersetzt. Jedoch ist die Theorie der
Grobnerbasen so ausgereift, dass es in den gingigen Programmpaketen wie etwa CoCoA
oder Maple implementiert ist.

Die Berechnung von Markovbasen kann iiber den Diaconis-Sturmfels-Algorithmus ge-
tatigt werden. Dieser ist keine Neuentdeckung, sondern ein in der kommutativen Algebra
als Eliminationstheorem bezeichnetes Resultat und verdient seine Beachtung dadurch,
dass er in diesem Kontext das Bindeglied zwischen zwei mathematischen Disziplinen
darstellt. Fiir Datensdtze mit strukturellen Nullen oder fehlenden Eintragen finden sich
in [BFH75] und [Agr07] detaillierte Modellbeschreibungen. Es wird sich zeigen, dass hier-
fiir die Berechnung der universellen Grobnerbasis eines bestimmten Ideals eine Methodik
liefert, fiir solche Félle eine Markovbasis zu generieren. Dies ermdoglicht die Konstruktion
einer irreduziblen Markovkette auf der Referenzmenge in Form des Metropolis Samplers.
Da die Berechnungen sehr computerintensiv sein kénnen werden noch Gradschranken an-
gegeben. In Kapitel 2.9 wird gezeigt, wie die universelle Grobnerbasis berechnet werden
kann.



Kapitel 2

Theorie zur Konvergenz des
Metropolis-Samplers

2.1 Markovketten mit hochstens abzahlbarem
Zustandsraum

Um Markovketten in dem klassischen Kontext der Zufallsvariablen zu beschreiben, zuerst
die grundlegende Definition eines stochastischen Prozesses:

Definition 2.1.1 (stochastischer Prozess). Sei S eine nichtleere, hichstens abzihl-
bare Menge. Als ein S-wertiger stochastischer Prozess wird ein Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) zusammen mit messbaren Zufallsvariablen Xy, : Q@ — S, k € Ny bezeichnet.

Die allgemeine Definition eines stochastischen Prozesses stellt, bis auf die Messbarkeit,
keine weiteren Anforderungen an die Zufallsvariablen. Eine wichtige Unterklasse dieser
Prozesse sind Markovprozesse. Jene zeichnen sich dadurch aus, dass die Zufallsvariablen
eine gewisse Abhingigkeitsstruktur aufweisen, in dem Sinne, dass die Information iiber
einen Zustand nur von dem vorherigen Iterationsschritt abhéngt. Fiir Markovprozesse
ergeben sich elegante mathematische Resultate beziiglich ihrer Struktur und ihrem Lang-
zeitverhalten. Noch anzumerken ist, dass die Indizierung mit Elementen aus Ny oftmals
als zeitliche Entwicklung interpretiert wird.

Definition 2.1.2 (Markovprozess / -eigenschaft). Sei Xy : Q@ — S,k € Ny ein
S-wertiger stochastischer Prozess. Erfillt dieser fir alle k € N und beliebige iq, . .., ip_1,
i,j € S im Falle der Wohldefiniertheit beider Seiten die Bedingung

P( X1 = j| Xo =0, .., Xipm1 = 1, Xpp = 1) = P(Xpq1 = j | X = 1),
wird von einem Markovprozess gesprochen. Die Gleicheit beider Seiten wird als Mar-

kovetgenschaft bezeichnet. Sind in obiger Gleichung die bedingten Wahrscheinlichkeiten
unabhdngig von k, bezeichnet man diesen Prozess als homogen (HMP).

Bemerkung: Die Schreibweise Xq = g, ..., Xy = 1 in obiger Definition ist eine sinn-
volle Abkiirzung fiir das Ereignis { X = i0} N...N{ X} = ix}, welches auch als Pfad oder
Trajektorie bezeichnet wird. Wie iiblich steht { Xy = i, } fiir {w € Q : Xj(w) = i }. Na-
tiirlich ist man bei einem Prozess nicht nur an den Ubergangswahrscheinlichkeiten in-
teressiert, sondern auch an den absoluten Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Pfade.



Kapitel 2 Theorie zur Konvergenz des Metropolis-Samplers

Satz 2.1.3 (Wahrscheinlichkeit eines Pfades). Die Zufallsvariablen Xy, Xy, ... bil-
den genau dann einen Markovprozess, wenn fir alle iq,...,1, € S im Falle der Wohlde-
finiertheit gult:

P(Xo = do, ..., Xn = in) = P(Xo = ig)P(X1 = iy | Xo =i0) - P(Xp = in | Xpo1 = in_1).
(2.1)

Der Beweis wird induktiv gefithrt. Aus Darstellungsgriinden bezeichne Ay, := { X} = ix}

fiir 0 < k < n. Sei ein Markovprozess Xg, X1, ... gegeben. Fiir P(A4;) > 0ist P(AgNA4;) =
P(ANP(Ag | Ay).
Gelte die Behauptung fiir ein (n — 1) und sei P(4o N ... N A,,—1) > 0, dann ist auch
P(ApNn...NA) >0 fir 1 <[ <n— 1. Dies bedeutet, dass die auftretenden bedingten
Wahrscheinlichkeiten wohldefiniert sind. Setze B,,_; := Ay N ... N A,_;. Nun ist unter
Verwendung der Induktionsannahme

P(A, N B,1) = P(B,1)P(A, | By1)
IP>(AO)I[D(Al ‘ AO) o 'P(Anfl ’ An*Q)P(An ’ Bn*l)'

Wegen der Markoveigenschaft ist P(A,, | B,—1) = P(A, | A,_1) , es folgt Gleichung (2.1)).
Fiir die Riickrichtung gelte Gleichung im Falle der Wohldefiniertheit. Es wird wieder
induktiv verfahren. Fiir n = 2 ergibt sich die Definition der bedingten Wahrscheinlich-
keit. Gelte nun Gleichung fiir ein n € N und geeignte Ereignisse Ay, ... A,:

P(B,) = P(Ag)P(A1 | Ao)--P(A, | Auoy).

Die Wohldefiniertheit von P(A,.+1 | B,) ist gewihrleistet, wenn P(B,,) > 0. Ist weiter
P(A,41 | An) wohldefiniert und dividiert man Gleichung fir (n+1) auf der linken
Seite durch P(B,) und auf der rechten durch P(Ag)P(A; | Ay) - -P(A, | An_1), ergibt
dies eine wohldefinierte Gleichung und somit die gesuchte Markoveigenschaft fiir (n+ 1),
was den Beweis komplettiert. (vgl [Kre90] S.197)

O

Korollar 2.1.4 Die Zufallsvariablen Xo, Xy, ... bilden genau dann einen Markovpro-
zess, wenn fiir alle Teilmengen E C 8" im Falle der Wohldefiniertheit gilt:

P((Xo,..., X,) € E)
P(X() - Z())P(Xl - il | XO - 20) . P(Xn - Zn ’ Xn—l - in—l)-

I
(]

(iO 77777 in)eE
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Beweis: Verwende die o-Additivitat von P.

O

Lemma 2.1.5 Es sei B ein Ereignis. Ist C eine disjunkte Vereinigung von Ereignissen
Ci,...,Cs mit P(BNC,) >0 fir aller = 1,...,s und sind alle P(A | BN C,) gleich,
dann ist P(A | BNC) =P(A | BNC,) fir beliebige r.

Beweis: Es ist

P(A| BNC)P(BNC) = P(A|BNG,) iP(B ney)

i=1
= Y P(A|BNC)P(BNC))
=1
= ) P(ANBNC;) =P(ANBNC)

=1

= P(A| BNC)P(BNC).

Division durch P(B N C') beendet den Beweis.[Kre90]

Satz 2.1.6 (Markoveigenschaft fiir Mengen). Fir einen Markovprozess Xo, X1, ...
qilt fiir alle 0 <n <m, i, € S sowie Teilmengen E C 8", FF C 8™, dass

P(Xpit,- s Xm) € F | Xo =i, (Xo,..., Xp_1) € E)
=P(Xns1, -  Xm) €F | Xy = i).

Beweis: Wegen Lemma ist £ ohne Einschrinkung einelementig. Unter Verwen-
dung der o-Additivitdt kann weiter angenommen werden, dass F' nur aus einem Element
besteht. Mit Satz [2.1.3] ergibt sich fiir die linke Seite obiger Gleichung

P(A,N...N A)
P(AN...NA,)
P(A0)P(As | Ao) - P(Au | Au1) - P(Am | Amr)
P(A0)P(A; | Ag)- - P(Ay | A1)
= P(ATL-H | An) e 'P(Am | Am—l)'

Dies ist aber aufgrund der Markoveigenschaft identisch mit
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(Vgl. [Kon05] S.10f)

Eine einprigsame Version dieses Satzes kann wie folgt formuliert werden:

Korollar 2.1.7 (Unabhdngigkeit von Vergangenheit und Zukunft bei gegebe-
ner Gegenwart). Mit den Voraussetzungen des vorherigen Satzes gilt im Falle der
Wohldefiniertheit:

P((Xo, ..., Xn1) € B, (Xni1s. ., X)) € F | X, = i)
= P(Xo,...,Xn1) € E| Xy =0,)P((Xog1,.. ., Xin) € F | X, = i)

Beweis: Multiplikation beider Seiten der Gleichung aus Satz mit der bedingten
Wabhrscheinlichkeit P((X,...,X,—1) € £ | X,, =14,) ergibt die Behauptung.

O

Wie zu sehen ist, sind die Charakterisierungen von Markovprozessen durch rechnerisch
schwerfillige Schreibweisen gegeben, welche auch in der verwendeten Literatur stark
variieren. Es stellt sich die Frage, ob nicht eine mehr anwendungsorientierte Darstellung
fiir bestimmte Prozesse gefunden werden kann. Fiir homogene Markovprozesse wird im
Folgenden aufgezeigt, wie die Ubergangswahrscheinlichkeiten elegant als stochastische
Matrix reprasentiert werden konnen. Diese Matrix trégt, wie sich herausstellen wird,
einen wesentlichen Teil der Information iiber einen HMP.

Betrachtet wird nun die Frage, ob es zu gegebenen Zahlen ¢,
scheinlichkeitsraum und zugehorige Zufallsvariablen gibt, so dass

,,,,, i, stets einen Wahr-

IP(XO = j, X1 = il, e ,Xk = Zk) = qio’._ﬂ;k. (22)

Lemma 2.1.8 (Konstruktion von homogenen Markovprozessen). Gelte 0 < ¢, ,
i €S, Y ies® = 1 und fiir jede S-wertige endliche Folge iy, . .. i, sei eine nichtnegative
Zahl qiy.. i, gegeben, so dass

-----

Vig, ...y ip—1: E Qig,...ig—1,i — Qig,...if_1-

i€S

Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und Zufallsvariablen
X :Q — S,k €Ny, die fir alle ig,...,ix € S die Gleichung erfillen.
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Beweis: Die Grundidee ist, dass man ausgehend von der Gleichverteilung auf 2 :=
[0,1] zufillig Punkte generiert. Mit einer Partition von 2 in disjunkte Intervalle ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein generierter Punkt in diesem Intervall liegt gleich dem
Lebesquemafs des Intervalls. Seien die g, . ;, mit den genannten Bedingungen gegeben.
Partitionierung von €2 in disjunkte Intervalle I;, ¢« € S derart, dass jedes Intervall I; die
Lange g; besitzt, ermdglicht die Definition von X : Q — § als diejenige Abbildung, die
die Punkte in [; dem jeweiligen i € S zuordnet. Nun ist P(Xy = i) = ¢;. Im Weiteren
wird nun fiir jedes 7 € S das Intervall J; in disjunkte Teilintervalle I;;, j € S der Langen
¢;; aufgespalten. Setze X; : @ — S als Abbildung, die dem Intervall I;; den Wert j
zuordnet. Somit ist P(X, = i, X; = j) = ¢;;. Iteration ergibt die Behauptung. ([Beh00]
S.8f.)

O

Homogene Markovprozesse werden gerne in Gestalt einer Markovkette représentiert.

Definition 2.1.9 (Markovkette). Eine endliche Markovkette (kurz: Kette) ist ein Tri-
pel (S,p,P) bestehend aus:

o Finer Menge S, dem Zustandsraum.

o Linem Vektor p = (p;)ies mit p(i) > 0 und ) ,.spi = 1, der Anfangsverteilung,
welche mit Wahrscheinlichkeit p; angibt, dass die Kette im Zustand i beginnt.

e Einer stochastischen Matriz P = (pij)ijes,pij > 0 fa. 1,5 € S und 3, pyy = 1.

Die Eintrage p;; dieser Ubergangsmatriz geben die Wahrscheinlichkeit an, um vom
Zustand i nach dem ndchsten Iterationsschritt (Ubergang) bei Zustand j anzukom-
men.

Ist S eine abzihlbar unendliche Menge, so wird der Begriff der Ubergangsmatrix
strapaziert, da sie ein Element aus R%N ist. Leicht ist zu sehen, dass auch im unendlichen
Fall das Produkt zweier stochastischer Matrizen P = (pij)ijes und Q = (¢ij)ijes wieder
eine stochastische Matrix ist, denn fiir die i-te Zeilensumme von R := P(Q) ergibt sich:

Zrij - Zzpik%y‘ = ZpikZij =1.
Jes jES keS keS jes

Satz 2.1.10 (Darstellungssatz). Markovketten sind im Wesentlichen dquivalent zu
homogenen Markovprozessen.

Beweis: Sei eine Kette wie in Definition (2.1.9) gegeben. Setze ¢; := p; und ¢;; = pipij,
beziehungsweise nach Iteration:

Qio,...six, -= PioPigir =" " Pig_yix-
Trivialerweise ist 3 ;s ¢; = 1. Nach Voraussetzung ist ;s pi; = 1 fiir i € S und somit
ist
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E Qig,...iii  — E PioPigiy * * * Pig_qip Pigi

€S €S
= DPioPigiy ** Pis_1i sz’ki
i€s
PigPioiy " * " Pig_1ig-

Die Voraussetzungen aus Lemma werden somit erfiillt und die damit erzeugten
Zufallsvariablen ergeben einen HMP mit P(X;; = j | X = i) = p;; im Falle der
Wohldefiniertheit.

Sei umgekehrt ein HMP wie in Definition gegeben. Um Definition 7u
erhalten wird natiirlich p; := P(Xy, = @) gesetzt. Intuitiv wére man geneigt p;; iiber
P(Xxi1 = j | Xx = i) zu erkliren, was aber aufgrund eventuell fehlender Wohlde-
finiertheit scheitern konnte. Fiir jene ¢ € § , die von dem HMP iiberhaupt erreicht
werden konnen, also diejenigen fiir die ein &' € N exisitiert mit P(Xy = i) > 0,
kann nun p;; = P(Xy4 = j | Xy = i) fiir alle j € S gesetzt werden, wobei etwa
k:= min{k" | P(X} = i) > 0}. Gilt aber fiir einen Zustand P(X; =i) =0, Vk € N,
dann kann p;; > 0 beliebig gesetzt werden, solange > ;bij = 1 gewahrt bleibt. Es ergibt
sich eine Kette geméf Definition (2.1.9)), die den Zufallsvariablen X,, X1, ... entspricht.
(|Beh00] S.8f)

O

Um in eindeutiger Weise einem HMP eine ihn beschreibende Ubergangsmatrix zuord-
nen zu konnen, ist es also notwendig, dass jeder Zustand mit positiver Wahrscheinlichkeit
erreicht wird. Es gibt Ketten, die formal unterschiedlich sind, aber den selben Prozess
beschreiben.

Beispiel 2.1.11 Sei S := {1,2} und p := (p1,p2) := (1,0) die Anfangsverteilung, wel-
che fiir jedes 0 < a <1 mat der Ubergangsmatriz

(a1 2)

eine Markovkette erklirt. All diese Prozesse beginnen deterministisch in Zustand {1} und

werden diesen auch nicht verlassen. Die Gesamtheit dieser Markovketten beschreiben alle
und den selben HMP.

Die Berechnung der Verteilung eines HMP zu einem gegebenen Zeitpunkt ldsst sich
durch eine Matrixmultiplikation mit der Ubergangsmatrix P darstellen. Hierzu wird die
Verteilung p als Zeilenvektor gedacht.

Satz 2.1.12 (Berechnung von Verteilungen durch Linksmultiplikation). Fir
die Verteilung p"*tY einer Markovkette mit Ubergangsmatriz P zum Zeitpunkt (n+1)
18t

p(n+1) _ p(n) P = p- Pn-l—l'

10
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Beweis: Mit Hilfe des Gesetzes der totalen Wahrscheinlichkeit ist

n+1
p§+)::P( nil =J) ZP Xog1 =7 Xn =9)P( prpz
[teration ergibt die Behauptung.

O

Insbesondere folgt wegen der Homogenitét, dass P(X,,.p, = 7 | Xp = 1) = Py(X,, =
j) = plj) Es erscheint somit sinnvoll P" = (pgl))i,jeg als n-Schritt-Ubergangsmatrix zu
bezeichnen. Schreibt man weiter die Gleichung P+ = P™P" explizit aus, erhilt man
die in der Literatur als Chapman-Kolmogorov-Gleichungen bezeichnete Identitét:

+ . .
=N, i es.

keS

Nun folgen zur Demonstration der Theorie einige Beispiele:

Beispiel 2.1.13 (Irrfahrt auf 7). Sei X, eine Z-wertige Zufallsvariable und {Z,}, .
seien u.i.v. Zufallsvariablen mit den Werten £1.Y,, nehme den Wert 1 mit Wahrschein-
lichkeit p an und den Wert —1 mit Wahrscheinlichkeit ¢ := 1—p. Setze X,, .= X,,_1+ 72,
fiir jedes n € N. Die Ubergangsmatriz des Prozesses {Xn},en besitzt die Eintrige p in
der rechten und die Eintrage q in der linken Nebendiagonalen. Ist p = 1/2, heifit die
Irrfahrt symmetrisch.

Beispiel 2.1.14 (Irrfahrt auf {1,... ,N}). Ahnlich wie bei der Irrfahrt auf Z springt
man in einem Zeitschritt mit Wahrscheinlichkeit g zum linken Nachbarn und mit Wahr-
scheinlichkeit p zum rechten. Fir die Randpunkte miissen zusdtzliche Regeln angegeben
werden. Ein Randpunkt, etwa 1, heifit absorbierend, falls p1;y = 1 und refiektierend,
falls p1o = 1, sprich wenn die Kette bei dem Randpunkt ankommt sie deterministisch
2u dem vorhemgen Zustand springt. Zum Beispiel besitzt die Irrfahrt auf {1,...,5} mit
absorbierendem Zustand 1 und reflektierendem Zustand 5 die Ubergangsmatmx

1 0 0 0 0
1—p 0 p 0 0
0 1—p 0 D 0
0 0 1—p 0 P
0 0 0 1 0

Beispiel 2.1.15 (Polyas Urnenschema). In einer Urne liegen endliche Anzahlen
roter und schwarzer Kugeln. Zu jedem Zeitpunkt n € No wird zufillig eine Kugel gezogen
und zusammen mit einer neuen Kugel derselben Farbe wieder zurick in die Urne gelegt.
Die Anzahl roter und schwarzer Kugeln (r, s) beschreibt einen homogenen Markouvprozess
auf N2. Die Ubergangsmatm'x P hat die Eintrige pe. ), (r+1,s) = T:S Und Pir.s)(rs+1) = T_T_S
fiir (r,s) € N2, alle anderen Eintrige sind gleich Null.

11
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2.2 lIrreduzibilitat und Aperiodizitat

In diesem Abschnitt werden strukturelle Eigenschaften von Markovprozessen untersucht.
Insbesondere ist von Bedeutung, wie oft Zustinde besucht werden und ob jeder Zustand
von jedem anderen erreicht wird.

Definition 2.2.1 (Kommunikation, Irreduzibilitit). Seien i,j € S zwei beliebige
Zustinde und P eine Ubergangsmatriz. i ~ j soll bedeuten, dass eine in i beginnende
Kette mit Ubergangsmatriz P ir(gendwann Zustand j erreicht, formal also folgende Be-
dingung erfillt: dn € Ny : pi;z) > 0. Gilt dariber hinaus j ~~ i, so bezeichnet man
dies als Kommunikation beider Zustinde, welche mit i «~ j bezeichnet wird. P heifit
irreduzibel, falls alle Zustinde kommunizieren.

Es sei angemerkt, dass die Eigenschaft der Irreduzibilitdt auf Markovprozesse iibertra-
gen werden kann - beziehungsweise eine Eigenschaft von diesen ist - da in diesem Fall die
Zuordnung eines HMP und einer Ubergangsmatrix unter Ausschluss der Permutationen
von S eindeutig wird.

Satz 2.2.2 Kommunikation ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Immer gilt i «~ 7, da pg?) = 1. Fiir die Aquivalenzrelation ist nur noch zu
zeigen, dass Transitivitat gilt. Seien i, 7,1 Zustdnde und gelte ¢ «~ j und j «~ [, dann
gibt es n,n’ € Ny mit pg) > 0 und pﬁ?) > 0. Sei n” := n + n’ und somit P*" = P"P",
Wegen der Chapman-Kolmogorov-Gleichung gibt es ein ¢ > 0 derart, dass

py =) e > ) > 0.

Somit folgt ¢ ~» [ und insgesamt die Behauptung.

Beispiel 2.2.3

1. Seien P und Q zwei irreduzible stochastische Matrizen. Die Ubergangsmatriz (5 g)
15t natirlich reduzibel.

2. Die Irrfahrt auf Z ist fir p € (0,1) irreduzibel.

3. In Polyas Urnenschema kommunizieren keine zwei unterschiedlichen Zustinde aus
NZ miteinander. Somit zerfillt N2 in einelementige Aquivalenzklassen.

Definition 2.2.4 (Abgeschlossenheit). Eine Kommunikationsklasse J C S heifit ab-
geschlossen beziiglich P, wenn J v S\ J, d.h. wenn fir je zwei Elemente j € J und
i €S\ J gilt, dass i j.

Leicht ist zu sehen ist, dass fiir eine abgeschlossene Kommunikationsklasse C' C S die
Matrix P = (p;;):jec ebenfalls eine stochastische Matrix ist. Sowohl fiir abgeschlossene
als auch nicht abgeschlossene Klassen wird spiter die qualitative Aussage ¢ ¢~ j im
Kontext von Rekurrenz und Transienz wieder aufgegriffen und quantitativ untersucht.

12
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Beispiel 2.2.5

1. In Polyas Urnenschema ist die Menge
{(r,s) € N2 : r>rq s> 8o} abgeschlossen. Jedoch gilt dies fiir keine Klasse.

2. Die Irrfahrt auf {1, ... N} mit absorbierenden Randern besitzt die Klassen {1},{N}
und{2,...,N —1}. Aber nur {1} und { N} sind abgeschlossen, da {2,...,N — 1} ~~
{1} als auch {2,...,N —1} ~ {N}.

Um zeitliche Regelméfigkeiten zu erfassen, beziehungsweise auszuschliefien, ist es not-
wendig den Begriff einer Periode einzufithren. Fiir a4, . .., a, € Ny mit max(ay,...,a,) >
0 sei im Weiteren der grofste gemeinsame Teiler ggT'(ay, . . ., a,,) die grofte positive Zahl,
die alle q; teilt.

Definition 2.2.6 (Periode, Aperiodizitit). Es sei N; := {n \pgf) >0,n € N}. Der
grofste gemeinsame Teiler von N; bezeichne die Periode eines Zustandes i € S. Diese
driickt aus, nach welchen Schritten es tiberhaupt maoglich wdre, wieder in den Anfangs-
zustand zu gelangen. Ist jene fiir i € S gleich 1, ist von Aperiodizitdat die Rede. Wie
iblich ist ggT () := oo.

Da fiir ny,ny € N; gilt, dass p" ™ > p"p2) 0 st N; insbesondere additiv
abgeschlossen. Diese Definition mahnt zur Vorsicht. Besitzt ein Zustand die Periode d,
dann kann nur die Aussage getroffen werden, dass zwischen Vielfachen von d Iterationen
eine Kette definitiv nicht wieder bei Zustand ¢ angelangt.

Satz 2.2.7 (Klasseneigenschaft Periode). Es gelte i «~ j, dann besitzen die Zu-
stande i und j dieselbe Periode. Insbesondere geniigt es bei einer irreduziblen Kelte die
Periode eines einzigen Zustandes zu kennen.

")

Beweis: Wahle n’, n” € Ny derart, dass pgl > 0, pg.?”) > 0. Mit dem Beweisargument

von Satz (2.2.2) ist p ") > 0, p§?,+nu) > 0 und N; # 0 # N;. Mit der Periode

13

d; :== ggT'(N;) gilt d;|(n’ +n”). Fiir beliebiges n € N; ergibt sich

i) > i > o,

beziehungsweise d;|(n + n' +n”). Zusammen mit d;|(n’ + n”) folgt, dass d; auch n teilt.

Da n € N; beliebig gewahlt wurde, folgt d;|d;. Durch analoge Argumentation mit der
Periode von j ergibt sich die gesuchte Gleichheit d; = d;. (|[Beh00],[Bre99])

Beispiel 2.2.8

Fiir Polyas Urnenschema besteht keine Moglichkeit, zu einem beliebigen Punkt in
N2 zuriick zu kommen. Somit ist die Periode gleich oc.

13
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2. Die Irrfahrt auf Z mit p € (0,1) besitzt keine Haltebedingung in dem Sinne, dass
sie nach einer Iteration immer noch in dem selben Zustand sein kann. FEs erqgibt
sich fiir den einen Diagonaleintrag py; von P?, dass

2
pgi) = Zpizpzi = Di(i+1)P(i+1),i + Pi(i—-1)P(i—-1),i = 2pq > 0.
2EZL

Somit st die Periode Zwes.

3. Jeder homogene Markovprozess mit einer irreduziblen Ubergangsmatriz P, in der
mindestens ein Diagonaleintrag ungleich Null ist, etwa py; # 0 fir ein @ € S, st
wegen Satz[2.2.7 aperiodisch.

Nun zwei Lemmata, die eine Darstellung des groften gemeinsamen Teilers von aq, . . .,
ay als ganzzahlige Linearkombination dieser Zahlen garantieren. Diese Darstellung wird
als Bézoutidentitit bezeichnet.

Lemma 2.2.9 (Ezistenz des ggT). Besitzt eine beziglich Addition und Subtraktion
abgeschlossene Menge M C 7 mindestens ein Element ungleich Null, dann gibt es ein
kleinstes positives a € M. Mit diesem ist M = {k-a ; k € Z}.

Beweis: Es sei 0 # ¢ € S. Wegen der Abgeschlossenheit sind ¢ — ¢ = 0 und somit auch
0 —c = —cin S enthalten. Also gibt es mindestens ein Element groffer Null. Bezeichne a
das kleinste positive Element in M. Wegen Abgeschlossenheit bzgl. Addition und Sub-
traktion ist a+a,a+a+a,... € Mund 0, —a, —a—a,... € M,dh.{k-a; k€ Z} C M.

Sei nun ¢ € M. Division mit Rest liefert: Es gibt ein £ € Z und ein 0 < r < a, so dass

¢ =ka+r.Daaber r=c—ka e M, wiirde r > 0 der Minimalitdt von a widersprechen.
Somit ist M C {k-a ; k € Z}.(|Bre99|)

O

Lemma 2.2.10 (Bézoutidentitdt). Fir ay,...,a, € Ng mit g¢T (a1, ...,a,) = d gibt
es ny,...,ng € Z derart, dass d = Zle n;a;.

Beweis: Die Menge M = {Zle Nia; ; Ny, ...Ng € Z} ist abgeschlossen beziiglich Ad-
dition und Subtraktion und somit existiert mit Lemma ein kleinstes positives
Element o = Y%  n/a; mit geeigneten n/ ..., n}, € Z, so dass M = {k-a ; k € Z}. Da
d alle a; teilt, ist dies auch fiir die Linearkombination a der Fall. Es folgt 0 < d < a.
Da aber auch jedes a; in M liegt und somit ein Vielfaches von a ist, muss folgen, dass
a<ggl(ay,...,a;). Es folgt d = a.

O

Satz 2.2.11 Fir eine beliebige, beziiglich Addition abgeschlossene Menge A = {ay,as, ...}
natirlicher Zahlen ist der ggT(A) = 1 genau dann, wenn es eine Zahl n € N gibt, so
dass N € A fiir alle N > n.

14
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Beweis: Es gelte ggT(A) = 1. Die Folge (ggT {a1, ..., aw})w=1,. natiirlicher Zahlen
ist monoton fallend und wird somit konstant. Gelte fiir ein geeignetes k € N, dass

99T {ay,...,a;} = 1. Es existiert also eine Bézoutidentitéit
k
1= Z n;a;
i=1
fiir geeignete ny, ..., n; € Z. Werden die positiven und negativen Komponenten getrennt,

erhdlt man 1 = M — L mit M, L € A. Sei nun N € NN > L(L — 1) =: n. Division mit
Rest ergibt die Darstellung N = aL 4+ r,a € Z, r € [0, L — 1] und mit Verwendung der
Bézoutidentitét ergibt sich N = aL+r(M —L) = (a—r)L+rM. Gilt (a—r) > 0, dann
ist N, wegen der Abgeschlossenheit beziiglich Addition, aus A. Dies wird nun gezeigt:
Angenommen a < L — 2, dann wire N = aL +r < (L —2)L +r < L(L — 1); ein
Widerspruch. Alsoista>L—1,a—r>0und N € A.

Gelte nun umgekehrt, dass es ein n € N gibt, so dass fiir alle N € N mit N > n
gilt: N € A. Angenommen ggT(A) > 1, dann wéiren alle Zahlen, die nicht von der
Form k - ggT(A), k € N sind auch nicht in A enthalten. Somit wére insbesondere etwa
n+1¢ A; ein Widerspruch. ([Bre99] S. 417f)

O

Die Riickrichtung lasst sich auch abkiirzen: Sind ab einem Index alle Zahlen enthalten,
so auch zwei Primzahlen, deshalb ist ggT(A) = 1. Ziel dieses Abschnittes ist folgende
Aussage, die spater im Kontext der Kopplung von Markovketten wieder aufgegriffen
wird:

Korollar 2.2.12 Eine Ubergangsmatriz P ist genau dann irreduzibel und aperiodisch
wenn gilt:

Vi,j7 € SInVk > n: p(@ > 0.

)

Beweis: Sei P irreduzibel und aperiodisch. Fiir i, 7 € S gibt es wegen der Irreduzibilitét

ein k;; € N, so dass pff” ) > 0. Weiter existiert wegen der additiven Abgeschlossenheit

von N; ein m € N, so dass N € N;,Vi € S fiir N > m. Es ist

Pt 5 0,00

Setze n := m + k;;. Die Riickrichtung ist eine unmittelbare Folgerung von Satz 2.2.11}

O
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2.3 Rekurrenz und Transienz

Die qualitative Aussage ¢ ~~ j soll in diesem Abschnitt quantitativ behandelt werden.
Das Langzeitverhalten von Markovketten héngt wesentlich davon ab, ob ein Zustand i
mit Wahrscheinlichkeit Eins wieder besucht wird. Eine naheliegende Herangehenswei-
se ist, bei gegebenem HMP zuerst die Ubergangsmatrix zu charakterisieren. Zu dieser
werden alle Anfangsverteilungen betrachtet, die deterministisch in einem Punkt ¢ € S
beginnen. Allgemein wird fiir eine Anfangsverteilung v auch P, anstatt P geschrieben.
Ist p; = 1 wird, um die Anfangsverteilung des Prozesses zu betonen, auch P; geschrieben.
Es ist

P;i(Xo = 0, ..., Xn = n) = 0iigPigir = Pin_1in>
wobei § das Kroneckersymbol darstellt.

Definition 2.3.1 (Treffzeit). Der zufillige Zeitpunkt in dem eine Kette das erste Mal
den Zustand 1 € S besucht ist

T, :=inf{neN : X, =i},
mit inf ) = oo, falls die Kette den Zustand i nie besucht. T wird als Treffzeit bezeichnet.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine in ¢ € § gestartete Kette zum Zeitpunkt n das erste
Mal den Zustand j € S erreicht, ist

fz(jn) = ]PZ(XI #ja"'?Xn—l #jaXn :.]) = P’L(‘T] = n)’ Z7j = S,TL € N.

Die Summe fi; :== > fi(f) steht fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Kette irgendwann
bei Zustand j angelangt und kann somit als die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis
{T; < oo} interpretiert werden. Da die Ereignisse {T' =1} ,{T" = 2},... disjunkt sind,

ist stets per Konstruktion f;; € [0, 1].
Satz 2.3.2 (Erneuerungsgleichung). Fiir eine Ubergangsmatriz P ist

n

n—1
pz(?) = Zpgl_k)fi(ik) = Z fz‘(z‘n_t)pz(‘?? neNies.
k=1 t=0

Da p = P;(X,, = i), ist die Erneucrungsgleichung intuitiv einsichtig: £ "p{ ist
der Ausdruck dafiir, dass die Kette das erste Mal zur Zeit (n—t) in den Zustand i zuriick
kehrt und dann in ¢ Schritten wieder dort angelangt.

Beweis: Das Ereignis {X,, = i} kann disjunkt zerlegt werden beziiglich dem ersten Zeit-

punkt an dem die Kette den Zustand i erreicht. Somit ist
=N R(Ti=k X, =)= Pi(Xy=i| Xy #i,..., Xo1 #0, X = ).
k=1 k=1

Mit der Markoveigenschaft, insbesondere mit Satz ist

16
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i = R =i| X =), Z
k=
-1

(1) (TL t)
fii pi A S Z :

(JK&n03])

O

Definition 2.3.3 (Rekurrenz, Transienz). Ein Zustand i € S heifit rekurrent, falls
fii = 1. In Worten: Falls eine ini € S gestartete Kette mit Wahrscheinlichkeit Fins wie-
der zu 1 zuriickkehrt. Ist f; < 1 fiir einen Zustand, wird dieser als transient bezeichnet.

Somit ist ein Zustand entweder rekurrent oder transient. Eine dquivalente Formulie-
rung der Rekurrenz ergibt sich durch folgende Uberlegung: Wird die erwartete Anzahl
an Besuchen in Zustand ¢ € S§ durch eine in ¢ gestartete Kette betrachtet, ergibt sich
wegen der Linearitit des Erwartungswertes, dass

Ei(z lix,=y) = Z Ei(1x,=iy) = Z i,

neNg n€ENg neNp

wobei E; den Erwartungswert unter P; bezeichnet (Notation s. [Kre90] S. 210). Es besteht
ein Zusammenhang zwischen der erwarteten Anzahl an Besuchen und der Rekurrenz.
Prézisiert wird dies mit folgendem Resultat:

Satz 2.3.4 (Rekurrenzkriterium). Fin Zustandi € S ist genau dann rekurrent, wenn

ZneNO pg?) = 00. In Worten: Wenn er erwartungsgemdfS unendlich oft besucht wird.

Beweis: Fiir s € (0,1) ist wegen der Erneuerungsgleichung

pu _1+Zspm _1+Z qu ii

n€eNp neN neN

Die Summe auf der rechten Seite ergibt ausgeschrieben:

0
n=1 : s'(AVP))
n=2 : + S 1P
n—=3 - + (! )pff) + fe pff) + [
n=np: +smo(fplreY +f(2)p17° ? +fu p)
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Werden im obigen Schema nur endlich viele Zeilen betrachtet, etwa ng-viele, ergibt
sich fiir £ < ng die k-te Spaltensumme :

no
LY+ sk + o smople ) = Y sl
n==k

no—k

ng
= flgk)sk p’E:L k) = ZZ k S p’L’L ?
2 Y

wobei die letzte Gleichung durch eine Indexverschiebung um den Wert £ erreicht wird.
Die Summe aller Ausdriicke bis zur Zeile ng ist folglich

no—=k

> ROPEEE
k=1
Fiir ng — oo ist somit insgesamt

neNp keN n€Np

Fiir die beiden Abbildungen g, h : [0,1] — R U {co} mit

s) = Z pE?)s”, h(s) = Z fi(ik)sk

neNg keN

gilt somit die Beziehung g(s) = 1 + h(s)g(s). Per Definition ist fiir einen rekurrenten
Zustand 1 = f;; = h(1). Der Grenziibergang s /" 1 ergibt g(1) = 1+ ¢(1), was impliziert,

dass 3" pl” = g(1) = oo.

Ist ein Zustand jedoch transient und deshalb f;; < 1, ergibt die Umformung g(s) = #(8)
(n) _ _1

und Grenzwertbildung s " 1, dass ZnGNO Dii 7 < 0o Die Riickrichtung des
Beweises kann aus der letzten Gleichung einfach abgelesen werden. ([Kén05])

O

Beispiel 2.3.5 Fiir die Irrfahrt auf 7 soll im Folgenden untersucht werden, ob Rekur-
renz zutrifft. Um in 2n Iterationsschritten wieder zum Anfangszustand zurickzukehren,
werden genau n Springe zu einem grofieren Nachbarn und n Springe zu einem kleineren

bendtigt. Insgesamt qgibt es dafiir (2:) = % Mdglichkeiten. Fir i € Z ergibt sich somit:

Pi = |p(1 p)".

Stirlings Formel besagt insbesondere, dass n! o (n/e)"/2wn. Durch Einsetzen ergibt
sich:

!Siehe etwa [Pat89).
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(2n)! Viamn  (2n/e)* 4n 4n

nlnl < 2mn (nfe)")? — Van = NS
Somit ist p;; X \/—5(4]9(1 —p))". Da p;; =0 fir allei € S,n € N, ist nun

n 4p(1 —p))™"
AR IAED Dt = el
keN neN neN—/n_/

=i0n

Das Konvergenzverhalten der linken Reihe ist insbesondere identisch mit dem der Reihe
auf der rechten Seite. Da lim, .o api1/an = (4p(1 —p))? < 1 ist fiir p # 1/2 und gleich
Fins fir p=1/2, ist wegen Satz und wegen dem Quotientenkriterium (Grundkurs
Analysis) jeder Punkt aus 7. genau dann rekurrent, wenn die Irrfahrt symmetrisch ist.
(|Bre99] S.97f)

Korollar 2.3.6 Fiir allei,j € S gilt:

STpl = fi > .

neN neNp

(n)

Insbesondere folgt fiir ein transientes j € S, dass ZneNo pi; < 00.

Beweis: In Analogie zu dem Beweis der Erneuerungsgleichung lasst sich herleiten,
dass

n k) (n—k ..
pgj)zzfi(j)pg‘j )> 1,7 €S,neN.
k=1

Wird iiber alle n € N summiert, ergibt sich die Beziehung

DS WML

neN neN k=1

Die selbe Indexverschiebung wie im Beweis des Rekurrenzkriteriums fiir s = 1 und
die danach folgende Grenzwertbildung ergeben:

PIAED DI DIAES D B

neN keN neNg n€Np

Ist 7 € S transient, ist dies mit dem Rekurrenzkriterium eine endliche Summe.

O

Im Folgenden wird ersichtlich, wie sich Kommunikationsklassen beziiglich ihrem Re-
kurrenzverhalten charakterisieren lassen.
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Satz 2.3.7 (Rekurrente und transiente Klassen). Es seien i,j € S mil i «~ j.
Dann ist j genau dann rekurrent, wenn v es ist.

Beweis: Fiir Zustiande i,7 € & mit i «~ j gibt es Zahlen k' k" € Nj, so dass

pgfl),py:”) > 0. Sei ¢ rekurrent. Wie in dem Beweis von Satz [2.2.2]ist

k k/ k// k k/ k//
p§j+ ) > pgi) z(j )pﬁ-i ) k € No.

Wird iiber alle £ summiert, dann ist

k_,’_k/_,’_k// (k”
Dowy = () = oo

keNp k€Ng

Mit dem Rekurrenzsatz ist somit auch j rekurrent. Es folgt die Behauptung. (vgl [Bre99|)

O

Es ist zu sehen, dass abgeschlossene Klassen sowohl rekurrent als auch transient sein
konnen. Fiir nicht abgeschlossene Klassen gibt folgender Satz Aufschluss. Ist ein Zustand
j € S von einem rekurrenten Zustand ¢ € S erreichbar, liegen beide Zustinde in der
selben Kommunikationsklasse.

Satz 2.3.8 Fs seieni,j € S mit i ~» 7 . Falls i rekurrent ist, so gilt auch j ~> i und j
1st dann ebenfalls rekurrent.

Beweis: Ohne Einschrinkung sei ¢ # j. Angenommen j +~ 1. Es gilt also pj? =0

fir alle n € N. Sei N := min{n € Ny : pw > 0}. Behauptung: Fiir alle n € N ist
Pi(Xy =J, X, =j) =0.

Zuerst der Falln > N: Py( Xy =7, X, =) = pgjv)pyz) =0.

Der Fall N = n kann wegen ¢ # j nicht eintreten.

Fiir n < N ist, wegen der Minimalitat von N, P;(Xy = j, X, = i) = pl(f)pfj ™) = 0. Mit
dieser Vorarbeit ist fiir ein M € N

M M
PiT, < M, Xy =j)=> Pi(Ti=n,Xy=j) <Y Pi(X,=i,Xy=j)=0
n=1 n=1

Fiir die erste Riickkehr vor dem Zeitpunkt M folgt

Zf(n) P(Ty < M) =Py(T; < M, Xy # j) < Pi(Xy #j) = 1-Pi(Xy = j) = 1-p{,".

ij
n=1

Fiir M " oo folgt mit der Rekurrenz von ¢, dass 1 = fi; = > - fii () <1- pz(év) <1
ein Widerspruch. Somit gilt 7 ~» i. Die beiden Zustdnde liegen somlt in der selben
rekurrenten Klasse.
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Korollar 2.3.9 Nicht abgeschlossene Klassen sind transient, rekurrente Klassen sind
automatisch abgeschlossen.

Beweis: Sei J C S eine nicht abgeschlossene Klasse. Dann gibt es Zustinde i €
J,j € S\ J,so dass i ~ j. Angenommen J wire rekurrent, dann wiirde mit dem
vorangegangenen Satz folgen, dass j ~- . Somit gilt ¢ «~ 7 und 5 € J, insbesondere
folgt mit beliebigen j € S\ J, dass J abgeschlossen ist; ein Widerspruch.

O

Abgeschlossene Klassen konnen jedoch sowohl rekurrent als auch transient sein, wie
die Irrfahrt auf Z belegt.
Eine feinere Unterteilung der rekurrenten Klassen wird in dem Kapitel iiber Invariante
Mafe und Verteilungen angegeben. Da die Einschrankung einer stochastischen Matrix
auf eine abgeschlossene Klasse wieder abgeschlossen und zudem irreduzibel ist, lassen
sich diese Klassen getrennt voneinander untersuchen. Dass in einer rekurrenten Klas-
se jeder Zustand jeden anderen mit Wahrscheinlichkeit Eins erreicht, belegt folgendes
Lemma.

Lemma 2.3.10 Liegeni,j € S in der selben rekurrenten Klasse, dann gilt fi; = f;; = 1.

Beweis: Wegen der Rekurrenz ist f;; = f;; = 1. Sei also ¢ # j und
N :=min {n eEN: pj; > O}. Fir M>N ist

M
P(T; < M, Xy =i) = Y Pi(T;=n,Xy=1i)

n=1
N-—1 M
n N-—n
= f](]) 51 )+ Z P](E_H7XN_Z)
n=1 n=N+1
N-1 M
n N—n n—N
ST DEIUERE TR
n=1 n=N+1

N—n)

Die erste Summe verschwindet, da pg-i

=0 firn € {1,...,N —1}. In der zweiten

Summe wird wie folgt abgeschatzt: P;(T; > N, Xy =1) < p%\[). Insgesamt ergibt sich:
M
. N n—N N
Pi(T; < M; Xy =1i) < Z Pg-i )fj(j : Spgi )fjj'
n=N-+1

Wegen der Rekurrenz von j ist limyy oo P;(T; < M) = limpy o0 S0, = f;; = 1. Damit
ergibt sich

p§§“ —P;(Xy =i) = lim P;(T} < M, Xy =1i) < p§f>fij.

M—o0
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Da stets f;; € [0,1] folgt mit pﬁv) > 0, dass f;; = 1. ( [K6n05])
O

Wie in der spéateren Anwendung des Metropolis-Samplers bei bedingten exponentiellen
Verteilungen, werden Ketten auf einer endlichen Menge S betrachtet. In diesem Fall ist
folgendes Kriterium sehr hilfreich:

Satz 2.3.11 Ist S eine endliche Menge, dann ist jede irreduzible Kette rekurrent.

Beweis: Eine Kette habe die Ubergmgsmatrix P. Da diese eine stochastische Matrix
ist, ist fiir jedes i € S,n € N Zjesp;) = 1. Somit ist

ILED ) W

JES neN neN jes

=r;

Da #S8 < oo, ist mindestens einer der endlich vielen Summanden r;, j € S gleich unend-

lich, etwa r; = oo. Mit dem ersten Teil von Korrolar folgt, dass >, .y pS;) = 00.
Da wegen der Irreduzibilitdt gilt, dass s ~» ¢ fiir alle ¢ € S, folgt mit Satz die
Behauptung. ([K6n05], [Beh00] S.105)

2.4 Stoppzeiten und starke Markoveigenschaft

Im Folgenden wird préazisiert was darunter verstanden wird, dass eine Zufallsvariable
T nur von Xj,..., X, abhingt. Durch geeignete Ausdiinnung von A kann die Aussage
verstanden werden. Dazu ist es notwendig, sich daran zu gew6hnen, dass eine Information
iiber einen Prozess als sub-o-Algebra interpretiert wird. Nach der Gewohnung erscheint
dies als intuitive Sichtweise. Ziel ist es, Aussagen iiber die Anzahl von Besuchen von
rekurrenten und transienten Zustdnden zu gewinnen.

Definition 2.4.1 (Stoppzeit). Sei Xy, X1, ... ein stochastischer Prozess auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A, P) und sei Fy = o(Xy,...,Xy) die kleinste o-Algebra, be-
ziiglich der X, ..., X, messbar sind E] Eine Stoppzeit ist eine messbare Zufallsvariable
T :Q — NygU {oo} mit der Eigenschaft, dass {T =n} € F, fir alle n € Ny, d.h. das
Ereignis {T = n} hingt nur von X, ..., X, ab.

Die Messbarkeit zum Zeitpunkt n € N besagt anschaulich, dass der Prozess bis zu
diesem Iterationsschritt Auskunft geben kann, ob das Ereignis {T' = n} eintritt oder
nicht. In diesem Sinne werden o-Algebren als Information {iber den Prozess betrachtet.
Natiirlich ist Fy C F; C ... C A; die Kenntniss iiber den Verlauf des Prozesses nimmt
7.

2Siehe hierzu [Kre90].
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Beispiel 2.4.2 Eine in der Theorie der Markovketten wichtige Stoppzeit ist die im vor-
herigen Kapitel eingefiihrte Treffzeit T; := inf{n € N : X, =i}, welche das erste Ein-
treffen bei Zustand 1 € S angibt. Verallgemeinert auf Mengen A C S verwendet man die
Treffzeit Ty :=inf{n : X, € A}.
Die Zufallsvariable

T:=inf{n : X, =1}

ist keine Stoppzeit, da {Tr =m} ={Xo#1,..., Xm # 1, X;ns1 = i}.

Lemma 2.4.3 Mit einer Stoppzeit T sei Xp(w) := Xy (w) fir w € Q. Die Abbildung
X st eine A-messbare Zufallsvariable.

Beweis: Das Ereignis {Xr = i}, i € S ldsst sich darstellen als
{T=0tn{Xo=iH)U({T =1}n{X; =4})U...
und ist, da o-Algebren definitionsgeméf abzdhlbar vereingungsstabil sind, somit aus A.
(]

Dass die Markoveigenschaft eines homogenen Markovprozesses nicht nur bei festen
Zeitpunkten angewendet werden kann, sondern auch bei zufilligen, ist ein wichtiges
Hilfsmittel in der wahrscheinlichkeitstheoretischen Untersuchung von Markovketten.

Satz 2.4.4 (Starke Markoveigenschaft). Es sei (Xy)ren, €in homogener Markov-
prozess und T eine Stoppzeit mit T < oo. Falls P(Xp = i) > 0 fir eini € S, so ist fir
alle i1,...,1,, € S und m € N

]P(qu.l = il,...,XT+m = im | XT = Z) :PZ(Xl = il,...,Xm = Zm)

Ebenso sind die Prozesse vor und nach der Stoppzeit T" stochastisch unabhingig.

Beweis: Die starke Markoveigenschaft wird auf die gewShnliche Markoveigenschaft
zuriickgefiihrt. Multiplikation mit P(Xr = i) ergibt:

IED(XTJrl - il; ce . 7XT+m - imyXT = Z) = P(XT == Z)P'L(Xl == ?:17 oo 7Xm == Zm),

was im Weiteren bewiesen wird. Fiir die linke Seite, zerlegt nach allen (endlichen) Werten
die 7" einnimmt, ergibt sich mit Lemma [2.4.3|:

Y P(Xnyr =1, Xpgm = b, X =1, T =n).

n€Ng
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Da {T =n} € F,, lasst sich P(T" = n, X,, = i) als Summe geeigneter Pfadwahrschein-
lichkeiten darstellen. [] Mit Satz ist deshalb

P(Xoy1 =1, oo, X = iy X = 4, T = n) = P(T' = n, X, = 0)pit Divin *** D1~
Wird nun noch iiber alle n € Ny summiert, folgt was zu zeigen war.
O

Korollar 2.4.5 Es seii € S und t; := P;(T; = o0) < 1. Weiter ist V; :== > lix,=i}
die Anzahl der Besuche in i. Ist i transient, dann ist fir jedes k € N Py(V; > k) =
(1 —t)k, d.h. V; ist unter P; geometrisch verteilt.

Beweis: Definiere sukzessiv eine Folge von Stoppzeiten durch Tl.(o) — 0 und T*+D) —
inf {n > Ti(k) X, = z'} fiir jedes k € Ny. Offensichtlich ist {V; > k} = {Tz‘(k) < o0}
falls die Kette in ¢ startet. Also gilt fiir alle £,/ € N:

PV >k+1|Vi>1) = P(T" < 00 | T < 0)

= lim P <17V 40 | X0 =0, T < o0)
= lim Pi(Ti(k) <n)

n—oo

= Py(TY < o) = Py(V; > k).

Im dritten Schritt wurde die starke Markoveigenschaft verwendet. Somit ist V; geome-
trisch verteilt mit Parameter 1 — P;(V; > 1) =1 — Py(T; < o0) = P(T; = o0) = t;, falls
€ (0,1). ( [Kon05] S.22)

O

Insbesondere werden transiente Klassen P-f.s. (P fast sicher) nur endlich oft besucht.
Fiir das Langzeitverhalten von Ketten geniigt es wegen Korollar [2.3.9] somit die Ein-
schriankung einer stochastischen Matrix auf abgeschlossene Klassen zu betrachten. So-
bald ein Prozess in einer abgeschlossenen Klasse ist, verldsst er diese nicht mehr. Diese
Klassen kénnen somit einzeln studiert werden. Deswegen wird nun angenommen, dass
P irreduzibel ist.

Korollar 2.4.6 FEs sei P irreduzibel. Fin rekurrenter Zustand i € S wird P-f.s. unend-
lich oft besucht.

! Die Menge F := {{Xo =i0,...,Xn =in} , G0...in € S} ist in jeder o-Algebra enthalten, beziiglich
der Xy, ..., X, messbar sind. Da aber die Potenzmenge P(F’) von F schon eine o-Algebra ist, folgt,
dass F,, = P(F). (|[Beh00] S.106)

3Siehe Anhang zur geometrischen Verteilung
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Beweis: Definiere sukzessiv eine Folge von Stoppzeiten durch Ti(o) =0 und 7T*+) =
inf {n > Ti(k) X, = z} fiir jedes k € Ny. Wegen Lemma 2.3.10]ist f;; = 1 fiirallej € S

und somit IP’(T;M < 00) = 1. Mit der starken Markoveigenschaft startet der Prozess nach

Ti(o) in i und besitzt wieder die Ubergangsmatrix P. Da i rekurrent ist, ist f; = 1 und

Ti(l) endlich, ebenso alle weiteren TZ-("), n € N.

O

Da transiente Zustdnde oder Klassen nur endlich oft besucht werden, interessiert es
nicht, ob sie eine invariante Verteilung besitzen. Wird in einer transienten Klasse be-
gonnen, bleibt man entweder immer in dieser, wenn sie abgeschlossen ist, wobei jeder
Zustand endlich oft besucht wird und sie somit insbesondere unendlich grof ist. Oder
aber es kann sein, dass man in eine abgeschlossene Klasse gelangt. Diese lassen sich ge-
trennt untersuchen. Dies ist der Grund warum irreduzible Ubergangsmatrizen betrachtet
werden. Zu beachten ist: abgeschlossene Klassen kénnen an sich sowohl rekurrent als auch
transient sein.

2.5 Invariante Male und Verteilungen

Definition 2.5.1 (Maf3, Invarianz). Als Verallgemeinerung des Begriffs einer Ver-
teilung wird als Maf eine Abbildung v: S — [0, 00) bezeichnet. Mafle werden auch gern
in Vektorschreibweise angegeben. Bezeichne v; sowie v(i) die i-te Koordinate dieses Zei-
lenvektors. Ewn Maf heifst stationdr oder invariant beziiglich einer stochastischen Matriz

P, falls
V; = Zvjpji,i €Ss. (23)

JjeS

Invarianz ldsst sich in Matrixschreibweise als Bedingung v = v - P angeben. In der
Sprache der linearen Algebra ist ein invariantes Maf ein nichtnegativer Linkseigenvek-
tor zum Linkseigenwert Eins. Aber selbst im endlichen Fall kann das Losen dieses Glei-
chungssystems mit Nebenbedingung aufgrund der Machtigkeit von S ein technisch nicht
durchfiihrbares Unterfangen darstellen. Wie bereits gezeigt, geniigt es irreduzible, rekur-
rente Ubergangmatrizen zu betrachten. Invariante Mafe kann es sehr viele geben, zum
Beispiel ist fiir die Einheitsheitsmatrix jede Verteilung invariant.

Lemma 2.5.2 Ist P eine irreduzible stochastische Matrix und v # 0 ein invariantes
nichttriviales Maf, dann ist v(i) > 0 fir alle i € S, d.h. v ist positiv definit.

Beweis: Sei 1 € S. Da v # 0 gibt es ein iy € S, so dass v(ig) # 0. Wegen der
(no)

Irreduzibilitét existiert ein ny € N fiir das p;;

(i) > v(io) P > 0.

%0

> 0. Aus der Invarianz folgt, dass
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Ist S endlich, dann lésst sich jedes nichttriviale (0 # v; # oo fiir alle j € S), invariante
Maf zu einer invarianten Verteilung normieren. Im Folgenden sei P stets irreduzibel. Die
erwartete Anzahl an Besuchen in i € S fiir eine in k € S gestartete Kette bis zur ersten
Riickkehr in den Anfangszustand ist

Tk
(i) == Ey <Z 1{Xn:z‘})-
n=1

Die Bedeutung von -, liegt darin, dass dieses Maf im irreduziblen, rekurrenten Fall das
bis auf einen multiplikativen Faktor eindeutig bestimmte, nichttriviale, invariante Maf
beziiglich P ist. Fiir ein rekurrentes k ist Ty Py-f.s. endlich und fir n € {1,..., T} ist
X, = k genau dann, wenn n = Tj; deswegen ist (k) = Ex(1) = 1.

Satz 2.5.3 (Existenz und Eindeutigkeit des invarianten Mafles). Es sei P irre-
duzibel und rekurrent und sei k € S. Es gelten:

1. v 1st ein invariantes Majs.
2. Fiir jedes 1 € S gilt 0 < (i) < 0.

3. v st das eindeutig bestimmite Mafs mit Wert Eins in k.

Beweis:
(1) Es ist
(i) = Ey (Z 1{Xﬂ,:i,7L§Tk}) = ZP’“(X” =i,n <Ty)
neN neN
= ) D P(X, =i, X0 =jn<Th)
neN jeS

Das Ereignis {n < T} ist identisch mit {7, <n —1}° € F,_;. Nun kann die Marko-
veigenschaft fiir Mengen aus Satz zum Zeitpunkt (n — 1) verwendet werden. Mit
deren Hilfe ist
P(Xn = i,Xn,1 = j,n S Tk) = Pk(Xn =1 | Xn,1 = j,n S Tk)]P)k(Xn,1 = j,n S Tk)
= pji]Pk:<Xn—l =j,n <Tg)
= piPr(Xp_1,n —1< T —1).

Einsetzen ergibt
V(i) = iji Zpk<Xn—1 =jn—1<T,—1).
JES neN

Nach einer Indexverschiebung ist dies identisch mit

T—1
iji Z Pe(Xn=Jjin<Tp—1) = iji Z Pr(Xn = J)-
j€S  meNg jes  n=0
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Fir j = kist Pi(Xo = j) = 1 = P(Xq, = j) und fiir j # k ist Pp(Xo = j) = 0 =
P(Xr, = 7). Somit lisst sich (i) weiter umformen:

() =D pii Zpk(Xn = 5) = > w(i)pji-

JES n=1 jES

Deshalb ist v eine invariante Verteilung von P.

(2) i ist wegen (1) auch invariant beziiglich mehrfacher Multiplikation mit P, sprich
vk ist eine invariante Verteilung beziiglich aller natiirlichen Potenzen von P. Fiir jedes
n € Ng,7 € S ist

(@) =3 P = k) + S ()l
jeS jeS\{k}

Wie bereits bekannt, ist wegen der Rekurrenz der Klasse v, (k) = 1. Somit ist (i) > pg;‘).

Angenommen fiir ein ¢ € S wire (i) = 0 und somit auch p,&?) = 0 fir alle n € N, so
widerspréiche dies der Irreduzibilitit von P. Somit ist 7, positiv definit.

Bleibt zu zeigen, dass 7y, nur endliche Werte annimmt. Es ist

L=mk) =D wlply,  neN.
jes
Angenommen, es gibe ein j € S mit v,(j) = oo. Da P irreduzibel ist, existiert ein
no € Ny, so dass p§2°) > 0. Es folgt 1 = (k) > 7(4) 5.7;0) = o00; ein Widerspruch.

(3) Es sei A ein weiteres invariantes Maf mit A(k) = 1. Dann ist (A=) = (A=) - P
und (k) — (k) = 0. Ist (A — 7%) ein Mak, dann folgt wegen der Nullstelle bei k& mit
Lemma [2.5.2] dass es identisch Null sein muss. Somit wire A = 7. Es bleibt deshalb
noch zu zeigen, dass A(j) — vx(j) > 0.

Fir jedes j € S ist wegen der Invarianz A(j) = > ,cq\ 5y A(0)pij + prj. Die A(4) auf
der rechten Seite konnen {iber die Invarianz von A durch ), s A(i1)ps,q ersetzt werden.
Zusammen ergibt sich:

AJj) = Z ( Z )\(’il)pilri‘pki)Pz‘j + Dij

i€S\{k} i1€S\{k}

= Z A(21)piyipij + Z DkiDij + Dkj

iineS\{k) ies\(k}
= > Ai)puipy + Pu(Te > 2, X5 = §) + Pu(Tk > 1, X, = j).
iineS\{k)
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Wird dies iterativ fortgesetzt, so ist fiir jedes n € N

n n+1
A(J) = Z A(in) (Hpuufl)pioj + ZPk(Tk > X, =)
io,---inES\{k} r=1 r=1
n+1
> Y Pu(T > 1. X, =)
r=1
min{7Ty,n+1}
- Ek( > 1{XT:]-}).
r=1

Fiir n /" oo steht als Grenzwert auf der rechten Seite (7). Somit ist A(j) — v(j) > 0
und (A — 7,) ist ein Mak. ([Bre99] S.101f, [Kon05] S.24f, [Nor98| S.34f)

O

Da wegen Satz im endlichen Fall stets Rekurrenz eintritt und da im endlichen
Fall v, immer zu 7/, V() normiert werden kann, existiert fiir jede irreduzible
Ubergangsmatrix P auf endlichem Zustandsraum eine invariante Verteilung. Die Frage,
unter welchen Bedingungen im Allgemeinen eine invariante Verteilung existiert, erfordert
eine Unterteilung der rekurrenten Zustinde. Deswegen wird an dieser Stelle die erwartete
Riickkehrzeit zu einem Zustand ¢ € S eingefiihrt:

i = Ei(T) =Y nP(T; =n) =Y _nfi” €0,00).

neN neN

Wie vor dem Satz angemerkt, ist stets f;; € [0,1]. Da > _y ) < Y onen ),
folgt aus einer endlichen erwarteten Riickkehrzeit insbesondere Rekurrenz.

Definition 2.5.4 (Positive und negative Rekurrenz). Fin Zustand i € S heifit
positiv rekurrent, falls p; < oo. Ist ein Zustand i nicht positiv rekurrent, aber rekurrent,
wird er als negativ rekurrent bezeichnet.

Satz 2.5.5 (Invarianz und positive Rekurrenz). Sei P irreduzibel, dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

1. FEs existiert eine invariante Verteilung.
2. Es gibt einen positiv rekurrenten Zustand in S.

3. Alle Zustinde in S sind positiv rekurrent.

Beweis:

(3)=-(2) ist offensichtlich.
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(2)=(1). Sei kK € S mit pup < oo womit k insbesondere rekurrent ist. Wegen der
Linearitdat des Erwartungswertes ist

> wl) =) B (Tz_k 1{Xn:j}> = Ex (i > 1{Xn:j}> = Ei(Tk) = p < 0o.  (2.4)

jeS jES n=1 je§

7k kann somit normiert werden und 7y, := 7/ ist die gesuchte invariante Verteilung.

(1)=(3). Sei 7 eine invariante Verteilung. Mit Lemma ist m(k) > Ofiiralle k € S.
v = 7/m(k) ist ein invariantes Mak mit (k) = 1. Dies ist nach Satz eindeutig
bestimmt und somit ist v = 7. Wie in Gleichung (2.4)) ist

1 1
P = Z%(j) = —ZWU) = — 7y <o
JES W(k) JES ﬂ—(k)

Insgesamt folgt, dass alle Zusténde k € S positiv rekurrent sind. ([Nor98| S.35f, [Kon05]

S.24f)

Es ergeben sich interessante Folgerungen.
Beobachtung 2.5.6

1. Da die invarianten Mafe bis auf einen multiplikativen Faktor eindeutig waren, ist
die invariante Verteilung insbesondere eindeutiq.

2. Da ) icsm(d) = p, st jeder irreduzible HMP genau dann positiv rekurrent, wenn
fiir ein invariantes Maf v gilt, dass ;s 7(j) < oc.

3. Positive Rekurrenz ist eine Klasseneigenschaft. Somit sind irreduzible Ubergangs-
matrizen entweder transient, positiv rekurrent oder negativ rekurrent.

Beispiel 2.5.7 Die symmetrische Irrfahrt ist, wie gezeigt, rekurrent. Fir ¢ > 0 st
ZjeZ CPji = CP(i—1),i + CP(i+1),; = ¢. Insbesondere ist dies auch fiir c = 1 der Fall. Diese
ist nun nach Satz[2.5.3 das einzige invariante Mafl, welches den Wert 1 irgendwo an-
nimmt. Jedoch ldsst es sich nicht normieren. Die symmetrische Irrfahrt ist somit wegen

Satz[2.5.5 negativ rekurrent.

Auch irreduzible, transiente Ketten konnen ein invariantes Mafs besitzen, wie etwa bei
einer nichtsymmetrischen Irrfahrt mit p € (0,1) zu sehen ist. Dort ist jede konstante
Funktion invariant. Somit ist die Existenz eines invarianten Mafles nicht hinreichend fiir
Rekurrenz. Da aber im transienten Fall jeder Zustand nur endlich oft besucht wird, sind
solche Ketten nur von pathologischem Interesse und fiir Modellierungen uninteressant.
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Beispiel 2.5.8 (Irrfahrt auf Ny mit reflektierendem Randpunkt). Wie bei einer
Irrfahrt auf 7 bewegt sich ein Prozess mit Wahrscheinlichkeit p zum gréfieren Nachbarn
und mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1—p zum kleineren. Fiir den Zustand 0 wird wieder eine
Sonderregel bendtigt, dieser sei reflektierend. Fir p € (0,1) ist dieser Prozess irreduzi-
bel. Es interessiert, unter welchen Bedingungen der Prozess eine invariante Verteilung

besitzt. Gleichung ergibt in diesem Fuall folgende Bedingungen fir ein invariantes
Maf v:

vo = qui, 2.5)
v = Yy + qua, (2.6)
Vi = PUi—1 + qUiy1, 2<ieN. 27)

Wird vy in Gleichung anhand ersetzt, ergibt sich quy = vo/q — vy = (1/q —
i—1

Dvy = p/q - vy. Induktiv wird nun gezeigt, dass qu; = vo<§> fiir alle 1 € N. Das

bedeutet, dass ein invariantes MafS durch Angabe eines einzigen Wertes vollstindig be-

stimmt ist. Angenommen, dies gelte fiir ein i € N. Mit ist mit Verwendung der
Induktionsannahme (1.A.)

LA (p\i/1 P\’
qUiy1 = V; —PUi—1 = o (‘) (‘ - 1) = o <—> .
q q q

Das Kriterium fiir positive Rekurrenz hat damit folgende Gestalt:

Zvi:vo+vgéz<§>i<oo.

n€Np 1€Ng
Somit ist die Irrfahrt genau dann positiv rekurrent, wenn p/q < 1 und somit p < 1/2
1st. Die invariante Verteilung m ldsst sich nun mit

w00

berechnen.

Als Fazit lasst sich festhalten, dass fiir eine irreduzible Kette genau einer der folgenden
Fille eintritt:

e Die Kette ist transient. Sie kann ein invariantes Maf besitzen, aber da sie jeden
Zustand nur endlich oft besucht gibt es keine invariante Verteilung.

e Die Kette ist negativ rekurrent. Sie besitzt zwar ein Invariantes Makl, welches
aber nicht zu einer invarianten Verteilung normiert werden kann.

e Die Kette ist positiv rekurrent. Es exisitiert eine eindeutige invariante Vertei-
lung.

(vgl [KGn03])
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2.6 Konvergenz in Verteilung

Bisher wurde aufgezeigt, unter welchen Voraussetzungen stochastische Matrizen invari-
ante Verteilungen besitzen. Ziel dieses Abschnittes ist es, diese Resultate auf Markov-
ketten zu iibertragen. Es wird sich herausstellen, dass die Verteilung eines irreduziblen,
positiv rekurrenten, homogenen Markovprozesses in endlicher Zeit die invariante Vertei-
lung annimmt. Daraus kann eine Konvergenzaussage abgeleitet werden, die spiter das
Herzstiick der MCMC-Methode bildet. Zentrales Argument in dem vorliegenden Kapitel
ist die Kopplung von zwei Prozessen, welche die selben Ubergangswahrscheinlichkeiten
besitzen. Fiir den nachsten Satz sei angemerkt, dass, wie iiblich, inf () := oo gesetzt wird.

Satz 2.6.1 (Treffzeit zweier Prozesse). Besitzen die beiden stochastisch unabhingi-
gen homogenen Markouvprozesse { Xy}, o, und {Yn}, oy, die selbe irreduzible, aperiodi-

sche und positiv rekurrrente Ubergangsmatriz, dann ist die Treffzeit
T:=inf{neNy : X,=Y,}
mit Wahrscheinlichkeit Fins endlich.

Beweis: Fiir jedes n € Ny sei Z,, := (X,,,Y,,) : Q x Q@ — 8% Der stochastisqhe Prozess
{Zn}neNo hat wegen der stochastischen Unabhéngigkeit beider Prozesse die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

Mit Korollar [2.2.12| gibt es fiir alle ¢, 5, k,l € S einen Index g € N, so dass pEjG)p,Ef) > 0

fiir G > g. Somit ist {Z,}, oy, insbesondere irreduzibel.

Sei 7 die invariante Verteilung von P, dann ist offensichtlich 7 x 7 die invariante
Verteilung des neuen Prozesses. Mit Satz ist {Zn},en, Positiv rekurrent und insbe-
sondere rekurrent. Deswegen wird mit Lemma[2.3.10] auch die Diagonale (i,),i € S mit
Wahrscheinlichkeit Eins in endlicher Zeit besucht. Somit ist jede Treffzeit T(;;),t € S
endlich. ([Bre99] S.130, [Kén05] S.28f, [Nor98| S.411f)

O

Die Aperiodizitit ist wesentlich im obigen Beweis. Sie garantiert die Irreduzibilitéit der
Paar-Markovkette und damit auch, dass sich die Ketten definitiv treffen. Im Folgenden
wird dies an einem Gegenbeispiel illustriert.

Beispiel 2.6.2 Sei S = {1,2}. Die irreduzible Ubergangsmatriz P := ({1) besitzt die
Periode 2. Der Produktraum §* = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} und die darauf erklirten
Ubergansgwahrscheinlichkeiten pixpji, ©,7,k, 1 € {1,2} ergeben folgende Matriz:

0 001
0010
0100
1 000
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Dies zeigt, dass S8? in die abgeschlossenen Klassen {(1,1),(2,2)} und {(1,2),(2,1)} zer-
fallt. Beginnt ein gepaarter Prozess in letzterer Klasse, werden sich die einzelnen Ketten
nie treffen.

Satz 2.6.3 (Kopplung von Markovketten). Besitzen die beiden unabhingigen ho-
mogenen Markovprozesse { X, }, oy, und {Yn}, oy, die selbe irreduzible aperiodische und
positiv rekurrrente Ubergangsmatriz, dann sind die Verteilungen von X, und Y, nach
dem Zeitpunkt T identisch. Insbesondere ist dies der Full, falls ein Prozess mit der in-

varianten Verteilung beginnt.

Beweis: Wie in Satz gezeigt wurde, ist 7' < oo P-f.s. Die Beweisidee ist, dass
X7 = Y7 und deshalb beide Ketten zum Zeitpunkt 7" nicht unterscheidbar sind. Um das
Ereignis X7 zu erfassen, ist es notwendig, wieder die Paar-Kette {Z,}, .y, zu betrachten.
Die Anwendung der starken Markoveigenschaft auf die Paarkette liefert die Behauptung.
Sei n die Verteilung von X, und 7 jene von Y, und bezeichne PP, . das Wahrscheinlich-
keitsmak auf A x A. Fiir n € Ny wird das Ereignis {X7,, = j},7 € S in Q2 x Q nach
allen Werten aufgespalten, die X7 annehmen kann.

]P)n><7r(XT+n - ]) — ZPnXﬂ'(XT+n = ja XT = Z)
i€S
Mit Satz ist dies identisch mit:

> Pon(Xr = i)pl}.
€S
Da aber
Pyr (X = 1) = Pyur (Zr = (4,7)) = Ppun (Y = 19)

fiir alle ¢ € S, folgt insgesamt, dass

]P)nXTr(XT—i-n = ]) = ]P)nXW(YT-i-n = j)
O

Die Aussage des letzten Satzes ldsst sich leicht in eine Konvergenzaussage iiberfiihren.
Diese bildet das Fundament des Metropolis-Algorithmus. Hierzu kann die Konvergenz
zweier Verteilungen p und v beziiglich folgender Metrik d : [0,1] — [0, 1] verstanden
werden:

1
A(p,) =5 3 o = pil

icS
Korollar 2.6.4 (Konvergenz in Verte@"lung). Fiir zwei irreduzible, aperiodische und
positiv rekurrente Ketten mit der selben Ubergangsmatriz, aber eventuell unterschiedli-
chen Anfangsverteilungen p und v gilt:
d(p™, v(")) 0.

Insbesondere gilt dies auch, falls eine davon die invariante Verteilung ist.
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Beweis: Es sei m € N,i € S. Fiir die beiden Prozesse {X,,}, oy, und {Yy},y, mit

identischer Ubergangsmatrix sind wegen Satz die Verteilungen fiir alle n € N mit
T < n identisch. Deshalb ist

P(X, = i) — P(Y, = i)| = [P(X, = i,T >n) — P(Y, =i,T > n)|
< P(X,=i,T >n)+P(Y,=i,T >n) <2P(T > n).

Wegen Satz konvergiert P(7" > n) in Wahrscheinlichkeit gegen 0.

O

)

Ist etwa X, = ¢ fest, ist zu sehen, dass fiir alle 4,j € S: lim,,_ pl(? = m;, wobei 7

die invariante Verteilung darstellt, d.h die Potenzen der Ubergangsmatrix konvergieren
zeilenweise gegen die invariante Verteilung.

2.7 Der Metropolis Algorithmus

Stellt sich bei einer gegebenen Verteilung die Frage, ob sie eine stationédre Verteilung ist,
kann folgendes hinreichendes Kriterium Aufschluss geben:

Lemma 2.7.1 (Reversibiltatskriterium). Gilt fir eine Kette (S,v,P) die Bedingung
Vi,j €8 vl(i)py =v(j)pji,
dann st v bereits eine tnvariante Verteilung.

Der Beweis ist eine Anwendung der totalen Wahrscheinlichkeit (siehe [Bre99)] S.130f).
Fiir ein festes ¢ € S ergibt Summation iiber alle j € S

o(i) = v()) Y _py =Y v(i)py = D v(i)ps

jes jes jes
und somit v=vP.

O

Die Bezeichnung ,reversibel“ stammt von der induktiv leicht zu zeigenden Aussage,
dass fiir eine das Reversibilitdtskriterium erfiillende Kette P,(Xo = ig,..., X, = i,) =
P,(Xo = ip,... X, = 1p) fir alle n € N g, ...,i, € S ist. Die Kette ist somit invariant
beziiglich Zeitumkehr.

Nach der Vorarbeit in den vorherigen Abschnitten kann, ausgehend von der Theorie
der Markovketten, die Fragestellung modifiziert werden. Wie sich herausstellen wird ist
es moglich, zu einer beliebigen Verteilung v mit echt positiven Eintragen eine Kette
mit beliebiger Anfangsverteilung oder einem deterministischen Anfang zu konstruieren,
welche als invariante Verteilung v annimmt. Dies entspricht der Erzeugung von Zufalls-
elementen entlang einer Verteilung.
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Definition 2.7.2 (Akzeptanzfunktion). Fir eine echte Verteilung v , d.h. v; # 0,i €
S, wird die Funktion a: S x § — (0,1] mit

a(m,y)::min{ &,1 }, r,y€eS

Vg

als Akzeptanzfunktion bezeichnet.

Im Folgenden sei S stets endlich.

Satz 2.7.3 Fliir eine symmetrische Ubergangsmatriz QQ und eine echte Verteilung v gilt:

V20(T, Y) Quy = Uy, T)Gyas x,y €S.

Beweis: Sei ohne Einschrénkung ¢,, # 0 und v,q,y < vyqy,. Dann ist Z—z > 1, ax,y) =
1 und a(y,x) = +=. Es ergibt sich

Uz
Uya(yv x)qyx = UyU_ny = Usz(ZB, y)Qxy-
Y

In diesem Sinne ist das Reversibilitiitskriterium beziiglich den Ubergangswahrscheinlich-
keiten a(y, x)gy, erfiillt.

O

Das algorithmische Verfahren zur Erzeugung von Zufallsvariablen gliedert sich in zwei
Schritte. Ahnlich wie bei der klassischen Akzeptanz-Verwerfungsmethode wird, begin-
nend von einem Startwert x, ein Kandidat y beziiglich der als Verteilung aufgefassten
Zeile (qqy)yes der Ubergangsmatrix ausgewihlt. Im nichsten Schritt wird dieser mit
Wahrscheinlichkeit a akzeptiert. Hintereinanderausfiihrung liefert folgenden Algorith-
mus (vgl [CG95]):

Initiiere die Kette mit einem beliebigen Anfangswert . Fiiri=0,1,...,n

Wiéhle y mit Wahrscheinlichkeit g,q),

Erzeuge Realisation w von U ~ Ujg 1
o Fiir w < a(z,y) setze 20+ =y

Sonst setze x(tD = ()

Ausgabe {2 ... 2™},
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Durch die Akzeptanzfunktion werden entweder die Ubergénge von = nach y oder die
von y nach z reduziert. Die Haltebedingung 2+ := () garantiert, dass die diesem
Prozess zugrunde liegende, nicht weiter angegebene Ubergangsmatrix stochastisch ist. Ist
(Q dartiber hinaus irreduzibel und aperiodisch, kommunizieren immer noch alle Zustinde
miteinander, ebenso bleibt die Aperiodizitit erhalten.

Somit konvergiert die Verteilung der (™ gegen die eindeutige invariante Verteilung.
Da das Reversibilitdtskriterium erfiillt ist, ist diese gleich v. In der Praxis wird die
Konvergenz durch eine groftmogliche Burn-In Phase realisiert. Wie an der Konstruktion
von « zu sehen, muss, da ein Faktor sich herauskiirzt, die invariante Verteilung nur bis
auf ein skalares Vielfaches genau bekannt sein. Diese zentrale Eigenschaft wird spéter
bei bedingten exponentiellen Verteilungen ausgenutzt, da die Verteilung in diesem Fall
effektiv nur bis auf einen Faktor genau bestimmt werden kann.
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Kapitel 3
Algebraisch statistische Modelle

3.1 Aquivalente Definitionen algebraisch statistischer
Modelle

Allgemein besteht ein statistisches Modell aus einer Menge von Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen auf einem Zustandsraum X. Ist dieser endlich, etwa #X = m lésst sich die
Verteilung einer Zufallsvariablen X als Punkt des R™ angeben. Ein statistisches Modell
ist, in seiner allgemeinsten Definition, zunéchst nichts anderes als eine Teilmenge des
m-dimensionalen Simplex

Ay, = {pGRm : sz:l A 0< pj, 1§j§m},
i=1
der als konvexe Hiille der kanonischen Basis dargestellt werden kann. Durch Angabe
von p € A ist eine Verteilung vollstdndig bestimmt. Jedoch werden Verteilungsfamilien
auch gern als Parametrisierungen eines Parameterraumes © angegeben. Dies wird im
Folgenden am Beispiel der torischen Modelle demonstriert. Sei A € N*™ eine Matrix
mit natiirlichen Eintrigen und der technischen Bedingung, dass (1,...,1) € R™ im
Aufspann der Zeilen enthalten ist und sei h € RZ; ein Vektor. Die Bedingung an die
Matrix A werden von allen relevanten Modellen erfiillt. Diese Einschrankung wird in

Beobachtung wieder aufgegriffen und erldutert.

Definition 3.1.1 (Torisches Modell). Sei © = R, der zu einem statistischen Mo-
dell zugehorige Parameterraum und ®4" eine polynomielle Parametrisierung folgender
Gestalt:

d
oMo R, B0) = hy | [ 657
i=1
Die Menge
My, = o4M©)Nn A,
wird als torisches statistisches Modell bezeichnet.

Fiir m < d fithrt die Parametrisierung zu einer Reduktion der freien Parameter. An-
statt R™ werden auch gerne R™*™2 oder andere Produkte zugelassen. Fiir R™*2 wird
dann die Matrix A € N&*™"™2 hetrachtet. Aquivalent zu dieser Definition ist folgende:

36



Kapitel 3 Algebraisch statistische Modelle

Definition 3.1.2 (Torisches Modell). Sei © = R% und sei dAh gls rationale Para-
metrisierung mit

d
oMo SR, OM(0) = Z(0) by - ] 6
i=1

erkldrt, wober mit
m d
Z0) =Y hi[]6"
j=1  i=1

die Normalisierungskonstante gemeint ist. Das torische Modell ist nun M, 1= @A’h(@).

Diese Modelle sind, wenn auch nicht auf den ersten Blick ersichtlich, allgemein geldufig.
Aufgabe der Modellierung ist es, ®4" geeignet zu wihlen, um damit die Klasse der Para-
meter entsprechend den Modellannahmen einzuschranken. Die Modelle sind bei festem
Stichprobenumfang alle Multinomialmodelle, deren Parameter zuséitzliche Bedingungen
erfilllen. Eine ausfiihrliche Behandlung der unterschiedlichen Schemata (multinomial,
produktmultinomial, poisson) findet sich in [BEHT5|, Kapitel 3.2.

Beispiel 3.1.3 (Bernoulliezperiment). Hier ist © = R2,. Sei A eine 2 x (m + 1)

Matriz mit
A 0 1 2 ... m—1 m
\m o m—-1 m—-2 ... 1 0/

Wird h; = (T) firi=0,1...,m gesetzt, ergibt sich fir das Modell My

oM = 7(6)™! (T) 0165
Da aber .
Z0)=>_ (T) 61057 = (61 + 62)™,

J=0

kann das Modell dargestellt werden als

- 0 ir 6 m—j
HAh — m 1 2 ‘
j (j)<91+02> <91+92>
FEine Substitution mit 0 := 0,/(01 + 02) und 1 — 0 := 05/(01 + 03) ergibt die vertraute
Form des Modells mit 0 € [0, 1].

Beispiel 3.1.4 (stochastische Unabhdngigkeit zweier Zufallsvariablen). Sei © =
RZ§*™2 der zu zwei diskreten Zufallsvariablen X, und X5 gehdrende Parameterraum. Mit
h=(1,...,1) und der (my; + mg) X mymy-dimensionalen Matriz A mit der Gestalt

_(En ® ln,
A_(lml ® Em2>’
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wobei @ das Kroneckerprodukt darstellt. Der Vektor 1,,, € RY™ besitzt nur Einsen als
FEintrige, ebenso 1,,, € R™>™™ . Die Matrizen E,,, € R™*™ ynd E,,, € R™*™2 gind
die entsprechenden Einheitsmatrizen. Mit Parametern o := (u, ..., Qy, ) fir die erste
Zufallsvariable und (3 = (B4, ..., Bm,) fir die zweite hat das torische Modell nun die
Glestalt @3 = Z(a, B) " teu 3, mit der Normierungskonstanten

Z(a, B) = iiaiﬁj = (21: ai> (i@) )

i=1 j=1

Fiir das beschriebene Modell ergibt sich die Darstellung

Eine Substitution mit &; :== a;/ Y| a; und 3, =0/ >_i2y B; ergibt die gewohnte Form
des Unabhingigkeitsmodells; die Parametermenge ist nun A, X Ap,,.

Ist etwa m; = 2 und my = 3, wird das Unabhéngigkeitsmodell durch die Matrix

0

S

I
OO = O -
O —= O O
_— o O O =
OO~ = O
_ o O = O

1
0
1
0

présentiert. Jede Spalte steht fiir einen Eintrag der 2 x 3 Kontingenztafel, beispielsweise
steht die dritte Spalte fiir den (1,3)-Eintrag. Fiir dieses Modell ist 4 : R? — RZ?
gegeben durch

(0417042751752753)'—> ! (alﬁl o102 alﬁg)-

(1 + ) (1 + Bo + B5) \ 201 a2z aafs

Eine dquivalente Darstellung fiir torische Modelle ergibt sich durch Logarithmieren.
Sei b’ := (In(hy),...,In(hy)) und ¢ = (In(61),...,1In(0,)).

Definition 3.1.5 (Loglineares Modell). Sei © = R? diesmal der gesamte Raum und
eine Matriz A mit den genannten Figenschaften. Das Loglineare Modell fiir eine Vertei-
lung st

d
ln(pj) = h; + Z aijeg.
i=1

Ein weiteres gelaufiges Modell ist das Exponentialmodell fiir eine Menge &', welches
im weiteren die Nomenklatur liefert.
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Definition 3.1.6 (diskretes Exponentialmodell). Die Gesamtheit aller Dichten, wel-
che in faktorieller Form die Gestalt

Py(z) = h(z) exp(0'T(x) — B(0))
annehmen, mit einer Normierungskonstanten B(0),0 € © = RY, Abbildungen T : X —
N& und h : X — Rs, wird als d-parametrische Exponentialfamilie bezeichnet.

Beobachtung 3.1.7 Es sei X endlich. Ein Modell ist genau dann torisch, wenn es
exponentiell ist.

Beweis: Zur Darstellung sei X = {x1,..., 2, }. Setze T'(x;) := a; und A == [ay, ..., ap]
und Z(0) := exp(—B(#)). Da #X < oo kann die Abbildung h als Vektor der Lange m
dargestellt werden. Es ist

Po(z;) = h(z;)exp(0'T(x;) — B(H))
pj = Z(Q)h'eXP(Qt (%))

— h H “w

Eine Substitution mit 0, := exp(6;), 1 < i < d liefert das gewiinschte Resultat.
(]

Weitere detaillierte Modellbeschreibungen fiir diskrete Daten, die unter obige Model-
beschreibung fallen, wie etwa die der Symmetrie in Kontingenztafeln, Quasisymmetrie
und marginale Homogenitat werden etwa in [Agr07] behandelt. In [BEHT75] finden sich
Modelle fiir Quasiunabhéngigkeit, hierzu ist auch die Fallstudie [DM04a] erwahnenswert.

3.2 Suffizienz und Konditionierung

In diesem Kapitel wird ein klassisches Resultat aus der Exponentialfamilie angefiihrt.
Es wird gezeigt, dass eine einfachere Statistik, ndmlich 7' : X — NZ beziehungswei-
se die Matrix A : NJ* — N alle Information iiber den Parameter § € © enthilt.
Die gesamte Unsicherheit iiber # kann schon anhand 7" modelliert werden. Um dies zu
illustrieren, werden fiir u.i.v. X-wertige Zufallsvariablen X, ..., Xy aus der Exponenti-
alfamilie Realisierungen z1,...,zy € X, auch Stichproben genannt, beobachtet. Es sei
mit Z = (Xy,..., Xy) : Q¥ — XV ein Zufallselement erklirt. Die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Stichprobenvektor (x1,...,zyx) € X betrigt fiir ein unbekanntes 6 € © somit

Py(Z = (z1,....ax)) = [[h(zx)exp(0'T(x) — B(9))

= <Hh ) exp(( ZT(%» — NB(0)).
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Die Struktur dieser Likelihood ermdglicht folgendes Resultat, was sich in dieser Di-
plomarbeit als wichtiges Bindeglied zwischen der kommutativen Algebra und der Statis-
tik erweisen wird.

Satz 3.2.1 Die Wahrscheinlichkeit fir den Zufallsvektor 7Z = (X,..., Xy) ist bei ge-
gebenem Tn(Z) ="~ T(X}) unabhingig von 6 € ©. Dies besagt, dass Tx(Z) eine
suffiziente Statistik fir 0 ist. Gilt h = (1,...,1), ergibt sich eine Gleichverteilung unter
allen Elementen mit derselben Realisierung der suffizienten Statistik.

Beweis: Fiir ein gegebenes b € NZ sei

Ry = {(ml,...,x]v) EXN : ZT(Z’Z) _bGNd}

i=1
die Menge der N Beobachtungen, die dieselbe Realisierung der suffizienten Statistik
besitzen. Ist Pg(Tn(Z) = b) > 0, dann ist fiir beliebige z := (z1,...,2x) € XY mit
TN(Z) =b

0T =NEO) (T h(y))
_ N
eOD=NEON S tyeaen |y )=y Ty Po)

kN:I h(xy,)

N
Z{yGXN | Ty (y)=b} [T=: 2(yk)

und gleich 0 fiir Ty (z) # b. Ist h = (1,...,1), vereinfacht sich der letzte Ausdruck zu

Bo(Z =2 | Tn(2)=b) =

1 1
#{z|T(2) = b} #Ry
([Wit74] S.331, [Rap03], [Agr07] Kapitel 6.7.1)

O

Lesenswert ist in diesem Kontext auch Kapitel 3 in [BEHT75|. Wie spéter ersicht-
lich wird, geniigt es bei der algebraischen Betrachtung nur Modelle mit einem Vektor
h = (1,...,1) zu betrachten. Der allgemeine Fall kann daraus durch eine geeignete
Substitution abgeleitet werden. Deshalb wird nun davon ausgegangen, dass etwa Gleich-
verteilung auf R, besteht. Es ist im Allgemeinen schwierig von dieser (Gleich-)Verteilung
auf R, Stichproben zu generieren. Folgender Ansatz ist dafiir hilfreich: Sei als Referenz-
menge die Menge

Sy = {u X — Ny Zu(m)T(m) =be Nd}

zeX

bezeichnet. Es existiert eine natiirliche Einbettung 7 : Ry, — &, welche durch folgende
Formel gegeben ist:
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N
m(x1,...,xN) = Z €y Z JF—

zeX =1
Diese Abbildung zihlt die Daten. Entspricht X wie bei dem Unabhingigkeitsmodell
der Menge der Koordinaten, bedeutet dies, dass 7 eine Kontingenztafel erstellt. Hier
stellt {e,,z € X} die kanonische Basis des R™ dar. Wird von einer Ordnung auf X
ausgegangen, lasst sich u : X — Ny als Vektor beschreiben, was die Notation angenehmer
gestaltet. Somit ist

Sy={ueNj: Au=beNj}.

Beobachtung 3.2.2 Die im vorherigen Kapitel gestellte Bedingung, dass (1,...,1) €
N™ im Zeilenraum von A liegt, garantiert zum Finen, dass aus einem gegebenen b der
Stichprobenumfang rekonstruiert werden kann, welcher den Koordinatensummen ent-
spricht. Desweiteren haben alle Elemente aus S, denselben Stichprobenumfang. Ausser-
dem ist jede Spalte a; von A ungleich Null, da sonst jede Linearkombination der Zeilen
im i-ten Fintrag eine Null stehen hdtte. Stets ist #8S, < oo. Da man ausgehend von
einem beobachteten Vektor u € NJ' die Menge S, definiert, ist S, # ().

Beweis: Es ist nur noch die erste Aussage zu zeigen. Liegt (1,...,1) im Zeilenraum
von A, dann gibt es ein Produkt Q € R?? von Elementarmatrizen (siehe dazu [Fis05])
derart, dass etwa die erste Zeile von @ - A identisch ist mit (1,...,1). In der ersten Zeile

von @ - A - u steht nun der Stichprobenumfang N. Ist umgekehrt ein b € Ng gegeben,
kann, dann ist der erste Eintrag von @ - b gleich dem Stichprobenumfang.

Es werden auch andere Darstellungsweisen von S, zugelassen.

Beispiel 3.2.3 Fiir das Unabhdngigkeitsmodell in 3 X 3 Matrizen entspricht X der Men-
ge {(i,7) : 1 <i,5 < 3}. Die Struktur von der modellbeschreibenden Matriz A ldsst
erkennen, dass b € N§ der zusammengesetzte Vektor aus der Zeilen- und Spaltensum-
me der Kontingenztafel ist. Die Referenzmenge ist somit die Menge aller Matrizen mit
wdentischer Zeilen und Spaltensumme. Sei beispielsweise die FEinheitsmatriz E3 € NSX?’
die beobachtete Kontingenztafel u, dann ist b= (1,1,1,1,1,1)". Die Referenzmenge lisst
sich explizit angeben:

100 010 010 00 1 00 1
S,=2E;, oo 1|, {toof|,{oo1],[o1o0],[100
010 00 1 100 100 010

Um das Bild von A zu berechnen ist es erforderlich, Daten (im Unabhéngigkeitsmodell
Kontingenztafeln) in vektorieller Form zu verwenden. Jedoch ist es bei der Darstellung
von &, angebracht Kontingenztafeln in Matrixform zu betrachten. Aus Griinden der
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Ubersichtlichkeit wird, da Verwechslungen ausgeschlossen sind, auf diese formale Unter-
scheidung im Folgenden verzichtet.

Es ist noch zu kliren, welche Verteilung das durch 7 auf S, induzierte Bildmaf an-
nimmt.

Satz und Definition 3.2.4 (Hypergeometrische Verteilung). Das Bildmafs H,, von
P(e | Ty = b) unter 7 ist gegeben durch

#jjéb IT (w(n=".

Dieses Bildmaf wird als die hypergeometrische Verteilung bezeichnet.
Beweis: Betrachtet wird das zu dem Stichprobenvektor
z=(z1,...,2y) € XN

gehorige Bild u = (uy,...un)" € Nj* unter der Abbildung 7. Es ist zu sehen, dass
das Bild jeder der N! Umordnungen von z zu demselben Vektor w fiithrt. Es gibt aber
(ur!---uy!) viele Permutationen unter denen z sich nicht &ndert. Fiir die Gesamtzahl
an Permutationen gilt:

N!'= (ug!- - up!) - k,

wobei k die Anzahl der Permutationen ist unter denen z nicht invariant bleibt. Folglich

gibt es genau
N!

Uy,

unterschiedliche Stichproben, die denselben Datenvektor v € Ni* erzeugen. I'tir Hj, ergibt
sich:

Hy(u) = P(r(u) | Au=1b) = {2¢€ X#Jz:(z) —u) #]ﬁb [T

(vel. [Rap03])

Alle Elemente der Referenzmenge besitzen die selbe Realisierung der suffizienten Sta-
tistik. Es ist zu sehen, dass der Schwachpunkt die Berechnung der bedingten Verteilung
darstellt. Nach dem nun folgenden Exkurs zur Maximum-Likelihood-Schéitzungen wird
ersichtlich, inwiefern ein Metropolis-Sampler beziiglich der hypergeometrischen Vertei-
lung verwendet werden kann um Hypothesen zu iiberpriifen. Wie bereits in Abschnitt

N!

2.7 erwihnt, ist dafiir der im Allgemeinen unbekannte Faktor iR, irrelevant.
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3.3 Maximum Likelihood Schatzungen

Im Hinblick auf die Uberpriifung einer Nullhyphothese ist es erforderlich, Maximum-
Likelihood Schétzungen der Parameter unter einem Modell Hj zu berechnen. Dass diese
Schiatzungen innerhalb eines torischen Modells wohldefiniert sind, ist die zentrale Aus-

sage dieses Abschnittes. Stichproben zy,...,zy € X werden wie im Beweis von Satz
gezdhlt. Wir wechseln die Notation und beschreiben die (bedingte) Likelihood

Ly,...u, - © — [0,1] fiir Zahldaten wuy, ..., u, € No mit >" u; = N als
N Ul Um
Ly,...., um(e) = m‘pl(e) "'(I)m(e)
d m
N ;i
* o 1T
i=1 j=1
d
x He?il“l+'~-yaimum, —. QAU. (31)
i=1

Diesen Ausdruck gilt es nun unter der Nebenbedingung Z;”zl hj0% =1 zu maximieren.

Ohne Einschrinkung wird zur besseren Ubersichtlichkeit die Nebenbedingung Z;”Zl 0% =
1 verwendet, der allgemeine Fall folgt analog.

Satz 3.3.1 Se: ein torisches Modell M4 p, und Zihldaten u mat Z:n:l u; = N samt einer

~

Realisierung b = Au der suffizienten Statistik gegeben. Sei weiter p := ®(0) ein beliebiges
lokales Mazimum des genannten Optimierungsproblems. Es gilt:

1
Ap=—-b
P=N

Beweis: Wie fiir Maximierung unter Nebenbedingungen iiblich, wird die Lagrangesche
Multiplikatorenregel angewandt. Jede Losung des Optimierungsproblems ist auch eine
von

My:=0"+X-(1—=) 6%).

j=1
Ableiten und Multiplikation mit 6, ergibt fiir 6° :
0L gh =, 00 1<k<m
00y, ’ - =
Entsprechend wird mit (1 — 377, 6%) verfahren. Es ist
Hkiiéaj:iakﬂaf 1<k<m.
aek J:1 ]1 ¥l ) — =

Nullsetzen von VM beziehungsweise (8, Vg My) liefert fiir die ML-Schiitzung 0 folgende
Bedingung;:
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@)’ -b=X-> ()Y -a;=X-A-p.

m
j=1

Somit ist A - p ein skalares Vielfaches des Vektors b = Au. Da nach Vorraussetzung der
Vektor (1,...,1) im Zeilenraum der Matrix A liegt, ldsst sich der Stichprobenumfang
rekonstruieren. Da sich die Wahrscheinlichkeiten zu Eins addieren, ist der Skalar ) in
der Gleichung

b= Au= NAp

genau der Stichprobenumfang » ™" | u; = N. ([PS03] S.9f)

Fiir ein Modell A € N&*™ und einen Vektor b € N¢ setze:

1
PA(b)::{peRm : A«p:N%) A pj>0,1§j§m};

die Menge der potentiellen ML-Schitzungen fiir eine Stichprobe.

Satz 3.3.2 (Eindeutigkeit der ML-Schdtzung). Fir ein torisches Modell A sei u
der echt positive Stichprobenvektor und b=Au die Realisierung der suffizienten Statistik
A NJ' — Nd. Der Schnitt von Py(b) und dem torischen Modell ®4(R< ) besteht aus
genau einem einzigen Punkt. Dieser ist die ML-Schatzung p fir die Daten u.

Beweis: Betrachtet wird im Folgenden die als Entropiefunktion bezeichnete Abbildung

H :RY; — Ry, (P1y- -y Pm) — —Zpiln(pi),
i=1

mit der Konvention p; - Inp; := 0 fiir p; = 0. Die Hessematrix (9?/dp;dp;) ist eine
Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen —1/py, ..., —1/p,,. Somit ist die Funktion streng
konkav auf RZ:

HMp+ (1—=Xgq) > H(p)+ (1 —XN)H(q), p#q N 0<A<L1.

Nicht nur die Funktion H, sondern auch ihre Einschrinkung auf das Polytop P4(b) nimmt
ihr eindeutig bestimmtes Maximum in einem Punkt p* := (pf,...,p!,) € Pa(b) an. Fiir
u € ker(A) verschwinden die partiellen Ableitungen an dem Punkt p* im folgenden
Sinne:

OH , . OH .

Die Ableitung von z-In(x) ist In(z) +1. Da sich (1,...,1) im Zeilenraum von A befindet,
folgt mit vorheriger Gleichung fiir u € ker(A):

0= Zuj In(pj) + Zuj = Zuj In(pj),
j=1 J=1

Jj=1
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was impliziert, dass (In(p}),...,In(p},)) ebenso im Zeilenraum von A liegt. Sei etwa
S via; = In(p;) fiir j = 1,...,m. Durch Setzung von 0; := exp(v;) fiir alle i =
1,...,d erhilt man schliefslich:

d

d
v = [T eo(via) = [T = (6).

i=1 i=1
Somit ist p* = ®4(6*) fiir ein geeignetes §* € RZ, und der Schnitt ist nicht leer. An-
genommen es gibe einen Punkt ¢ mit p* # g € Pa(b) N ®(RY,). Wegen der strengen
Konkavitdt von H wiirde fiir diesen Punkt ¢ folgen, dass er identisch mit p* wire; ein
Widerspruch.
Diese Eindeutigkeit liefert fiir die Optimierung aus Satz , dass p = p* und 6 = 0~
(|PS05] S.9f, [Agr07] S. 336)

O

Beispiel 3.3.3 Es sei u = (u;;) € Ny"**™ die beobachtete Kontingenztafel. Die ML-
Schitzung im Unabhdingigkeitsmodell fir die Parametervektoren o € RY) und g € RZ3
sind durch die normalisierten Zeilen- und Spaltensummen

1 & s 1 &
&ZZNZUW und ﬁk:NZujk, izl,...,ml;kzl,...,mQ
j=1 j=1

gegeben.

Beweis: Ohne Einschrinkung wird der Beweis am Beispiel m; = 2, ms = 3 durchge-
fiihrt. Betrachte die Parametrisierung ®* zu dem Unabhingigkeitsmodell aus [3.1.4l Da
as =1—a; und B3 =1 — (B — (1, kann folgende Parametrisierung betrachtet werden:

a8 a3 ar(l— 31— B)
(a1, g, By, Ba, B3) <(1 —10411)61 (1 —10412)52 (1 —1041)(1 —1 b —252)) '

Es ergibt sich fiir die Log-Likelihoodfunktion L, (a, 3) beziiglich u, dass
Lu(a, ) = (w11 + wig + wiz) log (1) + (ugr + sz + ug3)log (1 — ay)
+ (w11 +ugr)log (B1) + (ui2 + usz) log (Ba2) + (u1s + ugs) log (1 — B2 — B1).
Fiir die Ableitung von L, (a, 3) beziiglich a; ergibt sich, dass

OLy,  ui +uip + Uiz Uy + U + Uss

8041 (051 1— (03]

gilt. Nullsetzen dieser partiellen Ableitung ergibt

. U1y + Ui + U3
Qa1 = = —(u11 + w12 + u13).
Upy + Urg + Uis + U2y + Ugg + U3 N
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OLy,
041

gg; nach Nullsetzen die ML-Schiitzungen

und

In volliger Analogie ergeben sich fiir

N 1 A 1
B = N(UH +ug) und [ = N(Um + Uga).

([Stu96] S.16)

O

Im Allgemeinen kann es hdchstgradig nichttrivial sein die ML-Schétzungen zu be-
rechnen. Es empfiehlt sich, sofern mdoglich, auf bekannte Resultate auf zu bauen. Fiir
praktische Problemstellungen werden auch gern iterative Methoden wie etwa die von
Newton-Raphson oder die Fisher-Scoring-Methode zur Berechnung herangezogen; siehe
etwa [Agr07), [MN89|. In [HKS04] wird eine algebraische Betrachtung vorgeschlagen.

3.4 Uberpriifen der Anpassungsgiite

Sind Daten u € Ni' gegeben, ist eine klassische Frage, inwiefern sie einem bestimmten
algebraisch statistischen Modell entsprechen. Fiir die Uberpriifung einer Nullhypothese
My, ergibt sich die Uberlegung, inwiefern die Daten unter allen theoretischen Daten
mit der selben Realisierung der suffizienten Statistik ( der Referenzmenge ) verglichen
werden konnen.

Definition 3.4.1 (Verallgemeinerter bedingter p-Wert). Sei u € N mit Au = b
gegeben. Ein bedingter p-Wert ist ein Erwartungswert der Form

]EHb [g(U)], v E Sb7
mit einer Funktion g : S, — [0, 1].

Beispiel 3.4.2 (Bedingter p-Wert). Setze g(v) = 1y, (w)<m, ()} (v) als die Indikator-
funktion auf Sy, die alle Elemente zihlt, welche unter der hypergeometrischen Verteilung
eine geringere Wahrscheinlichkeit als u besitzen. Der Erwartungswert

p= B, [, (o)<t )} (0)]
wird als exakter p-Wert bezeichnet.

Beispiel 3.4.3 (p-Wert des x*-Testes). Sei
“ (i~ v,)°
hv) = Z : y :
j=1 J

die Pearson x?-Teststatistik wobei u; die Mazimum-Likelihood-Schétzung unter der Null-
hypothese My, darstellt. Sei g(v) == Lipw)>hw)y (v), dann ist jp = Eg, [1ipw)>nw) (V)] der
p-Wert des x?-Tests. Er beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass die Daten unter Hy bei
gegebenem T (z) = b stirker von der ML-Schitzung abweichen als die beobachteten.
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Fiir die Berechnung eines p-Wertes ist es notwendig, S, vollstindig zu bestimmen.
Dieser Themenkreis wird in [Stu95] behandelt. Eine weitere Herangehensweise ist der
in [MP83| angefiihrte Netzwerkalgorithmus. Die komplette Berechnung von S, bietet
sich aber nur in einigen Sonderfillen an, da die Méchtigkeit dieser Menge in relevanten
Fillen meist astronomische Gréfsen annimmt. Deshalb erscheint es sinnvoll eine Metho-
dik zu entwickeln, welche entlang der hypergeometrischen Verteilung Zufallselemente
Y1, -, Y € Sp generiert, was dquivalent dazu ist, gleichverteilte Stichproben aus R, zu

generieren. Die Schétzung
LM
p= ; 9(7)
ist dann ein unverfélschter Schitzer fiir 4 = Eg, [g(v)]. (vgl [Sul])

Im Hinblick auf die Anwendung des Metropolis-Samplers muss die Moglichkeit eines
irreduziblen, aperiodischen Spazierganges auf S, geschaffen werden.

Definition 3.4.4 (Markovbasis). Gelte fiir eine Menge von Vektoren fi, ..., fi € Z:

Aff=0, 1<I<L (3.3)

und fir beliebige Elemente u,v € Nj* mit Au = Av sei eine endliche Schrittfolge
(€1, fir), - (ex, fi,) mit e; = £1,5 =1,...,k gegeben, derart, dass

k !
v:u—l—Zejfij und u—l—Zejfijz(), 1<I<k (3.4)
j=1 j=1
so bezeichnet man MB :={f1,..., fL} als Markovbasis.
Pfade werden auch in der Gestalt

U, Uy =u—€1fi, Ug=u—€1f; —€fiy, .. U=V

mit u; € S angegeben.

Die Grundlagen zur Berechnung solcher Markovbasen fiir torische Modelle werden in
dem Kapitel iiber den Diaconis-Sturmfels-Algorithmus geschildert. Angenommen, man
hétte schon eine Markovbasis, dann hat der Metropolis-Sampler folgende Gestalt:

Satz 3.4.5 (Modifizierter Metropolis Sampler). Folgender Algorithmus beschreibt
etnen symmetrischen, irreduziblen und aperiodischen Markovprozess:

Initiiere die Kette mit einem beliebigen Element u® € S,.

Firk=0,1,...,n:
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Wihle mit Wahrscheinlichkeit % ein f € MB.

Wihle mit Wahrscheinlichkeit 5 ein Vorzeichen e € {—1,+1} .

[
N |+

Falls v == u® + ¢f; > 0, erzeuge Realisation w von U ~ U,1)-

Fir w < min {Hy(«')/H,(u®) | 1 } setze u®™) =/

Sonst setze uFtD = ¢ *)

Tteriere.

Ausgabe: {u® u® . u+DY

Die damit erzeugten Zufallsvariabeln konvergieren in Verteilung wegen Lemma|2.7.1) und

Satz gegen Hy,.

Beweis: Ohne Einschriankung sei die Markovbasis minimal beziiglich Inklusion. Sei in
dem Algorithmus «' > 0. Dann ist P, ,, = % . % Da aber u = v’ — €f; der einzige Weg
von ' nach wu ist, gilt auch P, = % . %, deswegen ist die Kette symmetrisch.

Die Gleichung garantiert, dass sich bei Addition/Subtraktion der Wert b € Nd
nicht dndert. Zusammen mit ist gewahrleistet, dass es sich um eine irreduzible
Kette handelt. Es bleibt zu zeigen, dass es sich um einen aperiodischen Prozess handelt.
Angenommen, es gibt kein f; # 0, dann wére S, = {u}. Eine Haltebedingung wire erfiillt
und die Kette somit aperiodisch.

Gelte nun f; # 0 fiir mindestens ein [ € {1,...,L}. Da die Koordinatensumme von
u mit der von u + f; {ibereinstimmt, ist mindestens eine Koordinate von f; negativ.
Insbesondere fiihrt mehrfaches Addieren zu einer ,Grenze* von S, in dem Sinne, dass
u+nf, €Sy, aber u+ (n+ 1)f; ¢ S, fiir ein n € Ny. Ist die Kette in dem Zustand
u—+nf;, dann besitzt sie eine gewisse Wahrscheinlichkeit «, im néchsten Iterationsschritt
des Algorithmus immer noch den Zustand zu besetzen. Wegen Satz ist der Prozess
nun aperiodisch.

O

Fiir die Berechnung von Hj(u + €f;)/Hj,(u), innerhalb dieses speziellen Metropolis-
Samplers, ergibt sich eine vereinfachte Darstellung. Der unbekannte Faktor 2% kiirzt

. . #Rp
sich heraus. Es ist

Hb(u + efl)/Hb(u) =

[Locx (u(z) + efi(z)) !
Lo (u(z)h) ™

B u(z)!
N H (u(z) + efi(x))!

reX

B u(z)!
g RCCETE )

TeX

fi(z)#0
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Somit bleiben im Allgemeinen wenig Terme iibrig, etwa im Unabhéngigkeitsmodell be-
sitzt das Produkt nur 4 Faktoren (siehe Anhang). Was bis jetzt nicht gezeigt wurde,
ist eine Methode zur Berechnung der Markovbasen. Siehe dazu das nachste Kapitel.

3.5 Der Diaconis-Sturmfels-Algorithmus

Nun wird davon ausgegangen, dass A € NZ*™ ein torisches Modell vollstindig beschreibt.
Bei dieser Betrachtung werden die statistischen Auflagen an die Parametrisierung ge-
16st und aufgezeigt, wie dadurch Markovbasen, beziehungsweise dazu korrespondierende
Idealbasen, mit Hilfe der Grobnerbasentheorie berechnet werden konnen. Wie in [Sull
gezeigt, kann fiir ein allgemeines h die in diesem Abschnitt behandelte Herangehens-
weise durch eine einfache lineare Koordinatentransformation zuriickgefiihrt werden. Da
dies nicht nur im Hinblick auf das Unabhingigkeits- oder Symmetriemodell irrelevant
ist, wird dieser Fall ohne Einschriankung vernachlédssigt. Die Nomenklatur ist orientiert
an [DS98], [Stu96], [Rap03|. Sei A = [T'(xy),...,T(xm)] € NI*™ die modellbeschreiben-
de Matrix und T : X — N¢ die suffiziente Statistik. Fiir jedes 2/ € X wird eine mit
x bezeichnete Unbestimmte eingefiihrt. Somit ist K[X] := K[zy,...,z,,] ein Polynom-
ring in m Unbekannten. Weiter sei fiir die Unbestimmten v, ...,v,, der Polynomring
K[Y] = Kly1,...,Ymn| erklirt. Das algebraische Aquivalent zu dem torischen Modell ®*
ist der Ringmorphismus

or: K[X] — KJ[Y]
or(z) — JJT(I), reX.

Dieser bildet jede Unbekannte r € X auf ein Monom Y7®@ = ", y;fi(x) ab (vgl.
Gleichung [3.1). Hauptgegenstand der Untersuchung ist der Kern dieser Abbildung.

Satz 3.5.1 Der Kern von ¢ wird als K-Vektorraum von der Menge
{X* = X" : u,ve Ny, Au= Av}
aufgespannt.

Beweis: Es sei I := ({X* — X" :  Au= Av})k. Betrachte das Monom X" € K[X],
beziehungsweise das Bild

m

ng(X“) = H¢T(xz)u1 = HyuiT(xi) — yAu.
i=1

=1

Somit liegt ein Binom A™* — X" genau dann in ker ¢, wenn gilt, dass Au = Av. Es ergibt
sich I C ker ¢r.
Es bleibt zu zeigen, dass jedes Polynom in ker ¢r eine Linearkombination von Binomen
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aus I ist. Angenommen [ wire eine echte Teilmenge von ker ¢, dann gébe es zu einer
beliebigen Monomordnung < auf K[X] ein g € ker ¢ \ I, g # 0 mit

LM~(g) = min {LM<(p), p € ker ¢ \ I} .
Sei etwa LM~(g) = X" und ohne Einschrénkung LK _(g) = 1. Da g € ker ¢, existiert

ein weiteres Monom X in g mit ¢7(X") = ¢ (X™). Betrachtet man ¢’ := g— (X" —&"),
dann ist ¢’ # 0, da sonst schon g in [ wére.

20



Kapitel 3 Algebraisch statistische Modelle

Nun ist aber LM~(¢') < LM<(g). Dajedoch g € ker ¢\ I ergibt sich ein Widerspruch
zur Minimalitét. Insgesamt folgt ker ¢r = Ir. (JDS98])

O

Ein Vektor u € kerz A (in funktioneller Schreibweise u : X — Z) kann eindeutig
als u = ut — u™ dargestellt werden, wobei u*(z) := max{u(z),0} und u (x) :=
max {—u(z),0}. Da u™ und u~ disjunkte Triger besitzen, ist fir u € kery A stets
Aut = Au~.

Korollar 3.5.2 Es sei ¢r der zu A € N2 assoziierte K-lineare Ringmorphismus. Dann
15t
keror = ({ X =27 weZ", Au=0})x,

Beweis: Jedes Binom X% — X" mit Au = Av besitzt nach Ausklammern gemeinsamer
Faktoren die Gestalt X* — X" = X*(X" — X¥"), wobei /, v’ disjunkte Triger besitzen.
Es muss gelten ¢ (X)) = ¢op(X).

O

Korollar 3.5.3 Zu jeder Monomordnung < gibt es eine endliche Menge G C ker(A),

so dass {X“ — X% ue G<} eine reduzierte Grobnerbasis beziiglich < ist.

Beweis: Nach Hilberts Basissatz ! ist I4 endlich erzeugt, etwa durch
+ - .
{X“l‘—X“i :1§z§n}

fiir ein geeignetes n € N. In jedem Schritt des Buchbergeralgorithmug| erhiilt die S-
Polynombildung die binomische Struktur. Per Konstruktion ist S € I4, somit wird eine
Grobnerbasis G B erhalten mit Au = 0 fiir alle u € G B<. Ebenso zerstort die Reduktion
nicht die binomische Gestalt.

O

Markovbasen stellen einen Bezug zwischen Statistik und kommutativer Algebra her.

Beobachtung 3.5.4 Bezeichne f:j im Falle e; = 1 den Vektor f; und fir e; = —1 ent-

sprechend f; Sind zwei Elemente u,v mit Au = Av durch die Schrittfolge (€1, fi,), ...,
(€, fi,) verbunden, dann gilt:

XY — xv = (Xu_Xm)_'_(Xm —XUQ)—F...—F(X%” —Xv)
= XTI (X - X)L e TR (e — T,

Das Binom X" — X" liegt in dem Ideal, das von den zu der Markovbasis assoziierten
Binomen erzeugt wird. [Din98/

!Siehe etwa [CLOOT].
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Die Wohldefiniertheit der angegebenen Monome und eine prizise Formulierung ist
im nachsten Satz enthalten. Bezeichne I, := ({/’\,’fiJr — X 1<i< L})K[X] das Ideal,

welches von der zu der Markovbasis assoziierten Menge von Binomen erzeugt wird.

Satz 3.5.5 Die Vektoren f1,..., fr € Z™ bilden genau dann eine Markovbasis, wenn

{Xf+ — Xfi_

1<i<L}
ein Erzeuger von It = ker ¢ ist.

Beweis: Eigenschaft einer Markovbasis besagt, dass I); C Ir. Gelte Eigenschaft
(3-4). Da ker ¢ = Ir geniigt es zu zeigen, dass fiir einen beliebigen Vektor v € Z™ mit
Au = 0 die Differenz X*" — X* in I, liegt. Dazu wird verwendet, dass Au™ = Au~.
Insbesondere sind ™+ und u~ durch die Markovbasis ineinander iiberfiihrbar. Die Induk-
tion nach der Anzahl an Uberfiihrungsschritten k von ™ nach u~ gestaltet sich wie folgt:

Angenommen u" und u~ konnen mit einem Schritt ineinander iiberfiihrt werden,

etwa u” = ut + f;, dann ist u” —ut = f;" — f, woraus u~ = f;7 und ut = f;, folgt
(Disjunktheit der Tréiger). Das ergibt

Xu+ . Xu_ — _(Xf;{ _ Xf;) c I]V[~
Ist jedoch ¢, = —1, also = = u® — f;,, ergibt sich mit der selben Argumentation

X v = xf -yt e Iy;. Gelte nun die Behauptung fiir ein £ € N. Weiter sei
u € Z™ mit Au = 0 und einer Uberfithrung der Linge k + 1, etwa

kt1 !
u’:u*—i—Zejfij und u++26jfij20, 1<I<k+1 (3.6)
=1 =1

gegeben. Es ist X*" — xv'tafu ¢ I, Der Ubergang mit Linge k von v~ nach v~ —

Ml ;. > 0 ergibt nach Induktionsannahme, dass Xuttaly _ yu g Iys. Eine Addi-
7=2 "JJ 8

tion beider Differenzen liefert X" — X4 € I,,.

Sei umgekehrt Ip; = I und seien Vektoren u,v € Nj* mit Au = Av gegeben. Es gibt
eine Darstellung beziiglich der Markovbasis der Lange L:

L
+ —
Xr—xt =3 qatxh - xhy e e {-1,0,13,
j=1
mit geeigneteten h; € N*, j = 1... L. Es wird wieder induktiv verfahren. Fiir k=1 folgt
unmittelbar Eigenschaft 1} einer Markovbasis. Sei £ > 1, dann ist A" = th;(ﬁf, etwa
Xt = XM X' fiir ein geeignetes 1 < r < L. Es ist zu sehen, dass u — Ji. = 0 und somit
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auch u+ f;, > 0. Wird nun th(;(f;i —X/ir) auf beiden Seiten der Gleichung subtrahiert
und wird h, + f;: = u + f;, verwendet, erhiilt man einen Ausdruck fiir X*+/ir — X° der
Lange k — 1. Da aber u + f;, mit erlaubten Schritten in v iiberfiihrt werden kann, gilt

Eigenschaft (3.4)) fiir alle u,v € Nj* mit Au = Av. ([DS9§])

O

Da es geniigt einen beliebigen Erzeuger von I zu benennen, stellt die Theorie der
Grobnerbasen ein niitzliches Verfahren zur Berechnung bereit.

Satz 3.5.6 Sei K ein Kérper mit Charakteristik ungleich 2. Betrachte das auf K[X,))
erklirte Ideal

[i=({z; =Y : 1<i<m})gy),

mit den kanonischen Basisvektoren e;,1 <i <m. Es ist Iy = I N K[X].

Beweis: Zuerst die Richtung ,, I C [*. Angenommen es gelte fiir beliebige u € N{,
dass XY — Y4 € I, dann folgt X% — XV = X% — YA — (Xv — YA) € [ fiir alle u,v
mit Au = Av. Somit geniigt es zu zeigen, dass XV — Y4 € [ fiir beliebige v € N*. Der
Beweis wird iiber eine Induktion nach dem Totalgrad |v| := |v1 + ... 4 v,,| gefiihrt.
Fiir alle v mit |v| = 1, etwa v = ¢;, ist XV — YA = x; — Y% ein Element des Erzeugers
von I. Sei nun |v| = n und die Behauptung gelte fiir alle Vektoren kleineren Totalgrades,
dann ist

R = (z; — YAe)(xv=e 4 pAl=edy e
I
€

S 1= (a; + YAe) (Av0 = YACe)) e [

(.

el

womit auch die Summe R + S =2(X? — Y4¥) in [ ist. Mit einer Charakteristik ungleich
2 folgt fiir alle u,v mit Au = Av: A — X" € I.

Fiir die andere Richtung des Beweises wird der Definitionsbereich des Ringmorphismus
o+ K[X] — K[Y] auf K[X, )] erweitert. Sei ¢/, : K[X, Y] — K[Y] die durch ¢/.(Y") :=
Y erklarte Erweiterung. Es wird gezeigt:

I N K[X] C ker ¢y N K[X] C Iy

Die letzte Inklusion ist offensichtlich, da ker ¢/NK[X] C ker ¢ = Ir. Die erste Inklusion
ergibt sich mit dem Erzeugendensystem von I. Es ist ¢/p(z; — Y4%) = 0 und somit ist
I C ker ¢}, beziehungsweise I N K[X] C ker ¢/, N K[X]. Zusammenfassend ist nun
IN K[X] = Ir, was zu zeigen war. (|Din98])
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Satz 3.5.7 (Diaconis-Sturmfels-Algorithmus). Es sei < die lexikographische Ord-
nung (oder eine andere Eliminationsordnung) mit y = x fir alle y € Y,x € X. Eine
lex-Grobnerbasis G- wvon Ir kann berechnet werden, in dem eine lex-Grobnerbasis H
von I berechnet wird und nur jene Binome verwendet werden, die als Unbestimmte aus-
schliefilich die zu X gehdrigen Unbekannten besitzen. Somit ist

G.:=H.NK[X]
eine lex-Grobnerbasis von Ip.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass (LM (Ir)) = (LT(G<)). Nach Satz[3.5.7ist Iy = INK[X]
und somit ist insbesondere (LM (I7)) C (LT(G<)). Fiir die andere Inklusion sei f € Ir
beliebig. Es ist zu zeigen, dass es ein LT-(g), g € G~ gibt, welches das Leitmonom von f
teilt. Esist f € It C I. Deswegen gibt es ein g € H_ mit LM_(g)|LM<(f). Das Polynom
f enthédlt nur Unbestimmte in X. Wegen der lex-Ordnung mit x < y,x € X,y € Y ist
jedes Monom mit Unbestimmten in ) grofer als LM< (f). Somit ist LM-(g) € K[X]
und g € G4, was zu zeigen war. ([CLO0T])

O

Beispiel 3.5.8 (Markovbasis fiir 3 x 3-Kontingenztafeln). In diesem Falle ist
my = mo = 3. Das Modell der Unabhdangigkeit wird in diesem Falle wie in Beispiel
prasentiert durch die Matrix

11100000 O0
000111000
A:000000111
100100100
01 0010O0T10
0010O01O0TO0T1

Folgende Befehle in Maple berechnen eine Markovbasis H_:
o with(grobner);
o ideal:=[r1; — a1 * i, T1o — a1 x Ba, T13 — a1 x B3, Top — g * i,
Tog — Q% By, T3 — Qg % (33, T31 — a3 * (1, Tzp — a3 * Pa, Tzz — az* Gs];
b varlist::[al, ag, az, B1, Bay B3, Ti1, Ti2, T13,To1, Tz, Tz, T31, T2, $33]§
o gbasis(ideal,varlist,plex);

In der Ausgabe sind 36 Binome von denen neun die Variabeln oy, ao, az, Bi, (2, (s,
nicht beinhalten. Diese sind nun eine reduzierte lex-Grobnerbasis von Ip. Die zu diesen
Binomen assoziterten Matrizen

1 -1 0 1 0 -1 1 -1 0 1 0 -1
-1 1 o],{-1r0 1,0 o o],[0 0o o],
0 0 0 0 0 0 -1 1 0 ~10 1
0 1 -1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0o -1 1|,lo 0o of,l1 -1o0],l1 0 -1],l0 1 -1
0 0 0 -1 1 -1 1 0 -1 0 1 0 -1 1
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sind eine Markovbasis von Sy. Matrizen dieser Gestalt, sowie die zugehdrigen Binome,
werden als Matrizen/ Binome vom (7 )-Typ bezeichnet.

Fiir I x J Kontingenztafeln ist offensichtlich, dass Matrizen vom (* 7 )-Typ eine Mar-
kovbasis bilden und somit, wegen Satz die dazu assoziierten Binome [ erzeugen.
Es gilt aber zusétzlich eine stérkere Aussage.

Satz 3.5.9 Fiir eine beliebige Ordnung mit x1q1 > T1o = ... = T15>= To1 > ... = Ty st
die Menge
{xikle—xilxjk:1§i<j§],1§k<l§J}

die reduzierte Grébnerbasis von Ip.

Beweis: Kein Leitmonom der angegebenen Menge von Binomen teilt ein anderes. Fiir
jedes Element aus einer Markovbasis ist die Zeilen- als auch die Spaltensumme Null.
Fiir ein Element X*" — X% der reduzierten Grobnerbasis ist ut > w~. Wird v in
Matrixform dargestellt, bedeutet dies, dass aufgrund der Wahl der Monomordnung in
der ersten Zeile, die kein Nullvektor ist, der erste Eintrag ungleich Null positiv sein
muss. Sei die Koordinate von diesem mit (g, ko) bezeichnet. Weiter muss es einen Eintrag
(i0,10), ko < lo geben, welcher negativ ist. Unterhalb von diesem muss wieder ein Eintrag
(joslo), 40 < jo positiv sein. Angenommen u wire nicht vom (F 7)-Typ. Wegen der
Reduziertheit muss gelten, dass

LM (X" — X ) =X ¢ {agay - 1<i<j<I,1<k<I<J}.
Da aber xiokoxjolopfw, bedeutet dies einen Widerspruch zur Annahme.
O

Beobachtung 3.5.10 (Rekonstruktion eines Pfades). Sind die zu der Markovbasis
fi,..., [L assoziierten Binome eine Grobnerbasis, lisst sich fir u,v € N mit Au = Av
eine Schrittfolge mit Hilfe des Divisionsalgorithmus rekonstruieren.

Beweis: Ohne Einschrinkung sind die Leitmonome der zur Markovbasis M B assozi-
ierten Menge an Binomen die Monome Xf;r, 1 <4 < L. Die Eigenschaften einer Grob-
nerbasis garantieren, dass der Divisionsalgorithmus mit Rest 0 terminiert. Insbesondere
hat jener in diesem Sonderfall die Gestalt:

Initialsiere u(® :=wu, v(® :=v. Solange u(® — v(® £ 0:

o Fiir u® > v® wihle f; derart, dass u® — f;7 > 0.
Setze ut 1) = 4*) — f; und v+ = k),

o Fiir u® < v® wihle f; derart, dass v¥) — fiF>o.
Setze u*+Y) .= y®) und v**+D .= ® — £,
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Der Pfad wird nun von beiden Seiten gleichzeitig rekonstruiert. Der Terminationsschritt
des Algorithmus verbindet beide Pfade.

O

Korollar 3.5.11 Die zu einer Markovbasis f1,..., fr assoziierten Binome sind genau
dann eine Grébnerbasis zu einer Monomordnung <, wenn es fir a,b € S; zwei Folgen

(fij)lﬁjSJ und (fs, )1<k<r gibt mit

J+1 J

a=) fi, < a=) fi, 0<j<J-1
r=1 r=1
k+1 k

b_Zfzr < a_z.fzm OSkSK_L
r=1 r=1

und es gilt a — >27_ fi, =b— Y"1 f. . [DS9§]

r=1
[lustriert wird dies an einem einfachen Beispiel.

Beispiel 3.5.12 Die Frage, wieviele Méglichkeiten es fiir ¢q,co,c3 € Ny gibt, so dass
c1+2¢o+3cg = 10, fiihrt zu der Abbildung T : N3 — Ny mit T(cy, c2,¢3) = ¢1 4 2c9 + 3c3.
Maple gibt mit x1 > xo > x3 als lexikographische Grobnerbasis von Ip die Polynome

ZL’% — X9, T1X2 — T3, T1X3 — {L'g, ZL’; — Zlfg
an. Fine Markovbasis ware somit
f1:=1(2,-1,0), fo:=(1,1,-1), f3:=(1,-2,1), f4:=(0,3,-2).

Die Vektoren ermdglichen die Konstruktion eines Pfades in Syo. Der Divisionsalgorith-
mus liefert fiir u= (4,0,2) und v = (2,4,0):

0 T4 =(4,0,2) [ 0@ = (2,4,0)
1uW=u®—f =(2,1,2) [ o™ =0®
2 [ u® = v =00 — fi  =(0,5,0)
3 U(g) - u(l) - fl — (07 27 2) U(s) = U(2)
7 u® =@ (0,2,2) =o® =08 — £, =1(0,2,2)

Somit ist u — f1 — f1 = v — fi — f1 beziehungsweise u = v + f; — f;.

Wie bereits gesehen sind im Allgemeinen die zu einer Markovbasis assoziierten Bino-
me keine Grobnerbasis. Dennoch bietet es sich an, zur Berechnung diese Hilfsmittel zu
verwenden.

In Analogie zur Beweisstruktur von Satz[3.5.7] ergibt sich fiir Modelle mit strukurellen
Nullen (etwa zu schwangeren Méannern) oder fehlenden Datensitzen (etwa: Diagonalein-
trage in Kontingenztafeln konnen nicht beobachtet werden) folgende Herangehensweise
an:
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Korollar 3.5.13 Sei X' C X eine beliebige Teilmenge und K[X'] der entsprechende
Polynomring mit der lex-Ordnung mit ' = x fir allex € X\ X',2' € X'; T : X' — N,
set die entsprechende Einschrinkung der suffizienten Statistik T : X — Ny . Ist H eine
Grobnerbasis fir Ir, dann ist {g € Hs : supp(g) C X'} eine Grébnerbasis auf

Iy = Ir N E[X].

Somit kann die Referenzmenge bei strukturellen Nullen oder fehlenden Daten dadurch
gewonnen werden, dass nur jene Elemente der Markovbasis verwendet werden, welche die
zu X' gehorenden Eintrége modifizieren. Es bietet sich an eine universelle Grobnerbasis
zu berechnen und daraus die entsprechenden Elemente auszuwéhlen.

Beispiel 3.5.14 Fine natiirliche Verallgemeinerung des Unabhdngigkeitsmodells auf Kon-
tingenztafeln mit fehlenden Eintrdgen oder strukturellen Nullen ist das Modell der Qua-
siunabhdnigkeit in I x J-Kontingenztafeln. Eine prdzise loglineare Modellbeschreibung
findet sich in [BFH7S]. Suffiziente Statistik ist wieder die Abbildung, welche Randhdu-
figkeiten der Kontingenztafel erstellt. Im Folgenden sei eine strukturelle Null mit [0]
notiert. Als Fortsetzung von Beispiel[3.5.8 wird nun das Quasiunabhingigkeitsmodell be-
trachtet, in dem die Diagonaleintrige strukturelle Nullen darstellen. Fir Daten, die in
jeder Zeile und Spalte nur einen beobachteten Wert haben, besteht die Referenzmenge
nur aus den zwei Matrizen

0] 1 0 o 0 1
0 [0] 1| wna |1 [0] 0
1 0 [0 0 1 [0]

Diese beiden Elemente konnen nicht wie in Beispz'el durch Matrizen vom (* 1 )-Typ
wneinander Gberfihrt werden. Eine analoge Berechnung in Maple mat

L4 varliSt-':[Oél7 Qo, Q3, 617 627 637 x11, 12, 13,21, T22, T23, L31, L32, x33];
o gbasis(ideal,varlist,plex);

ergibt wieder die neun Binome vom (* 1 )-Typ sowie T12x93T31 — T13T1T32. Die dazu
gehdrende Matriz verbindet die Referenzmenge. Da alle Matrizen vom (=3 )-Typ ein
Diagonalelement ungleich 0 besitzen st

0 1 -1
-1 0 1
1 -1 0

eine Markovbasis fiir das beschriebene Quasiunabhdngigkeitsmodell.

Somit bietet es sich an, eine Grobnerbasis zu berechnen, die beziiglich allen Mono-
mordnungen eine Grobnerbasis ist. Fiir Modelle mit strukturellen Nullen an beliebiger
Stelle ist eine Markovbasis dann durch jene Elemente gegeben, deren Triger die struk-
turellen Nullen nicht beinhalten.
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3.6 Universelle Grobnerbasen

In den folgenden Abschnitten, welche an dem Buch [Stu96] orientiert sind, wird die
Existenz universeller Grobnerbasen belegt und ein Berechnungsweg aufgezeigt. Es wird
als bekannt vorausgesetzt, dass jedes Ideal I C K[X] zu einer festen Monomordnung
eine eindeutig bestimmte reduzierte Grobnerbasis besitzt, siehe etwa [CLOOT7|. Mit den
Standardmonomen B; - beziiglich einer Monomordnung < ist R/I = (B, <) k. Bei mehr
als einer Unbestimmten gibt es zwar iiberabzdhlbar viele Monomordnungen, aber bei
einem gegebenen Ideal lassen sich diese als endlich viele Aquivalenzklassen beschreiben.

Satz 3.6.1 Jedes Ideal I € K[X] besitzt nur endlich viele unterschiedliche Anfangsidea-
le.

Beweis: Ohne Einschrankung sei I # {0}. Angenommen I habe eine unendliche Menge
Jo von Anfangsidealen. Sei f € I'\ {0}. Da f endlich viele Monome besitzt und da immer

eines seiner Monome in einem Anfangsideal liegt, muss es ein Monom x" in f geben, so
dass die Menge J; := {M eJy : xu ¢ M} unendlich viele Anfangsideale beinhaltet.

Da #.J, = oo, gibt es mindestens ein M € J; mit M 2 (X“(1)>. Sei XV € M\ (xu™y.
Division mit Rest liefert

XU:fQ_r7 f2€[7TE<B]W>K7

wobei (B))k die Standardmonome von [ beziiglich dem Anfangsideal M darstellen. Da
XV e M, ist fo = XY —r # 0. Per Konstruktion liegt kein Monom von f5 in <X”(1)>.
Sei nun X ein Monom in fo fiir das Jy = {M e Ji : xu? ¢ M} unendlich viele

Elemente besitzt. Wieder gibt es ein f3 € I\ {0}, dessen Monome nicht in (X" =)
liegen.
[teration ergibt eine echt steigende Kette

Y]

F N L Ll Wl S LA Lo Wl

Da aber K[X] wegen des Hilbertschen Basissatzes noethersch ist, ergibt sich ein Wider-
spruch zur Annahme. Somit gibt es nur endlich viele Anfangsideale. (|Stu96])

O

Definition 3.6.2 (Universelle Grobnerbasis). Eine Gribnerbasis U von I C K[X]
heifit universell, wenn sie die Vereinigung aller reduzierten Grobnerbasen ist. Somit st
eine universelle Grébnerbasis wegen Satz insbesondere endlich.

Notationell ist es angenehm, [4 anstatt I zu schreiben. Es wurde bereits in Korollar
gezeigt, dass reduzierte Grobnerbasen von I, wieder eine binomische Struktur
aufweisen, also auch die universelle Grébnerbasis Uy von 4. Im Weiteren wird eine
prazisere Beschreibung von U, unternommen.
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Definition 3.6.3 (Primitive und minimal primitive Binome). Fin Binom 0 #
Xt — X e 14 heift primitiv, falls kein anderes Binom aus XV — XV € I existiert
mit X | XY und XV | X" . Eine Unterklasse der primitiven Binome sind die minimal
primitiven Binome. Fir ein solches ist der Triger von u minimal beziiglich Inklusion
und die Koordinaten von u sind teilerfremd. Die zu den Binomen assoziierten Vektoren
werden ebenfalls mit diesen Figenschaften bezeichnet.

Beispiel 3.6.4 Fir die Matriz A des Unabhingigkeitsmodells sind die Binome vom
(* 3)-Typ minimal primitiv.

Beispiel 3.6.5 Es sei A := (1,2,5) € N3, Das Binom x3 — x3x9 € I4 ist primitiv,
aber nicht minimal. Die minimal primitiven Polynome sind 4(x3 — x5), (2} — x3),
+(25 — x3).

Definition 3.6.6 (Graverbasis). Besitzt 1,4 die zu tuy, ..., +u, assoziierten primi-
tiven Binome, dann werden die zu uq,...,u, assoziierten Binome als Graverbasis Gr
bezeichnet.

Lemma 3.6.7 Alle Binome aus Uy sind primitiv.

Beweis: Ohne Einschriinkung gelte fiir alle Elemente X*" — X%~ der reduzierten Grob-
nerbasis G von I, dass X*" = X* . Das Anfangsideal in(I4) besitzt als minima-

len Erzeuger die zugehorigen Monome ot := {X“ S X X e G<}. Die Menge
o7 = {X“f S X X e G<} ist wegen der Reduziertheit ein minimaler Erzeu-

ger von (B.)k. Angenommen es gibe ein v € ker(A), v # w mit X*" | X*" und
XU | X% . Ware vt > v~ dann wire o kein minimaler Erzeuger des Anfangsideals;
ein Widerspruch. Somit bleibt die Moglichkeit, dass v < v~. Dies impliziert aber, dass
X" ¢ (B.)k; ein Widerspruch.

Somit ist U4 C Gry. Es bezeichne Cy die Menge aller minimal primitiven Binome.
Satz 3.6.8 (Einschniiren der universellen Grébnerbasis). Fiir alle A € NI*™ ist

Cy C Uy CGry.

Beweis: Es ist noch zu zeigen, dass jedes minimal primitive Element in einer redu-
zierten Grobnerbasis G4 enthalten ist. Sei u € ker A minimal primitiv. Wéhle eine
Eliminationsordnung < mit der Eigenschaft

{z; + i ¢ supp(u)} = {x; : j € supp(u)}

und X*" = X% . Angenommen, X" — X* wire nicht in der reduzierten Grobnerbasis
G~ von I,. Dann gibt es ein v € ker(A) \ {0,u} mit XV"|A*" und X" = X" .
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Dies zusammen mit der Inklusion supp(v™) C supp(u) garantiert, dass supp(v™) C
supp(u), womit supp(v) C supp(u) ist. Da aber u minimal primitiv ist, ist v ein ganz-
zahliges Vielfaches von u. Da aber X“+|X“+, ist u = v; ein Widerspruch.

Zur Berechnung spéter mehr.

Beispiel 3.6.9 (Fortsetzung von Beispiel [3.6.5)). Sei A := (i,j, k) mit teilerfrem-
den i,j,k € N. Es ist Cy = {x] — ab, 2% — 2%, 25 — 2} }. Betrachte die folgenden drei
Fille:

o Fir A=(1,2,3) ist Uy = Gra = Cq U {x3 — 2179, 7173 — 73} .
o Fir A= (1,2,4) ist Ca =Ux und Gra \ Us = {x3 — 235}.
(

o Fir A= (1,2,5) ist Uy \ Cp = {3 — 123, 11703 — 73}
und Gra \ Ua = {x3 — 2379}

Die Berechnungen wurden mit dem Programm 4ti2 (s. [tl]) durchgefihrt.

Beispiel 3.6.10 Fiir das Unabhdngigkeitsmodell in 2 x 3 Kontingenztafeln ist Cy =
Ua = Gra und somit die Binome vom (* 7 )-Typ die universelle Grébnerbasis. Im Falle
von 3 x 3-Kontingenztafeln sind die Binome vom (T 7)-Typ, wie in Beispiel
ersichtlich, keine universelle Grébnerbasis. Es gilt C'y C Uy = Gry.

3.7 Totalgradschranken

Als Totalgrad eines Binoms X" — XV € K[X] sei die Einsnorm des Leitmonoms bezeich-
net.

Satz 3.7.1 Angenommen, es ist rang(A) = d. Mit
D(A) := max {|det(a;,,...,a;,)| : 1 <i3 <...<ig<n}
ist der Totalgrad jedes primitiven Binoms in 14 kleiner als (d + 1)(m — d)D(A).

Ist rang(A) < d, kann durch Streichen einiger Zeilen die Voraussetzung aus Satz[3.7.1]
erreicht werden. Der Beweis benotigt zur besseren Uberschaubarkeit drei Lemmata, in
denen stets rang(A) = d vorausgesetzt wird.

Lemma 3.7.2 Istu € kerz(A) minimal primitiv, dann besitzt der Triger vonu : X — Z
hochstens (d + 1) Elemente.
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Beweis: Angenommen, der minimal primitive Vektor u € kerz(A) habe r > d + 2
Eintrage ungleich Null. Sei B die d x r Submatrix von A, die durch Streichen der zu
Null assoziierten Spalten aus A hervorgeht. Es ist

dim kerz(B) =r —rang(B) > 2.

Somit gibt es mindestens ein v # 0 € kerz(A) mit mindestens einem Eintrag gleich
Null. Wird die Aktion von v’ auf A erweitert (Auffiillen mit Nullen), ist der Tréiger von
v" echt kleiner als der von v, was einen Widerspruch zur Minimalitat von v darstellt.

O
Lemma 3.7.3 Ist u = (uy,...,Uy,) € kerz(A) minimal primitiv, dann ist

lu;] < D(A), 1 <i<m.

Beweis: Es sei supp(u) = {i1,...,i.}. Wegen Lemma ist 7 < d+ 1. Mit der
Minimalitat von u folgt, dass die d x r Matrix (a;,,...,a; ) den Rang r — 1 besitzt. Da
rang(A) = d, gibt es Spaltenvektoren a; ..., a;,,,, so dass sowohl die dxd Matrix C' :=

(Qiyy- oo @iy Gy s - -5 aq,) als auch die dx (d41) Matrix B = (a4, .., iy Gipyyy - - Qi)
jeweils den Rang d haben. Es ist dim ker(B) = 1. Betrachte folgendes quadratisches Glei-
chungssystem mit Unbekannten sq, ..., sq.1:

ar sy + ...+ iy Tg = —Qiy, Sat1-

Setze sqy1 = (—1)*1det(C) und wende auf dieses Gleichungssystem mit invertierbarer
Matrix C' die Cramersche Rege]ﬂ an. Bezeichne e; den j-ten kanonischen Basisvektor in
741 Es folgt:

d+1
Z(—l)J cdet(@iy s - iy iy Qg ) - €5 € ker(B). (3.7)
=1

Die Einschriankung von u auf {i1,...,i4:1} liegt ebenso in kerz(B) und ist somit ein

rationales Vielfaches von (3.7). Da aber (3.7) ganzzahlig ist und w minimal primitiv,
muss (3.7]) ein ganzzahliges Vielfaches von u sein. Es folgt die Behauptung.

O

Sind u,v € Z™, so wird u als konform zu v bezeichnet, falls supp(u™) C supp(v') und
supp(u~) C supp(v™) gilt.
Lemma 3.7.4 Jeder Vektor v € ker(A) besitzt eine Darstellung

U:>\1U1+...+>\m_dum_d, )\iEQZQ,léiSm—d;

wobei alle u; € kerz(A) minimal primitiv und konform zu v sind.

Zetwa in [Fis05] S. 196
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Beweis: Fiir ein festes d kann induktiv iiber m verfahren werden. Fiir m = d ist
ker(A) = 0. Fiir m = d + 1 ist jedes Element nichtnegatives Vielfaches eines minimal
primitiven Elements. Gelte nun die Behauptung fiir (m—1) € N. Ohne Einschriankung ist

v nicht minimal primitiv. Ist der Tréger von v kleiner als {1,...,m}, folgt die Behaup-
tung mit der Induktionsannahme. Sei also supp(v) = {1,...,m}. Wéhle ein minimal
primitives Element r = (rq,...,7,,) mit ryv; > 0. Setze

V4 . . .
A = min {— . v;/r; ist wohldefiniert A v;/r; >0, 1 <i< m} .
T

Sei etwa A = %, dann ist v — Ar € ker(A) konform zu v und der k—te Eintrag ist Null.
Per Induktionsannahme kann v — Ar als nichtnegative rationale Linearkombination von
(m —d— 1) minimal primitiven Elementen dargestellt werden und da v = \r + (v — Ar),
ist v somit eine Linearkombination von héchstens (m — d) Elementen, was zu zeigen war.

O

Beweis von Satz
Sei v € kery(A) ein primitives Element. Ist v minimal primitiv, folgt die Behauptung
mit Lemma Im Allgemeinen gibt es mit Lemma [3.7.4] eine nichtnegative rationale
Linearkombination v = A\juy + ... + A\p_gu,,_q mit den genannten Bedingungen. Da alle
u; konform zu v sind, ist v = Mul +... 4+ Np_gu, S und vT = MNuy +.. .+ Ay_gu

m—d

Angenommen, es wire ein \; grofer als 1, dann wére der ganzzahlige Vektor v koordina-
tenweise grofer als der ganzzahlige Vektor u; . Ebenso wire der Vektor u; koordinaten-
weise kleiner als v~. Mit anderen Worten gilt, dass x| X und | XY . Dies aber
widerspréiche der Tatsache, dass v primitiv ist. Somit ist 0 < \; < 1,2=1,...,m —d.

Nehmen wir nun an, dass der Totalgrad von X*" — X*" die Einsnorm von v ist. Mit
der Dreiecksungleichung ist

ot < 30 A 39)
< (m—d)-max {|Juf]; : 1<j<m—d} (3.9)
< (m—d)(d+1)D(A). (3.10)

Die letzte Ungleichung folgt aus Lemma zusammen mit Lemma [3.7.3

O

Fiir eine beliebige Matrix A wird keine Aussage iiber die Machtigkeit des Trigers eines
minimal primitiven Elements getdtigt. Somit ist in diesem Fall m(m —d)D(A) eine obere
Schranke fiir den Totalgrad. D(A) ist wegen der Hadamard’schen Ungleichung kleiner
als das Supremum der Einsnormen der Spalten von A.
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Definition 3.7.5 (Homogenitit). Fin Polynom f € K[X| heifit homogen vom Total-
grad n, falls alle Monome aus f denselben Totalgrad n besitzen. Ein Ideal I C K[X]
heifit homogen, falls fir alle f € I eine Darstellung

f=h+...+fs

existiert mit homogenen f; € I.

Lemma 3.7.6 Das Ideal I, = (X" — X" : Au=0) ist genau dann homogen, wenn
(1,...,1) € N™ im Zeilenraum von A liegt.

Beweis: Ein Binom X*" — X% ist genau dann homogen, wenn v = ut — u~ die
Koordinatensumme 0 hat. [, ist somit homogen, falls dies fiir seine Erzeuger zutrifft.
Nach [Stu96| ist dies genau dann der Fall, wenn

(1,...,1) = (ker(A))* = Bild(A").
O

Korollar 3.7.7 In algebraisch statistischen Modellen besitzt jedes primitive Binom aus
I einen Totalgrad kleiner als $(d + 1)(m — d)D(A).

Beweis: Mit Lemma und gilt im homogenen Fall :|ju*|; = |lu™|; < 3(d+
1)D(A). Wird nun noch wie bei (3.10) abgeschétzt, folgt die Behauptung.

O

3.8 Die Grobnerregion

Fiir die Berechnung universeller Grébnerbasen ist es notwendig, sich mit einigen Eigen-
schaften von Monomordnungen niher zu befassen. Der Begriff des Anfangsideals wird
in dem Sinne erweitert, dass dieses nicht zwingend ein Monomideal sein muss.

Definition 3.8.1 Sei w € R™ ein beliebiger Vektor. Fir ein Polynom f = > ¢;X% €
K[X] sei die Anfangsform in,, als die Summe aller ;X% erkldrt, fir die das Skalarpro-
dukt w - a; mazimal ist unter allen Monomen in f. Weiter sei fir ein Ideal I C K[X]
das Anfangsideal beziiglich w durch

ing = (iny,(f) : feI)
erklart.
Fiir w > 0 und eine Monomordnung < sei eine neue Monomordnung <, erklirt mit
a<,b © aw<b-woder {a-w=0>b-wunda<b}.

fiir alle a,b € N{".
Im Allgemeinen ist das Anfangsideal in,, kein Monomideal.
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Beispiel 3.8.2 Fs sei f := xlxy + 2323 + 19 € K[x1,25] und I := (f). Firw = (1,1)

ist in, = (xix3) ein Monomideal. Wird aber etwa w = (1,2) gewdihlt, ergibt sich in, =

(zlxy + 23x5) und dies ist kein Monomideal.

Lemma 3.8.3 Fir jedes Ideal I C K[X] ist in<(iny,(I)) = in<,(I).
Beweis: Fiir jedes f € [ ist in<(iny(f)) = in<,(f). Das impliziert, dass in(in, (1))
und in~ (1) dieselben Monome beinhalten.

O

Es ergeben sich zwei unmittelbare Folgerungen, die die Berechnung von Grébnerbasen
beziiglich nichtmonomialer Anfangsideale ermoglichen:

Korollar 3.8.4 Istw > 0 und ist G Gribnerbasis von I beziglich <., dann ist {in,(g) :
g € G} eine Grobnerbasis fir ing, (1) beziglich <.

Korollar 3.8.5 Ist w > 0 und in,(I) ein Monomideal, dann ist in,(I) = in<,(I).

Beweis: Das Anfangsideal eines Monomideals ist wiederum das Anfangsideal. Somit
ist in<(iny, (1)) =in, (1) = in< ().

O

Satz 3.8.6 [ir jedes Ideal I C K[X] und jede Monomordnung < auf K[X] gibt es einen
nichtnegativen Vektor w € Ni*, so dass in,(I) = in<([).

Beweis: siehe [Stu96].

Definition 3.8.7 (Grébnerregion). Fir ein Ideal I C K[X| wird die Menge
GR(I) ={weR™ : ' >0: in, =iny}
als Grobnerregion bezeichnet.

Per Konstruktion ist stets R C GR([). Ein Beispiel dafiir, dass fiir ein Ideal die
Grobnerregion nicht dem gesamten R™ entspricht, findet sich in [Stu96|, Beispiel 1.7. Im
hiesigen Kontext gilt folgendes Resultat:

Satz 3.8.8 Ist ein Ideal I C K[X]| homogen, dann erstreckt sich die Grébnerregion iber
den ganzen Raum R™.

Beweis: Sei w € R™. Es existiert ein A € Ry, so dass ' :=w + (A,...,A) > 0. Kann
gezeigt werden, dass in, (1) = in,(I), ist der Beweis beendet. Da I homogen ist, gibt es
fiir alle f € I eine Darstellung f = fo + fi + ... + f. mit homogenen fy, f1,..., f. € I.
Die w-Anfangsform von f ist somit in,(f) = in,(fi,) + ... +in,(fi,) fiir eine geeignete
Teilmenge {i1,...,is} von Indizes. Jeder Summand in,(f;,) liegt in in,, und somit auch
in in,(f). Es folgt in, C in,. Die Riickrichtung folgt analog.

O
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3.9 Berechnung universeller Grobnerbasen

Zu einer Matrix A € N&*™ sei

A(A) = (g g) ,

wobei 0 € N{>*™ die Nullmatrix und £ € Ny die Einheitsmatrix symbolisieren. Da
ker(A(A)) ={ (u,—u) : u € ker(A)}, ist der Kern der Matrix A isomorph zu dem von

A(A) € N{H™X2m Das torische Ideal In(a) ist das Ideal
Inay = (XY — XV Y ¢ w € ker(A))
in dem Polynomring K[X, )] := K[z1,. .., Tm, Y1, - - Ym)]-
Satz 3.9.1 Fir die Matriz A(A) sind folgende Mengen an Binomen identisch:
1. Die Graverbasis von In(a).
2. Die universelle Grobnerbasis von Iy(a).
3. Die reduzierte Grobnerbasis von In ).

4. Bis auf skalare Vielfache ein beliebiges minimales Erzeugendensystem von Iy a).

Beweis: Ein Vektor u € ker(A) ist genau dann primitiv, wenn (u, —u) € ker A(A)
primitiv ist. Somit ist

Gra = {X“Jﬂ“ AR A Cps Gm} |

Offensichtlich ist Gry(a) ein Erzeuger von Iy(4). Nun wird gezeigt, dass Graa) bis auf
skalare Vielfache das eindeutig bestimmte minimale Erzeugendensystem ist. Angenom-
men dies wire nicht der Fall, dann gibt es ein g := XutyuT —xe Yyt e GTa(a), so dass
B := Gryeay \ {g} ein Erzeuger von I,y ist. Insbesondere ist g € (B). Deshalb gibt es
(nach eventueller Substitution v — —v) ein X*" V" € I5(a) welches X" V¥ teilt. Dies
bedeutet aber, dass u € ker(A) nicht primitiv ist. Ein Widerspruch. Da jede reduzierte
Grobnerbasis minimal ist und da Upay € Gra(a), folgt die Behauptung.

O

Korollar 3.9.2 (Berechnung der Graverbasis Gr,). Fir die Bestimmung von Gra
ergibt sich folgendes Vorgehen:

1. Wiéhle eine beliebige Monomordnung < auf K[X,Y] und berechne dazu die redu-
zierte Grobnerbasis.

2. Substituiere yy, ...y, — 1.
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Im Allgemeinen ist die universelle Grébnerbasis U, nicht identisch mit Gr4. Im Fol-
genden ist das Ideal /4 homogen und die Grobnerregion somit ganz R™. Fiir eine Mo-
nomordnung < und w € R™ bezeichne G,, die reduzierte Grobnerbasis von I beziiglich
<w- Da GR4 = R™, werden alle reduzierten Grobnerbasen von I, durchlaufen, wenn w
den gesamten Raum durchliuft . Fir u € ker(A) sei

Cilul = {wERm L weut > weuT A X”+—X“_EGW},

C_[u] := {wERm Cweut <w-ouT A X"+—X“7€Gw}.

Das zu u € Z™ assoziierte Binom X*" — X% liegt genau dann in der universellen
Grobnerbasis Uga, wenn C [u] N C_[u] # 0. Fiir v € Nj* setze

M) ={weR™ : X" ¢in,(Ia)}.
Satz 3.9.3 Die Menge C |u] ist identisch mit

M(u™)n ( ﬂ M(u+—ei)>.

i€supp(u')

Beweis: Ein Vektor w € R™ ist genau dann in C'; [u], wenn X*" —X*" in der reduzierten
Grobnerbasis G, mit Leitterm X*" enthalten ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
X% als auch jeder echte Teiler von X*" ein Standardmonom ist . Gleichbedeutend dazu
ist, dass w € M(u~) und w € M(u™ — ¢;) fiir alle i € supp(u™).

Beobachtung 3.9.4 M(v) kann anhand der Graverbasis Gra berechnet werden.

Beweis: Wegen den Eigenschaften der Monomordnungen ist in,,(14) = (in,(f) : f €
Gra). Da Gry reduziert ist, ergibt sich

M@) = {weR" g () feGra)
— {weRm cwut >wuT s ueGry A X"_l?(v}- (3.11)
O

Beispiel 3.9.5 Die 3 x 6 Matriz A sei definiert durch

A=

S O N

11
10
0 1

oo
— = O
N O O
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Die mit Korollar[3.9.2 berechnete Graverbasis ist

2 2 2
Gra = {x1@y — 23, 2126 — 13, BT — T3, T1T5 — Tals, TyT3 — Tols,

2 2 2 2 2 2
Telo — T35, X1y — Tole, Lalyg — T5d1, LeLyg — L3ly, L1T4T6 — ZL‘QI3I’5} .

Mit Hilfe von Lemma ist zu sehen, dass im Gegensatz zu den anderen, das letzte
Binom nicht minimal primitiv ist. Es geniigt, das Binom xix4v¢ — xox375 auf Zuge-
horigkeit beziiglich Uy zu tberpriifen. Betrachte den zu dem Binom assoziierten Vektor
u = (1,-1,-1,1,—1,1). Es ist die Frage ob Cy[u] U C_[u] leer ist oder nicht. Die
Berechnung dieser beiden Mengen kann mit Satz|[3.9.5 bewdltigt werden. Mit Gleichung
(.11 ist

) = {WER® ¢ wiH+ws>wotws, wytwe>wst+ws, Wiy > wows},
+ ) = {weR® : 2ws > wy+ws},
Mut —eq) = {weR® : 2ws > w +ws},
+ ) = {weR® : 2wy > wiwy}.

Werden diese Mengen geschnitten, ergibt sich C[u] = 0. Vertauschen ut und u~ ihre
Rollen, ergibt sich analog C_[u] =0, es folgt Gra \ Us = {x12426 — T2x375}.
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Abschlieliende Bemerkungen

Wie ersichtlich wurde bietet die in dieser Arbeit vorgeschlagene Algebraisierung ein um-
fassendes Werkzeug zur Uberpriifung von Hypothesen und kann unter Umstinden als
Gegenargument zu eventuell fragwiirdiger y?-Approximation verwendet werden. Fiir das
Ubersetzen des statistischen Problems in ein algebraisches bietet sich die Berechnung von
Markovbasen mit Hilfe der Theorie iiber Grobnerbasen an. Fiir das Unabhéngigkeits-
modell zweier Zufallsvariabeln kann eine spezielle Markovbasis relativ einfach erhalten
werden. Die Berechung iiber den Diaconis-Sturmfels-Algorithmus erméglicht aber auch
in diesem Fall durch Wahl einer geeigneten Monomordnung die Berechnung von Markov-
basen fiir nicht vollstindige Matrizen. Leider wurde von dem Autor der Diplomarbeit
das Programm 4ti2 zu spét entdeckt. In diesem spiegelt sich die Anstrengung wieder,
zu dieser Thematik schnelle Verfahren zur Berechung zu entwickeln. Im Falle des Mo-
dells keine-3-Wege Interaktion mit m; = my = mg = 3 besitzt die mit 4ti2 berechnete
minimale Markovbasis schon 81 Elemente, wovon 27 den Grad 4 besitzen und die rest-
lichen 54 den Grad 6. Fiir m; = mo = mg3 = 4 besteht die generierte Markovbasis aus
148.968 Elementen, siehe etwa [AT]|. Fiir allgemeine my, mo, mg ist es nach wie vor eine
Herausforderung, eine Markovbasis zu berechnen. Dies zeigt insbesondere, dass der auf
diese Fragestellung modifizierte Metropolis-Sampler im Allgemeinen aus einer viel zu
groken Liste aus Basiselementen auswihlen muss. Dies konnte in Grenzféllen zu Schwie-
rigkeiten mit den implementierten Pseudo-Generatoren fiir u.i.v Zufallsvariablen fiihren.
Aber durch Typisierung der Basiselemente konnen sich Vereinfachungen in der Program-
mierung ergeben, z.B. dass im Unabhingigkeitsmodell bei der Implementiereung nicht
auf eine Liste zuriickgegriffen wird, sondern die Schritte vom (* 7 )-Typ durch zufillige
Wahl von zwei Zeilen und Spalten realisiert werden. Leider konnte die Frage nach der
Konvergenzgeschwindigkeit mangels Zeit nicht mehr angerissen werden. Dieser Themen-
kreis wird in [DSC95| behandelt. Gegenwértig wird weiter versucht, eine groftmogliche
Klasse von Modellen in den hier geschilderten Kontext zu bringen. Dazu zdhlt etwa die
Betrachtung von hierarchischen loglinearen Modellen, etwa in [Sul|]. Die Schwierigkeit
fiir ein gegebenes Modell explizit eine Markovbasis anzugeben ist im Allgemeinen noch
nicht beantwortet worden. Weitere algebraische Methoden wie z.B. die Klassifizierung
von Elementen der Markovbasis wiirden weitere Transfairiiberlegungen ergeben.
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Anhang

5.1 Die Geometrische Verteilung

Definition 5.1.1 (Geometrische Verteilung). Eine Zufallsvariable V mit Dichte
P(V =n) =t(1—t)""', n € N heifst geometrische Verteilung. Diese Verteilung beschreibt
die Wahrscheinlichkeit, dass genau n Versuche bis zum ersten Treffer bei unabhdngigen
Bernoulliversuchen bendtigt werden.

Fiir die Verteilungsfunktion ergibt sich mit Hilfe der geometrischen Reihe:

-1t

P(Vgn):ti(l—t)k_lzt - =1—(1-1t)"

Eine die geometrische Verteilung definierende Eigenschaft ist die Gedéachtnislosigkeit.

Satz 5.1.2 (Geddchtnislosigkeit der geometrischen Verteilung). Eine diskrete
N-wertige Zufallsvariable V ist genau dann geometrisch verteilt, wenn sie geddichtnislos
st 1m folgenden Sinne:

PV>s+t|V>t)=PV >s), s,t € N. (5.1)
Beweis: Die Gleichung (5.1) ist dquivalent zu
PV>s+t) =PV >s+t,V>t) =PV >t)P(V > s), s,t €N, (5.2)

welche die Grundlage des Beweises bildet. Ist eine Zufallsvariable geometrisch verteilt,
dann ergibt sich mit der Verteilungsfunktion, dass P(V > 1) = (1 —t)! und P(V > k) =
(1—t)¥ fiir alle k,! € N. Werden diese beiden GroRen multipliziert, ergibt sich Gleichung
52

Gelte umgekehrt Gleichung (5.2). Es geniigt zu zeigen, dass es ein ¢ € (0,1) gibt,
so dass P(V > N) = ¢",n € N. Behauptung: P(V > 1) ist ein solches ¢. Dies ist eine
Folgerung aus Gleichung (5.2)). Setze k = =1, dann ist P(V > 2) = P(V > 1)% Gilt die
Behauptung fiir ein n € N, dann ist mit k = 1,l=n P(V >n+1) =P(V > n)P(V >
1) = P(V > 1)"*!. Induktiv folgt die Behauptung. Der Parameter ¢ dieser Verteilung ist
P(V=1)=1-PV > 1).
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5.2 Unabhangigkeitsmodell

Fiir das Unabhéngigkeitsmodell vereinfacht sich Gleichung[3.5 weiter. Wie gezeigt wurde
ist die Gesamtheit aller Matrizen vom (* 7 )-Typ eine Markovbasis. Sei f = (f;;) eine
solche Matrix. Fiir die Ablehnungswahrscheinlichkeit des Metropolis- Samplers ergibt
sich, dass

(7
Hy(u+ ef)/Hy(u) = S —

H (ugj + €fij)!

efij#0

o UZJ' UZ]'

7, 2,3

efij=1 efij=—1

efZL]’J:I efi;i—l

Es bleibt nur noch das Produkt von vier Zahlen zu berechnen.

YMatrix aus Diaconis98 tabelle 1

U=[68 119 26 7;20 84 17 94 ;15 54 14 10;5 29 14 16];

[row,col]l=size(U);

sumofcol=[sum(U(1,:)),sum(U(2,:)),sum(U(3,:)),sum(U(4,:))];
sumofrow=[sum(U(:,1)),sum(U(:,2)),sum(U(:,3)),sum(U(:,4))];
total=592;

hdie ML Schitzung
MML=sumofcol’*sumofrow/total;

/Berechnung des Chiq.-Wertes
k=0
for 1=1:row
for p=1l:col
k=k+(MML (1,p)-U(1,p))*(MML(1,p)-U(1,p))/MML(1,p);
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end
end
mlM=k
% Ergibt 138.2898

chi_count=0;

for i=1:1000000

h=1;
col_rand_1=floor(col*rand(1))+1; 7% Zufédllige Wahl zweier Zeilen
col_rand_2=floor(col*rand(1))+1; % Wahrscheinlichkeit, dass col_rand_1
while col_rand_2==col_rand_1 % kleiner als col_rand_2 ist 0.5
col_rand_2=floor(col*rand(1))+1;
col_rand_1=floor(col*rand(1))+1;
end

row_rand_1=floor(rowxrand(1))+1; % Zufdllige Wahl der Spalten
row_rand_2=floor(row*rand(1))+1;

while row_rand_2==row_rand_1
row_rand_2=floor(rowkrand(1))+1;
row_rand_1=floor(row*rand(1))+1;

end

if (U(row_rand_1,col_rand_2)>=1 & U(row_rand_2,col_rand_1)>=1)
h=h*U(row_rand_1,col_rand_2)*U(row_rand_2,col_rand_1)/

((U(row_rand_1,col_rand_1)+1)*(U(row_rand_2,col_rand_2)+1));

if rand(1)<=h

% Setzen des neuen Zustands

% mit Wahrscheinlichkeit alpha,

% falls dieser zuldssig ist
U(row_rand_1,col_rand_1)=U(row_rand_1,col_rand_1)+1;
U(row_rand_2,col_rand_2)=U(row_rand_2,col_rand_2)+1;
U(row_rand_1,col_rand_2)=U(row_rand_1,col_rand_2)-1;
U(row_rand_2,col_rand_1)=U(row_rand_2,col_rand_1)-1;

end
end
U;
k=0;
for 1=1:row
for p=1:col % Berechnung der Statistik
k=k+(MML(1,p)-U(1,p))*(MML(1,p)-U(1,p))/MML(1,p);
end
end

% Zdhlen der Elemente mit

71



Kapitel 5 Anhang

if k>=m1M % groferem Wert
chi_count=chi_count+1;
end
chi_count;
end

Jnach Burn-In ist der approximative p-Wert der Chiquadratstatistik nun

pvalue=chi_count/1000000
% ergibt 2.0000e-006

dies belegt dass die Hypothese der Unabhingigkeit verworfen werden kann.

5.3 Keine-3-Wege-Interaktion

Als eine Verallgemeinerung dieses Modells fiir 3 Zufallsvariabeln kann das Modell Keine
3-Wege-Interaktion angesehen werden. Eine Modellbeschreibung findet sich in [BEHT75].

#Als ersters wird die suffiziente Matrix A generiert

hbezeichne u_{+ij}, u_{i+j}, u_{ij+} die Randh&ufigkeiten, diese sind suffizient.
JWerden die Elemente der der 3x3x3 Tafel vektorisiert mit der Ordnung

% (1,1,1),...,(1,3,3),(2,1,1), ...,(3,3,3) ist die Matrix A, die den Vektor

% (u_{+11},u_{+12},...,u_{+22}, ..., u_{+33},u_{1+1},u_{1+2}, ..., u_{11+}, . .u_{33+})°
herzeugt gegeben durch:

eins=[ 1 1 1];

A=[kron(eins , kron( eye(3), eye(3)))
kron(eye(3) , kron( eins, eye(3)))
kron(eye(3) ,kron( eye(3), eins))]

J* mit 4ti2 kann eine reduzierte Markovbasis beziiglich A berechnet werden *--
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Die Spalten folgender Matrix MB sind die Elemente der Markovbasis

Das Ergenbis aus 4ti2 wurde transponiert
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Kapitel 5 Anhang

u=[ 9 16 41 85 52 105 77 30 38 8 8 46 35 29 54 37 15 22 11 14 38 47 35 115 25 21 42]°
u_dach=[12.01 14.43 39.58 85.75 52.51 103.8 73.24 31.06 40.66

9.436 12.25 40.27 36.55 24.17 57.27 34.01 15.58 24.45 6.552

11.32 45.13 44.68 39.32 113 31.77 19.36 36.87]7;

chi=chiquadrat (u)

chi_vec=[];
chi_count=0;
for i=1:100000

u_neu=[]; % Auswahl eines beliebigen
M=MB(:, (floor(81 * rand(1)) +1)); % Elements der Markovbasis
= -1+2*%round(rand(1)); % Wahl des Vorzeichens
M=ex*M ;
for j=1:length(M)
h=1; % Initialisierung der chiq.-statistik

if  (M(j)==-1) & (u(j)-1>=0) % Uberpriifen der Zul&ssigkeit

u_neu=[u_neu;u(j)-11; % Erzeugen des neuen Kandidaten

h=h*xu(j) ; % Berechnung fiir Akzeptanzw’keit
elseif (M(j)==1)

u_neu=[u_neu;u(j)+1]1; % Ebenso mit diesen Eintré&gen

h=h/(u(j)+1) ; % (vgl Unanhingigkeitsmodell)

elseif (M(j)==0)
u_neu=[u_neu;u(j)];

else
break;
end
end
if length(u_neu)==27 % d.h. Falls der Schritt zuldssig ist
if rand(1)<=min(h,1) % Akzeptanzwahrscheinlichkeit
u=u_neu; % Neuer Zustand
end
end
%if chiquadrat(u)>=chi % Zdhlen der Elemente mit
%  chi_count=chi_count+1; % groferem Wert der Statistik
end
%if (1>=1000 & mod(i,500)==0) % Dokumentation jedes 500sten
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% chi_vec=[chi_vec,chiquadrat(u)]; % Schrittes
hend % (nach anfénglichem Burn In)

end
chi_count/100000

chi_vec

% Nach einem Burn-In von 100.000 Schritten
% ergab der Algorithmus einen sehr geringen p-Wert.
% Somit kann von keinem 3-Wege Effekt ausgegangen werden

5.4 Symmetrie in Kontingenztafeln

Um auf Symmetrie in I x I-Kontingenztafeln zu testen wurden in [BFH75| Kap. 8.2 die
ML-Schatzungen hergeleitet. Diese sind

Uij+Uji . .
/&I“ _ - 2 - 1 #]
L/ .
Ujj =]

Die Realisierung der suffizienten Statistik einer Matrix fiir das Symmetriemodell ist mit
(wizyi =1, ... 1, (wy +ug), (wij+ug),j=i+1,...,1,i=1,...,(I —1))" gegeben (siche
hierzu [KK07]). Im Falle der 5 x 5-Matrizen ist die suffiziente Statistik 7': 5 x 5 — N
definiert durch

T((1,1)) = (1,0,0,0,0,0,0,0,0)"
T((2,2)) := (0,1,0,0,0,0,0,0,0)"
T((3,3)) = (0,0,1,0,0,0,0,0,0)"
T((1,2)) := (0,0,0,1,1,0,0,0,0)"
T((2,1)) := (0,0,0,1,1,0,0,0,0)"
T((4,5) = (0,0,0,0,0,0,0,1,1)"
T((5,4)) = (0,0,0,0,0,0,0,1,1)"

Der allgemeine Fall ldsst sich analog konstruieren. Eine Markovbasis lasst sich durch
scharfes Hinsehen rekonstruieren. Das Ideal I wird erzeugt von
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Ein moglicher nachster Zustand des Metropolis-Samplers wird dadurch generiert, dass
zu einem beliebig gewéhlten (i, j)-Eintrag mit ¢ # j der Wert 1 und zu dem entspre-

che

nden (j,7)-Eintrag der Wert —1 addiert wird. Die Ablehnungswahrscheinlichkeit des

Metropolis-Samplers ist somit

b
h
b
h
b
b

——————————————————————————— Beispiel------——-ccmommmm -
———————————————————————— Symmetriemodell------------------
U= [356 464 7;

2 47 3 8 2;

452537,

52 3 23 3;

3658 11]

Fir diese Matrix sind 10 erwartete Werte

ausserhalb der Diagonalen kleiner als 5

Diese Matrix besitz eine Chiquadratwert von 11.4838
Ergebnis simulierter p-Wert, nach jeweil 500000 Iterationen:
0.3214 0.3255 0.3274 0.3300 0.3289 0.3301 0.3253
0.3205 0.3197 0.3297 0.3215 0.3381 0.3259

U= [35 4 2 4 5;
2 47 3 5 2;
4 5 25 3 3;
52323 1;
3658 11]
% Fir diese Matrix sind alle erwarteten Werte
% ausserhalb der Diagonalen kleiner als 5
% Diese Matrix besitz eine Chiquadratwert von 11.6746
% Ergebnis simulierter p-Wert:

U= [10 2 1 1 3;
6 17 4 0 4;
10230 2;
120 14 0;
050 3 31]

% Chiquadratwert 16.1111

% Strukturelle Null und 16 Werte ausserhalb der Diagonalen sind
% kleiner als 5
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% Ergebnis simulierter p-Wert: 0.0307

U=[

% Daten aus Discordant Sib Pairs
% Chiquadratwert von 29.1481
% Ergebnis simulierter p-Wert: 6.0000e-006

z=0;

for k=1:500000
p=floor(5 * rand(1)) +1; % Auswahl eines beliebigen
g=floor(5 * rand(1l)) +1; %» Eintrags der Matrix

while (p==q);
p=floor(5 * rand(1)) +1; % Herausfiltern der Diagonaleintrége
g=floor(5 * rand(1)) +1;

end
if ( U(q,p)-1 >=0) % Der MC-Algorithmus
if ( rand(1) <=min(U(q,p)/(U(p,q)+1),1))
Ulp,)=U(p,q)+1;
U(q,p)=U(q,p)-1;
end
end
chi=0 ; %#Berechnung der jeweiligen Chiquadratstatistik
for i=1:4

for j=(i+1):5
if (U(i,3j)+U(j,1)7=0) %Sonderfall strukturelle Nullen
chi=chi+(U(i,j)-U(j,1))"~2/(U(i,j)+U(j,1));

end
end
end
if (chi >= 11.6746) % Z&hlen, wieviel Matrizen einen groferen Wert
z=z+1; % der Chiquadratstatistik aufweisen
end
end

Ergebnis=z/500000
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