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3 Kontextfreie Sprachen

3.3 Die pre∗-Operation

Die pre∗-Operation

Definition 3.3.1

Es sei G = (N,T ,P,S) eine CFG und L ⊆ (N ∪ T )∗ eine beliebige
Sprache.

Wir definieren

pre∗G (L) = {α ∈ (N ∪ T )∗ | α ∗⇒G β für ein β ∈ L }.

Satz 3.3.2

Falls L regulär ist, dann ist auch pre∗G (L) regulär.
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3 Kontextfreie Sprachen

3.3 Die pre∗-Operation

Satz 3.3.2

Falls L regulär ist, dann ist auch pre∗G (L) regulär.
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3 Kontextfreie Sprachen

3.3 Die pre∗-Operation

Sättigungsschritte

Sei L = L(M) für einen NFA M.

Wir transformieren M in einen NFA M ′ mit L(M ′) = pre∗G (L)
durch folgende Regeln:

Falls

1 A→ α ∈ P und

2 p ∈ δ̂(q, α)

dann füge den Übergang q
A→ p zum Automaten hinzu.

Wiederhole dies, bis nichts mehr hinzugefügt werden kann.
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3 Kontextfreie Sprachen

3.3 Die pre∗-Operation

Definition 3.3.3

Es sei G = (N,T ,P,S) eine CFG und M = (Q,Σ, δ0, q0,F ) ein
NFA mit Σ = N ∪ T .

Wir definieren für k ≥ 0:

1 M0 = M

2 Mk+1 = (Q,Σ, δk+1, q0,F ) mit

δk+1(q, a) = δk(q, a) falls a ∈ T ,

δk+1(q,A) = δk(q,A) ∪ { p ∈ Q | p ∈ δ̂k(q, β) und A→ β ∈ P }.
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3 Kontextfreie Sprachen

3.3 Die pre∗-Operation

Definition 3.3.4

Es sei L ⊆ Σ∗ eine Sprache und G = (N,T ,P, S) eine CFG mit
Σ = N ∪ T .

1 pre0(L) := L

2 prek+1(L) := {α | α⇒ β für ein β ∈ prek(L) } ∪ prek(L)

Offensichtlich:
pre∗(L) =

⋃
n≥0

pren(L)
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3 Kontextfreie Sprachen

3.3 Die pre∗-Operation

Induktion über k : prek(L) ⊆ L(Mk)

Es sei α ∈ prek(L). Zwei Möglichkeiten:

1 α ∈ prek−1(L)
IH⊆ L(Mk−1) ⊆ L(Mk).

2 α⇒ β und β ∈ prek−1(L)
IH⊆ L(Mk−1).

D.h. α = α1Aα2, β = α1γα2 und A→ γ ∈ P.

Nach IH gilt β ∈ L(Mk−1), also

q1 ∈ δ̂k−1(q0, α1)

q2 ∈ δ̂k−1(q1, γ)

q3 ∈ δ̂k−1(q2, α2) mit q3 ∈ F

Dann gilt q2 ∈ δk(q1,A) und daher q3 ∈ δ̂k(q0, α).
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3 Kontextfreie Sprachen

3.3 Die pre∗-Operation

Induktion über k : L(Mk) ⊆ pre∗(L)

Es sei α ∈ L(Mk).

Wieder zwei Möglichkeiten:

1 α ∈ L(Mk−1), dann α ∈ pre∗(L) nach IH.

2 Sonst:

α = α0 A0 α1 A1 . . . αm Am αm+1

β = α0 β0 α1 β1 . . . αm βm αm+1

und β ∈ L(Mk−1), Ai → βi ∈ P für 0 ≤ i ≤ m.

Nach IH gilt β ∈ pre∗(L).

Es gilt α
∗⇒ β und damit auch α ∈ pre∗(L).
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3 Kontextfreie Sprachen

3.3 Die pre∗-Operation

Beweis der zentralen Aussage

Satz 3.3.2

Falls L regulär ist, dann ist auch pre∗G (L) regulär.

Beweis.

Wir haben bereits gezeigt:

1 prek(L) ⊆ L(Mk)

2 L(Mk) ⊆ pre∗(L)

Außerdem: L(Mm) = L(Mm+1) = L(Mm+2) = · · · für ein m ∈ N.

Es folgt daraus, dass L(Mm) = pre∗(L).

L(Mm) ist als Sprache eines NFAs regulär.


