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Digitaltechnik
Grundlagen der Booleschen Algebra

Rekapitulierung zu Kapitel 2

Grundlagen der Informationsreprisentation in digitalen Systemen
Verschiedene Kodierungen optimiert fiir Randbedingungen, wie:

*  Kompaktheit

*  Fehlersicherheit

+  Ubertragbarkeit

e  Speicherbarkeit

*  Kompatibilitit zu den Anforderungen des Nutzers (MMK)

Schwerpunkt: Zahlendarstellung, -konversion und Arithmetik

Darstellung prinzipieller Algorithmen

Vorbereitung fiir die Umsetzung in Recheneinheiten durch konkrete
(optimierte) Schaltwerke
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Digitaltechnik
Grundlagen der Booleschen Algebra

Vorlesungsgliederung:

1. Einfithrung

2. Kodierung und Arithmetik

3.  Grundlagen der Booleschen Algebra

4. Entwurf zweistufiger kombinatorischer Logik

5.  Zieltechnologien und Technologieanpassung

6. Zeitliches Verhalten kombinatorischer Schaltnetze
7. Entwurf sequentieller Schaltwerke

8. Funktionsblocke digitaler Rechner und Systeme

9. Entwurf von Systemen der Digitaltechnik

10. Ausblick
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Digitaltechnik
Grundlagen der Booleschen Algebra

Kapitelgliederung:

3. Grundlagen der Booleschen Algebra
3.1 Algebraische Strukturen
3.2 Schaltalgebra
3.3 Boolesche Elementaroperationen
3.4 Schaltfunktionen
3.5 Hauptsatz der Schaltalgebra
3.6 Basissysteme
3.7 Entwicklungssatz der Schaltalgebra
3.8 Unvollstindig definierte Funktionen
3.9 Negative Logik
3.10 Weitere Beschreibungsformen
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Algebraische Strukturen Grundlagen der Booleschen Algebra

» Die Schaltwerke der Digitaltechnik unterliegen den Regeln der
sogenannten Schaltalgebra

» Diese soll im folgenden motiviert und dann im Detail vorgestellt und
angewendet werden

» Eine detailliertere und profundere Darstellung des mathematischen
Hintergrunds ist z.B. in [Lipp 99], Kap. 5 zu finden

» Weiterhin: Vorlesung Diskrete Mathematik

» Im vorhergehenden Kapitel wurden implizit Mengen (z.B. Zeichen-
vorrat) eingefiihrt

» Auf Mengen M und zugehdriger Potenzmenge P(M) sind Operationen,
wie Schnittmenge M oder Vereinigungsmenge U definiert, die
bestimmten Regeln geniigen

» Ein solches Gebilde aus Operanden und Regeln wird algebraische
Struktur genannt bzw. fiir Mengen als Operanden Mengenalgebra:

MA=[P(M),0,C,,,D,M]
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» Eine Vielzahl algebraischer Strukturen angebar, deren Eigenschaften
sich nach Definition von Operanden und Operatoren unterscheiden

» Viele dieser Algebren riickfithrbar auf wenige Grundtypen
» Interpretationen gegebener Grundtypen

» Zentrale Rolle: Algebren die auf die Arbeiten von G. Boole (1815-1864)
zurlickgehen (Boolesche Algebren)

» Eine Boolesche Algebra: 3
BA=|K,T.1,”,0.1]

» Menge K mit zwei zweistelligen Verkniipfungen T und L, einstelliger
Relation  und zwei universellen Schranken O und I wobei fiir die
Elemente aus K eine Reihe von Regeln gelten

» Satz 3.1: Ist P(M) die Potenzmenge einer beliebigen Menge M, so ist
das Verkniipfungsgebilde [P(M),N, U,C,,, &,M] stets eine Boolesche
Algebra

» Satz 3.2: Bei jeder Booleschen Algebra gilt fiir die Menge K: |K|=2"
(n=1,2,....)
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» Notation von Mengenoperationen in tabellarischer Form:

V) %] M a) %] M Cy
%] %] M %] %] 1] ] M
M M M M 16} M M ]

» Abtraktion von einer speziellen Mengeninterpretation ( |P(M)=2|, @=0,
M=1 sowie n=Tund U =1):

4 0 1 T 0 1
0 0 1 0 0 0 0 1
1 1 1 1 0 1 1 0

» Naichste Boolesche Algebra ist vierwertig ([K|= 22 =4)
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» Bei einer Booleschen Algebra gilt allgemein das Dualitétsprinzip:

»  Wird in einem Satz unter alleiniger Verwendung der Operatoren T, 1 und
eine Vertauschung von T mit L bzw. umgekehrt vorgenommen so
erhilt man den sog. Dualen Satz

e Enthélt der Satz die neutralen Elemente O und I so miissen auch
diese vertauscht werden

* Wichtige Aussage fiir Beweisfithrungen und Anwendung Boolescher
Algebren

» Begriindung von Regeln auf axiomatische Weise von grofer
mathematischer Bedeutung

Y

Huntington erreichte dies fiir Boolesche Algebren

» Fiir eine Grundmenge K und beliebige Elemente a, b, ¢ aus K stellte er
ein System aus fiinf Axiomen auf (Huntingtonsche Axiome)
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Algebraische Strukturen Grundlagen der Booleschen Algebra
H1: Abgeschlossenheit a,b eK
aTbekK albekK

Das Ergebnis der Anwendung der Operatoren T, L ist stets in K.

H2: Kommutativ-Gesetz ab eK
aTb=bTa alb=bla

Die Reihenfolge der Operanden ist vertauschbar, die Operatoren T, L sind
kommutativ.

H3: Distributiv-Gesetz a,b,c eK
(alb)Tc=(@Tc)L(bTc) (@aTb)Lc=(alc)T(bLc)
Jeder der beiden Operatoren T, L distribuiert {iber den anderen.
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H4: Existenz eines neutralen Elements
a,l eK 0,a ek
ITa=a Ola=a

Zu jedem Operator T, L existiert ein neutrales Element, so dass jedes
beliebige Element aus der Menge K beziiglich des Operators T, L
unverdndert belassen wird.

HS: Komplement ak eK
aTk=0 alk=1I
Zu jedem Element a aus der Menge K gibt es ein Element a = k ebenfalls

aus K, das komplementir zu a ist. Die Verkniipfung von k mit a durch T, L
fiihrt zum neutralen Element O, 1.
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» Forderungen an ein solches Axiomensystem:
* Freiheit von logischen Widerspriichen
* Unabhéngigkeit der Axiome
* Vollstandigkeit
» Grundlage fiir die Formulierung weiterer Regeln
» Verkniipfungsgebilde, die durch Abstraktion auf bestimmtes
Axiomensystem riickfiithrbar sind: Interpretation des Systems
» Beispiel von Interpretationen:
¢ Boolesche Algebra mit zwei Werten BA,=[{0,1}, T, L, , 0,1]
* Aussagenlogik: AL=[{wahr, falsch}, UND, ODER, NICHT, stets falsch, stets wahr]
* Mengenalgebra mit zwei Elementen: MA, = [{J,M},Nn, U,C,,, I M]
* Mengenalgebra allgemein: MA = [P(M),n, U,Cy,, I,M]
» Elementarste Interpretationen: Algebraische Verkniipfungsgebilde, die
nur auf zwei Elementen beruhen (& und M bzw. 0 und 1)

» Bezug: Binirsignale mit L und H bzw. bereits als 0 und 1 bezeichnet
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» Verkniipfungsgebilde mit Binérsignalen Interpretation des
Axiomensystems nach Huntington ?
» Anschauliche Betrachtung unter Verwendung von:
» Zweiwertiger Signaldarstellung {L,H}
> Bauelement Relais mit Offnungs- bzw. SchlieBfunktion beim Schalten
» Verbindungsmdglichkeiten: Serien- bzw. Parallelschaltung (ser; par)

A
Uy H o o
l H L,Hl
1 L I T
Schlieler Schlieler
O A O
L l ﬁ ° H l i
S 1 o—=eo——o0 S 1 o v
nicht betdtigt  ¢ypper betdtigt Offner
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» Relaiskontakte konnen beliebig zusammengeschaltet werden, da sie
potenzialfrei sind

» Eine Zusammenschaltung solcher Relais realisiert beziiglich der Signale
L und H ein Verkniipfungsgebilde (Schaltwerk)

Schaltungseingéinge Schaltungsausgiinge
o— ——o
LH l Verkniipfungs- l LH
A gebilde -
(Schaltwerk, z.B.
o Halbaddierer) o
LH l i LH
X=(X,5 oves X5 Xp) Y=(Yims o0 Yoo Y1)
n>1 m=21
© Andreas Konig Folie 3-13
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S1:

O—/.—/

H 2 L,Hl
L

X, ser X, € {L,H}

Xl X2
o—c/ *—oO
Xy X

X, Ser X, = X, ser X,

H/Xl -—
i
1 1 1

X, par x, € {L,H}
—./X.— —/X.—
—
X X
2 1

X, par X, =X, par X,
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Schaltalgebra

3: H/X2 .-

g

S

— 0 A H
| ° °
X X X X
1 3 2 3

x, ser (x, par X;) =

(x, ser x, ) par (x, ser x;)

S4: v
O——0—¢@ *—O
X

O—/.—O
X

X, ser V=x,

V: dauernde Verbindung

Digitaltechnik
Grundlagen der Booleschen Algebra

e

X

X 3

x, par (x,ser X;) =
(x, par x, ) ser (x, par x;)

—e U
07‘ J—O = 04./.—0
4/ Xy

X

_/

x,par U=x,
U: dauernde Unterbrechung
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Schaltalgebra

Zwei mogliche Schaltungen mit nur

Offner

o—cUoio
X
1

x;serx; =U

Digitaltechnik

Grundlagen der Booleschen Al%

einem SchlieBer bzw. Offner:

Schliefer
O *—=O
LaHi i L,Hi
y 1
1
1
Reproduktion

X, par x,=V
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» Realisierung einer Addiererstufe fiir eine Binérstelle durch eine
Relaisschaltung

Eingiinge: Summe

ijl Addierer —°
(Summenberechnung) l LH

) Ciy X; Yi
\Jf%/%.{ .

» Eine nicht unbedingt optimale Losung !
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> Uberlegungen und Vergleich mit Verhiltnissen bei Boolescher Algebra
und Huntingtonschen Axiomen zeigt:
» Kontaktschaltungen stellen zuldssige Interpretation dieser Axiome dar
» Kontaktalgebra bzw. Schaltalgebra [Shannon 38]
» Verkniipfungsgebilde Schaltalgebra definiert durch

SA=[{0,1},&,v, ,0,1]

» Dabei entsprechen die Signalzuordnungen {L, H} nun {0,1}, die
Verkniipfungen ser, par und ~ entsprechen den zweistelligen Verkniipfungen
& (Konjunktion), v (Disjunktion) und ~ der einstelligen Verkniipfung
(Negation). Die beiden neutralen Elemente 0 und 1 entsprechen U und V in
den Relaisbetrachtungen.

Symbole fiir die Operatoren der Schaltalgebra nicht eindeutig
Konjunktion: & sowie A oder

vV Vv

Disjunktion: v sowie + oder |
» Negation: ~ sowie — oder
» Zusammenstellung von Regeln auf Basis der schaltalgebraischen Inter-
pretation, die auf die Axiome zuriickgehen oder abgeleitet werden
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(R1)

(R2)

(R3)

(R4)

(R5)

(R6)

(R7)
(R7)

Schaltalgebra

x+0=x

x+1=1

Xty=y+x

(R17)

(R2%)

(R3")

(R4")

(R5)

(R6")

(Hy)+z=xt YD =xty e

(xey)ez=xe(yez)=xeyez

Digitaltechnik

Grundlagen der Booleschen Algebra

xel=x

xe0=0

XoX=X

xox=0

Xoy= yex

(R8)
(R8")

(R9)
(R9)

(R9)
(R9)

(R10)
(R11)

(R12)
(R12)

Schaltalgebra

Xxeyt+txez=xe(y+z)

(xty)e(x+z)=x+tyeoz

xt(xey)=x+y
Xtxey=x

(R11")

XeytXezt+tyez=xey+Xez)

xty)extz)e(y+tz)=(x+ty)e

Identitét
Eins/Nullelement
Idempotenz
Involution
Komplement

Kommutativitét

} Assoziativitit
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} Distributivitit
} De Morgan

Generalisierter
De Morgan

, X + v)=
(R10) xe(x+y) X’y} Absorption

x o (X +y)=x

X+2z)

} Konsensus
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» Dieinden Regeln wiedergegebenen Beziehungen der Schaltalgebra sind
zunidchst Aussage iiber die Gleichheit beider Seiten
» Gleichheit beider Seiten bedeutet, dass fiir alle moglichen Belegungen
der Variablen des schaltalgebraischen Ausdrucks beide Seiten gleich sind
» Die gegebenen Regeln erlauben also die systematische Ersetzung von
Termen in schaltalgebraischen Ausdriicken und deren Umstrukturierung
» Ziel: Vereinfachung des Ausdrucks auf minimal erforderlichen Aufwand
» Die algebraische Umformung ist nur eine Moglichkeit der Minimierung
» Weitere Ziele:
» Ausdriicke in anderer Form darstellen
» Bestimmte Operatoren zu eliminieren bzw. sich bei der Darstellung der
Operatoren auf bestimmte Operatoren zu beschrinken (Technologiebezug)
» Vereinfachungsbeispiel:
Z=X, VX, VX, VX, =X, V(X, VX,) VX,
=X, v1vx, RS
R2

z=1

© Andreas Konig Folie 3-21
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» Weiteres Vereinfachungsbeispiel:

z:(a/\b/\c)v(c_z/\b)v(l;v(c_z/\a)) RS’

=(a/\b/\c)v(c_z/\b)vil;v0’ R1

=(anbac)v(@nbyv(p) R4

=(anbnac)v(anb)vb R11

=(a/\b/\c)vb R11
z=b
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» Umformung in Und-Oder-Form:
z=((avb)rc)yvdv(bnrc) RS
=(anc)v(ibac)vdv(bnac) R3

z=(anc)v(brc)vd

» In Form ohne Oder-Operator bringen:

z=(anb)viendve R4
=(anb)v(cnd)ve ©

_ éinBoispiei: 3
=(anb)v(cnd)ne *

Z=(Cl/\b)/\(C/\d)/\;
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» Und-Verkniipfung (Konjunktion)

Wabhrheitstabelle Gattersymbole

X y z <

0 0 0 y > z DIN (alt)

0 1 0

1 00 1 & z  IEC-Norm

1 1] Y= (IEEE Standard)
X
y :)— z US-Norm (alt)

» 0-Dominanz

» Grossere Und-Verkniipfungen durch Zusammenschaltung bzw. Gatter
mit hoherer Eingangszahl

» Gatterdarstellung abstrahiert zunédchst noch von Umsetzungstechnologie
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Boolesche Elementaroperationen  Grundlagen der Booleschen Algebra

» Oder-Verkniipfung (Disjunktion)

Wabhrheitstabelle Gattersymbole
X y z X
0 0 0 y D z DIN (alt)
0 1 1
Lo X >1 z IEC-Norm
1 1 1 (IEEE Standard)

? D z US-Norm (alt)

» 1-Dominanz
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» Negation

Wabhrheitstabelle Gattersymbole
X z
0 ) X >—— z DIN (alt)
1 0
Xx— 1 p—2z IEC-Norm
(IEEE Standard)

X —[>o— z  US-Norm (alf)

» Bisherige Gatter représentieren die drei Operatoren der Booleschen
Algebra

» Durch die Anwendung der Verkniipfungsregeln konnen Boolesche
Ausdriicke auch durch Kombinationen repréasentiert werden

» Fir diese erweitert sich der entsprechende Gattervorrat
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» EXOR-Verkniipfung (Exklusiv-Oder bzw. Antivalenz)

Wahrheitstabelle
X y z
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Gattersymbole
X ]

@ z
)
X — # z
y —

Ei >—Z
y

» XNOR-Verkniipfung (Aquivalenz)

N

—_ = O O™
—_ O = O |I%
—_— O O

b

X et

y_

= z

DIN (alt)

IEC-Norm
(IEEE Standard)

US-Norm (alt)

DIN (alt)

IEC-Norm
(IEEE Standard)

? D—)Z US-Norm (alt)

Boolesche Elementaroperationen

» NAND-Verkniipfung (Negation-Konjunktion)

‘Wahrheitstabelle

z

—_ = O O™
—_ O = O|%
O = = =

Gattersymbole
X
z
y —
X & p—=z
y —

D
z
y

» NOR-Verkniipfung (Negation-Disjunktion)

N

_— = O O™
—_ O = O
[ R =

X—

z
y—}_
X 2l p—7z
y_

XD—
z
y
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DIN (alt)

IEC-Norm
(IEEE Standard)

US-Norm (alt)

DIN (alt)

IEC-Norm
(IEEE Standard)

US-Norm (alt)
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» Zusammensetzung von Booleschen Ausdriicken unter Verwendung der
eingefiihrten Gattersymbole
System
" Algorithmen .
‘ s Register-Traﬁsfér »
Logik

Systemspezifikation- _ Speicher, CPU
* Subsysteme
Funktionsblocke(ALUs, MUX)

“Gattet, FlipFlops.

Algorithmen
RT-Beschreibung”
Booiesch_é Gleichungeén
' ' - DGL:

Transistoren
N Maske‘nébenq-'
4 (Standard)Zellen

¢ Floorplan/Makrozellen
» Schaltplaneingabe ' :

oder Schematic- .
Entry als konkrete ... 4. JC-Partitionierung/Chip/Board

Entwurfsaktivitit

g Cluste'r/Chip_ o
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» Beispielausdruck:

C,,=BC +AC, +AB

» Schaltplaneingabe in PSPICE:

» Urspriinglich Schaltkreissimulator basierend auf Berkeley SPICE

» Erweiterung um Mixed-Signal-Entwurfsmerkmale

» Damit ist Entwurf und Simulation von Digitalsystemen moglich

» Frei verfiigbar

» Reine Digitalteile werden aufwandsgiinstig (Logiksimulation) simuliert
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» Beispielausdruck:

C,,=BC +AC, +AB

» Schaltplaneingabe in PSPICE:

B & X A ' L
8 =1 ¥

Cin e 8o . = Cout

oz T
A 1 alr
Cin |

O3a
A e
B 1 TR

© Andreas Konig Folie 3-31
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» Simulation des Gatternetzwerkes (Logiksimulation/Timing-Simulation)

System

e — -Struktur
Verhalten " Algorithmen .

- Register-TranSfer' .

Systemspezifikation  Speicher, CPU
Algorithmen LOgi_k » Subsysteme
RT-Beschréibung” = “Funktionsblocke(ALUs, MUX)
/ Simulation

Boolsche‘.:Gleichungeﬁ‘

“Gattet, FlipFlops,
DGL$ |

Transistoren

e Maskenebene-‘:

o -(Standa;d}Zéllen’

= Ioérpl‘ztn/Malérozcllén
— »-Clu’st’ér/C‘hip,m g

&..1C-Pattitionierung/Chip/Board

Geometrie
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» Logiksimulation des einfachen Digitalteils fiir gesamte Wahrheitstabelle:

014
OSTM f
8 DE8,
B & | a o7a,
¥ &
8 =1
B 8 =1
8
)

T
i
ST i a D8
EiN ks & I

TR
e /%} o
S

TH3 :pin1
TH2 zpin1
TH4:zpin1

D7AcY

.

© Andreas Konig Folie 3-33

Digitaltechnik

Schaltfunktionen Grundlagen der Booleschen Algebra

» Entwicklung der Schaltalgebra als theoretisches Handwerkszeug fiir die
formale Entwicklung von binédren Digitalschaltungen (Schaltwerken)

» Eine solche Schaltfunktion gibt eine Beschreibung einer gewiinschten
Abbildung durch das Ein-/Ausgangsverhalten ohne sich dabei beziiglich
der Innenstruktur (Realisierungsform) festzulegen

Schaltungseingéinge

Schaltungsausgéinge

X0

X, 0— .
X=(Xp oo X5 X;) 2 Schaltfunktion

nx1

» Die Funktionsbeziehung wird ausgedriickt durch:

» Fiir Funktionen mit mehreren Ausgangsgrofien
(Funktionsbiindel) gilt:

o y=f(X,, «oes X5, X)

Y=(Y 9 oo Y20 Y1)
m21

L 0 Ym=8(Xy v X5 X)

f:{0,1}" ——{0,1}

S0 ——{0,1}"
» Fiir den Eingangsvektor X gibt es |{0,1}"=2" verschiedene Belegungen
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» Darstellungsmoglichkeiten einer Schaltfunktion: Dualzabl P BeD
> ) X,XX,X, seudotetrade
+ Algebraische Darstellung (Schaltalgebraische
Darstellung) 0000 0
* Funktionstabelle 0001 0
* Darstellung durch Graphen (Binary Decision 0010 0
Diagrams, BDDs) 001t 0
* Graphische Darstellung durch Tafeln (Karnaugh- 0100 0
Veitch- bzw. Symmetriediagramme) 0101 0
L . . 0110 0
» Beispiel einer Funktionstabelle fiir den Fall der YET] "
Erkennung einer Pseudotetrade bei der 000 p
Darstellung von BCD-Zahlen: o0l 0
» Schreibweise: f(x;x,x,x,), z.B. f(1,0,1,0)=1 1010 1
» Erkennbar: exponentielles Wachstum der Tabelle 1011 1
mit entsprechendem Darstellungsproblem 1100 !
1101 1
1110 1
1111 1
© Andreas Konig Folie 3-35
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> Erweiterung der Darstellung der Schaltfunktion in | D€z | X,X3%,%, f
der Tabelle um dezimale Notation oder 0 0000 0
Indizierung der moglichen Wertekombinationen 1 0001 0
der Eingangsvariablen 2 0010 0
» Mogliche Reprisentation der Funktion durch die 3 oot 0
Menge aller Wertekombinationen mit f=1 4 0100 0
(Einsstellenmenge) 5 0101 0
6 0110 0
£={10,11,12,13,14,15} ! o )
8 1000 0
. 9 1001 0
» Entsprechend Reprasentation durch Nullstellen- 10 010 1
menge: 1 011 .
12 1100 1
f:{0913233a49596375899} 13 1101 1
14 1110 1
15 1111 1
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» Graphische Darstellung durch Tafeln (Karnaugh-
Veitch- bzw. Symmetrie-Diagramme)
KV-Diagramm fiir

» Intuitiverer Zugang fiir die manuelle Représen-
zwei Variablen

tation und Minimierung von Schaltfunktionen

» Auch hier: exponentielles Wachstum der Tafel 2
mit entsprechendem Darstellungsproblem 01
» Praktisch geeignet fiir Variablenzahl n<=6 vil 2|3
» Beispiel anhand der Und-Funktion:
Wahrheitstabelle KV-Diagramm mit Funktionswerten
X y z
X
0 0 0
0 1 0 010
1 oo Lot
1 1 1
© Andreas Konig Folie 3-37
i Digitaltechnik
Schaltfunktionen Grundlagen der Booleschen Algebra
» Beispiel mit n=4 fiir BCD-Pseudotetraden- T
R Dez. | x,x3%,x,
detektion:
0 0000 0
1 0001 0
2 0010 0
X
3 0011 0
4 0100 0
1 5 4 5 0101 0
6 0110 0
3 7 6 7 0111 0
X, 8 1000 0
10 11 15 14 9 1001 0
X, 10 1010 1
9 1 3 1 2 11 1011 1
12 1100 1
X, 13 1101 1
. X 14 1110 1
Symmetriediagramm 15 1111 1
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> Beispiel mit n=4 fiir BCD-Pseudotetraden- Doz | x xxx P
detektion: ]
0 0000 0
1 0001 0
2 0010 0
X3
3 0011 0
O 4 1 2 8 4 0100 0
5 0101 0
6 0110 0
1 5 1 3 9 7 0111 0
8 1000 0
7 15111 9 1001 0
X, 10 1010 1
2 6 1 4 10 11 1011 1
12 1100 1
X, 13 1101 1
. 14 1110 1
KV-Diagramm
* Im folgenden wird die Notation der Symmetriediagramme verwendet! 15 1t !
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» Beispiel mit n=4 fiir BCD-Pseudotetraden- T
. Dez. | x,x3%,x,
detektion:
0 0000 0
1 0001 0
X, X X3 2 0010 0
X,X, 00 01 11 10 3 0011 0
4 0100 0
oo () 4 11218 5 0101 0
6 0110 0
o1l | 5 13 9 7 0111 0
X, 8 1000 0
| 3 7115111 9 1001 0
X, 10 1010 1
ol 2] 6 [14]10 T AT
12 1100 1
X, 13 1101 1
Alternative KV-Diagrammbeschriftung :: : : :(: :
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» Im KV-Diagramm &ndert sich beim Wechsel von Dez. | x xxx p
einem Feld zum nichsten immer nur eine . : 40 z 020 1 .
Variable ! ; voo1 .

X 2 0010 0
L 3 0011 0
4 0100 0
O O % O 5 0101 0
6 0110 0
0 | 042000 e T
X, iy ] 1000 0
( 1 I 1 9 1001 0
X, 10 1010 1
11 1011 1
to O 1 1 J 12 1100 1
X3 13 1101 1
14 1110 1
15 1111 1
© Andreas Konig Folie 3-41
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» Auch beim Wechsel von einem Randfeld zum néchsten dndert sich im
KV-Diagramm immer nur eine Variable !
X, Xy
0101]O0 0/0[0/0
01010 0/0[0/0
XZ X2 \
HERRRE R L)
X4 X4
00 1<;:.
oo ia oo il
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» Konstruktion von KV- bzw. Symmetriediagrammen mit wachsendem n

Xy

N

X3

© Andreas Konig Folie 3-43

\%| N
0 01 \
=, J H1
n= n=1
V2
X
01 0
aff 213 (] 2
n=2 ~v n=3
Schaltfunktionen
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» Konstruktion von KV-Diagrammen mit wachsendem n

n=

H2

X,

n=

© Andreas Konig Folie 3-44
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» Konstruktion von KV-Diagrammen mit wachsendem n

1{514]20(21]17]|16
317 6122(23]19]|18
10111514130 |31(27 |26
819 13]12]28[29|25|24

Xy

L)H3

n=5 Xs

\ © Andreas Konig Folie 3-45 /
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X X

1{514]20(21]17|16
317 6122(23]19]|18
10111514130 |31(27 |26
819 (13]12]28[29|25|24
n=6 4014145144160 | 61|57 |56
4214314746162 |63 |59 |58
34135139 |38]54|55|51|50

\ 32133(37|36|52|53|49| 48| ==

bY)

Xy

X6
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» Typen von Schaltfunktionen fiir gegebenes n
01 ——{0.;

» Obere Grenze fiir die Zahl moglicher Funktionen:

MF =2
> Beispiel: n=0 MF=2
n=1 MF=4
n=2 MF=16

=3 MF=256

n=10 MF=2102

» Fiir n=0 nur Konstante 0 und 1, fiir n=2 zwei Konstante Funktionen, eine
Reproduktion und eine Negation
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» Darstellung moglicher Funktionen fiir n=2 (MF=16!)

X, Xy Yo Y2 | Y3 |Ya|Ys|Ye | Y7 |¥s|Yo|Yuo|¥Yuu|Yuiz|Yi3|Yia|Yi5| Y16
00 oOof1(10]J1]0|1[O0O|1]0]1 0 1 0 1 0 1
01 ofof|1|1j]0j0f(1(1]0]0O0 1 1 010 1 1
10 ojofofof1|1{1r{1foy0f(o0]O 1 1 1 1
11 OjO0fO0OlO|O|O]O]O|T1]1 1 1 1 1 1 1

E|E| #|E|~|B|E|E |y g 2ls
Z| 2B |58 |EIE | & g 515

HEIEEIHEE E R R R

ZIE 1B IEBIEIEl | B | 2|5

~1= ‘ » ‘ 2|2 | £ £12

2| b & D 2

=] = = g

» Hilfte der Fkt. Nur Negation der anderen Hilfte, zwei Konst., vier hdngen
nur von einer Variablen (direkt/negiert) ab, Operatoren Schaltalgebra !

» Anschluss der Schaltfunktionen an axiomatisches Gebdude
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Hauptsatz der Schaltalgebra

» Veranschaulichung der Wirkung von Konjunktion und Disjunktion im KV-

Diagramm fiir wachsendes n:
V=X AX,
X

n=2 00
1

X,

V=X AX, AX,

Xy

n=3

0

Digitaltechnik
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Y=X VX,
Xy

01
1

X,

V=X VX, VX,

O] 1]1/1

X3
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» Veranschaulichung der Wirkung von Konjunktion und Disjunktion im KV-

Diagramm fiir wachsendes n:
V=X AXy AX3AX,

n=
Xy

>
S| o | O O
S| o | O O
S|l — | O O
S| o | O O

X3

V=X, VX, VX3 VX,

Xy

X,

el e e )
el e e
p— [ | |
el e e

X3
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» Erkennbar lésst sich fiir beliebiges n iiber Konjunktion bzw. Disjunktion und eine
entsprechende Belegung eine ein Funktionswert konstruieren

Konjunktion (1,1,1,....,1)
Disjunktion (0,0,0.....,0)

A\

Ausgangsbasis flir Bauprinzip beliebiger Schaltfunktionen
» Anlehnung an den Begriff der Reihenentwicklung bzw. der ndherungsweisen
oder exakten Darstellungen von Funktionen durch gewichtete Zusammenfassung

von Basisfunktionen: v

Y =f(x)= 4Dy (x) + Ab,(x) +...+ Ay by (x) = Z A4.b, (x)
k=0
» Besonders giinstig sind Basisfunktionen die zueinander orthogonal sind:

b ()b, (x)=0 ¥V k=l

© Andreas Konig Folie 3-51
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» Lassen sich nun beliebige Schaltfunktionen mit geeigneten Basisfunktionen
und Koeffizienten nach gleichem Bauschema darstellen ?

» Besondere Randbedingungen: Bindre Funktionswerte und endliche
Belegungsmengen !

» Problem: Bislang kann durch die Konjunktion nur fiir die Belegungn
(1,1,1,....,1) und fiir die Disjunktion fiir die Belegung (0,0,0.,....,0) eine 1 bzw.
eine 0 vorgeschrieben werden

X
Belegung (0,0,0) -
"0 1|11
| Belegung (1,1,1)
—
“@ff1 111071
X3

» Damit miusste ein Term erzeugt werden mit: - —= —=
8 Y=X VX, VX
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» Entsprechend gilt flir die Disjunktion:

*1 1010
[0 ] 0| 17

X3
> Damit miisste ein Term erzeugt werden mit: y= )_Cl A fz A f3

Belegung (0,0,0)

Belegung (1,1,1)

» In allgemeiner Schreibweise fiir die beliebige Platzierung einer 1 im KV-

Diagramm wird notiert [Lipp 99]: . . .
g [Lipp 9] V=X ANXy N Xy

» Dahinter steht die Konvention fiir eine 1 in der gewlinschten Belegung die
Variable X, einzusetzen, fiir eine 0 die invertierte Variable X;

© Andreas Konig Folie 3-53
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» Vom konkreten Beispiel fiir drei Variablen lasst sich der gefundene
Zusammenhang fiir die Konjunktion auf n Variable verallgemeinern:

x fir 1
x fir 0

V=X, AX, | A AX X=

» Entsprechend folgt fiir die Disjunktion aus Griinden der Dualitt:

x fir 1
x fir O

y=X VX V..VX X=
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» Auf Grund ihrer zentralen Bedeutung zur Beschreibung Boolescher Funktionen

haben diese speziellen Funktionen aus n Variablen die folgenden Namen
erhalten:

m, =X, NX, | A AKX Minterm(funktion)
M j = xn \Y4 jén—l V...V ).Cll Maxterm(funktion)

> Es gilt fiir Minterme und Maxterme allgemein:
. . n
m; v m, =0 M, vM,=1 j#k,0<j,k<2"-1
m, =M, M, =m,

mj/\Mj =0 mijj =1

» Damit stehen also orthogonale Basisfunktionen zur Verfiigung !
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» Veranschaulichung fiir n=2:

My =X, ANX;, M =X, ANX; My, =X, AX, My =X, AX,

M,y=x,vx M,=x,vx, M,=Xx,vx, M;=X,AX

My AM; =X, AX;AX, AX; =X, AX;AX, =0

MyvM, =x,vx,vx,vXx, =x,vxVvx =1

» Damit ist die Orthogonalitit der Minterme bzw. Maxterme offensichtlich
» Grundlage fiir das Zusammensetzen einer beliebigen Funktion
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» Darstellung einer (trivialen) Funktion aus Mintermen:

Y=myNvmNm, N m,Nm, N msVmgNm,| o x; X, X | Jo
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
rjo|1|ojo|o]O0]O0]|O0O]O0]oO0]|1]1
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 2
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 3
rj{ojojojo|1]O0]|]O0O]|O0O]|1]O0]|O0]4
1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 5
1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 6
rfojojofo0o|O0 |00 ]| 1 [1|1[1]7

» Greift man nun die Idee der Reihenentwicklung wieder auf, so konnte man fiir eine
nichttriviale Funktion jeden Minterm mit einem Faktor A; gewichten, mit

4. €101}

© Andreas Konig Folie 3-57

Digitaltechnik
Hauptsatz der Schaltalgebra Grundlagen der Booleschen Algebra

» Damit werden die Basisfunktionen gezielt ein- bzw. ausgeschaltet, um die gewiinschte
Funktion zusammenzusetzen:

y=myNvm N m, NV my NV m, NV ms N gV m, Xy X, X Jo
Ay | Ayl OOl OO oO OO |O|O|O0O]|oO
A lolalololo]lololo|lo o0 ]| 1|1
A, 0 0| A | O 0 0 0 0 0 1 0 2
A 0 0 0| A | O 0 0 0 0 1 1 3
A, 0 0 0 0 | A, | O 0 0 1 0 0 4
A, 0 0 0 0 0 | A; | O 0 1 0 1 5
Ac Ol OO0 o0 OO0 A O |1 |[1|O0]|6®6
Aloflolololo]o|o|A |1 |1 ]1]|7
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» Beschreibt nun f; den Funktionswert der gewiinschten Funktion y fiir die
Belegung j, so ist mit gegebenem Schema jede beliebige Funktion darstellbar
(A=£):

y=U ~"m, IV, Am, V..V (fy Aam) v (fy Amg)

» Dies lasst sich kompakter schreiben als:
2" -1

Y= \_/(fj/\mj)

» Dieser Ausdruck wird als die Disjunktive Normalform (DNF) einer
Schaltfunktion bezeichnet

» Diese Form der Darstellung wird auch als kanonisch bezeichnet

© Andreas Konig Folie 3-59

Digitaltechnik
Hauptsatz der Schaltalgebra Grundlagen der Booleschen Algebra

» Entsprechend gilt nun dual:

y:(fzu\/Mzu)/\(ftzVMztz)/\“'/\(fl vM)IAN(fyv M)

» Dies lasst sich entsprechend wieder kompakter schreiben als:
2" -1

y= AU VM)

» Dieser Ausdruck wird als die konjunktive Normalform (KNF) einer
Schaltfunktion bezeichnet

» Diese Form der Darstellung wird ebenso als kanonisch bezeichnet
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» Veranschaulichung der Funktionsdarstellung durch DNF und KNF

» Detektion einer Pseudotetrade fiir BCD-Darstellung:
X

DNF:

V= X,X50,X VXXX, X,

V X X3 X,X, VX XX,

0
0
1

X, V X, X3X,X, VXXX, X,

S| O O
_— o O OO
—_ | | O

0

% KNF:
V=X, VX VX, VX)A(X, VX VX, VX)) A(X, VX VX, VX))

AX VXV, VI)A(X, VX VX, V) A, VX VX, VX))

AX, VIV, VX)AX, VX VX, VX)) A, VX VX, VX))

A (X, VX VX, VX))
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» Damit kann nun der Hauptsatz der Schaltalgebra formuliert werden:

Satz 3.3: Jede beliebige Schaltfunktion y=f(x,,...,X,) ldsst sich als Disjunktion
von Mintermen [Konjunktion von Maxtermen] eindeutig darstellen. In der
Disjunktion [Konjunktion] treten genau diejenigen Minterme [Maxterme] auf,
die zu den Einstellen [Nullstellen] der Schaltfunktion gehdren.

» Damit liegt das Riistzeug vor, beliebige Schaltfunktion eindeutig zu
beschreiben und in Gatternetze fiir Anwendungen umzusetzen

» Allerdings sagt die Eindeutigkeit der Beschreibung noch nichts iiber ihre
Optimalitit aus

» Fir die technische Realisierung von Schaltfunktionen ist aus technisch und
wirtschaftlichen Randbedingungen intuitiv klar, dass eine
Aufwandsminimierung im Entwurf erforderlich ist

EinBeispiel: 3 3

» Dies ist Gegenstand folgender Kapitel !
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» Zusammenfassende Darstellung der eingefiihrten Begriffe und ihrer

Beziehungen:
) x; wenn x;=1
Index i x ; wenn x,=0
/ j= ixi/ 2™ \
i=1
Minterm I Maxterm
"1/‘:/”\)'6:’/ v M/:\/;l/
i=1 i=1
=X, AKX AN Belegung N =%, vi_,v..v¥,
X, :(x,uv,...,xzj,xl/)
Bsp.: (0,...,1,0)
A 4 A A,
DN Funktionstabelle KNF
271 . 2"
f= vo(fj/\m,) FAX LN = (X)) f=AUvM))
J= j=0
© Andreas Konig Folie 3-63
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A\

Die Aussagen zur DNF und KNF sowie dem Hauptsatz der Schaltalgebra
selbst zeigen, dass mit den drei Grundverkniipfungen (Operatoren)
Konjunktion, Disjunktion und Negation jede beliebige Schaltfunktion
eindeutig dargestellt werden kann

A\

Daher wird [&,+,"] als Basissystem der Schaltalgebra bezeichnet. (Oft wird in
diesem Zusammenhang auch von Vollstdndigkeit gesprochen)

» Aus praktischen Griinden stellt sich die Frage, ob es Basissysteme gibt, die mit
weniger (anderen) Operatoren gleiche Eigenschaften zur Realisierung
beliebiger Schaltfunktionen liefern ?

» Unter Nutzung der Regeln R9/R9" (De Morgan) lésst sich zeigen:

X, VX, =X, A X bZW. Xy NX; =X, VX
» Mittels der Negation kann also +[&] durch &[+] ersetzt werden
» Damit sind [&, ] bzw. [+,"] ebenfalls Basissysteme
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» Geht man direkt von der DNF bzw. KNF aus:

2"-1 2"-1

y=y\ (f;Am)) y=AU;vM))
=0 =0
so lasst sich dies schrittweise tiberfiihren

2"-1 2"-1

y=y=v (f;Am,) y=y=af,vM))
j=0 j=0

»a »a
y=afAm)) y=v (f;vM))

J=0 Jj=0

o e
y:/\(fjvmj) y:\/(f]/\M])

j=0 j=0
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» Beriicksichtigt man noch, dass bei der DNF nur Minterme mit £=1 und bei der
KNF Maxterme mit f; =0 in der Funktionsdarstellung beitragen so ist fur diese
Belegungen j

f,=0 f =1

fjvmj:mj AM. =M.
und man kiirzer schreiben

y:/\m_j‘szl y:VE‘fj:O

> Konsequenz: negierte Konjunktion (NAND) bzw. negierte Disjunktion (NOR)
geniigen ebenfalls zur Darstellung beliebiger Funktion

» [&] bzw. [+] sind damit Basissysteme
» Weitere Basissysteme: [&, #, 1] bzw. folgende Tabelle
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» Zusammenstellung relevanter Basissysteme:
Zahl der Namen Zeichen Darstellung Darstellung von
Operatoren mit UND,
ODER,NICHT a’ a&b atb
3 NICHT y=a’ - a’ - -
UND y=a&b - y=a&b -
ODER y=a+b - - y=a+b
2 NICHT y=a’ - a’ - avb=avh
UND y=a&b - y=a&b —anb
2 NICHT y=a’ - a’ anb=anb -
ODER y=a+b - =avh y=atb
2 UND y=a&b y=a&b az=l y=a&b
Antivalenz | y=a=b y=aAsbvanb ) a®b®(anb)
1 NAND | y=a&b y=anb a&a  |gnb= anb=
=avb & |(@Ab)A @A) (@A) R (bAD)
1 NOR y:a:—b y=avb ata avb=avb=| avb=avh=
—anb 0ta | (avav(bvb) | (avb)viavh)
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» Veranschaulichung in Gatterdarstellung:

UND ODER NICHT
NAND-Realisierung: A |
A—t ) & 0——‘ )
oA DA = 7400 Al ] Al \
A | & P 4 & o D __B f:m - Ai._i| '-?:n .
B & 7400 = 7400 B_’ & L_| - —

NOR-Realisierung:

A 1 R =1 | , DA A D124 D134
R T2t P 2 AT |21 P
o _ |—'— 02 B e — 702 “— w02
B |21 p
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» Die folgende Schaltfunktion soll in eine reine NAND-Darstellung
umgeformt werden:

C,.=BC,vAC, v AB

=BC, v AC, v AB=BC, A AC, r AB
=(BAC,) A(AAC,) A(AAB) = (BAC,)A(AAC, )A(ANB)

D24,

& I
B
in 7400
D34 DA
A A ‘ A
&. I : & . Coul
Cin 2 7400 7410
D4A
A e &
B 2 T400
© Andreas Konig Folie 3-69
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» Die folgende Schaltfunktion soll in eine reine NOR-Darstellung umgeformt
werden:

C,.=BC,vAC, v AB

=BC, v AC, v AB=BC, A AC, A AB
= (Ev C_m)/\ (Z v C_m)/\ (Z Y E): (BvCl.n )v (Ava )v (AVB)

_[Bv, Mave, ) (avB)

AT

B - ¥
>1
el B
Cin' — 7402
DEA DBA DIA
- A . ) . al
A - — ¥ ;— ¥ ~ Y Coul
>1 o 21 P11 P
=) B — B|
Cin T T402 | 7427 T 7402
D7A
—_— AT
A ¥
=1
B &

T402
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» DNF und KNF bieten universelles Bauschema, aus dem Einstellenmenge
bzw. Nullstellenmenge unmittelbar hervorgehen

» Haiufig liegen jedoch schaltalgebraische Ausdriicke vor, die keiner
Normalform entsprechen

> Beispielsweise zur Konstruktion der Einstellen- bzw. Nullstellenmenge
kann eine Auswertung des Ausdrucks und Uberfiihrung in eine Normal-
formdarstellung niitzlich sein

» Auswertung des Ausdrucks fiir jede Belegung ist zwar ein prinzipieller
Weg, aber weder elegant noch effizient

> Ausweg: Eine geeignete, effiziente Umformung des Ausdrucks mittels des
sogenannten Entwicklungssatzes der Schaltalgebra (auch Boolescher oder
Shannonscher Entwicklungssatz genannt)

» Idee: Entwicklung der Funktion nach einer ausgewahlten Variablen und
zwei Restfunktionen, die von dieser Variablen unabhingig sind:

f=x-fovxf;
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Y

Die beiden Restfunktionen fx , fx heiBen auch Kofaktoren von f bzgl. x

» Sie werden dadurch bestimmt, dass x in f konstant auf entweder 0 oder 1
gesetzt wird

» Der Entwicklungssatz lautet nun allgemein:

Satz 3.4: Jede Boolesche Funktion lésst sich nach jeder Ihrer Variablen wie
folgt in zwei zueinander dualen Formen entwickeln:

f(xn,...,xi,...,xl)=[xl. /\f(xn,...,l,...,xl)]v[x_,./\f(xn,...,O,...,xl)]
=[x,./\f|xi =1]v[x_,./\f|xi =O]

bzw.

f(xn,...,xi,...,xl)=[xl.vf(xn,...,O,...,xl)]/\[;ivf(xn,...,l,...,xl)]
=[xivf|xi=0]/\[;ivf|xi=l]
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» Veranschaulichung im KV-Diagramm:

=X VXix2 VXX,

» Entwicklung nach x,:
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» Realisierung durch eine spezielle Schaltung:

D34
A 1 ¥ B A
' 7408 ¥
=1 f X
7404 B
f D24 7432
A
T Y
X3 &
B

a b

2:1 Multiplexer
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» Bestimmung der Kofaktoren durch Einsetzen der Konstanten 0 bzw. 1 und
Vereinfachung der resultierenden Terme

{11 ]1]o0

=x, vVx3ilvuxl — —
fo WM % S =x,00 v X)) VX, (x vx;)

Sfo, =xvOvx, =x v,

_ X,
f—=x,vx;0vx,0 A
V:xl\/gg X VX3 X VX,

X2
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Entwicklungssatz der Schaltalgebra Grundlagen der Booleschen Algebra

~

» Die Entwicklung kann sukzessive nach mehreren oder allen Variablen
durchgefiihrt werden

» Im letzteren Fall ist dann keine der Restfunktionen mehr von einer
Variablen abhéngig, d.h. die Kofaktoren sind Konstante (0 oder 1)

» Diese Kofaktoren entsprechen den Funktionswerten fiir eine jeweilige
Belegung, die sonst durch sukzessives Einsetzen bestimmt worden wiren

> Beispiel fiir eine Funktion y=f(x,,x,) von zwei Variablen fiir die die DNF
bestimmt werden soll:

y= f(xz,xl) =X A f(xz,l) \Y% x_1 A f(xz,()) Entwicklung nach x,
=X, A [xl A f(l,]) \V )c_1 A f(],())]\/ Entwicklung nach x,

3 Ay A OV A £(0.0)]

» Unter Einsatz des Assoziativ- und Distributivgesetzes umformen
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Entwicklungssatz der Schaltalgebra Grundlagen der Booleschen Algebra

» Aus Umformung erhdlt man:

y=f ) =5 A% A L)V X Ax A fLO)V
x, Ax, A fO01) VX, Ax, A £(0,0)
=my A fyvmy A fovmy A f,vm A f

3
=vmAS;
Jj=0
» Damit resultiert aus der Entwicklung die DNF

» Damit Terme nach fallendem Index j geordnet entstehen, Entwicklung von
der mit niedrigstem zu der mit hdchstem Index indizierten Variablen

» Istrasche Vereinfachung der Kofaktoren gewiinscht, Entwicklungs-
reihenfolge durch Auftrittshdufigkeiten der Variablen bestimmen

Ein Beispiel: 3 . 5
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Unvollstindig definierte Funktionen  Grundlagen der Booleschen Algebra

» Die bisherige Betrachtung von Schaltfunktionen muss noch um einen
praktischen Aspekt erweitert werden

» Bislang wurde fiir jede mogliche Belegung ein Funktionswert
vorgeschrieben

» Eine solche Schaltfunktion heiBt vollstindig (definiert), wenn fiir alle
Belegungen X; ein Funktionswert f, € {0,1% fest zugeordnet wird

» In technischen Anwendungen werden haufig nicht alle Belegungen
ausgenutzt und somit nicht alle méglichen Funktionswerte spezifiziert !

» Entsprechend heif3it eine solche Schaltfunktion unvollstindig (definiert),
wenn es mindestens eine Belegungen X; gibt, fiir die keine Zuordnung zu
einem Funktionswert [ € {0,1} besteht

» Diese nicht spezifizierten Funktionswerte werden mit d fiir don’t care
gekennzeichnet.

» Damit ergibt sich zur Nullstellen- und Einstellenmenge einer Funktion eine
dritte Menge, die hier als d-Stellenmenge bezeichnet wird
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Unvollstindig definierte Funktionen  Grundlagen der Booleschen Algebra

» Veranschaulichung fiir das Beispiel Dez. | XXX, f
der Parity-Berechnung fiir BCD- ( 0 0000 0
Ziffern 1 0001 1

» Fiir Pseudotetraden braucht keine 2 0010 1
Parity-Berechnung durchgefiihrt 3 0011 0
werden bzw. das Ergebnis ist oy 4 0100 !
irrelevant oder d rd 5 0101 0

— 6 0110 0

» Erlaubte und vorkommende ~ . T ]
Kombinationen 3 1000 )

» Erkennbar sind die drei Mengen \ 9 1001 0
paarweise disjunkt | w0 1010 d

» Thre Summe ist 1! u 1011 d

. . . 12 1100 d

» Die dritte Menge ist als Komplement

. 13 1101 d
der Summe der beiden anderen
. 14 1110 d
Mengen bestimmbar
15 1111 d
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Unvollstindig definierte Funktionen  Grundlagen der Booleschen Algebra

> Dars.tell.ung einer un.volllstandlg Dez. | XXX, f
spezifizierten Funktion im KV- 5 000 0
Diagramm:

1 0001 1
2 0010 1

X
3 0011 0
0 1 0 1 4 0100 1
5 0101 0
6 0110 0
1 O 1 O 7 0111 1
X 8 1000 1
d d d d 9 1001 0
X, 10 1010 d
1 O d d 11 1011 d
12 1100 d
% 13 1101 d
14 1110 d
15 1111 d
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Unvollstindig definierte Funktionen  Grundlagen der Booleschen Algebra

» Die vorliegenden d-Werte konnen nun nach praktischen Erwdgungen im
Entwurf der Einsstellen- bzw. Nullstellenmenge zugeschlagen werden

» Fiir n vorliegende d-Stellen gibt es also 2" Moglichkeiten der Bildung einer
vollstdndig definierten Funktion

Xy Xy

Xy

X4

-]
oo O =
S| O O =
(S
O | = O
(S
el e )

X3 X3
Variante 1 von 64 Variante 64 von 64
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Unvollstindig definierte Funktionen  Grundlagen der Booleschen Algebra

» Bei der Zuordnung der d-Werte werden praktischen Erwégungen der
Zusammenfassung von Belegungen im KV-Diagramm bzw. allgemeine
Minimierungsrandbedingung zur Auswahl einer der moglichen Varianten
fiihren:

Xy

X3

» Beschreibung mit geringerem Aufwand durch Zusammenfassung !
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Negative Logik Grundlagen der Booleschen Algebra

» Bislang wurde implizit von der Verwendung einer positiven Logik
ausgegangen, d.h. den elektrischen Spannungswerten L und H wurden als

Konvention die logischen Werte 0 und 1 zugeordnet:

Wabhrheitstabelle mit
Spannungswerten H und L Positive Logik Negative Logik
x y | z x y | z x y |z
L L L 0 0 0 1 1 1
L H L 0 0 1 0 1
H L L 1 0 0 0 1 1
H H H 1 1 1 0 0 0
F z X & |—=z X >1 z
Yy — Yy —

» Sogenannte low-aktive Aus- bzw. Eingidnge (NMI) bedingen negative Logik
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Negative Logik Grundlagen der Booleschen Algebra

> Durch die gegebene Dualitit vertauscht der Ubergang von positiver zu
negativer Logik die Rolle von Und- und Oder-Operation

» Ebenso wird aus der NOR-Operation bei positiver Logik eine NAND-
Operation bei negativer Logik

‘Wahrheitstabelle mit

Spannungswerten H und L Positive Logik Negative Logik
X y Z X y z X y z
L L | H 0 0 1 1 1 0
L HIJ|L 0 1 0 0 1
H L |L 1 0 0 1 1
H HJ|L 1 1 0 0 1
X F z X 2l p—7z X & p—z
Yy — y —

> Der Ubergang von high zu low-aktiv bzw. von positiver zu negativer Logik

eines Aus- bzw. Eingangs erfordert eine entsprechende Negation
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Negative Logik

Der gemischte Entwurf mit positiver und negativer Logik ist fehleranfillig

aber nicht immer zu vermeiden

Mittels einer Notation bzw. Konvention kann das Fehlerrisiko im Entwurf

reduziert werden

Dabei wird die Schaltfunktion weiterhin durch durch positive Logik
beschrieben und Ein- bzw. Ausginge, die low-aktiv sein sollen explizit durch
ein Negationssymbol (Bubble) gekennzeichnet und negiert werden

Beispiel Parkhaus:

Einfahrts-
anforderung
(high-aktiv)

Positive Logik

Schranke
& offnen
(high-aktiv)

Parkplatz high-aktiv

verfiigbar
(high-aktiv)

Digitaltechnik
Grundlagen der Booleschen Algebra

Einfahrts-
anforderung
(low-aktiv)

Negative Logik

Schranke
21 offnen
(low-aktiv)

Parkplatz low-aktiv

verfiigbar
(low-aktiv)

© Andreas Konig Folie 3-85

Negative Logik

> Fortsetzung des Beispiels Parkhaus:

Einfahrts-
Z‘(‘)ﬁ":lftr_“;’g Notationsverletzung
W=, v
(Bubble Mismatch)

W Schranke
21 ——Qq éffnen

(low-aktiv)
Parkplatz

verfiigbar

AvB=AvB=AAB

(low-aktiv)

Ein- bzw. Ausginge negativer Logik werden durch Bubbles gekennzeichnet

Sie miissen negiert werden, damit die Gatterlogik der Schaltfunktion in
positiver Logik ausgefiihrt werden kann (Bubble Match)

Digitaltechnik
Grundlagen der Booleschen Algebra

Einfahrts-
anforderung
(low-aktiv)

Korrekte Notation
(Bubble Match)

L. j\
Schranke

& b——0 offnen
) (low-aktiv)
AN
Parkplatz Steht stellvertretend
verfiighbar fiir (komplexe)
(low-aktiv) Schaltfunktion

» Notation ist Hilfsmittel ! (Minimalere Losungen moglich)
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Digitaltechnik

Weitere Beschreibungsformen Grundlagen der Booleschen Algebra

Zusétzlich zu den bislang betrachteten Darstellungsformen von
Booleschen Funktion sollen im folgenden zwei weitere Moglichkeiten
kurz aufgezeigt werden

Problem bisheriger Darstellungen:

» Schlechte Eignung zur Verarbeitung in Rechnern

* Mangelnde Effizienz der Darstellung
Exponentieller Aufwand bei der Darstellung von Funktionen
Effizienzproblem bei Anwendung von Operationen
Besonders wichtig fiir rechnergestiitzten Entwurf groferer Funktionen
Zwei relevante Darstellungsformen:

» Boolesche Wiirfel

» Binary Decision Diagrams
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Boolesche Wiirfel Grundlagen der Booleschen Algebra

Ublicherweise versteht man unter einem Wiirfel ein solides Objekt mit
sechs quadratischen Seitenflichen und acht Ecken

Dieses Modell kann auf andere Dimensionen verallgemeinert werden

Ein nulldimensionaler Wiirfel ist ein Punkt

Ein eindimensionaler Wiirfel ist eine Linie mit zwei Ecken

Ein zweidimensionaler Wiirfel ist eine Fliche mit vier Ecken

Bei Dimensionen groBer als drei wird von einem Hyperwiirfel gesprochen
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Boolesche Wiirfel Grundlagen der Booleschen Algebra

» Beispiel eines Hyperwiirfels fiir vier Dimensionen:

0011 0111

(@,
0000 X 0100

» Ein Wiirfel dient zur Darstellung eines Produktterms

» Entsprechend der vorgegebenen Zuordnung werden die entsprechenden
Ecken des Wiirfels gefiillt (f=1) oder ungefiillt (f=0) dargestellt:

f(1,1,1)=1
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Boolesche Wiirfel Grundlagen der Booleschen Algebra

» Korrespondenz der Wiirfeldarstellung zum KV-Diagramm:

C,.,=BC +AC, +AB

bzw.

Y = XX + Xy X3 + X5 X,

010 110 O O 1 O

X | x X
) 00 101 : O 1 1

000 X3 100 -

© Andreas Konig Folie 3-90



. Digitaltechnik
Boolesche Wiirfel Grundlagen der Booleschen Algebra

» Belegungskorrespondenz in Wiirfeldarstellung bzw. im KV-Diagramm:

C,,=BC +AC, + AB

bzw.

Y = XX + Xy X3 + Xy Xy

010~ |0 /’ |

X, | x, \ 1] X,
00 101
000 %3100 X,
© Andreas Konig Folie 3-91
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» Demnach entspricht eine aktive Ecke einem Minterm:
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Boolesche Wiirfel Grundlagen der Booleschen Algebra

» Eine Flache impliziert zwei redundante Variable :

111

011
010 10,
1--
X;
001\
> 1
000 X3 I

» Verallgemeinerung auf vier Dimensionen:

0011 0111

X, )
! - 1000 1100
0000 X3~ 0100 00
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» Wiirfel eignen sich zur Darstellung und Minimierung von Funktionsbiindeln
» Ein Wiirfel kann dargestellt werden als ein n+m-dimensionaler Vektor:

c=(X,ee0s X5 V150, ,) mit x, €{0,1,—} und y, € {0,1}

» Der n-dimensionale Teilvektor heifit Eingabewiirfel, der m-dimensionale
Teilvektor Ausgabewiirfel

» Mit — werden Variablen des Eingabewiirfels gekennzeichnet, die durch
Zusammenfassungen nicht im Produktterm enthalten sind

» Die Anzahl dieser nicht enthaltenen Variablen wird als Dimension des
Wiirfels bezeichnet

» Mit y;=1 wird im Ausgabewiirfel gekennzeichnet, ob der Produktterm zur
Funktion beitragt

» Bei Einzelfunktionen kann die Darstellung auf Wiirfel mit f(x)=1
beschrankt werden

» Durch systematische Operationen auf Wiirfeln wird fiir zweistufige
disjunktive Formen eine Minimierung vorgenommen [Eschermann 92]
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Binary-Decision-Diagrams Grundlagen der Booleschen Algebra

» Zur rechnergestiitzte Manipulation wird {iber die vorgestellten Wiirfel
hinaus eine effiziente Moglichkeit der Funktionsreprasentation benotigt

» Gemil dem Entwicklungssatz kann eine Schaltfunktion nach ihren
Variablen entwickelt werden, bis die Kofaktoren nur noch Konstante sind

» Es resultiert ein Bindrbaum:

—-

XXX,
000
001
010
011
100
101
110
111

Qla|lun|s|w|R|=]|o =
—leo|le|=|leo|(=|~]|=
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Binary-Decision-Diagrams Grundlagen der Booleschen Algebra

» Der resultierende Entscheidungsbaum kann vereinfacht werden
» Es existieren gleiche Unterbdume, die zusammengefasst werden kdnnen:

(3

0 1
(x) (x)

0 1 0
o e
0\1 010;1
o] ] [ [o] [1][o]

» Aufwandseinsparung, dadurch, dass gemeinsame Teilbdume nur einmal
dargestellt werden und die Aufspaltung nach einer Variablen x, unterbleibt,
wenn die darzustellende Teilfunktion unabhéngig von x; ist

© Andreas Konig Folie 3-96




Digitaltechnik

Binary-Decision-Diagrams Grundlagen der Booleschen Algebra

» Anderes Beispiel einer Funktion, die immer 1 ist, wenn mindestens zwei
Eingangsvariablen 1 sind:

—-

XXX,
000
001
010
011
100
101
110
111

Qla|un|s|w|R|=]|o =
m == |e(=|e|le|e
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Binary-Decision-Diagrams Grundlagen der Booleschen Algebra

» Vereinfachung des Entscheidungsbaumes:
» Es existieren Unterbdume, die unabhingig von x, sind

» Zwei gleiche Unterbdume konnen zusammengefasst werden
» Alle gleichen Blétter konnen zusammengefasst werden
» Resultat: Bindrer Graph der Binary Decision Diagram (BDD) genannt wird
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Binary-Decision-Diagrams Grundlagen der Booleschen Algebra

Die BDD Darstellung erlaubt prinzipiell eine speichereffizientere
Repridsentation und aufwandsgiinstigere Représentation [Eschermann 92]

Von Bryant 1986 zur Darstellung Boolescher Funktionen eingesetzt

Beziige zuriickgehend bis zu den grundlegenden Arbeiten von Shannon
(Relaiskontaktnetze, vierziger Jahre)

Signifikanter Einfluss auf Logiksynthese sowie Logikverifikation etc.
Zum Stand der Technik verbreitete Verwendung in CAD-Werkzeugen

Problem 1: Zahlreiche Varianten von BDDs, z.B. durch Entwicklungs-
reihenfolge moglich

Problem 2: Resultierende BDD-Grd8e abhingig von der gewihlten
Variablenreihenfolge

Eine Losung zu Problem 1: Reduced Ordered Binary Decision Diagrams
(OBDDs)

Eine Losung zu Problem 2: Heuristische Bestimmung giinstiger
Entwicklungsreihenfolgen, z.B. Gewichtsmethode, .....

:> Vertiefungsveranstaltungen
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