Theoretische Informatik 11

Einheit 7

Elementare Berechenbarkeitstheorie

1. Aufzahlbarkeit und Entscheidbarkeit
2. Universelle Maschinen
3. Beweistechniken

4. Grenzen der Berechenbarkeit

o. \0 d

pIVers,,
Y (.9",

& m
.

&



BERECHENBARKEITSTHEORIE I

Untersuchung von Fragen der Berechenbarkeit

unabhangig vom Modell
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BERECHENBARKEITSTHEORIE I

Untersuchung von Fragen der Berechenbarkeit

unabhangig vom Modell

e Was kann uberhaupt berechnet werden?
— Welche Funktionen sind berechenbar?
— Welche Programmeigenschaften kann man entscheiden (testen)?
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BERECHENBARKEITSTHEORIE I

Untersuchung von Fragen der Berechenbarkeit

unabhangig vom Modell

e Was kann uberhaupt berechnet werden?
— Welche Funktionen sind berechenbar?
— Welche Programmeigenschaften kann man entscheiden (testen)?

e Wie kann man Losungen wiederverwenden?
— Verwendung von Abschlufleigenschaften
— Transformation in ein anderes Problem (Reduktion)
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BERECHENBARKEITSTHEORIE I

Untersuchung von Fragen der Berechenbarkeit

unabhangig vom Modell

e Was kann uberhaupt berechnet werden?
— Welche Funktionen sind berechenbar?
— Welche Programmeigenschaften kann man entscheiden (testen)?

e Wie kann man Losungen wiederverwenden?
— Verwendung von Abschlufleigenschaften
— Transformation in ein anderes Problem (Reduktion)

e Wo liegen die Grenzen?
— Terminierung, Korrektheit, Aquivalenz, Optimalitat von Programmen
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BERECHENBARKEITSTHEORIE I

Untersuchung von Fragen der Berechenbarkeit

unabhangig vom Modell

e Was kann uberhaupt berechnet werden?
— Welche Funktionen sind berechenbar?
— Welche Programmeigenschaften kann man entscheiden (testen)?

e Wie kann man Losungen wiederverwenden?
— Verwendung von Abschlufleigenschaften
— Transformation in ein anderes Problem (Reduktion)

e Wo liegen die Grenzen?
— Terminierung, Korrektheit, Aquivalenz, Optimalitat von Programmen

e Welche Beweistechniken gibt es?
— Konstruktion von abstrakten Gegenbeispielen durch Diagonalisierung
— Problemreduktion
— Direkte Beweise (Busy Beaver)
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BERECHENBARKEITSTHEORIE — VORGEHENSWEISE I

e Konzepte modellunabhangig prazisieren
— Berechenbare Funktionen

— (Semi-)entscheidbare und aufzahlbare Mengen
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BERECHENBARKEITSTHEORIE — VORGEHENSWEISE I

e Konzepte modellunabhangig prazisieren
— Berechenbare Funktionen

— (Semi-)entscheidbare und aufzihlbare Mengen

e Grundeigenschaften aus Modellen herleiten
— Zusammenhange zwischen den Konzepten
— Abschluleigenschaften
— Codierung von Programmen als Daten

— Existenz universeller Funktionen
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BERECHENBARKEITSTHEORIE — VORGEHENSWEISE I

e Konzepte modellunabhangig prazisieren
— Berechenbare Funktionen

— (Semi-)entscheidbare und aufzihlbare Mengen

e Grundeigenschaften aus Modellen herleiten
— Zusammenhange zwischen den Konzepten
— Abschluleigenschaften
— Codierung von Programmen als Daten

— Existenz universeller Funktionen

® Theorie nur auf dieser Basis weiterfuhren

— Hier: die wichtigsten Unmoglichkeitsaussagen
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Einheit 6.1

Aufzahlbarkeit und Entscheidbarkeit

1. Prazisierung der Begrifte

2. Zusammenhange

3. Abschlufleigenschaften
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BERECHENBARKEIT I

e Berechenbarkeit auf Worten
— f: X*—=Y" berechenbar, falls f Turing-berechenbar Def. E, Kapitel 6
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BERECHENBARKEIT I

e Berechenbarkeit auf Worten
— f: X*—=Y" berechenbar, falls f Turing-berechenbar Def. E, Kapitel 6

e Berechenbarkeit auf Wort-Tupeln f: X*xX*—-Y™
— [ XX XF =Y berechenbar, falls f:(XU{#})*—Y™
mit f'(v#w) = f(v,w) berechenbar
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BERECHENBARKEIT I

e Berechenbarkeit auf Worten
— f: X*—=Y" berechenbar, falls f Turing-berechenbar Def. E, Kapitel 6

e Berechenbarkeit auf Wort-Tupeln f: X*xX*—-Y™
— [ X*x X*—=Y" berechenbar, falls f:(XU{#})*—Y™
mit f'(v#w) = f(v,w) berechenbar

e Berechenbarkeit auf Zahlen

— f:N—N berechenbar, falls f,. X*—X*
mit f.(w) = r(f(r ! (w))) berechenbar

— r:N— X" bijektive Reprasentation von Zahlen als Worte
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BERECHENBARKEIT I

e Berechenbarkeit auf Worten
— f: X*—=Y" berechenbar, falls f Turing-berechenbar Def. E, Kapitel 6

e Berechenbarkeit auf Wort-Tupeln f: X*xX*—-Y™
— [ X*x X*—=Y" berechenbar, falls f:(XU{#})*—Y™
mit f'(v#w) = f(v,w) berechenbar

e Berechenbarkeit auf Zahlen

— f:N—N berechenbar, falls f,. X*—X*
mit f.(w) = r(f(r ! (w))) berechenbar

— r:N— X" bijektive Reprasentation von Zahlen als Worte

e Berechenbarkeit auf Zahlentupeln und -listen
— f:NF—N berechenbar, falls f:N—N
mit f/(z1, zo, .., 21)" = f(x1, 9, .., 23) berechenbar
— f:N*—N berechenbar, falls f"N—N
mit f'(xy, 2o, .., xp)* = f(x1279...71) berechenbar
- ()*:NF=N, ()*N*—N Standard-Tupelfunktionen Kapitel 6.3
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AUFZAHLBARKEIT UND ENTSCHEIDBARKEIT — INTUITIV I

e Elntscheidbarkeit einer Menge

— Wir konnen eine Maschine konstruieren, die testet,
ob ein bestimmtes Element zur Menge gehort oder nicht
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AUFZAHLBARKEIT UND ENTSCHEIDBARKEIT — INTUITIV I

e Elntscheidbarkeit einer Menge

— Wir konnen eine Maschine konstruieren, die testet,
ob ein bestimmtes Element zur Menge gehort oder nicht

e Semi-Entscheidbarkeit einer Menge

— Wir konnen eine Maschine konstruieren, die testet,
ob ein bestimmtes Element zur Menge gehort,
aber im Miflerfolgstall eventuell niemals eine Antwort gibt
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AUFZAHLBARKEIT UND ENTSCHEIDBARKEIT — INTUITIV I

e Elntscheidbarkeit einer Menge

— Wir konnen eine Maschine konstruieren, die testet,
ob ein bestimmtes Element zur Menge gehort oder nicht

e Semi-Entscheidbarkeit einer Menge

— Wir konnen eine Maschine konstruieren, die testet,
ob ein bestimmtes Element zur Menge gehort,
aber im Miflerfolgstall eventuell niemals eine Antwort gibt

e Aufzahlbarkeit einer Menge

— Wir konnen eine Maschine konstruieren, welche die Elemente
der Menge schrittweise generiert, also z.B. bei Eingabe der Zahl n
(oder einer Codierung) das n-te Element der Menge ausgibt
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AUFZAHLBARKEIT UND ENTSCHEIDBARKEIT — PRAZISIERT

e M/CX™ entscheidbar
— X, X*—{0,1}* berechenbar, wobei x,, (w) = {
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AUFZAHLBARKEIT UND ENTSCHEIDBARKEIT — PRAZISIERT I

e M/ CX™ entscheidbar Definition C
{ 1 falls weM,

— X, X*—{0,1}* berechenbar, wobei x, (w)

e M/CX™ semi-entscheidbar
— 1,2 X*—{0,1}* berechenbar, wobei 9, (w)

0 sonst

1 fallsweM,
1 sonst
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AUFZAHLBARKEIT UND ENTSCHEIDBARKEIT — PRAZISIERT I

e M CX™* entscheidbar Definition C

— X, X*—{0,1}* berechenbar, wobei x,, (w) = { 1 falls weM,

0 sonst
e M CX* semi-entscheidbar
— 1,2 X*—{0,1}" berechenbar, wobei ¢ (w) = { L falls we M,

L sonst
e MCX™* (rekursiv) aufzahlbar Definition A

— M=0) oder es gibt eine totale, berechenbare Funktion f:{1}*— X*
mit M = range(f) = {ve X" |Jwe{l}" f(w)=v}
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AUFZAHLBARKEIT UND ENTSCHEIDBARKEIT — PRAZISIERT I

o V/CX™ entscheidbar Sy —
— X, X *—{0,1}* berechenbar, wobei y,,(w) = { L falls we M,

0 sonst
o M CX™ semi-entscheidbar
— @DM:X*—>{O,1}* berechenbar, wobei @bM(w) = {

1 falls weM,
1 sonst

e MCX™* (rekursiv) aufzahlbar Definition A
— M=0) oder es gibt eine totale, berechenbare Funktion f:{1}*— X*
mit M = range(f) = {ve X" |Jwe{l}" f(w)=v}

e Berechenbarkeit von Mengen M CN
— M entscheidbar

— M semi-entscheidbar

X ,;:N—N berechenbar
Y, N—N berechenbar

. 1 falls neM, |1 fallsneM,
wobei 1), (n) = { 1 sonst Xy (1) = { 0 sonst

— M (rekursiv) aufziahlbar = M=0 oder es gibt eine totale, berechenbare
Funktion f:N—N mit M = range(f) = {neN|JieN f(i)=n}
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AUFZAHLBARKEIT — ANMERKUNGEN I

e Jede endliche Menge ist aufzahlbar
. . . x; falls i<n,
- M ={xq,...,z,} ist Wertebereich von f mit f(n) = { o sonst

— f ist primitiv rekursiv, also berechenbar
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AUFZAHLBARKEIT — ANMERKUNGEN I

e Jede endliche Menge ist aufzahlbar

. <
- M = {xq,...,x,} ist Wertebereich von f mit f(n) = { il iilrllsstz_n,
0

— f ist primitiv rekursiv, also berechenbar

e Aufzahlungen sind nicht notwendigerweise injektiv

n—+1 falls n gerade,
n sonst

— Die Funktion g mit g(n) = {

zahlt alle ungeraden Zahlen genau zweimal auf
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AUFZAHLBARKEIT — ANMERKUNGEN I

e Jede endliche Menge ist aufzahlbar

-~ M = {xg,...,x,} ist Wertebereich von f mit f(n) = { x; falls 1<n,

Lo sonst
— f ist primitiv rekursiv, also berechenbar

e Aufzahlungen sind nicht notwendigerweise injektiv

n—+1 falls n gerade,
n sonst

— Die Funktion g mit g(n) = {

zahlt alle ungeraden Zahlen genau zweimal auf

e Jede Menge hat verschiedene Aufzahlungen

— Die Funktion A mit h(n) = 2n+1
zahlt alle ungeraden Zahlen genau einmal auf
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AUFZAHLBARKEIT — ANMERKUNGEN I

e Jede endliche Menge ist aufzahlbar

-~ M = {xg,...,x,} ist Wertebereich von f mit f(n) = { x; falls 1<n,

Lo sonst
— f ist primitiv rekursiv, also berechenbar

e Aufzahlungen sind nicht notwendigerweise injektiv

n—+1 falls n gerade,
n sonst

— Die Funktion g mit g(n) = {

zahlt alle ungeraden Zahlen genau zweimal auf

e Jede Menge hat verschiedene Aufzahlungen

— Die Funktion A mit h(n) = 2n+1
zahlt alle ungeraden Zahlen genau einmal auf

e Es gibt viele aquivalente Charakterisierungen

— Aufzahlbar — semi-entscheidbar — Typ-0 Sprache
— Werte- oder Haltebereich einer (evtl. partiellen) berechenbaren Funktion
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CHARAKTERISIERUNGEN VON AUFZAHLBARKEIT Satz B I

Fir MCN sind folgende Aussagen aquivalent
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CHARAKTERISIERUNGEN VON AUFZAHLBARKEIT Satz B I

Fir MCN sind folgende Aussagen aquivalent

1. M ist aufzahlbar
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CHARAKTERISIERUNGEN VON AUFZAHLBARKEIT Satz B I

Fir MCN sind folgende Aussagen aquivalent

1. M ist aufzahlbar

2. M = range( f) fiir ein berechenbares f:N—N
—range(f) = {f(i)|ieN}, f nicht notwendigerweise total
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CHARAKTERISIERUNGEN VON AUFZAHLBARKEIT Satz B I

Fir MCN sind folgende Aussagen aquivalent

1. M ist aufzahlbar

2. M = range( f) fiir ein berechenbares f:N—N
—range(f) = {f(i)|ieN}, f nicht notwendigerweise total

3. M ist Typ-0 Sprache
—wobei M = {r(i)|icM?} fiir eine bijektive Reprasentation r:N— X *
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CHARAKTERISIERUNGEN VON AUFZAHLBARKEIT Satz B I

Fir MCN sind folgende Aussagen aquivalent

1. M ist aufzahlbar

2. M = range( f) fiir ein berechenbares f:N—N
—range(f) = {f(i)|ieN}, f nicht notwendigerweise total

3. M ist Typ-0 Sprache
—wobei M = {r(i)|icM?} fiir eine bijektive Reprasentation r:N— X *

4. M i1st semi-entscheidbar
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CHARAKTERISIERUNGEN VON AUFZAHLBARKEIT Satz B I

Fir MCN sind folgende Aussagen aquivalent

1. M ist aufzahlbar

2. M = range( f) fiir ein berechenbares f:N—N
—range(f) = {f(i)|ieN}, f nicht notwendigerweise total

3. M ist Typ-0 Sprache
—wobei M = {r(i)|icM?} fiir eine bijektive Reprasentation r:N— X *

4. M i1st semi-entscheidbar

5. M = domain(f) fiir ein berechenbares f:N—N
~ domain(f) = {ieN| f(i)£L)
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CHARAKTERISIERUNGEN VON AUFZAHLBARKEIT Satz B I

Fir MCN sind folgende Aussagen aquivalent

1. M ist aufzahlbar

2. M = range( f) fiir ein berechenbares f:N—N
—range(f) = {f(i)|ieN}, f nicht notwendigerweise total

3. M ist Typ-0 Sprache
—wobei M = {r(i)|icM?} fiir eine bijektive Reprasentation r:N— X *

4. M i1st semi-entscheidbar

5. M = domain(f) fiir ein berechenbares f:N—N
~ domain(f) = {ieN| f(i)£L)

Aussage gilt analog fiir MCX*, MCNk, ...
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzidhlbar = M =range(f) fiir ein berechenbares f
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzidhlbar = M =range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
— Andernfalls M = range( f) fiir ein berechenbares, totales f v
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e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
— Andernfalls M = range( f) fiir ein berechenbares, totales f v

e M =range(f) fiir ein berechenbares f = M Typ-0 Sprache
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
— Andernfalls M = range( f) fiir ein berechenbares, totales f v

e M =range(f) fiir ein berechenbares f = M Typ-0 Sprache
— Es sei M=range( f) fiir ein berechenbares f
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
— Andernfalls M = range( f) fiir ein berechenbares, totales f v

e M =range(f) fiir ein berechenbares f = M Typ-0 Sprache
— Es sei M=range( f) fiir ein berechenbares f
— Dann ist f Typ-0 berechenbar Satz Q, Kap. 6
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
— Andernfalls M = range( f) fiir ein berechenbares, totales f v

e M =range(f) fiir ein berechenbares f = M Typ-0 Sprache
— Es sei M=range( f) fiir ein berechenbares f
— Dann ist f Typ-0 berechenbar Satz Q, Kap. 6
— Also Ly = {r(i)#r(3)|f(i)=7} Typ-0 Sprache, d.h. Ly = L(G) fiir ein G
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
— Andernfalls M = range( f) fiir ein berechenbares, totales f v

e M =range(f) fiir ein berechenbares f = M Typ-0 Sprache
— Es sei M=range( f) fiir ein berechenbares f
— Dann ist f Typ-0 berechenbar Satz Q, Kap. 6
— Also Ly = {r(i)#r(3)|f(i)=7} Typ-0 Sprache, d.h. Ly = L(G) fiir ein G
— Erweitere G zu Grammatik G’, die zum Schluf} alle Anteile v# entfernt
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
— Andernfalls M = range( f) fiir ein berechenbares, totales f v

e M =range(f) fiir ein berechenbares f = M Typ-0 Sprache
— Es sei M=range( f) fiir ein berechenbares f
— Dann ist f Typ-0 berechenbar Satz Q, Kap. 6
— Also Ly = {r(i)#r(3)|f(i)=7} Typ-0 Sprache, d.h. Ly = L(G) fiir ein G
— Erweitere G zu Grammatik G’, die zum Schluf} alle Anteile v# entfernt
~ Damn ist M — {r(j) |j e M} = {r(j) | 3 eNf(3)(=)j} = L(C) v
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
— Andernfalls M = range( f) fiir ein berechenbares, totales f v

e M =range(f) fiir ein berechenbares f = M Typ-0 Sprache
— Es sei M=range( f) fiir ein berechenbares f
— Dann ist f Typ-0 berechenbar Satz Q, Kap. 6
— Also Ly = {r(i)#r(3)|f(i)=7} Typ-0 Sprache, d.h. Ly = L(G) fiir ein G
— Erweitere G zu Grammatik G’, die zum Schluf} alle Anteile v# entfernt
~ Damn ist M — {r(j) |j e M} = {r(j) | 3 eNf(3)(=)j} = L(C) v

e M Typ-0 Sprache = M semi-entscheidbar
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
— Andernfalls M = range( f) fiir ein berechenbares, totales f v

e M =range(f) fiir ein berechenbares f = M Typ-0 Sprache
— Es sei M=range( f) fiir ein berechenbares f
— Dann ist f Typ-0 berechenbar Satz Q, Kap. 6
— Also Ly = {r(i)#r(3)|f(i)=7} Typ-0 Sprache, d.h. Ly = L(G) fiir ein G
— Erweitere G zu Grammatik G’, die zum Schluf} alle Anteile v# entfernt
~ Damn ist M — {r(j) |j e M} = {r(j) | 3 eNf(3)(=)j} = L(C) v

e M Typ-0 Sprache = M semi-entscheidbar
— Unmittelbare Konsequenz von Satz (), Kapitel 6 v
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
— Andernfalls M = range( f) fiir ein berechenbares, totales f v

e M =range(f) fiir ein berechenbares f = M Typ-0 Sprache
— Es sei M=range( f) fiir ein berechenbares f
— Dann ist f Typ-0 berechenbar Satz Q, Kap. 6
— Also Ly = {r(i)#r(3)|f(i)=7} Typ-0 Sprache, d.h. Ly = L(G) fiir ein G
— Erweitere G zu Grammatik G’, die zum Schluf} alle Anteile v# entfernt
~ Damn ist M — {r(j) |j e M} = {r(j) | 3 eNf(3)(=)j} = L(C) v

e M Typ-0 Sprache = M semi-entscheidbar
— Unmittelbare Konsequenz von Satz (), Kapitel 6 v

e M semi-entscheidbar = M =domain(f) fiir ein berechenbares f
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
— Andernfalls M = range( f) fiir ein berechenbares, totales f v

e M =range(f) fiir ein berechenbares f = M Typ-0 Sprache
— Es sei M=range( f) fiir ein berechenbares f
— Dann ist f Typ-0 berechenbar Satz Q, Kap. 6
— Also Ly = {r(i)#r(3)|f(i)=7} Typ-0 Sprache, d.h. Ly = L(G) fiir ein G
— Erweitere G zu Grammatik G’, die zum Schluf} alle Anteile v# entfernt
~ Damn ist M — {r(j) |j e M} = {r(j) | 3 eNf(3)(=)j} = L(C) v

e M Typ-0 Sprache = M semi-entscheidbar
— Unmittelbare Konsequenz von Satz (), Kapitel 6 v

e M semi-entscheidbar = M =domain(f) fiir ein berechenbares f

— BEs sel M semi-entscheidbar.
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzihlbar = M=range(f) fiir ein berechenbares f
— Es sei M aufzahlbar
— Falls M=0 dann ist M = range(f,), wobei f|(7) = L fiir alle e N v
— Andernfalls M = range( f) fiir ein berechenbares, totales f v

e M =range(f) fiir ein berechenbares f = M Typ-0 Sprache
— Es sei M=range( f) fiir ein berechenbares f
— Dann ist f Typ-0 berechenbar Satz Q, Kap. 6
— Also Ly = {r(i)#r(3)|f(i)=7} Typ-0 Sprache, d.h. Ly = L(G) fiir ein G
— Erweitere G zu Grammatik G’, die zum Schluf} alle Anteile v# entfernt
~ Damn ist M — {r(j) |j e M} = {r(j) | 3 eNf(3)(=)j} = L(C) v

e M Typ-0 Sprache = M semi-entscheidbar
— Unmittelbare Konsequenz von Satz (), Kapitel 6 v

e M semi-entscheidbar = M =domain(f) fiir ein berechenbares f

— Es sei M semi-entscheidbar.
— Dann ist 1y, berechenbar und M={ieN [1);(i) = 1} = domain(t)y/) .
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RinGscHLUSS (IT)

¢ M =domain( f) fiir ein berechenbares f = M aufzihlbar
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RinGscHLUSS (IT)

¢ M =domain(f) fiir ein berechenbares f = M aufzihlbar
— Es sei M = domain(f) = {ieN| f(i)#L} fiir ein berechenbares f
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RinGscHLUSS (IT)

¢ M =domain(f) fiir ein berechenbares f = M aufzihlbar
— Es sei M = domain(f) = {ieN| f(i)#L} fiir ein berechenbares f
— Falls M =0, dann ist M per Definition aufzahlbar v
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RinGscHLUSS (IT)

¢ M =domain( f) fiir ein berechenbares f = M aufzihlbar
— Es sei M = domain(f) = {ieN| f(i)#L} fiir ein berechenbares f
— Falls M =0, dann ist M per Definition aufzahlbar v

— Andernfalls gibt es ein ngeN mit f(ng)#L und eine TM 7 mit f = h,
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RinGscHLUSS (IT)

¢ M =domain( f) fiir ein berechenbares f = M aufzihlbar
— Es sei M = domain(f) = {ieN| f(i)#L} fiir ein berechenbares f
— Falls M =0, dann ist M per Definition aufzahlbar v
— Andernfalls gibt es ein ngeN mit f(ng)#L und eine TM 7 mit f = h,

— Wir konstruieren eine Turingmaschine 7" mit M =range(h./)
Bei Eingabe einer (Reprisentation der) Zahl n arbeite 7" wie folgt
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RinGscHLUSS (IT)

¢ M =domain( f) fiir ein berechenbares f = M aufzihlbar
— Es sei M = domain(f) = {ieN| f(i)#L} fiir ein berechenbares f
— Falls M =0, dann ist M per Definition aufzahlbar v
— Andernfalls gibt es ein ngeN mit f(ng)#L und eine TM 7 mit f = h,

— Wir konstruieren eine Turingmaschine 7" mit M =range(h./)
Bei Eingabe einer (Reprisentation der) Zahl n arbeite 7" wie folgt
1. Berechne i, j so dal n = (i, 7)
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RinGscHLUSS (IT)

¢ M =domain(f) fiir ein berechenbares f = M aufzidhlbar
— Es sei M = domain(f) = {ieN| f(i)#L} fiir ein berechenbares f
— Falls M =0, dann ist M per Definition aufzahlbar v

— Andernfalls gibt es ein ngeN mit f(ng)#L und eine TM 7 mit f = h,

— Wir konstruieren eine Turingmaschine 7" mit M =range(h./)
Bei Eingabe einer (Reprisentation der) Zahl n arbeite 7" wie folgt
1. Berechne i, j so dal n = (i, 7)

2. Simuliere die Berechnung von 7 bei Eingabe ¢ fiir (maximal) j Schritte
(Erzeuge Anfangskonfiguration, simuliere §, auf separatem Band)
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RinGscHLUSS (IT)

¢ M =domain(f) fiir ein berechenbares f = M aufzidhlbar
— Es sei M = domain(f) = {ieN| f(i)#L} fiir ein berechenbares f
— Falls M =0, dann ist M per Definition aufzahlbar v

— Andernfalls gibt es ein ngeN mit f(ng)#L und eine TM 7 mit f = h,

— Wir konstruieren eine Turingmaschine 7" mit M =range(h./)
Bei Eingabe einer (Reprisentation der) Zahl n arbeite 7" wie folgt
1. Berechne i, j so dal n = (i, 7)

2. Simuliere die Berechnung von 7 bei Eingabe ¢ fiir (maximal) j Schritte
(Erzeuge Anfangskonfiguration, simuliere §, auf separatem Band)

3. Falls 7 in 7 Schritten anhalt, gebe ¢ aus. Andernfalls gebe ng aus
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RinGscHLUSS (IT)

¢ M =domain(f) fiir ein berechenbares f = M aufzidhlbar
— Es sei M = domain(f) = {ieN| f(i)#L} fiir ein berechenbares f
— Falls M =0, dann ist M per Definition aufzahlbar v

— Andernfalls gibt es ein ngeN mit f(ng)#L und eine TM 7 mit f = h,

— Wir konstruieren eine Turingmaschine 7" mit M =range(h./)
Bei Eingabe einer (Reprisentation der) Zahl n arbeite 7" wie folgt
1. Berechne i, j so dal n = (i, 7)

2. Simuliere die Berechnung von 7 bei Eingabe ¢ fiir (maximal) j Schritte
(Erzeuge Anfangskonfiguration, simuliere §, auf separatem Band)

3. Falls 7 in 7 Schritten anhalt, gebe ¢ aus. Andernfalls gebe ng aus

— 7/ halt auf jeder Eingabe, also ist h total
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RinGscHLUSS (IT)

¢ M =domain(f) fiir ein berechenbares f = M aufzidhlbar
— Es sei M = domain(f) = {ieN| f(i)#L} fiir ein berechenbares f
— Falls M =0, dann ist M per Definition aufzahlbar v

— Andernfalls gibt es ein ngeN mit f(ng)#L und eine TM 7 mit f = h,

— Wir konstruieren eine Turingmaschine 7" mit M =range(h./)
Bei Eingabe einer (Reprisentation der) Zahl n arbeite 7" wie folgt
1. Berechne i, j so dal n = (i, 7)

2. Simuliere die Berechnung von 7 bei Eingabe ¢ fiir (maximal) j Schritte
(Erzeuge Anfangskonfiguration, simuliere §, auf separatem Band)

3. Falls 7 in 7 Schritten anhalt, gebe ¢ aus. Andernfalls gebe ng aus

— 7/ halt auf jeder Eingabe, also ist h total

— Mcrange(h,/): Sei i€ M. Dann gibt es ein 7 so dal 7 nach j Schritten halt.
Damit h.((i,j)) = 1, also i erange(h)
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RinGscHLUSS (IT)

¢ M =domain(f) fiir ein berechenbares f = M aufzidhlbar
— Es sei M = domain(f) = {ieN| f(i)#L} fiir ein berechenbares f
— Falls M =0, dann ist M per Definition aufzahlbar v

— Andernfalls gibt es ein ngeN mit f(ng)#L und eine TM 7 mit f = h,
— Wir konstruieren eine Turingmaschine 7" mit M =range(h.)
Bei Eingabe einer (Reprisentation der) Zahl n arbeite 7/ wie folgt

1. Berechne 7, j so da n = (i, j)

2. Simuliere die Berechnung von 7 bei Eingabe ¢ fiir (maximal) j Schritte
(Erzeuge Anfangskonfiguration, simuliere §, auf separatem Band)

3. Falls 7 in 7 Schritten anhalt, gebe ¢ aus. Andernfalls gebe ng aus
— 7/ halt auf jeder Eingabe, also ist h total
— Mcrange(h,/): Sei 1€ M. Dann gibt es ein 7 so dal 7 nach j Schritten halt.
Damit h,/((i, 7)) = i, also ¢ erange(h)
— Morange(h,s): Sei i erange(h,s). Falls i« = ny dann ¢ € M nach Voraussetzung.
Andernfalls gibt es ein j so dafl 7 nach 7 Schritten halt.
Also i edomain(h;)=M. v
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BEISPIELE ENTSCHEIDBARER / AUFZAHLBARER MENGEN |

Sei [:N—N total berechenbar, ¢:N—N berechenbar
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BEISPIELE ENTSCHEIDBARER / AUFZAHLBARER MENGEN |

Sei [:N—N total berechenbar, ¢:N—N berechenbar

e graph(f) = {(¢,3) | f(2) = 5} ist entscheidbar
— Bei Eingabe (i, j) berechne f(¢) (hilt immer) und vergleiche mit j
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BEISPIELE ENTSCHEIDBARER / AUFZAHLBARER MENGEN |

Sei [:N—N total berechenbar, ¢:N—N berechenbar

e graph(f) = {(¢,3) | f(2) = 5} ist entscheidbar
— Bei Eingabe (i, j) berechne f(¢) (hilt immer) und vergleiche mit j

erange(f) = {j|3JeeNf(z) = 5} ist aufzahlbar
— Charakterisierung #2
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BEISPIELE ENTSCHEIDBARER / AUFZAHLBARER MENGEN |

Sei [:N—N total berechenbar, ¢:N—N berechenbar

e graph(f) = {(¢,3) | f(2) = 5} ist entscheidbar
— Bei Eingabe (i, j) berechne f(¢) (hilt immer) und vergleiche mit j

erange(f) = {j|3JeeNf(z) = 5} ist aufzahlbar
— Charakterisierung #2

erange(g) = {j |31 €Ng(z) = 5} ist aufzahlbar
— Charakterisierung #2
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BEISPIELE ENTSCHEIDBARER / AUFZAHLBARER MENGEN |

Sei [:N—N total berechenbar, ¢:N—N berechenbar

e graph(f) = {(2,7) | f(2) = 5} ist entscheidbar
— Bei Eingabe (7, j) berechne f(i) (hdlt immer) und vergleiche mit j

erange(f) = {j|3JeeNf(z) = 5} ist aufzahlbar
— Charakterisierung #2

erange(g) = {j |31 €Ng(z) = 5} ist aufzahlbar
— Charakterisierung #2

e graph(g) = {(2,7) | g(¢) = 7} ist aufzihlbar
— Bei Eingabe (4, j) berechne g(i) (hlt nicht immer) und vergleiche
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BEISPIELE ENTSCHEIDBARER / AUFZAHLBARER MENGEN |

Sei [:N—N total berechenbar, ¢:N—N berechenbar

e graph(f) = {(2,7) | f(2) = 5} ist entscheidbar
— Bei Eingabe (¢, j) berechne f(¢) (hélt immer) und vergleiche mit j

erange(f) = {j|3JeeNf(z) = 5} ist aufzahlbar
— Charakterisierung #2

erange(g) = {j |31 €Ng(z) = 5} ist aufzahlbar
— Charakterisierung #2

e graph(g) = {(2,7) | g(¢) = 7} ist aufzihlbar
— Bei Eingabe (4, j) berechne g(i) (hlt nicht immer) und vergleiche

e domain(g) = {¢|g(2)halt} ist aufzihlbar
— Charakterisierung #5
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

MCN entscheidbar < M und M aufzahlbar [SatzD
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

MCN entscheidbar < M und M aufzahlbar [SatzD

= Es sei M entscheidbar. Dann ist x,,:N—N berechenbar.
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

MCN entscheidbar < M und M aufzahlbar [SatzD

= Es sei M entscheidbar. Dann ist x,,:N—N berechenbar.

. 1 falls n)=l1, 1 falls n)=0,
B st ¢M (n) - { 1 SonstXM< ) und wﬁ(m - { 1 sonstXM< )
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

MCN entscheidbar < M und M aufzahlbar [SatzD

= Es sei M entscheidbar. Dann ist x,,:N—N berechenbar.

. 1 falls xu(n)=1, |1 falls xar(n)=0,
Els st 1),,(n) = { 1 sonst und ¢ (n) = 1 sonst
Damit sind ¢, und ¢ berechenbar, also M und M aufzihlbar v
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

MCN entscheidbar < M und M aufzahlbar [SatzD

= Es sei M entscheidbar. Dann ist x,,:N—N berechenbar.

. 1 falls xu(n)=1, |1 falls xar(n)=0,
Els st 1),,(n) = { 1 sonst und ¢ (n) = 1 sonst
Damit sind ¢, und ¢ berechenbar, also M und M aufzihlbar v

< Seien M und M aufzahlbar.
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

MCN entscheidbar < M und M aufzahlbar [SatzD

= Es sei M entscheidbar. Dann ist x,,:N—N berechenbar.

. 1 falls xu(n)=1, |1 falls xar(n)=0,
Bs ist ¢y, (n) = { 1 sonst und 9 (n) = 1 sonst
Damit sind ¢, und ¢ berechenbar, also M und M aufzihlbar v
& Seien M und M aufzahlbar.
Falls M=) oder M=0, so ist M trivialerweise entscheidbar v
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

MCN entscheidbar < M und M aufziahlbar [SatzD

= Es sei M entscheidbar. Dann ist x,,:N—N berechenbar.

. 1 falls xu(n)=1, |1 falls xar(n)=0,
Els st 1),,(n) = { 1 sonst und ¢ (n) = 1 sonst
Damit sind ¢, und ¢ berechenbar, also M und M aufzihlbar v

< Seien M und M aufzihlbar.
Falls M=0 oder M=, so ist M trivialerweise entscheidbar v
Andernfalls M=range(f) und M=range(g) wobei f, g total berechenbar.
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

MCN entscheidbar < M und M aufziahlbar [SatzD

= Es sei M entscheidbar. Dann ist x,,:N—N berechenbar.

. 1 falls xu(n)=1, |1 falls xar(n)=0,
Bs st 4, (n) = { 1 sonst und gy (n) = 1 sonst
Damit sind ¢, und ¢ berechenbar, also M und M aufzihlbar v

< Seien M und M aufzihlbar.
Falls M=0 oder M=, so ist M trivialerweise entscheidbar v
Andernfalls M=range(f) und M=range(g) wobei f, g total berechenbar.
Wir konstruieren eine Turingmaschine 7 mit x, =h-
— Bei Eingabe von n berechne j = min{i | f(i)=n v f(i)=n}

— Falls f(j)=n, gebe 1 aus, ansonsten (
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

MCN entscheidbar < M und M aufziahlbar [SatzD

= Es sei M entscheidbar. Dann ist x,,:N—N berechenbar.

. 1 falls xu(n)=1, |1 falls xar(n)=0,
Bs st 4, (n) = { 1 sonst und gy (n) = 1 sonst
Damit sind ¢, und ¢ berechenbar, also M und M aufzihlbar v

< Seien M und M aufzihlbar.
Falls M=0 oder M=, so ist M trivialerweise entscheidbar v
Andernfalls M=range(f) und M=range(g) wobei f, g total berechenbar.
Wir konstruieren eine Turingmaschine 7 mit x, =h-
— Bei Eingabe von n berechne j = min{i | f(i)=n v f(i)=n}
— Falls f(j)=n, gebe 1 aus, ansonsten (

7 hélt fiir jedes n, da n erange(f) oder nerange(g) (neM / ng M)
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

MCN entscheidbar < M und M aufziahlbar [SatzD

= Es sei M entscheidbar. Dann ist x,,:N—N berechenbar.

. 1 falls xu(n)=1, |1 falls xar(n)=0,
Bs st 4, (n) = { 1 sonst und gy (n) = 1 sonst
Damit sind ¢, und ¢ berechenbar, also M und M aufzihlbar v

< Seien M und M aufzihlbar.
Falls M=0 oder M=, so ist M trivialerweise entscheidbar v
Andernfalls M=range(f) und M=range(g) wobei f, g total berechenbar.
Wir konstruieren eine Turingmaschine 7 mit x, =h-
— Bei Eingabe von n berechne j = min{i | f(i)=n v f(i)=n}
— Falls f(j)=n, gebe 1 aus, ansonsten (
7 hélt fiir jedes n, da n erange(f) oder nerange(g) (neM / ng M)
Fiir ne M gilt f(j)=n fir ein j, also h,(n)=1, ansonsten h,(n)=0 v

THEORETISCHE INFORMATIK II §7: ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE 9 AUFZAHLBARKEIT UND ENTSCHEIDBARKEIT




AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

e Jede entscheidbare Menge ist aufzahlbar
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

e Jede entscheidbare Menge ist aufzahlbar

— Die Umkehrung gilt nicht  (Beispiel folgt spéter)
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

e Jede entscheidbare Menge ist aufzahlbar

— Die Umkehrung gilt nicht  (Beispiel folgt spéter)

e Ist M endlich, so ist M entscheidbar und aufzahlbar
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

e Jede entscheidbare Menge ist aufzahlbar

— Die Umkehrung gilt nicht  (Beispiel folgt spéter)
e Ist M endlich, so ist M entscheidbar und aufzahlbar
. B . )1 n=xy v...vnn=x,,
~Fir M ={x,...,z,} ist x,,(n) = { 0 sonst
— X,, 18t berechenbar, also 1st M entscheidbar v
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

e Jede entscheidbare Menge ist aufzahlbar

— Die Umkehrung gilt nicht  (Beispiel folgt spéter)

e Ist M endlich, so ist M entscheidbar und aufzahlbar

. B . )1 n=xy v ...vn=x,,
Fir M = {21, ...,z } Ist X, (n) = { 0 sonst
— X,, 18t berechenbar, also 1st M entscheidbar v

e M CN aufzahlbar < es gibt ein entscheidbares M’'CNxN
mit M = {yeN|IneN (n,y)e M’}
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

e Jede entscheidbare Menge ist aufzahlbar

— Die Umkehrung gilt nicht  (Beispiel folgt spéter)

e Ist M endlich, so ist M entscheidbar und aufzahlbar

. B . )1 n=xy v ...vn=x,,
Fir M = {21, ...,z } Ist X, (n) = { 0 sonst
— X,, 18t berechenbar, also 1st M entscheidbar v

e M CN aufzahlbar < es gibt ein entscheidbares M’'CNxN
mit M = {yeN|dIneN (n,y)e M’}
= Es sel McN aufzahlbar
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

e Jede entscheidbare Menge ist aufzahlbar
— Die Umkehrung gilt nicht  (Beispiel folgt spéter)
e Ist M endlich, so ist M entscheidbar und aufzahlbar
. B . )1 n=xy v...vnn=x,,
~Fir M ={x,...,z,} ist x,,(n) = { 0 sonst
— X,, 18t berechenbar, also 1st M entscheidbar v
e M CN aufzahlbar < es gibt ein entscheidbares M’'CNxN
mit M = {yeN|dIneN (n,y)e M’}
= : Es sei McN aufzahlbar
— Falls M=(), soist M = {yeN|3IneN (n,y)cd} J
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

e Jede entscheidbare Menge ist aufzahlbar
— Die Umkehrung gilt nicht  (Beispiel folgt spéter)
e Ist M endlich, so ist M entscheidbar und aufzahlbar
. B . )1 n=xy v...vnn=x,,
~Fir M ={x,...,z,} ist x,,(n) = { 0 sonst
— X,, 18t berechenbar, also 1st M entscheidbar v
e M CN aufzahlbar < es gibt ein entscheidbares M’'CNxN

mit M = {yeN|dIneN (n,y)e M’}
= Es sei McN aufzahlbar

— Falls M=0, soist M = {yeN|3dneN (n,y) 0} v
— Andernfalls ist M=range( f) fiir ein berechenbares, totales f
und range(f) = {y eN|3neN (n,y) egraph(f)} V
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

e Jede entscheidbare Menge ist aufzahlbar

— Die Umkehrung gilt nicht  (Beispiel folgt spéter)

e Ist M endlich, so ist M entscheidbar und aufzahlbar

. B . )1 n=xy v ...vn=x,,
Fiir M = {x1, ..., xa} 1t X, (1) = { 0 sonst
— X,, 18t berechenbar, also 1st M entscheidbar v

e M CN aufzahlbar < es gibt ein entscheidbares M’'CNxN
mit M = {yeN|dIneN (n,y)e M’}
= Es sel McN aufzahlbar

— Falls M=0, soist M = {yeN|3dneN (n,y) 0} v
— Andernfalls ist M=range( f) fiir ein berechenbares, totales f
und range(f) = {y eN|3neN (n,y) egraph(f)} V

< :Essei M = {yeN|3IneN (n,y)eM'} fiir ein entscheidbares M’
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

e Jede entscheidbare Menge ist aufzahlbar

— Die Umkehrung gilt nicht  (Beispiel folgt spéter)

e Ist M endlich, so ist M entscheidbar und aufzahlbar

. B . )1 n=xy v ...vn=x,,
Fiir M = {x1, ..., xa} 1t X, (1) = { 0 sonst
— X,, 18t berechenbar, also 1st M entscheidbar v

e M CN aufzahlbar < es gibt ein entscheidbares M’'CNxN
mit M = {yeN|dIneN (n,y)e M’}
= Es sel McN aufzahlbar

— Falls M=0, soist M = {yeN|3dneN (n,y) 0} v
— Andernfalls ist M=range( f) fiir ein berechenbares, totales f
und range(f) = {y eN|3neN (n,y) egraph(f)} V

< :Essei M = {yeN|3IneN (n,y)eM'} fiir ein entscheidbares M’
~ Dann ist ¢y/(y) = sign (min{n eN|(n,y)c M'})
= sign (min{n eN|x, ,(n,y)=1}) v

THEORETISCHE INFORMATIK II §7: ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE 10 AUFZAHLBARKEIT UND ENTSCHEIDBARKEIT




ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN Satz E I

Sei M, M’ € X*, f berechenbar und total, g berechenbar
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN Satz E I

Sei M, M’ € X*, f berechenbar und total, g berechenbar

e Sind M, M’ aufzahlbar, dann auch
MUM’, MNM’, MoM’', M*, g(M), g~'(M)

Vereinigung, Durchschnitt, Konkatenation, KonkatenationsabschlufS, Urbild

Abschluf$ unter Komplement oder Differenz gilt nicht
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN Satz E I

Sei M, M’ € X*, f berechenbar und total, g berechenbar
e Sind M, M’ aufzahlbar, dann auch
MUM’, MNM', MoM', M*, g(M), g (M)

Vereinigung, Durchschnitt, Konkatenation, KonkatenationsabschlufS, Urbild

Abschluf$ unter Komplement oder Differenz gilt nicht

e Sind M, M’ entscheidbar, dann auch
MUM’, MNM’', M\M’, M, MoM’, M*, f-'(M)

Vereinigung, Durchschnitt, Differenz, Komplement, Konkatenation, -abschlufS, Urbild

M={weX*|w¢M} MoM'" ={wv|weM rveM'} M* = {wy..w, |w; e M}
fUM) ={weX*| f(w)eM}  f(M)={f(w)|weM}
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN Satz E I

Sei M, M’ € X*, f berechenbar und total, g berechenbar
e Sind M, M’ aufzahlbar, dann auch
MUM’, MNM', MoM', M*, g(M), g (M)

Vereinigung, Durchschnitt, Konkatenation, KonkatenationsabschlufS, Urbild

Abschluf$ unter Komplement oder Differenz gilt nicht

e Sind M, M’ entscheidbar, dann auch
MUM’, MNM’', M\M’, M, MoM’, M*, f-'(M)

Vereinigung, Durchschnitt, Differenz, Komplement, Konkatenation, -abschlufS, Urbild

Aussage gilt analog fur Teilmengen von N, Nk, e

M={weX*|w¢M} MoM'" ={wv|weM rveM'} M* = {wy..w, |w; e M}
fUM) ={weX*| f(w)eM}  f(M)={f(w)|weM}
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BEWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e Es seien M, M’ aufzidhlbar mit Funktionen f und f’
MUM':
MNOM'
MoNM':
M™:
g(M):
g~ (M):
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BEWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e Es seien M, M’ aufzidhlbar mit Funktionen f und f’

f(v) falls w=0v,

Fl0) falls wely S0 Tanee(h) = MUM

MUM’:  Fur h(w) = {
MnNM'

MoNM':

M*:

g(M):

g '(M):

THEORETISCHE INFORMATIK II §7: ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE 12 AUFZAHLBARKEIT UND ENTSCHEIDBARKEIT




BEWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e Es seien M, M’ aufzidhlbar mit Funktionen f und f’

f(v) falls w=0v,
f'(v) falls w=1v

MOM's 0 (w0) = () #1,,(w)

MoM’:

MUM’:  Fur h(w) = { ist range(h) = MUM’

M.
g(M):

g '(M):
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BEWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e Es seien M, M’ aufzahlbar mit Funktionen f und f’

f(v) falls w=0v
v) falls w=1v

i
MOM: ) = 4, () # 8, (1)
MoM'"  Fir h(w#v) = f(w)of'(v) ist range(h) = MoM’
M.

MUM’:  Fur h(w) = { * st range(h) = MUM’

g(M):

g '(M):
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BEWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e Es seien M, M’ aufzahlbar mit Funktionen f und f’

f(v) falls w=0v
f'(v) falls w=1v

MAOM': Y (w) =1, (w)* 4, ,(w)

MoM'"  Fir h(w#v) = f(w)of'(v) ist range(h) = MoM’

MUM’:  Fur h(w) = { * st range(h) = MUM’

M. Fir h(wi# ... #w,) = f(wy)o...of(w,) ist range(h) = M*
g(M):

g '(M):

THEORETISCHE INFORMATIK II §7: ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE 12 AUFZAHLBARKEIT UND ENTSCHEIDBARKEIT




BEWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e Es seien M, M’ aufzahlbar mit Funktionen f und f’

f(v) falls w=0v,
f'(v) falls w=1v

w) * 1, (w)
MoM'"  Fir h(w#v) = f(w)of'(v) ist range(h) = MoM’

MUM’:  Fur h(w) = { ist range(h) = MUM’

MM’ () =

M

M. Fir h(wi# ... #w,) = f(wy)o...of(w,) ist range(h) = M*
g(M):  Fiir hw) = g(f(w)) ist range(h) = g(M)

g '(M):
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BEWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e Es seien M, M’ aufzahlbar mit Funktionen f und f’

f(v) falls w=0v,
v) falls w=1v

£
MOM'": -~ (w) =, (w)*1p, ,(w)
)of

MoM'"  Fir h(w#v) = f(w)of'(v) ist range(h) = MoM’

MUM’:  Fur h(w) = { ist range(h) = MUM’

M. Fir h(wi# ... #w,) = f(wy)o...of(w,) ist range(h) = M*
g(M):  Fiir hw) = g(f(w)) ist range(h) = g(M)
g UMY Y, () = ¢y (g(w)
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BEWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e Es seien M, M’ aufzahlbar mit Funktionen f und f’

f(v) falls w=0v,
v) falls w=1v

f(
MNM’: ¢MQM’( w) = M(w)*¢M,( w)

MoM'"  Fir h(w#v) = f(w)of'(v) ist range(h) = MoM’

MUM’:  Fur h(w) = { ist range(h) = MUM’

M. Fir h(wi# ... #w,) = f(wy)o...of(w,) ist range(h) = M*
g(M): Fir h(w) = g(f(w)) ist range(h) = g(M)
g UMY Y, () = ¢y (g(w)

Details in Ubungen prizisieren
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BEWEIS DER ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e Es seien M, M’ aufzahlbar mit Funktionen f und f’

f(v) falls w=0v,
v) falls w=1v

f(
MNM’: ¢MQM’( w) = M(UJ)*@DM/( w)

MoM’:  Fir h(w#v) = f(w)of'(v) ist range(h) = MoM’

MUM’:  Fur h(w) = { ist range(h) = MUM’

M. Fir h(un# . .. #w,) = f(wy)o...of(w,) ist range(h) = M*
g(M):  Fiir hw) = g(f(w)) ist range(h) = g(M)
g M) b, () = by (g(w)

9

Details in Ubungen prizisieren

e Entscheidbare Mengen sind abgeschlossen unter U, N, \, , o, *, f!

Beweis in Ubungen
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