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DasUbungsblatt soll die Vorteile von Algorithmentheorienezigll der Globalsuchtheorierif die Programm-
synthese deutlich machen und einen Teil des theoretischetdaments aufdecken.

Aufgabe 4.1(verfeinerung und Spezialisierung von Globalsuchtheyrie

Es seispeceine Spezifikation(z eine Globalsuchtheori&® ein Wohlfundiertheitsfilter futz und ¥
ein beliebiger Filter fuz. Zeigen Sie

4.1-a G generalisierspecmit 9 = Gy(spec)ist eine Globalsuchtheorie
4.1-b G generalisierspecmit J = &, ist Wohlfundiertheitsfilter fUiGy(speg

4.1-c @ notwendig furG und ¥ notwendig furG
= = = XX, S.®P(x,s) r¥(x,s) notwendiger Wohlfundiertheitsfilter fix

Aufgabe 4.2(Globalsuch-Synthese)

Erzeugen Sie einen Globalsuch-Algorithmus fur das n-DaRreblem.
FUNCTI ON queens(n: Z) WHERE n>1 RETURNS {nq: Seq(Z) | pernm(ng, {1..n}) ansafe(nq)}

wobei
perm( L, S) = nodups(L) A range(L)=S
safe(L) = Vi, j<[Ll.i# = [LII]-LIjII # |i-jl

e Wahlen Sie eine der vorgegebenen Globalsuch-Theorien.
Spezialisieren sie diese auf das Problem.

Wabhlen Sie einen Wohlfundiertheitsfilter und speziatesieSie diesen mit der eben festgelegten
Substitution, so daf3 er notwendig ist.

Verfeinern sie den Filter, wenn moglich.

Erzeugen Sie den schematischen Algorithmus

Vereinfachen Sie den Algorithmus (von Hand) nachtraglich

Aufgabe 4.3(Vordefinierte Globalsuchtheorien und Filter)

Zeigen Sie die Korrektheit der folgenden im Anhang defieiefEintrage einer Wissensbank.

4.3-a gs_sequences_over finite_set(a) isteine Globalsuchtheorie

4.3-b AS, V. | V| <k istein Wohlfundiertheitsfilter flgs _sequences over finite set («)
4.3—c S, V. | V] <k=x| S| istein Wohlfundiertheitsfilter fugs _sequences _over finite_set («)
4.3—d \S, V. nodups (V) istein Wohlfundiertheitsfilter figs _sequences_over finite_set («)
4.3—-e gs_subsets_of _afinite_set(«) isteine wohlfundierte Globalsuchtheorie

1In der Vorlesung wurde diese Theorie karz_seq_set ( o) genannt .
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Anhang 4.1: Globalsuchtheorien und Wohlfundiertheitsfilter

The following global search theories which we have adoptenhfthe KIDS system are sufficient to
support the synthesis of many global search algorithms tsn sequences, mappings, and integers.

1. gs_sequences_over finite_set(a) enumerates all sequences over a given finit&set
A set of sequences is represented by their greatest comrabx Yr Splitting is performed by
appending an element froBionto the end o¥. Extracting selects the greatest common prefix

V itself.
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sat

split
ext
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Set («)
Seq( a)
AS. True
AS, L. range(L) cS
Seq( )
AS, V. range(V)cS
AS. []
AL, V. VCL
AS, V. {Vi|i €S}
AV. {V}

2. gs_subsets of afiniteset(a) enumerates subsets of a given finite SefA set of
subsets is is represented by their greatest common sUbaetl a variable/ holds the set
of uncommitted elements so far. Splitting involves selegtan arbitrary element of and
alternatively adding or not adding it td (yielding two new space descriptors). Extracting
selectdJif V does not hold any uncommitted elements.

D —
R —
| —
O —
S —
J —
Sy =
sat —
split—
ext

Set («)
Set («)
AS. True
AS, T. TCS
Set () ?
AS, U, V. enpty?(UnaV) A UUVCS
AS. (0, S)
AT, U V. UST A TCUV
AS, U, V. {(U+a, V-a)| aeV} U {(U, V-a)| aeV}
AU, V. if enpty?(V) then {U} else 0

This theory has the property that subsets are extractedfimmythe leaves. The depth of the
search tree is exact|yS| and its size ig/°H! — 1.
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3. gs_finite_mappi ngs(«, F) is enumerates all mappings from a finite Sab a finite set
S’ . The space structure incrementally builds up a partial Maghose domain is a subset of
S and holds uncommitted elements®fn a setT. Splitting thus extendsiby a new pair and
reducesl accordingly. Extracting selechdif all elements are committed.

D — Set («a) xSet ( 9)

R — Map( a, B)

I — AS, S . True

(@) — AS, S, N. domai n(N) =S A range(N)cS

S — Set(a) x Map(a, §)

J — AS, S, T,Mdomain(McS A range,(McS A T=S\domai n(M
s, XS, S . (S, {1})

sat — AN, T, M M=EN

split— XS, S, T,M[J{ {(T-a, extend(M a, b) )| acT} | beS }

ext — AT,Mif enpty?(T) then {M} else 0

4. gs_binary_split _of _i nt eger subrange encodes the binary split paradigm. It enu-
merates all elements of an intervah . n} of integers. Space descriptors correspond to subin-
tervals and and are split roughly in half. Extraction sed¢be only element if an interval has
shrunk to a singleton set.

D > Z?

R — Z

| — Amn. nxn

@) — amn, k. ke{m.n}

S — 7?2

J —oamn,i,j. {i..j}{m.n}

S, — amn. (mn)

sat Ak, i, kedi.j}

split— Amn,i,j. if i<j then {(i, (i+j)/2), (A+(i+j)/2,j)} else 0
ext Ai,j. if i=] then {i} else 0
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L O0sung 4.1 Ziel dieser Aufgabe ist es, die Grundlagen der Globalsuahegie abzusichern.
Essespec=(D, R 1,0 undG = ((D,R,1",0), S, J, s, sat, split, ext).Nach
Voraussetzung erfulle@ und ® die folgenden 5 Axiome.
1. WD .1 (x) = J(X ,s(x"))
2. WD .Vs:S. I (X)) Ad(xX' ,8) = Vtesplit(x ,s).Jd(x ,t)
3. W:D.VZ:R . 1" (X)) nQ(X",2) = sat(z,s(x’))
4. VX' :D .Vs:S.VZ:R . 1" (x') AJd(x,s) nA X, 2)
= sat(z,s) & F:N.Jtesplit¥(x ,s). zeext(t)
5, W'D .Vs:S. 1" (x")ad(x,s) = Fk:N. splitgi(x' ,s) =0
4.1-a Es gelte@ generalisierspecmit ¢”. Dann istR eine Teilmenge voR und es gilt
VX:D. 1 (x) = 1"(9(x)) AVz:R Qx,z) =0 (9(x), z)
Per Definition ist7 y(speg =
((DR 1,0, S, Ax,s.3(9Y(X),S), AXX.s(v(x)), sat, Ax,s.split(J(x),s), ext)
Wir zeigen, dalg7y(speg die vier Axiome einer Globalsuchtheorie erfullt.
1. vx:D. 1 (x) = J(J(X),sd(x)))
Furx eDmitl (x) gilt]’ (¥(x)) und nach Axiom 1 futz dannJ(J( x) , s(9(x)))
2.Vx:D.Vs:S. 1 (x) Ad(9(x),s) = Vtesplit(d(x),s). IJ(I(x),t)
FurxeD, seSmitl (x) undJ(9d(x),s) qilt
I " (¥(x)) und nach Axiom 2 fUiG dannvt esplit(d(x),s). J(J(x),t)
3.W:D.VZ:R I (x) nQ(X,2) = sat(z,s(d(x)))
FirxeD, zeRmitl (x) undQ(x, z) qilt
I (¥(x)) undO (J(x), z) und nach Axiom 3 fiiG dannsat (z, s(9(X)))

4. ¥x:D.Vs:S.Vz: R 1 (X) AJ(9(x),s) ArQ(x, z)
= sat(z,s) & Jk:N. It e(Ix.s.split(I(x),s))*(x,s). zeext(t)

FirxeD, seS, zeRmitl (x),J(¥(x),s) undQ(x, z) gilt
1" (¥(x)) undO (J(x), z) und nach Axiom 4 fUlG dann
sat(z,s) < Fk:N.dt esplit®(9(x),s) zeext(t)
Durch Induktion kann man zeigen, dai fur &leN gilt:
(Mx.s.split(9(x),s))®(x,s) = splitk(9J(x),s)
Hieraus folgt dann die Behauptung.
4.1-b Es gelte@ generalisierspecmit ¢” wie oben. Zu zeigen ist
Vx:D.Vs: S, 1(x) AJ(9(x),s) = FkiN. splitys, (x,s)=0
FlirxeD, seSmitl(x),J(J(x),s) giltl’ (J(x)) und nach Axiom 5 furG und ¢
dann
Jk: N. splitgX(9(x),s) =0
Esistsplitye, = A,s. {t]tesplit(d(x),s) rd(I(x),t)} = A, s.splite(Id(x),s)
Durch Induktion kann man wie in Teil (a).4 zeigen, dal? fie &l< N gilt:
splitye,“(X,s) = (M.s.splitg(d(x),s))5(x,s) = splitg*(I(x),s)
Hieraus folgt dann die Behauptuna.
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4.1-c Da® undV¥ notwendig furG sind, gilt
Vx':D.Vs:S. Jz7:R .sat(z',s) QX ,z) = ®(x,s) r¥(X,S)
Wegen=(x’, s) =®(x’,s) a¥(x’, s) folgt hieraus, dalE notwendig furG ist.

Da ® ein Wohlfundiertheitsfilter fuc7 ist und fur allex’ €D, s eSqilt

splite(x",s) = {t]tesplit(x ,s)A®(x,t)aU(x,t)} < splity(x,s)
folgtvx' : D .Vs:S. I"(x") Ad(x",s) = 3Jk:N. split=zx(x",s)=0 .
Damit ist= ein Wohlfundiertheitsfilter fur-.

Losung 4.2

Die Losung besitzt eine erstaunliche Verwandtschaft zu der deta&-Arrays Problems, obwohl die
Aufgabenstellungen sehr verschieden sind.

FUNCTI ON queen(n: Z) WHERE n>1 RETURNS {nq: Seq(Z) | perm(ng, {1..n}) rsafe(nq)}

1. Wahle die Globalsuchtheori@ = gs_sequences_over finite_set(Z), da diese —
wie das Problem — Folgen Uber ganzen Zahlen aufzahilt.

2. Zu zeigen ist( generalisier{ D, R, | , O)’
(a) AusgabebereicR stimmt mitR;=Seq( Z) Uberein
(b) EingabebereichB=7Z undD,=Set ( Z) sind anzupassen
(c) Keine Eingabebedingung zu prifen,lda( S) =t r ue.
(d) Zu zeigen bleibt also
Yn:Z. n>1 = 3JS: Set (Z).
vng: Seq(Z). perm(nqg, {1..n}) nsafe(nqg) = range(nq)cS
— Suche Folgerungen vgrer n{ nqg, {1. . n}) A safe(nq),indenerr ange(nqg) vorkommt
— Auffalten vonper mliefert: pern(ng, {1..n}) = range(nq)c<{l..n}
—WahleS: ={1. . n}
Der Beweis liefert)( n) : ={1. . n}. Die mit9 und der Ausgangsspezifikation modifizierte
Globalsuchtheorié/y hat folgende Komponenten

D — Set (Z)

R — Seq(7Z)

I — An. n>1

0] —An, ng. pern(ng, {1..n}) Arsafe(nq)
S — Seq( 7Z)

J — An, V. range(V)<{1l..n}

S, — an. ]

sat  ~— Anqg, V. Vtnq
split— An, V. {Vi|i e{1..n}}
ext — AV. {V}

3. Wahle WF-Filter® fur G so, dal’3 , notwendig furG,’ beweisbar. Wir testen die bekannten
Filter fur G und prufenper m(nq, {1..n}) rsafe(ng) AVcng = &({1..n},V)
(@) (S, V) =| V| <k fur ein festexk:
perm(ng, {1..n}) rsafe(nqg) AVeng = |V| <k
Dieser Beweis ist nicht so einfach moalich.
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(b) ©5(S, V) =| V| <k=*| S| fur ein festexk:
perm(ng, {1..n}) asafe(nqg) AVEng= |V| <k+| {1..n}
Reduktion mit Lemma B.1.16.5 liefert als Bedingung
perm(ng, {1..n}) asafe(nq) AVEnq = |V|]<k*n
Auffalten vonper mliefert:
perm(ng, {1..n}) = range(nqg)<{l..n}anodups(nq)
Mit Lemma B.2.22.4, B.2.24.3, B.2.24.5 und B.1.13.12 folgt
range(nqg) c{1..n}anodups(ng) AVENg = range(V)<c{l..n}a|V|=|range(V)]|
Mit Lemma B.1.16.4/5 folgt tatsachlich
perm(ng, {1..n}) asafe(ng) AVENg = |V|<n

Damit ist die Behauptung beweises; y ist notwendig furGy. Der Beweis ist automa-
tisch allerdings recht schwer zu finden.

(c) ®3(S, V) =nodups(V): permnqg, {1..n}) rsafe(nq) AVcng = nodups(V)
Auffalten vonper mliefert:
perm(ng, {1..n}) =nodups(nq)
Mit Lemma B.2.24.3 folgt
nodups(nqg) AVEnq = nodups(V)
Damit ist die Behauptung beweised; 4 ist notwendig fUrG,.
Wir wahlen also®; und verfeinern diesen Filter zb; 4( n, V) =nodups( V)

4. Verfeinerung des Filters durch weitere Folgerungen aug®\dsgabebedingung.
perm(ng, {1..n}) asafe(nq) AVENg = ¥(n,V)
Die Bedingungper mn( nqg, {1. . n}) ist mit der Generalisierungseigenschaft und dem Filter
bereits ausgenutzt worden und braucht nicht mehr bettazhteverden. Wir ziehen daher
SchluR3folgerungen awssaf e( nq) A VZ nq, falten die Definitionen auf und erhalten.
Veng A Vi<j<|ng|.|ng[i]-nq[j]] # j-i
Das Lemma Uber begrenzte All-Quantoren und Prafixémma B.1.11.4) fuhrt zu
VEng A Vi<jp<|[V|.|ng[i]-na[j]] # j-i
Das Lemma uber Prafix und Elementselektion B.2.10.1& fith
VEng A Vi<V IVT]T-M]] # -1
Dies erlaubt ein Riickfalten der Definitionen und lieféftn, V) = safe(V)

5. Die Instantiierung des Standard-Globalsuchalgorithhadert nun
FUNCTI ON queens(n: Z) WHERE n>1 RETURNS {nqg: Seq(Z) | pernm(nqg, {1..n}) ansafe(nq)}
= if nodups([]) nsafe([]) then queensg(n,[]) else

FUNCTI ON queensgy(n: Z, V: Seq(Z)) WHERE n>1 arange(V) <{1l..n} A nodups(V) A safe(V)
RETURNS {nq: Seq(Z) | perm(ng, {1..n}) AVtng A safe(nq) }

= {ng| nge{V} A pernm(ng, {1..n}) rsafe(nq)}
U U{queensgs(n, W | We{V:i|i €{l..n}} Anodups(W »safe(W}

In diesem Algorithmus sind noch einige Vereinfachungewglict, die im nachsteybungsblatt
besprochen werden.
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L Osung 4.3 Ziel dieser Aufgabe ist es, zu erkennen, wie die KorrektimgitEintiage einer Wis-
sensbank sichergestellt werden kann.

Eine eine wohlfundierte Globalsuchtheorie mul} die folgemsl Axiome erfillen.

1. Initialdeskriptor ist sinnvoll

- WX:D. 1 (X) = J(X,S(X))
2. Splitting sinnvoller Deskriptoren liefert sinnvolle Blgiptoren

—W:D.Vs:S. [ (x) Ad(Xx,s) = Vtesplit(x,s).J(x,t)
3. Initialdeskriptor enthalt alle Losungen

- ¥W:D.VzZ:R I (xX) AQ(X,2z) = sat(z,s(Xx))
4. Alle Losungen in endlich vielen Schritten extrahierbar

- Wx:D.Vs:S.Vz: R I (x) ~J(X,s) rAX, z)

= sat(z,s) & Fk:N. 3Jtesplit®(x,s). zeext(t)

5. Splitting nur endlich oft durchfuhrbav\ohlfundierthei}

- vx:D.Vs:S. 1 (x) nJ(X,s) = Fk:N. split¥(x,s)=0

Die ersten 4 Axiome kennzeichnen eine GlobalsuchtheorreFHer ist ein Wohlfundiertheitsfilter,
wennsplite = AX,s. {t|tesplit(x,s)a®d(x,t)} dasAxiomb5 erflllt.
4.3-a Wir zeigen, dafBs_sequences_over finite_set («) ist eine Globalsuchtheorie ist,
indem wir die ersten 4 Axiome Uberprifen.
1.VS: Set(a). true = range([])<S
Dies folgt unmittelbar aus Lemma B.2.22.1 und B.1.13.1
2. VS, V:Set(a). truearange(V)cS = YWe{Vi | i €S}. WS
Umwandlung mit Lemma B.1.11.5 ergibt
..range(V)cS = Vi eS.range(Vi)cS
Dies folgt mit Lemma B.2.22.5 und B.1.13.3
3.VS,L:Set(a). truerrange(L)<S = []cL
Dies folgt mit Lemma B.2.10.1
4. VS, V,L:Set(a). true nrange(V)cSarange(L)cS
= VoL < Fk: N. IWE(AS, V. {Vi |1 €eSHE(S, V). Le{W
Durch Induktion kann man zeigen:
(AS, V. {Vi|i eS}) (S, V) = {VoU| range(U) cSa| Ul =k}
Damit bleibt zu zeigen
VoL < Jk: N. JU: Seq(«) . range(U) cSa| U] =k nL=VoU
Dies folgt nun mit Lemma B.2.10.8.
43-b ®;:=AS, V.| V| <k: Esistsplite(S,V) = {Vi]|i eSa|Vi]| <k}
Zuzeigenist VS, V:Set(a). true rrange(V)cS = Jk:N.splits5(S,V) =0
Durch Induktion zeige man:
Vi:N. splitged(S,V) = {VoW range(W cSA| W =j | V] <k-j }
Wahlt man nurj : =k-| V| +1 soist

splitged(S,V) = {VoW range(WcSA|W=j Al V| <L|V]-1} =0



Vorlesung Automatisierte Logik und Programmierung 5 Anhang 4

4.3-Cc Py: =AS, V. | V| <k=*| §]: Esistsplite(S,V) = {Vi|i eSa|Vi]|<kx|S|}
Durch Induktion zeige man:
Vi:N. splitel(S,V) = {VoW range(W cSA| W=j A| V] <k*| S| -j }
Wahlt man nun : =k | S| - | V| +1 soist
splitad(S, V) = {VoW range(W<Sa|W=j A| V| <| V] -1} = 0
4.3-d ®5: =AS, V. nodups(V): Esistsplit (S, V) = {Vi|i eSanodups(Vi)}
Durch Induktion zeige man:
Vi:N. splitgI(S, V) = {VoW range(W cSa| W =j anodups( VoW }
Aus den Eigenschaften vorodups, ©, range undc folgt(dar ange(V) Ur ange( W c<S):
| VI +| W =| VoW =] range(VoeW | =] range(V)uUrange(W| < |9,
und damit
Vi:N. splitgd(S, V) = {VoW range(W cSa| W =j rnodups(VoW ~| V| <| S| -] }
Wahltmannun : =| S| - | V| +1 so ist
splitgI(S,V) = {VoW range(W cSa| W =j anodups(VoW »| V| <| V| -1}
=0
4.3—-e Den Beweis, dajs _subset s_of _a_fi nite_set («a) einewohlfundierte Globalsuchthe-
orie ist, wollen wir nur kurz skizzieren.
1. Zuzeigenisenpt y?(0dnNaS) » PUSCS, was elementare Mengeneigenschaften sind.
2. enpt y?( UnaV) A UUVCS
= VaeV. empty?(WHanaV-a) r UtauV-acS » enpty?(UnaV-a) A UJV-acS
Auch dies ist eine Standardeigenschaft von Vereinigungciachnitt, Mengenaddition
und Elemententfernung.
3. TS = (0T A TcPUS ist trivial
4. Esistspliti(S, U, V) = {{UUX, \W | WEVAXSWA| W =) }
Es giltenpt y?( V\W genau dann, wenWsV ist. Zu zeigen bleibt
empty?(UnaV) AUUVSS A TS = UcT ATcUUV & Jk: N. Te{UUX]| XcV}
Auch dies ist nun eine Standardeigenschatft.

5. Esistsplit*(S, U, V) = () genaudann,wenm>| V| ist. Indiesem Fall ist namlich
die Bedingung\£V unerfullbar.



