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1. Finite Majorisierende Ma�e auf metrischen R�aumen

1.1 Wir �xieren eine Zahl q > 28 und bezeichnen im folgenden mit c; c0; c1
und c2 positive Konstanten, die nur von q abh�angen. Des weiteren sei (T; d)
ein metrischer Raum mit

0 < D(T ) = sup
s;t2T

d(s; t) <1:

Wir de�nieren f�ur A � T and " > 0 die �Uberdeckungszahl N(A; d; ") durch

N(A; d; ") = inf

(
n 2 N;

_
t1;:::;tn2T

 
A �

n[
`=1

B(t`; ")

!)
:

Au�erdem w�ahlen wir N0 2 Z mit N(T; d; q�N0) = 1 < N(T; d; q�N0�1) und
Zahlen N1 2 Z; N2 2 Z [ f1g mit N0 � N1 < N2:

1.2 Wir bezeichnen mit P(T; d) die Wahrscheinlichkeitsma�e auf (T; d) bzgl.
der Borel �-algebra. ZN2

N1
sei die Menge der Folgen

A = (AN1; : : : ;AN2) (oder A = (AN1;AN1+1; : : :) f�ur N2 =1) ;

die folgende Eigenschaften erf�ullen:

(a) Aj ist eine endliche me�bare Zerlegung von T; N1 � j � N2;

(b) N(A; d; q�j) = 1 f�ur A 2 Aj; N1 � j � N2;

(c) Aj+1(t) � Aj(t) f�ur t 2 T und N1 � j < N2;

dabei ist Aj(t) diejenige Menge aus Aj, die t enth�alt.

Wir de�nieren

M�N2

N1
= inf

(
sup
t2T

N2X
j=N1+1

q�j

s
ln

1

�(Aj(t))
;A 2 ZN2

N1
; � 2 P(T; d)

)
:

1.3 Es gilt:

supfM�N2
N1
;N2 <1g �M�1

N1
� c � supfM�N2

N1
;N2 <1g:
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1.4 Wir setzen

�N2

N1
= sup

8><
>:

2q�N1Z
2q�N2

Z
T

s
ln

1

� (B(t; "))
�(dt) d"; � 2 P(T; d)

9>=
>; :

1.5 Damit erhalten wir

c1�
N2

N1
�M�N2

N1
� c2�

N2+1
N1

:

1.6 Wir de�nieren

I�N2

N1
= inf

8><
>:sup

t2T

2q�N1Z
2q�N2

s
ln

1

� (B(t; "))
d" ; � 2 P(T; d)

9>=
>;

und
U�N2

N1
= inffI�N2

N1
(T; d0) ; d0 Ultrametrik ; d0 � dg:

1.7 Wir erhalten
c1I�N2

N1
� M�N2

N1
� c2I�N2+1

N1

und
c1I�N2�2

N1�2
� U�N2

N1
� c2M�N2

N1
:

1.8 F�ur N2 <1 gibt es eine induktive Konstruktion, n�amlich:
Wir setzen �N2

(t) = �N2+1(t) = 0 f�ur t 2 T und

�j(t) = sup

�
c0q

�j
p
lnn+ min

1�`�n
�j+2(t`) ;

n 2 N; t1; : : : ; tn 2 B(t; q�j);
d(t`; tk) > q�j�1; `; k � n; ` 6= k

�

f�ur N1 � j � N2 � 1.

De�nieren wir �
N2

N1
durch

�
N2

N1
= supf�j(t) ; t 2 T;N1 � j � N2 + 1g;

so gilt

c1M�N2

N1
� �

N2

N1
+ q�N1

p
lnN(T; d; q�N1) � c2M�N2+1

N1
:
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1.9 Der Ein
u� der Indexverschiebungen ist absch�atzbar:
F�ur N2 � N1 + 2 ist

M�N2
N1+1

�M�N2
N1
� (1 + q) �M�N2

N1+1
:

Au�erdem ist

M�N2

N1
�M�N2+1

N1
� c

�
M�N2

N1
+ q�(N2+1)

q
lnN(T; d; q�(N2+1))

�
:

2. Zusammenhang mit Gau�prozessen

2.1 Wir setzen nun T � `2 und d(s; t) = ks� tk2 voraus und betrachten den
Gau�proze� X = (Xt)t2T mit

Xt =
1X
`=1

t`g` f�ur g1; g2; : : : i.i.d. � N (0; 1); t = (t`):

2.2 Es sei CN2 =

(
TN2 � T ; T � S

r2TN2

B(r; 2q�N2)

)
:

Bemerkt sei, da� C1 = fTg:
De�nieren wir

CFN2
N1

(T ) = inf

8><
>: sup

t2TN2

E sup
s2TN2

d(s;t)�2q�N1

Xs ; TN2 2 CN2

9>=
>;

und

CF
N2

N1
(T ) = inf

8><
>:E sup

s;t2TN2

d(s;t)�2q�N1

jXs �Xtj ; TN2 2 CN2

9>=
>; ;

so erhalten wir

c1M�N2�1
N1+1

� CFN2
N1

(T ) + q�N1�1
p
lnN(T; d; q�N1�1)

� CF
N2

N1
(T ) + q�N1�1

p
lnN(T; d; q�N1�1)

� c2M�N2

N1
:

2.3 Weiterhin sei

DN2 =

8><
>:SN2 � T ;

^
s;t2SN2

s6=t

�
d(s; t) > 2q�N2

�
9>=
>; ;
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insbesondere D1 = fS ; S � Tg:
Wir setzen

DF
N2

N1
(T ) = sup

8><
>:E sup

s;t2SN2

d(s;t)�2q�N1

jXs �Xtj ; SN2 2 DN2

9>=
>; :

Dann gilt

CF
N2

N1
(T ) � DF

N2

N1
(T ) � q

q � 2
� CFN2+1

N1�1
(T ):

2.4 Wir bezeichnen mit SP (N1) die Menge aller Zerlegungen AN1 , die durch
eine �Uberdeckung von T mitN(T; d; q�N1) oder N(T; d; q�N1)+1 Kugeln vom
Radius q�N1 induziert werden. Ist A eine Menge in einer solchen Zerlegung,
so gibt es einen Punkt u(A) 2 T mit A � B(u(A); q�N1):

Wir erhalten eine Funktion u : T ! T , wenn wir u(t) = u(A) f�ur t 2 A

setzen. SF (N1) sei die Menge aller derartigen Funktionen u:

2.5 F�ur TN2 2 CN2 und u 2 SF (N1) sei

S(M;TN2 ; u) =

8><
>:(sn);

V
n

�
sn 2 `2; ksnk2 � Mp

lnmaxfn;2g

�
;V

t2TN2

�
t� u(t) 2 convf0; s1; s2; : : :g

�
9>=
>; :

Au�erdem de�nieren wir die Gr�o�en

MN2
N1
(T ) = inf

TN2
2CN2

sup
u2SF (N1)

inf fM ; S(M;TN2 ; u) 6= �g

und
FN2
N1

(T ) = inf
TN2

2CN2

sup
u2SF (N1)

E sup
t2TN2

jXt �Xu(t)j:

Dann gilt

CFN2

N1+1
(T ) � 4FN2

N1
(T ) � c1M

N2

N1
(T ) � c2M�N2

N1
:
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