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Die beiden Begriffe ,Differenzierbarkeit™ und ,Stetigkeit" sind wesentliche
Begriffe der Analysis. In diesem Kapitel lernen wir die beiden Begriffe
kennen und wie wir damit umgehen mussen.

Stetigkeit

Zundachst einmal eine ganz anschauliche Erlauterung:

Eine Funktion f heiBt dann in einem Intervall I = [a; b] stetig, wenn man den
dazugehdrigen Graphen vom linken Intervallpunkt bis zum rechten Intervallpunkt
zeichnen kann, ohne dabei den Zeichenstift absetzen zu miissen.

Anders ausgedrickt: Wenn sich alle Punkte des Graphen eine Funktion f innerhalb
des Intervalls I = [a; b] nahtlos aneinanderfiigen, ohne dass sich irgendwelche
Sprunge ergeben, dann ist die Funktion f im Intervall I = [a; b] stetig.

Beispiel 1:

Wir betrachten die abschnittsweise definierte 4
Funktion f mit

T+ 2 fir —co<x < =2 2
f(;l') ={ —2? +1 fir —2<x<?2
r—2 fr2<x< oo K\

l -3 -2 1 0 2 3 m
An den Stellen x; = =2 und x, = 2 weist der / -1
Graph von f Spriinge auf. )

An diesen Stellen ist f unstetig.

Powered by GEOGEBRA.org

Beispiel 2:
Betrachten wir die uns bekannten Funktionen, wie z. B. die Potenzfunktionen,
die ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, trigonometrische
Funktionen usw. usw., stellen wir fest, dass diese innerhalb ihres
Definitionsbereiches Dy alle stetig sind, da sie an keiner Stelle x, einen

Sprung aufweisen.
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Merksatz

Stetigkeit:
Die Definitionsmenge einer Funktion f sei Dy und deren Wertemenge sei W;.

Eine Funktion f heiBt an der Stelle x = x, mit x, € D, genau dann stetig, wenn

&~  der Funktionswert f(x,) existiert, d. h. f(x,) € W¢,

&~  der Grenzwert von f flir x = x, existiert und gleich einer bestimmten Zahl
g € Rist und wenn

& f(xo) = g qilt.
Ist nur eine dieser Bedingungen nicht erfillt, dann ist die Funktion f an der Stelle
x = x, unstetig.

Differenzierbarkeit

Im Kapitel ,Vom Differenzenquotienten zur Ableitung™ haben wir kennengelernt,
dass die Begriffe Differenzialquotient und Ableitung denselben Umstand
beschreiben, namlich die Steigung der Tangente in einem bestlmmten Punkt des
Graphen einer Funktion f.

Demzufolge ist eine Funktion f an der Stelle x, nur
dann differenzierbar, wenn eine eindeutige
Steigung existiert.

Eine wesentliche Bedingung far die
Differenzierbarkeit einer Funktion f an der Stelle
x, ist (folgerichtig aus der Stetigkeit hergeleitet): = =2 = Jo 1 2" s :134\

Tangente

Die Funktion muss an der Stelle x, stetig sein.

Diese Forderung alleine reicht aber nicht aus, wie e
folgendes Beispiel zeigt: Powered by GHOGEBRA.org
Beispiel 3: )

Wir betrachten die Betragsfunktion f mit

fl) = Ix? —1]. ’

Im Punkt P(xo|f(x)) existiert keine
eindeutige Tangente, denn:

ti(x) = myx + ¢; und t,(x) = myx + c,.

Der Graph der Funktion hat in x, keinen
Sprung, ist also stetig, weist aber in x, zwei
Tangenten auf. Das bedeutet, die 3 ¥ 5
Ableitungsfunktion ist an der Stelle x, nicht

eindeutig, die Funktion ist in dieser Stelle 8
nicht differenzierbar.

Tangente 1

P(zoff(z0))? L

Tangente 2

Powered by GEOGEBRA.org
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Formulleren wir dlese Erkenntnls anschaullch
Stellen des Graphen einer Funktion f, die Spitzen, die Knicke besitzen, sind an
dieser Stelle nicht differenzierbar.

Umgekehrt bedeutet das flr die Stetigkeit:
Ist eine Funktion an der Stelle x, differenzierbar, dann ist sie dort auch stetig.

Merksatz

Linksseitiger Differenzialgotient Rechtsseitiger Differenzialquotient
Y _ im L9700 fiyr <, Y _ Yim LT fijr x5 g

dx X—Xq X—Xo dx X—Xq X—Xo

Sind die Werte des linksseitigen Differenzialquotienten und des rechtsseitigen
Differenzialquotienten in x, gleich groB, so ist die Funktion f mit f(x) an der
Stelle x, differenzierbar.

dy

Die Ableitung der Funktion = f'(x) bestimmt fiir f'(x,) die Steigung der
Tangente an den Graphen von f im Punkt P(x,|f(xo)) -
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Leve/ 1 - Grund/agen - B/att 1

Dokument mit 12 Aufgaben

Intervalle,
Stetigkeit.
3 Y- b Y- ) Y
4 4 4
3 3
2 2 2
1 1
0 0
12 3 4 €4 3 -2 -1 o 1 2 3 4 @ 3 2 \1 Jo 1/ 2 3 a4 €
i -1 k/ i’
-2 2
-3 -3
Powered by GEOGEBRA.org powered by GEOGEBRA.org Powered by GEQGEBRA.org
) Y- e) Ys i Y
4 a 4
3 3
| 2 5 2
: 1 1 1
[ 0 d e 0
4 3 2 -1 o1 2 3\ 4 6y 2 . 3 2 A o1 2 3 ¢
: / \i/4 3 -2 -1 ) o1 2 3 4 i . i:
-2 -2 \ -2
! 3 a -3
. Powered by q‘l;: DGEBRA.org Powered by GEE) GEBRA.org Powered by GEO[EBRA.org
Grafik | Differenzierbar im Intervall: stetig / nicht stetig
a)
b)
c)
d)
e)
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Leve/ 1 - Grundlagen - B/att 1
Aufgabe A2

Bestimme flr die nachfolgend skizzierten Graphen von Funktionen die Intervalle,
in denen die Funktion differenzierbar ist sowie deren Stetigkeit.

a) Y- b) Y- ° y4

/\//\/\ §

4N3 -2 o1 2z 3 4 4 3 -2 1 o 1 2 3 4 @3 2 o 2 3 4 i e
\/1 T . T a
-2 2 2
3 .3 -3
Powered by GE? CEBRA.org Powered by GEQGEBRA.org Powered by GE( GEBRA.org
- 2 L

d) e) Y- n Y-
4 4
3 3
\ 2
1= 1
o
4 -3 2 A o1 2 3 4 4 -3 2 -1 01 2z 3 4 B4 -3 -2 -1 D o1 2 3 4 ¢
-2 2 2
-3 -3 -3
Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOFEBRA.org Powered by GEOEBRA.org

Grafik
a)

b)

Differenzierbar im Intervall: stetig / nicht stetig

<)
d)

e)
f)
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Level 1 - Grund/agen - Blatt 1

Losung Al

Grafik | Differenzierbar im Intervall: stetig / nicht stetig

a) I=x€eR stetig

b) I =x € R\{1} nicht stetig

C) I=x€eR stetig

d) I=x€eR stetig

e) I = x € R\{1} nicht stetig

f) I = x € R\{0} stetig

Losung A2

Grafik | Differenzierbar im Intervall: stetig / nicht stetig

a) I=x€eR stetig

b) I = x € R\{0; 2,8} stetig

C) I=x€eR stetig

d) I = x € R\{0; 2} stetig

e) I = x € R\{1} nicht stetig

f) I = x € R\{0} stetig
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Leve/ 1 - Grundlagen ; Blatt 2
Dokument mit 4 Aufgaben
Aufgabe Al
Zeichne den Graphen der Funktion f mit f(x) in ein Koordinatensystem
und kennzeichne die nicht differenzierbaren Stellen.

a) i) =[x*-1 b)  f(x)=Ix® 8|

S S ST

S P S PP Y S A S SO P

| [ S N NN NN N S S | | R N N N N R N SN N
1 -0 8 -8 7 6 5 4 3 -2 1 Jo1 2 3 4 & 6 7 B 9 10 N 1 -0 -2 -8 -7 -6 5 -4 .3 -2 4 |o1 2 3 4 5 & 7 8 ©° 10 11

) f=4lx—-1-1 d) f=2(x+2D+3

S S P R Sy S S P S S A U PR S

|
M- 8 -8 7 & 6 -4 3 2 -1
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Losung Al

- Aufgaben;
3 m*’d;sv W ) foéi’eﬂm

{c’s's -v-vS*; =
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rke:@yn&&e‘t:gkeﬂ e

{.ré‘._,;v ic's's "

1
a) [ =[xt -1 b)  f(@)=Ix* 8]
gyl
Fo=q--a---r--1--1- 61
R S S
, ; Fe=qm=smespe=p-=q- 14
T 3"ﬁ[c'h’td'|ffe‘ren’ziérb‘air‘|h’T‘T”‘,“‘,“’ R
—————————— ;--Pl( \/_|o)wnd Pz(\/_|0)x---}--{--{——— & 5 4 3 2 -
7777777777 . SO T [ T T T B -~ -+ hicht differenzierpar
..........
Powered Bé’i;isb‘c}sbnkorg EREREEE] [ﬁé&é;édn_éy? E;'Ebi;'ebm
A f=ylx-1-1 d) f&)=2(x+2)+3
R RN e

Y-

—————————————————————
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Aufgabe Al

Zeichne den Graphen der abschnittsweise definierten Funktionen f in
ein Koordinatensystem und kennzeichne die nicht differenzierbaren

zw@'iﬁ'ere@mwa

Iy AT TR S

Stellen.
[0,5(x —1)2 = 2| firx <0
a) @ 0,50 = 1)% +2| fir x 20

***************

er SIS

ﬁze:; wa@ ceit wfa“r»— ‘; w

3£ o A T ic

Level 2 - Fortgeschr/tten - B/att 1

Dokument mit 4 Aufgaben
- )

0,5x+3 flirx <2

b) f =1 1 firxs2

---------

---------------

M1 -0 -8 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

@fm={

S E R 9

Y

--------

***************

o1 2 3 4 5 & 7 8 8 10 11

2¥x + 2 firx < -1
2¥x—1flirx>1

R N R N N N N N SN N
01 2 3 4 5§ 6 7 8 8 W0 M

| i I R N N N
71 -0 8 & -7 -6 & -4 -3 -2 -1

(x 1)2+2furx<1

+2 firx>1

(x 1)2

M1 -0 -8 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

o1 2 3 4 5 & 7 8 8 10 11

01 2 3 4 5 6 7 8 8 W0 1N
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Leve/ 2 Fortgeschr/tter; - B}att 2

Dokument mit 8 Aufgaben

Aufgabe Al
Bestimme die Stellen,
differenzierbar sind.

Powered by GEOG;BRA org | Lo Powerliby GEGG]

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Aufgabe A2
Zeichne den Graphen der Funktion f mit f(x) jeweils in ein Koordinatensystem und
kennzeichne die nicht differenzierbaren Stellen.

a) f(x)—IZx—15| b) f(x)—l(4—x)(x—2)l

S R P

111DQS7854321n1234587891n11

[ T S T S T i [ S T S TR S R |
1 -0 8 -8 7 6 5 4 3 -2 1 Jo1 2 3 4 & 6 7 B 9 10 N
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Level 2 - Fortgeschritten - Blatt 2

Losung Al

Differenzierbar in
a) xeR\{-2;1;3} b) xeR c) x€eR\{2}
d) xeR\{-1,0;=66} €) xe€R\{1} f)  x€eR\{]— o, —2];0;2;4;[6; o[}

L6sung A2

a) f(x)—|2x—15| b) f(x)—|(4 x)(x—2)|
Te=1--1
Tt s B
——pm—qm—1
3 2 . 9 10 1
j_"ﬁ_”:'1 In :1:0_2 Smd“‘:dﬂ..elel.luel.bm"._'x_ ,:,,,:,,,I,,:, 2,,,mchtdxffelennelbal,,,E,,,E,,,:,,,:,,,E,,,:
Powered by|GEOGEBRA.OFG | | || 1 . . . ‘Powered by GEDGEBRAorg. | | | | | | | | |
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Dokument mit 8 Aufgaben

Aufgabe Al gl
Bestimme, ob die abgebildeten Graphen im sichtbaren Bereich E
differenzierbar sind und gebe ggf. die Stellen an, in denen die zugeh('jrige
Funktion nicht differenzierbar ist.

gl Y° DI T oy
8 8 8
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2
: / / WA Y
0 0
4 3 2 -1 j 01 N2 4 5 6 7mea 3 o o j 01 2 3\ 4 5 Tpee 5 4 3 2 &7 2 3 4 s
-2 -2 -
Powered by GEQGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBB‘\ org
d) Y 9 Y Ny
3 7
2 6
1 5
0 4
3
2
1

o - N £ O O N ®

S s

/ X - - 2 3 4 5 wﬁ 7 €4 -1 0o 1 2 3 4 5 wﬁ 74 €
o 1 - -1

- ! E -2

GEQGEBRA.org Powered by GEDGEBRA.org Powered by GEQGEBRA.or

Aufgabe A2

AOrdne den dargestellten Graphen deren zugehoérige Funktionsgleichung zu.

x? firx <0 —x—4 firx < -2
I) f(x){sin(x)ﬁjr0<xSn 1) f(x)={xﬂ]r—2£x£2

]
MTN

Powered

—x+mnfirx>mn 2flirx>1
y4 5
34 1 4
2 3
\ ‘ 0 1
5 AN -3 -2 -1 01 2 3 4 56 7 &
-1 ‘ 5 -4 3 2 -1 Jo1 2 3\&4 56 7 ¢
-2 4 1
-3 ! : -2
-4 4 ! -3
-5 ‘ : -4
Powered by GEOEEBRA.org 'Powered by GEOG‘F:BRA.org
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Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 3

Losung Al

Differenzierbar in
a) xeR\{1} b) x € R\{0} c) xeR\{-2;2}
d xeR e) xeR\{-2;1} fy xeR

Losung A2

Gleichung II) gehdért zu Graph a) Gleichung I) gehért zu Graph b)
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Level3 Expert— B/attl '

Dokument mit 9 Aufgaben

Aufgabe Al

Ordne den dargestellten Graphen deren zugehdrige Funktionsgleichung zu.

—x—4 firx < -1 —x? flirx < -1
I) f(x){x3—2fl'jr—1SxS1 IT) f(x)={xfﬂr—1§x£1

x—=2furx>1 x> +1—xfirx>1

/

a) b)

Powered by GEOGEBRA.org Powered

Aufgabe A2

Bestimme s und t so, dass die Funktion f an der Stelle x = 1 differenzierbar ist.
Es gilt x;s;7 € ]R

fG) =

—x—s firx <1
—x?4+1fir1x>1

Aufgabe A3

Bestimme, ob der Graph der nachfolgend gegebenen Funktionsgleichungen nicht
differenzierbare Stellen aufweist und falls ja, berechne diese.

1
a) fl) =1(x=5)(x—=2)(x+ 1| b) f®) =
9 /=l =1) d) 1=

—1flrx<3 ] V25—x2fir -5<x<0
&) f& { x+ 1furx>3 f & {—m+1o fur x > 0
Tipp:

Betragsfunktionen sind in Nullstellen mit Vorzeichenwechsel nicht
differenzierbar.
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Leve/ 3 - Expert - Blatt 1

Losung Al
Gleichung I) gehdért zu Graph a) Gleichung II) gehort zu Graph b)

Losung A2

tx? —x—s firx <1
f@) = { —Xx +1furx>1

Soll die abschnittsweise definierte Funktion in x = 1 differenzierbar sein, so missen
a) die Funktionswerte von tx? —x —s und —x? + 1 in x = 1 gleich sein und
b) die Steigungen beider Teilfunktionen in x = 1 ebenfalls gleich sein.

(1) tx?—x—s=-x%+1 | +x%2 -1
(2) 2tx—1=-2x | +2x
(1) x?(t+1)—-x—-s5s—-1=0 | x = 1 einsetzen
(2) 2x(t+1)—-1=0 | x =1 einsetzen
(1) t+1-1-5—-1=0 s

1 y4
(2) 2t+1=0 = t=—=

3
(2)-> (1) filz) = _Hm _m+g
1 3
(1) —E—S—1=0=> S=—E /_?\
a3 8 -7 6 -5 -4 3 -2 -1 0 2 3 4”

;lnc'nu'nh(’.sn_.

Powered by/GEOGEBRA.org

Losung A3
a) f)=Ix-5-2)(x+1)]
Nullstellen mit Vorzeichenwechsel von f sind x; = -1, x, =2 und x3; = 5.
Die Funktion ist differenzierbar in x € R\ {-1;2;5}.
b)  f(x) =
Die Funktion besitzt weder Nullstellen, noch kann ihr Funktionswert negativ
sein, die Funktion ist auBerdem stetig.
Die Funktion ist differenzierbar in x € R.

c)  f()=mn(x*-1])
Die Funktion ist flr |x| = 1 nicht definiert, da in(0) nicht existiert.
Die Funktion ist differenzierbar in x € R\ {—1;1}.

d)  f) =5
Die Funktion ist fur |x| = 2 nicht definiert, da % nicht existiert.
Die Funktion ist differenzierbar in x € R\ {-2;2}.
{ Ix—1firx<3
f@x) x+1 firx >3
%-3—1:0,5, —2-3+1=-05
Wegen f;(x) = 0,5 und f,(x) = —0,5 ist die Funktion unstetig.
Die Funktion ist differenzierbar in x € R\ {3}.
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5;75&7?.

R

‘A"v‘f"\r— pt ﬁw WWEFeﬂﬂefbaFkEIt‘Und‘\stfeﬂgkeu' ’A"vf ‘ sur‘ngven v

Level 3 - Expert - Blatt 1
V25 —x2 flir -5<x <0
@ ={ Z 5= 410 for x 2 0
f1(0) =5; f2(0) =-=5
f1'(=5) als auch £,'(5) ist nicht existent, da f/(x) = —\/_ und £, (x) = m
Wegen f£,(0) =5 und f£,(0) = -5 ist die Funktion unstetig.
Die Funktion ist differenzierbar in den Intervallen I; =] — 5;0[ und I, =]0; 5].
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Dokument mit 13 Aufgaben

Aufgabe Al i
Die Funktionsgleichungen der nachfolgend abgebildeten Graphen sind Ha o
gegeben. Ordne jedem Graphen die zugehérige Funktionsgleichung zu und fexr-fciig
bestimme die Stellen, an denen der Graph nicht differenzierbar ist. [=lF
) "y . 9O Y
2 Y. .
-4 -3 -2 -1 . o1 2 3 4 Swﬁ 7 [+ j -4 -3 -2 -1 B o 1 2 3 4 5m5 7 8
2 9 2
Powered by GEQJEBRA.org “powered by GEOFEBRAOrg | | 4 | | /Powered by GEQGEBRA.org

2 o o m m

10 N
e) f) ys

9
d) ys 7
6

7
6 5
5 4
3
4 2
1 1
0

2

1]
1 4 -3 -2 -1 €.4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5w 6 7 H
0 & -
4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5w 6 7 &

2,
-1
Powered by GEOGEBRA.org Powefed by GEAOGEBRA'org Powered by 9&4 GEBRA.org

10,75(x — 3)2 — 12| fir x <0

10,75(x — 3)2 — 10| fir x >0

3) f(&x)=](x+2)(x—1)(x—3)| 4) f(x)=105(x—4)+1]
x—2firx<3 Cfx(x2—4)+2furx<1

) f) ={3(x—3)+1 fir x > 3 6) S _{x(x2—4)+4 firx > 1

1) f(x) =|x%—6x?+3x + 10| 2) f(x) ={

Aufgabe A2

Nenne drei Kriterien, die dazu flhren, dass eine Funktion an einer Stelle nicht
differenzierbar ist und flihre jeweils eine diesbezlgliche Funktionsgleichung an.

1.

Beispiel:
2.

Beispiel:
3.

Beispiel:
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Aufgabe A3

Gib an, ob die nachfolgend getroffenen Aussagen richtig oder falsch sind. Begriinde
deine Antwort durch Angabe eines Beispiels bzw. Gegenbeispiels.

a) Stetige Funktionen sind in ganz R differenzierbar.

Richtig Falsch
O O
Begrindung:

b) Gebrochen rationale Funktionen sind in den Polstellen nicht differenzierbar.

Richtig Falsch
O O
Begrindung:

c) Ganzrationale Funktionen sind in ganz R differenzierbar.

Richtig Falsch
O O
Begrindung:

d) Betragsfunktionen haben immer mindestens eine nicht differenzierbare

Stelle.

Richtig Falsch
O O
Begrindung:

e) Wurzelfunktionen mit geradzahligem Wurzelexponent haben eine nicht
differenzierbare Stelle.

Richtig Falsch
O O
Begriindung:

f)  Abschnittsweise definierte Funktionen sind in ihren inneren Intervallgrenzen
nicht differenzierbar.

Richtig Falsch
O O
Begriindung:
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v ‘-,

Losung Al
1b) x3-6x2+3x+10=0 = x;,=-1; x, =2; x3=5

Nicht differenzierbar in {—1;2; 5}
2d) 0,75(x—3)2-12=0flrx<0 = x, =—1

0,75(x —3)2—10=0flrx>0 = x, = 9”3@

Bei x, = 0 liegt ein Sprung in y-Richtung vor.
Nicht differenzierbar in {—1;0; 9+2‘/_}

33) (x+2)x—1D(x—-3)=0= x;,=-2; x,=1; x3=3
Nicht differenzierbar in {-2;1; 3}

4c) 05x—4)+1=0= x;, =2
Nicht differenzierbar in {2}

5f) Abschnittsweise definierte Funktion mit Knick in x, = 3.
Nicht differenzierbar in {3}

6e) Abschnittsweise definierte Funktion mit Sprung bei x, = 1.
Nicht differenzierbar in {1}

Losung A2

Eine Funktion ist an Stellen nicht differenzierbar, in denen sie
1. keine g{ndeutige Tangente hat, z. B. f(x) = |x|

2. einen Sprung in y-Richtung aufweist, wie etwa
1,8x+100 flir 0<x <50

e = 1,8x + 150 fiir 0> 50
3. eine Definitionslicke aufweist wie z. B. f(x) =%

Losung A3

a) Stetige Funktionen sind in ganz R differenzierbar.

Falsch
Begrindung: Betragsfunktionen wie z. B. f(x) = |x| sind stetig, aber in ihren
Nullstellen nicht differenzierbar.
b) Gebrochen rationale Funktionen sind in den Polstellen nicht differenzierbar.

Richtig

Begrindung: Der Grenzwert des Differenzialquotienten Z—i’ fir h — 0 in der
Polstelle existiert nicht, f(x) =% mit % = —xiz ist in x, = 0 nicht
differenzierbar.

c) Ganzrationale Funktionen sind in ganz R differenzierbar.

Richtig

Begriindung: Ganzrationale Funktionen haben weder Definitionslicken noch
Spriinge noch Knicke wie z. B. f(x) = %x3 —2x%2+x—6.
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d)

f)

Leve/3 Expert— Blatt 2
Betragsfunktionen haben immer mindestens eine nicht differenzierbare
Stelle.

Falsch

Begriindung: Die Betragsfunktion f mit f(x) = |x? + 5| ist in ganz R stetig und
differenzierbar.

Wurzelfunktionen mit geradzahligem Wurzelexponent haben eine nicht

differenzierbare Stelle.

Richtig [XI
Begriindung: Die Wurzelfunktion f mit f(x)=%x ist in x,=0 nicht
differenzierbar.

Abschnittsweise definierte Funktionen sind in ihren inneren Intervallgrenzen
nicht differenzierbar.

Falsch

Begrindung: Eine abschnittsweise definierte Funktion mit z. B.
filx) =V25—x2 fir =5<x<0 und f,(x) = —V25—x2410 fir
0 <x <5 istin x, =0 differenzierbar, da dort nur eine einzige
Tangente madglich.
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