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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Problemstellung

Lineare Gleichungssysteme, iterative Verfahren

» geg.: A € R"*™ b€ R™ n > 1, A dinnbesetzt;
ges.. x € R™, so dass Ax = b, wobei

ai1l ai2 -+ Qin T b1

az1 az2 -+ Qa2n T2 b2
A= . . . y xr = y b=

an,1 Qan,2 **° QAnn Ln bn,

und die meisten a; ; = 0 sind.

» Annahme: A nichtsingulér, d.h. det(A) # 0
= Spalten von A bilden eine Basis in R™
= Ax = b eindeutig |6sbar.
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Poisson-Gleichung

Gesucht u € C%2(02) N C(Q), 2 = [0,1]2, so daB
—Au = 1 inQ,
u = 0 auf 90
Typisches Beispiel: Warmeleitungsgleichung, Diffusionsgleichung.
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Poisson-Gleichung

Diskretisierung mit Finite Differenzen Verfahren:

» RegelmaRiges quadratisches Gitter mit Schrittweite h = %
» Ersetzen der Ableitungen durch Finite Differenzen
» Gesucht ist z € R™, m = (n — 1)2, so dass
Az =b
mit A € R™xm
[T -1 i 4 -1 ]
1 -1 T -1 -1 4 -1
A= , T = ,
-1 T -I -1 4 -1
-1 T -1 4

T € Re=DX(m=1) ynd der Identititsmatrix.] € R(*=1)*(n=1),
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme A
855y Motivation
Lineare Iterationsverfahren

Poisson-Gleichung

Diskretisierung mit Finite Differenzen Verfahren: spy(A)

0
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100

150

0 50 100 150 200
nz = 1065

Elemente: 50625, nnz(G) = 1065, density = 0.021
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Poisson-Gleichung

Eigenschaften von Steifigkeitsmatrizen:

>

Hochdimensionalitat
Anzahl der Unbekannten ~ h—% bei d Ortsvariablen

Diinnbesetztheit

Blockstruktur
Bei Diskretisierung auf regelmaBigen Rechteckgittern

Schlechte Kondition
Diskrete Poisson-Gleichung: k(A) = (ﬂz—h)2
Symmetrie, Positiv-Definitheit
Diagonaldominanz (strikt fiir <)

> lasi| < lasgl fiir alle 4,

Jj#i
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme

Motivation
Lineare Iterationsverfahren

Poisson-Gleichung

Problem des "fill in" bei Cholesky-Zerlegung A = LDL™: spy(L)

OF T

0 50 100 150 200
nz = 3389

h 1/16  1/32 1/64 1/128
nz(A;) | 1065 4681 19593 80137 | ~5h 2
nz(L) | 3389 29821 2501090 2048509 | ~h 3
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Diinnbesetzte Matrizen in Matlab

Lése Ax =0b
» x = inv(A)*b
» x = AT(-1)*b
> x = A\b

Sparse Matrices
» “Matlab is slow only if you use it incorrectly.” (Mathworks)

» Wenn A diinnbesetzt ist, ist der Code langsam, wenn man den
folgenden Befehl zu oft benutzt :

A(i,3) = -~

» Warum? Hat damit zu tun, wie Matlab Matrizen speichert . ..
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme

Motivation
Lineare Iterationsverfahren

Diinnbesetzte Matrizen in Matlab

Beispiel, wie diinnbesetzte Matrizen in Matlab gespeichert werden:

Was passiert, wenn wir den folgenden Befehl eingeben?

C(3,1) = 42
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Lineare Iterationsverfahren

Motivation

Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Diinnbesetzte Matrizen in Matlab

» Der Befehl C(3,1) = 42 benétigt Zeit, die proportional zu
den Eintragen in C' ist, die ungleich null sind

» Besseres Vorgehen: drei Vektoren generieren, die die Reihen
und Spalten und zugehérige Eintrage beinhalten:

IC...) = ...;
JC...) = ...;
X(...) = ...;

» Zusammenbau der Matrix mit:
A = sparse(I,J,X,n,n);

» Doppelte Eintrage werden summiert (z.B. beim Finite
Differenzen Code)

» Preallocate memory (spalloc).
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme

Motivation
Lineare Iterationsverfahren

Lineare lterationsverfahren

Fir A € R™*™ (nichtsinguldr) und b € R™ ist das
Gleichungssystem

Ax=b»

zu l6sen. Wir nehmen an, daR n groR (n Z 1000) und A
diinnbesetzt ist.

Beispiele:

v

Google-Matrix
Markov-Ketten
Netzwerkanalyse

vV v VY

Diskretisierung von (partiellen) DGL (Finite Differenzen, Finite
Elemente, Finite Volumen)
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Lineare lterationsverfahren

Erinnerung: Nachiteration

» Sei 20 eine niherungweise Lésung von A & = b mit Residuum
r® =b— AxY.
» Der Fehler, 6° = = — 20, erfiillt
A=Az —-Axz=b— Az’ =10
» Exakte Loésung ergibt sich aus
=20 +6" =24+ A"1(b—- AxY)
» Problem: Ldsung des LGS
A% =b—- Ax°
bendtigt.

> aber ...

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 203



Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Lineare lterationsverfahren

Annahme: wir haben eine niherungweise Lésung a°

x=x"4+A"1(b— Az0)
x=x2+C(b— Az?)
tl =gk 4+ C(b—- AZF), k=0,1,2,...

|dee:
» Ersetze A~ durch C, wobei

» A1 durch C "gut" approximiert wird, und
» der Aufwand der Matrix-Vektor Multiplikation C'y gering ist.

» Fiihre Iteration fir k = 0,1,2,... ein.

Fixpunktiteration:
zhtl = gk 4 C(b — AxF) := ®(2F), k=0,1,2,....

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 204



Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Lineare lterationsverfahren

» Fixpunktgleichung
P(x):=x+C(b— Ax)
mit geeignetem C € R™*™ nichtsingular.
» Fixpunktiteration
zktl = &(zF) =2k +C(b— AxF)
(I —CA)z*+Cb, k=0,1,2,...
» Fiir den Fehler eF := ¥ — a* ergibt sich
eftl = ghtl _ % = &(2%) — ®(z*) = (I — CA)er

also

ek = (I -CA¥e, k=0,1,2,...
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Satz 13.3

Das Verfahren konvergiert fiir jeden Startwert 20 gegen die Lésung
x* des Gleichungssystems genau dann, wenn
p(I—CA)<1

gilt, wobei p(I — C A) der Spektralradius, also der betragsmaRig
groRte Eigenwert, von I — C A ist.

Folgerung 13.5

Fiir eine beliebige Vektornorm || - || mit zugehdriger Operatornorm
gilt:

la® — 2*|| < IT — CAJI* [l2® — &% ||, k=0,1,2,...
Die Konvergenz ist fiir jeden Startwert 2® gesichert, falls fiir
irgendeine Norm die Bedingung

|I —CA| <1

erfiillt ist.
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Konvergenzrate

» Mak fiir die Konvergenzgeschwindigkeit: p(I — C' A).

» Je kleiner p(I — C' A) ist, desto schneller wird der Fehler
reduziert.

» Mittlere Fehlerreduktion in k Iterationsschritten

_ (MfIN® L = = ca) fir &

» Reduktion des Anfangfehlers ||€°|| um Faktor % bendtigt
k = (—Inog) ! Iterationsschritte
» Asymptotische Konvergenzrate
—In(p(I — CA))
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Wahl von C

Zu A € R"*™ wihle C € R™*™ so, daR
» A~ durch C geniigend gut in dem Sinne approximiert wird,
daB p(I — C' A) moglichst klein ist.
» die Operation
y—Cy
mit moglichst geringem Aufwand durchfiihrbar ist.

Beachte:
Bei den meisten iterativen Verfahren wird die Operation y — Cy
durchgefiihrt, ohne daB die Matrix C' explizit berechnet wird.
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Komplexitat

Zum Vergleich der unterschiedliche Verfahren, gehen wir davon aus,
daR
» eine Klasse von Gleichungssytemen Ax = b vorliegt

» vorgegeben ist, mit welchem Faktor R ein (beliebiger)
Startfehler reduziert werden soll (||e*|| = &|/€°]|)

Komplexitat eines iterativen Verfahrens

GroRenordnung der Anzahl arithmetischer Operationen, die
benotigt werden, um fiir das vorliegende Problem eine
Fehlerreduktion um den Faktor R zu erreichen.
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Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme Motivation

Lineare Iterationsverfahren

Lineare lterationsverfahren

>

Jakobi

Gaul-Seidel

» SOR

Conjugate Gradients (spater)

v

v
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Problemstellung

Lineare Gleichungssysteme, iterative Verfahren

geg.: A € R™*™ b € R™, det(A) # 0,
und n > 1, A diinnbesetzt;

ges.: x € R™, so dass Ax = b, wobei

ai1 ai2 -+ Aain T1 b1

az1 Q22 -+ Q2p T2 b2
A= . . . . y = . , b=

Anp,1 An2 °** Qnn Ln bn

und die meisten a; j = 0 sind.

xktl =k L C(b— AxF), k=0,1,2,....
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Jacobi-Verfahren
GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Iterative Verfahren

Definition

Definiere die Zerlegung

wobei

Anp,1 *°*° Qpn—-1 0 0

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Definition

Diagonaldominanz

Eine Matrix A € R™X™ heilt strikt diagonaldominat, falls gilt

n

> laigl <laiy

i=1
G

Zeilen-/Spaltensummenkriterium

Eine Matrix A € R™X™ erfiillt das starke Zeilensummenkriterium
(bzw. Spaltensummenkriterium), wenn

n n
a;, a; i
max » | "“_”,l <1, bzw. max | ’_”,l <1].
i =y el i iy el
g i
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Jacobi-Verfahren

Beim Jacobi- oder Gesamtschrittverfahren:
C = (diag(A))~! = DL

Die lterationsvorschrift lautet
xktl = (I — D7 1A)z* + D~ 1b,

d.h. in Komponentenschreibweise ergibt sich:

Algorithmus 13.7 (Jacobi-Verfahren)
Gegeben: Startvektor 2% € R™. Fiir k = 0,1, ... berechne:

n

k+1 _ —1(,. ok .

x, —ai,i<b,—2a,,gzcj>, i=1,2,...,n
Jj=1
i

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 214



Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Jacobi-Verfahren

Vorgehen:
» Ldse i-te Gleichung nach der i-ten Unbekannte x; auf.
» Verwende Werte aus dem vorherigen lterationsschritt fiir die
iibrigen Unbekannten (xj, j # ).
» Beachte:

» ¥ und x®*T1 miissen gespeichert werden
» Verfahren leicht parallelisierbar

Rechenaufwand. Der Rechenaufwand pro lterationsschritt ist
beim Jacobi-Verfahren angewandt auf eine diinnbesetzte Matrix
A € R™ ™ vergleichbar mit einer Matrix-Vektor-Multiplikation
A x, beansprucht also O(n) Operationen.
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Konvergenz

Satz 13.9

Fiir das Jacobi-Verfahren gelten folgende Konvergenzkriterien:

» Falls A als auch 2D — A symmetrisch positiv definit sind,
folgt
p(I — D~1A) < 1.
» Falls A irreduzibel diagonaldominant ist, gilt
p(I — D7 1A) < |[I — D 'A||e < 1.

Satz: hinreichende Bedingung

Das Jacobi-Verfahren konvergiert, falls A das starke
Zeilensummen- oder Spaltensummenkriterium erfiillt.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Beispiel 13.10

Das Diffusionsproblem mit der Matrix A;. Es gilt
p(I—CA)=p(I-D71Ay)
= max{|1 — $h2)\| | A Eigenwert von A;}
=1-2sin?(3rh) = cos(rh) ~ 1 — 3n2h2.
Fir die asymptotische Konvergenzrate gilt somit

—In(p(I-D A1) =~ —In(1 — 372h?) ~ 3n2h2.

Um einen Startfehler um einen Faktor R zu reduzieren, sind etwa
—InR 2
K= ~~
Inp(I-D-1A;) 72n2
Iterationsschritte erforderlich.

InR

Beachte: Die geschatzte Anzahl der notwendigen Iterationsschritte
wachst in Abhangigkeit der Schrittweite h wie die Konditionszahlen
der betreffenden Matrizen.
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Beispiel 13.10

Sei # die Anzahl von Iterationsschritten, die zur Reduktion des Start-
fehlers um einen Faktor R = 103 bendtigt werden, und K die theore-
tische Schatzung von # aus:

—In103 2

= ~ In103.
In(coswh)  w2h?2

Ergebnisse:

1/40 1/80 1/160  1/320
# | 2092 8345 33332 133227
K | 2237 8956 35833 143338

Komplexitat. Da m ~ h™2, folgt, daB K ~ m Iterationsschritte bend6tigt
werden. Da jeder Schritt einen zu m proportionalen Aufwand erfordert,

ergibt sich, daB die Komplexitédt des Jacobi-Verfahrens (fiir diese Pro-

blemstellung) etwa cm? ist.
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Beispiel

Iterative Verfahren

» Gleichungssystem

4
-1
0
1
0

-1 0 1
4 -1 0
-1 4 -1
0 -1 4
1 0 -1

IGPM, RWTH Aachen

Jacobi-Verfahren
GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

0 1
1 %)
0 s
—1 g
4 Iy

Numerisches Rechnen
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100
100
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Beispiel

Konvergenz
Table 1.3. Solution by the Jacobi Iteration Method

k X X, X3 X4 X5
0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
1 25.000000 25.000000 25.000000 25.000000 25.000000
2 25.000000 31.250000 37.500000 31.250000 25.000000
3 25.000000 34.375000 40.625000 34.375000 25.000000
4 25.000000 35.156250 42.187500 35.156250 25.000000
5 25.000000 35.546875 42.578125 35.546875 25.000000
16 25.000000 35.714284 42.857140 35.714284 25.000000
17 25.000000 35.714285 42.857142 35.714285 25.000000
18 25.000000 35.714285 42.857143 35.714285 25.000000
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

GauB-Seidel-Verfahren

Beim Gaul-Seidel- oder Einzelschrittverfahren:
C=(D-L)"L.

Die Iterationsvorschrift lautet

zhtl = (I - (D—-L)"*A)z* + (D — L)~ 'b,

oder (D — L) ¢t = U ¥ + b,

d.h. in Komponentenschreibweise ergibt sich:

Algorithmus 13.12 (GauB-Seidel-Verfahren)

Gegeben: Startvektor a:o € R™. Fiir k = 0,1,... berechne:

k+1 —1 k+1 .
mi-l' = ( Z a;;x J+ Z Tl 65 J> 1=1,2,...,n.
j=i+1
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

GauB-Seidel-Verfahren

Vorgehen:
» Lose i-te Gleichung nach der i-ten Unbekannte x; auf.
» Verwende die bereits vorher berechneten Komponenten der
neuen Annaherung.

» Beachte:

» Nur ein Vektor muss gespeichert werden
» Verfahren nicht mehr einfach parallelisierbar
» Ergebnis hangt von der Reihenfolge der Berechnung ab.

Rechenaufwand. Fiir eine diinnbesetzte Matrix A € R™*™ ist der
Rechenaufwand pro Iterationsschritt beim GauB-Seidel-Verfahren
vergleichbar mit dem Aufwand beim Jacobi-Verfahren, betrdgt also
O(n) Operationen.
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Konvergenz

Satz 13.13

Fiir das GauB-Verfahren gelten folgende Konvergenzkriterien:

» Falls A symmetrisch positiv definit sind, folgt
p(I —(D—-L)"'A) <1
» Falls A irreduzibel diagonaldominant ist, gilt
p(I — (D — L)A) < [T — (D — L)' Al < 1.

Satz: hinreichende Bedingung

Das GauB-Seidel-Verfahren konvergiert, falls A das starke
Zeilensummen- oder Spaltensummenkriterium erfiillt.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Beispiel 13.15

Das Diffusionsproblem mit der Matrix Aq. Daflr gilt:

p(I—CAy) = p(T— (D —L) A1) = (p(T-D 1Ay))?
Hieraus ergibt sich:

p(I— CAq) = cos?(nh) ~ 1 — w2h? .

—In(p(I— (D -L)"TA1)) ~ —In(1 — m2K?) ~ w2h2.
Um einen Startfehler um einen Faktor R zu reduzieren sind (asympto-
tisch) etwa K Iterationsschritte erforderlich, wobei

—InR 1

K= G- m Ly 1ay) ~ w22

Ergebnisse:

h | 1/40 1/80 1/160 1/320
# | 1056 4193 16706 66694
K | 1119 4478 17916 71669
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Beispiel 13.15

Komplexitat
Fir das GauB-Seidel-Verfahren angewandt auf die diskrete Poisson-
Gleichung

1
Aix=b, A eR™™ m=(n-1) n=

ist die Komplexitat ¢m?2 Operationen.
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Beispiel

Konvergenz

Table 1.4. Solution by the Gauss-Seidel Iteration Method

k X, X X3 X4 X5

0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
1 25.000000 31.250000 32.812500 26.953125 23.925781
2 26.074219 33.740234 40.173340 34.506226 25.191498
3 24.808502 34.947586 42.363453 35.686612 25.184757
4 24.815243 35.498485 42.796274 35.791447 25.073240
5 24.926760 35662448 42.863474 35.752489 25.022510
13 25.000002 35.714287 42.857142 35.714285 25.999999
14 25.000001 35.714286 42.857143 35.714285 25.000000
15 25.000000 35.714286 42.857143 35.714286 25.000000
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Successive Over-Relaxation

> In vielen Fillen ist die Verdnderung der x; von lIteration zu
Iteration immer in die gleiche Richtung

» Korrektur ("over-relaxing") des Iterationsschritts kann die
Konvergenz verbessern

Xj

over-
elaxation

Xi

-

relaxation

1 2 3 4
Relaxation step k
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren

SOR-Verfahren

Successive Over-Relaxation

Iterationsvorschrift bei Gau@ Seidel-Verfahren:

n

kL _ gk 4 7] ! k)

:B’L' _:B’i +a’i,i< Z a'L,J ] - .Z.al’ij>’ 1= 1,...,17,.
J=

Algorithmus 13.17 (SOR-Verfahren)

Gegeben: Startvektor 0 € R™, Parameter w € (0, 2). Fiir
k =0,1,... berechne:

k+1 .
wp _zc +wa;; < Zam J Zam 3> i=1,...,n.

Dies entspricht der Iterationsvorschrift
AD-L)ya* ' =(ID—-L)z* — Az* +b,
dh.C=(ID-L)™
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Jacobi-Verfahren
Iterative Verfahren GauR-Seidel-Verfahren
SOR-Verfahren

Successive Over-Relaxation

Rechenaufwand. Beim SOR-Verfahren ist der Rechenaufwand pro
Iterationsschritt vergleichbar dem Aufwand beim GauR-Seidel-
Verfahren, also O(n) Operationen fiir eine diinnbesetzte Matrix

Ac RX7

Satz 13.18. Sei M, .=1- (%D —L) LA die Iterationsmatrix des
SOR-Verfahrens. Es gilt:

o p(My) > |w—1] .

e Fiir A s.p.d. gilt:

p(My) <1 fir alle w € (0,2).

e Sei A irreduzibel diagonaldominant mit a; ; < 0 fir alle i % j
und a;; > 0 fur alle 5. Dann gilt:

p(My) <1 fur alle w € (0,1].
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Beispiel 13.19
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Optimaler Wert von w

> Der optimale Wert von w ist stark problemabhingig
» Fiir die meisten Probleme ist der optimal Wert nicht bekannt
» Ausnahme: diskrete Poisson-Gleichung (Matrix A1)

Satz 13.20.

Wir betrachten die diskretisierte Poisson-Gleichung A;x = b.
Sei p:= p(I-D~1A ) < 1 der Spektralradius der Iterationsmatrix
des Jacobi-Verfahrens.

Sei My, die Iterationsmatrix des SOR-Verfahrens.

Dann ist p(M,,) flir den Relaxationsparameter

2
wopt (= =14 | —
14 /1 —p2 14 /1 —p2

optimal und

P(Mwopt) = wopt — 1.
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Komplexitat

Komplexitat.

Fir die diskretisierte Poisson-Gleichung Aix = b ergibt sich beim
SOR-Verfahren mit dem optimalen w-Wert eine sehr groBe Komple-
xitatsverbesserung im Vergleich zum Jacobi- und zum GauB-Seidel-

Verfahren.
2 .
cos(rh) 1 —sin(rh)
p( wopt) Wopt <1 + sin(ﬂh)> 1 + sin(wh) "
K= . InR ~ L| In R\/i

Inp(Mugy) 27k

Da der Aufwand pro Iteration proportional zu m ist, hat dieses Ver-
fahren eine Komplexitat (fiir die vorliegende Problemstellung) von

em®  Operationen.
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Beispiel 13.21

Poisson-Gleichung Ai;x = b mit x0, b und R wie in Beispiel 13.10.
Wir verwenden das SOR-Verfahren mit w = wgpt.

Ergebnisse:

1/40 1/80 1/160 1/320
73 146 292 585
44 88 176 352

=3 >
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Beispiel

Konvergenz
Table 1.5. Solution by the SOR Method

k X X3 X3 Xy X5
0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
1 27.500000 35.062500 37.142188 30.151602 26.149503
2 26.100497 34.194375 41.480925 35.905571 25.355629
3 24.419371 35230346 42914285 35.968342 25.167386
4 24.855114 35.692519 42.915308 35.790750 25.010375
5 24.987475 35726188 42.875627 35717992 24.996719
11 24.999996 35.714285 42.857145 35.714287 25.000000
12 25.000000 35.714286 42.857143 35.714286 25.000000
13 25.000000 35.714286 42.857143 35.714286 25.000000
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

» Viele Problem in der Praxis fiihren auf groe diinnbesetzte
lineare Gleichungssysteme
» Direkte Verfahren
» Berechnung der Lsung bis auf Rundungsfehler in O(n?)
Operationen
» Problem des "fill-in" bei diinnbesetzten Matrizen
» lterative Verfahren
» Bestimmung der Lésung n3herungweise
» Konvergenz hingt von Spektralradius p(I — C A) ab
» Wenn A das strenge Zeilen- oder Spaltensummenkriterium
erflillt, konvergieren das Jacobi-Verfahren, das Gauss-
Seidel-Verfahren, und Succesive Over-Relaxation.
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