4. Teil: Ringe I
18. Faktorisierungen in kommutativen Ringen

Definition: Es sei R ein kommutativer Ring und a,b € R. Man sagt, a teilt b (und

schreibt dafiir kurz a | b) wenn 3z € R : ax = b.

Definition: Es sei R ein kommutativer Ring und a,b € R. Man sagt, a und b seien

assoziiert wenn a | b und b | a.

Bemerkung: Auf der Menge N\ {0} (die mit der iiblichen Addition und Multiplikation
keinen Ring bildet) hat die Teilerrelation alle Eigenschaften einer Ordnungsrelation, d.h.
sie ist reflexiv (da a | a Va € N\ {0}), antisymmetrisch (da a | b A b | a = a = b) und
transitiv (daa |b A b|c= a|c). Auf dem kommutativen Ring der ganzen Zahlen Z ist
die Teilerrelation noch immer reflexiv und transitiv, aber nicht mehr antisymmetrisch (da

nur mehr a | b Ab|a=|a| = |b| gilt).

Lemma 130: (i) In einem beliebigen kommutativen Ring R braucht ein a € R keine Teiler
zu besitzen. Insbesondere ist die Teilerrelation im Allgemeinen nicht reflexiv.

(ii) Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so gelten u | a und ua | a fir alle ¢ € R und
alle u € R*.

(iii) Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so gelten 1 | a und a | a fiir alle a € R, d.h.
die Teilerrelation ist reflexiv.

(iv) Ist R ein kommutativer Ring und fiir a,b,c € R gelten a | b und b | ¢, so folgt a | ¢,

d.h. die Teilerrelation ist transitiv.

Beweis: (i) Es sei R = 2Z der kommutative Ring der geraden ganzen Zahlen. Dann
besitzt 2 € R keine Teiler in R. (Es seien a,b € R. Ist a = 0 oder b = 0, so ist ab = 0 # 2.
Ist a # 0 und b # 0, so ist |ab| > 4 und daher ab # 2.)

(ii) Fiir a € Rund u € R* ist a = v+ (v ta) und a = u=!(ua).

(iii) Erhélt man sofort aus (ii), indem man u = 1 setzt.

(iv) Da a | b und b | ¢, existieren k, ¢ € R, sodass b = ak und ¢ = bf und somit ¢ = a(kl).

Satz 131: Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und a,b,u € R. Dann gelten:

(iJa|b<be (a) < (b) C (a) (wobei (a) = aR = Ra das von a erzeugte Ideal bezeichnet),

(ii) @ und b sind assoziiert < (a) = (b),

(i) ueR*<u|lzVre R ull,

(iv) u € R* < (u) = R,

(v) Assoziiert zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf R,
96
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(vi) Wenn Jv € R* : a = b, so sind a und b assoziiert,
vii) Ist R ein Integritatsbereich und a und b sind assoziiert, so Jv € R* : a = bv,
g

viii) Ist R ein Integritatsbereich, so gilt: ¢ und b sind assoziiert < Jv € R* : a = bv.
(viii) g , 80 g

Beweis: (i)a|be dJxe R:b=ax < be (a) < (b) C (a),

(ii) @ und b sind assoziiert < a |bund b | a & (a) C (b) und (b) C (a) < (a) = (b),

(iii) Ist u € R*, so ist z = u(u~'z) Vz € R und daher u | z Vz € R.

Gilt u | z Yz € R, so gilt insbesondere u | 1.

Aus u | 1 folgt 3z € R : uz = 1 und daher u € R*.
(iv)(=)ueR*=3rcR:uzr=1=1cuR=(u)=y=y-1€(u)Vye R= R C (u),
(<)(uy=R=1€(u)=uR=3Jr€R:ur=1= ue€ R".

(v) Reflexivitat folgt aus Lemma 130 (iii). Symmetrie folgt aus der Definition. Sind a und
b assoziiert und b und c¢ assoziiert, so gelten a | b und b | a sowie b | ¢ und ¢ | b. Daraus
folgt a | ¢ und ¢ | a wegen Lemma 130 (iv), d.h. @ und ¢ sind assoziiert.

(vi) Aus a = bv folgt b | a. Da daraus sofort b = av~! folgt, gilt auch a | b.

(vii) Sei zunéchst a = 0. Da a | b, existiert ein x € Rmit b=ax =0-x =0 Alsoist a =b
und man kann v = 1 € R* wihlen. Seien also nun a # 0 und a | b und b | a. Dann gibt
es v,w € R, derart dass a = bv und b = aw, woraus man sofort a -1 = a = avw erhalt.
Wegen Lemma 50 folgt vw = 1 und somit v, w € R*.

(viii) Folgt sofort aus (vi) und (vii).

Beispiel: Im Integritatsbereich Z sind die zu a € Z assoziierten Elemente genau a und —a.
Das folgt aus Satz 131 (viii) und Z* = {—1,1}. Zwei Zahlen a,b € Z sind offenbar genau
dann assoziiert wenn |a| = |b|. Die Aquivalenzklassen zueinander assoziierter Elemente
sind also in diesem Fall {0}, {—1,1}, {—2,2}, {-3,3}, ...

Definition: Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

1) Ein p € R mit p # 0 und p ¢ R* heifit irreduzibel, wenn aus p = ab folgt, dass a € R*
oder b € R* (wobei a,b € R).

2) Ein p € R mit p # 0 und p ¢ R* heifit prim, wenn aus p | ab folgt, dass p | a oder p | b
(wobei a,b € R).

Bemerkungen: 1) Ein primes Element eines kommutativen Rings mit Eins braucht nicht
irreduzibel zu sein. Z.B. ist die Restklasse 2 € Zg prim aber nicht irreduzibel. Der
Verkniipfungstafel der Multiplikation im Restklassenring Zg entnimmt man, dass 2 | 0,
2|2und 2|4 aber 211,213 und 2 5. Dabei tritt 0 folgendermafien als Produkt auf

(wobei die Kommutativitét beriicksichtigt wurde):

0=0-0=0-1=0-2=0-3=0-4=0-5=2-3=34,
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sowie 2 und 4 als

2=1-2=2-4=4-5 und 4=1-4=2-2=2-5=4-4.

2.
Da 2 in jedem Fall einen der Faktoren teilt, ist 2 ein primes Element von Zg. Andererseits
ist 2=2-4 und 2,4 ¢ Z§ = {1,5} und 2 daher nicht irreduzibel.

ol ol ol Il @l <l <l
Y| x| ol Dol =l DI =i
=l Nl O =l Dol | DI oI
Wl Ol wl| Dl wIl| Ol wi
DO x| O DOl | il | DI W]
=Nl ol | il | o | DI o

Y| x| ol ol | ]| I

Wir werden allerdings in Satz 132 (iii) zeigen, dass in einem Integritdtsbereich jedes prime
Element auch irreduzibel ist.
2) Ein irreduzibles Element eines Integritétsbereichs braucht nicht prim zu sein. Es sei
R der Integritatsbereich R = Z[Z\/g] = {a + iv/5b | a,b e Z} (versehen mit der iiblichen
Addition und Multiplikation komplexer Zahlen). Dann kann man z.B. zeigen, dass 2 € R
irreduzibel aber nicht prim ist.
Sind a, b, c,d € Z, so ist
(a+ivVBb) — (c+iv5d) = (a —¢) +iV5(b—d) € R

und

(a + iv/5b)(c 4 iv/5d) = (ac — 5bd) + iv/5(ad + be) € R.
Dabher ist R ein Unterring (mit Eins) des Korpers C und damit sogar ein Integritatsbereich.
Wir zeigen zuerst, dass R* = {—1,1}. Ist a + iv/5b € R* (mit a,b € Z), so ist

(a + iv/5b)(c +iv/5d) = 1 (fiir gewisse ¢, d € Z)
Durch komplexe Konjugation folgt daraus (a — iv/5b)(c — iv/5d) = 1 und durch Multipli-

kation der beiden Gleichungen erhalt man
(a® + 5b%)(c? + 5d?) = (a + iv/5b)(c + iv/5d)(a — iv/5b)(c —iv/bd) =11 = 1.
Daraus folgt sofort a? + 5b% = 1. Fiir b # 0 ist a® + 56> > 5 und daher muss b = 0 und

a? = 1 gelten. Also ist @ € {—1,1} und folglich auch a + iv/5b € {—1,1}. Damit ist
R* C {—1,1} gezeigt. Aus 12 = (—1)? =1 folgt sofort {—1,1} C R*.
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Wir zeigen nun, dass 2 irreduzibel ist. Offensichtlich ist 2 # 0 und 2 ¢ R*. Angenommen
2 = (a + iv/5b)(c + i/5d)
fiir gewisse a, b, ¢, d € Z. Wieder folgt durch komplexe Konjugation

(a — iv/5b)(c — iv/5d) = 2

und durch Multiplikation der beiden Gleichungen

(a® + 5b%)(c? + 5d?) = (a + iv/5b)(c + iv/5d)(a — iv/5b) (c — iv/5bd) = 4.
Nun kann unméglich a? + 5b% = 2 gelten. (Ist b # 0, so folgt a? + 5b% > 5. Also miisste
b = 0 und damit a® = 2 sein.) Daher muss entweder a® + 50> = 1 und ¢? + 5d* = 4 oder
a?+5b% = 4 und ¢? +5d* = 1 gelten. Im ersten Fall ist (a+iv/5b)(a—iv/5b) = a®+5b% = 1
und daher a + iv/5b € R*. ITm zweiten Fall folgt analog ¢ + iv/bd € R*.
Wir zeigen nun, dass 2 nicht prim ist. Da 2 | 6 und 6 = (1 +iv/5)(1 — iv/5) gilt

2 | (1+14v5)(1 —iv5).

Nun ist aber 21 (1 4+ 4v/5) und 24 (1 —i+/5). Wiirde némlich 2 | (14 4+/5) gelten, so gibe
es x,y € Z, derart dass 1+ iv/5 = 2(z + iv/5y) und daher 1 = 2z, ein Widerspruch.

Satz 132: Es sei R ein Integritatsbereich und p € R. Dann gelten:

(i) p ist prim < (p) # (0) und (p) ist ein Primideal von R,

(ii) p ist irreduzibel < (p) # (0) und (p) ist maximal (beziiglich der Mengeninklusion) in
der Menge {(a) | a € R, (a) # R} = {(a) | a € R\ R*} aller Hauptideale # R,

(iii) Ist p prim, so ist p irreduzibel,

(iv) Ist R ein Hauptidealbereich, so gilt: p ist prim < p ist irreduzibel,

(v) Ist R ein Hauptidealbereich und P # (0) ein Primideal von R, so ist P ein maximales
Ideal von R,

(vi) Ist p irreduzibel und a € R ist zu p assoziiert, so ist a ebenfalls irreduzibel,

(vii) Ist p prim und a € R ist zu p assoziiert, so ist a ebenfalls prim,

(viii) Ist p irreduzibel und a | p (mit a € R), so ist a zu p assoziiert oder a € R*,

(ix) Assoziiert zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der irreduziblen Elemente
von R,

(x) Assoziiert zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der primen Elemente

von R.

Beweis: (i) (=) Es gelten p # 0 = (p) # (0), p ¢ R* = (p) # R (wegen Satz 131 (iv))
und ab € (p) (mit a,b € R) = p|ab = p|aoder p|b= a€ (p) oder b € (p).

(<) Es gelten (p) # (0) = p#0, (p) # R = p ¢ R* (wegen Satz 131 (iv)) und

p | ab (mit a,b € R) = ab € (p) = a € (p) oder b € (p) = p|a oder p|b.
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(i) (=) Es gelten p # 0 = (p) # (0), p ¢ R* = (p) # R und

(p) € (a) (mit a € R) = a | p (wegen Satz 131 (i)) = Jx € R:p =ax

= a € R* oder x € R*. Falls a € R*, so (a) = R nach Satz 131 (iv). Falls x € R*, so sind
a und p assoziiert (nach Satz 131 (vi)) und (a) = (p) (nach Satz 131 (ii)).

(<) Es gelten (p) # (0) = p#0, (p) # R = p ¢ R* (wegen Satz 131 (iv)) und

p=ab (mit a,b € R) = a|p= (p) C (a) (wegen Satz 131 (i)) = (p) = (a) oder (a) = R.
Falls (a) = R, so ist a € R* nach Satz 131 (iv). Falls (a) = (p),sop|a=3Jzr € R:a=px
= p =ab=pxb = xb=1 (wegen Lemma 50) = b € R*.

(iii) Es gilt p = ab (mit a,b € R) = p|ab=p|aoderp|b. Wennp|a=3xr € R:a=px
=p=ab=prb=2b=1= bec R*. Wenn p | b zeigt man analog a € R*.

(iv) (=) Gilt allgemein und wurde in (iii) bewiesen.

(<) Da R ein Hauptidealbereich ist, ist (p) nach (ii) ein maximales Ideal und daher (nach
Korollar 78) ein Primideal # (0). Nach (i) ist p prim.

(v) Da R ein Hauptidealbereich ist 3p € R\ {0} : P = (p). Nach (i) ist p prim und daher
ist p irreduzibel (nach (iii)). Wegen (ii) ist P = (p) daher ein maximales Ideal.

(vi) und (vii) Ist a zu p assoziiert, so Ju € R* : p = au nach Satz 131 (vii). Daher ist a = 0
unmoglich, da daraus p = 0 folgen wiirde. Ebenso ist a € R* unmoglich, da daraus p € R*
folgen wiirde.

Sei p nun irreduzibel. Dann gilt a = be (fir b,¢c € R) = p = au = bcu

= b€ R* oder cu € R* (und daher ¢ € R*). Also ist a ebenfalls irreduzibel.

Sei p nun prim. Dann gilt a | be (fiir b,c € R) = p | bc (wegen Lemma 130 (iv))

= p|boderp|c= a|boderalc (wegen Lemma 130 (iv)). Daher ist a ebenfalls prim.
(viii) Es gilt a | p = (p) C (a) (nach Satz 131 (i)) = (p) = (a) oder (a) = R (wegen (ii))
= a ist zu p assoziiert oder a € R* (wegen Satz 131 (ii) bzw. Satz 131 (iv)).

(ix) Folgt sofort aus Satz 131 (v) und (vi).

(x) Folgt sofort aus Satz 131 (v) und (vii).

Korollar 133: Fiir ein p € Z sind aquivalent:
(i) p ist prim,
(ii) p ist irreduzibel,

(iii) |p| ist eine Primzahl.

Beweis: (i) < (ii) Folgt sofort aus Satz 132 (iv), da Z ein Hauptidealbereich ist.

(ii) = (iii) Da p irreduzibel und Z* = {—1,1} ist, ist p ¢ {—1,0,1} und daher |p| > 2.
Es sei m € Z und m| lp|]. Wir wollen zeigen, dass m € {—1,1,—p,p} ist. Zunéchst
dn €Z:|p| =mn. Ist e =sgnp € {—1,1}, so ist p = emn und daher (da p irreduzibel
ist) em € {—1,1} (und folglich m € {—1,1}) oder n € {—1,1} (woraus em € {—p,p} und
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daher m € {—p, p} folgt).

(iii) = (ii) Da |p| > 2 ist p ¢ {—1,0,1}. Ist p = mn (mit m,n € Z), so folgt sofort
lp| = |m| - |n|. Da |p| eine Primzahl ist, muss entweder |m| = 1 (und daher m € {-1,1})
oder |n| =1 (und daher n € {—1,1}) gelten.

Bemerkung: Die Menge der primen bzw. irreduziblen Elemente von Z ist also
{p | p ist Primzahl} U {—p | p ist Primzahl} = {2,3,5,7,... }U{-2,-3,-5,-7,...}
und die Aquivalenzklassen zueinander assoziierter primer bzw. irreduzibler Elemente sind
{-2,2}, {-3,3}, {-5,5}, {—7,7}, {—11,11}, ...

Definition: Ein Integritdtsbereich R heifit faktorieller Ring (oder ZPE — Ring) wenn die
folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

1) Fiir jedes a € R mit a # 0 und a ¢ R* existiert eine Produktdarstellung a = py - - pj,
fiir gewisse irreduzible p1,... ,p, € R.

2) Die in Bedingung 1) beschrieben Produktdarstellung ist eindeutig im folgenden Sinn: Ist
a€ Rmita#0unda ¢ R* und a =p1-+-pn, = q1 - ¢ zwei Produktdarstellungen fiir
irreduzible p1,... ,Pn,q1,--. ,q@m € R, so ist m = n und es gibt eine Permutation o € 5,

derart dass p; und q,(;) assoziiert sind fir 1 <14 < n.

Beispiele: 1) Die ganzen Zahlen Z sind ein faktorieller Ring. Da Z* = {—1, 1}, muss jedes
a € Z mit |a| > 2 als Produkt irreduzibler Elemente dargestellt werden kénnen. Besitzt
la] > 2 die Primfaktorzerlegung |a| = p;y - - - p,, (fiir gewisse Primzahlen pq,... ,p,) und ist
e =sgna € {—1,1}, so ist a = (ep1)p2 - - - pn, nach Korollar 133 eine solche Produktdar-
stellung und Bedingung 1) ist daher erfiillt. Esseinun |a| > 2unda=p1--pp =q1- - ¢m
zwei Produktdarstellungen von a mit irreduziblen pq,... ,pn,q1,... ,q¢mnm € Z. Dann folgt
sofort |a| = |p1| -+ |pn| = |@1] - |gm|, wobei |p1],... ,|pul,lq1l;s-- -, |gm| Primzahlen sind
(wieder wegen Korollar 133). Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist m = n
und es gibt eine Permutation o € S,,, derart dass [p;| = |g,(;)| fiir 1 <4 < n. Das bedeutet
aber gerade, dass p; und ¢, ;) assoziiert sind.

2) Jeder Korper K ist trivialerweise ein faktorieller Ring, der auler dem Nullelement al-
lerdings nur die Einheiten K* = K \ {0} (und daher keine irreduziblen Elemente) enthélt.
3) Der Integritatsbereich R = Z[Z\/g] = {a + iv/5b ‘ a,b e Z} (versehen mit der iiblichen
Addition und Multiplikation komplexer Zahlen) ist kein faktorieller Ring. Um das zu
beweisen, betrachten wir die Faktorisierungen 2 -3 = 6 = (1 4 v/5)(1 — i1/5). Wir haben
bereits oben gezeigt, dass 2 € R irreduzibel ist. Man kann nun ganz ahnlich beweisen, dass
3,1+ z'\/g, 1 — V5 € R alle irreduzibel sind. Offensichtlich sind diese drei Zahlen # 0 und
nicht in R* = {—1,1}.
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Ist 3 = (a + iv/5b)(c + i7/5d) (mit a,b, c,d € Z), so wiirde analog zu oben

(a? + 5b%)(c? + 5d%) = (a + iv/5b)(c + iv/5d)(a — iv/Eb)(c — iv/5Bd) = 9
folgen. Ahnlich wie dort ist a®45b® = 3 unméglich. Daher muss entweder a?+5b* = 1 (und
daher (a + iv/5b)(a — iv/5b) = 1) oder ¢? + 5d? = 1 (und daher (c + iv/5d)(c —iv/5d) = 1)
gelten und 3 € R ist somit irreduzibel.
Ist 1 +iv/5 = (a + iv/5b)(c + iv/5d), so erhilt man vollig analog

(a? + 5b%)(c® + 5d?) = (1 +iv/5)(1 — iv/5) = 6.

Wie oben ist a? 4 5b% € {2,3} unmdoglich und daher entweder (a 4 iv/5b)(a — iv/5b) = 1
oder (¢ + iv/5d)(c —iv/5d) = 1 und 1+ iv/5,1 — iv/5 € R sind irreduzibel.
Ware R faktoriell, so miisste 2 entweder zu 1 + iv/5 oder zu 1 — i/5 assoziiert sein, was
wegen R* = {—1,1} und Satz 131 (viii) unmdglich ist.

Satz 134: Es sei R ein faktorieller Ring und p € R. Dann gilt

p ist prim < p ist irreduzibel.

Beweis: (=) Gilt allgemein, siehe Satz 132 (iii).

(<) Ist p | ab (fir a,b € R),so dx € R:ab=pzx. Fallsa=0,s0p|a (daa=0=p-0).
Ebenso folgt aus b = 0, dass p | b. Es gelte darum ab jetzt a,b € R\ {0}.

Es ist nicht moglich, dass a,b € R*, da dann auch ab € R*, woraus pz(ab)~! = 1 und
daher p € R* folgen wiirde, ein Widerspruch.

Wenn a,b € R\ R*, gibt es irreduzible p1,... ,pn,q1,... ,q¢m € R, derart dass a = p;1 -+ - py,

und b = ¢q1 - - - ¢, und somit

pr =ab=p1- Pnq1- " qm-
Da R faktoriell ist, gibt es entweder ein ¢ € {1,... ,n}, derart dass p zu p; assoziiert ist
oder ein j € {1,...,m}, derart dass p zu g; assoziiert ist. Im ersten Fall gilt p | p; und
daher p | a. Im zweiten Fall gilt p | ¢; und daher p | b.
Ist a € R*, so muss b € R\ R* gelten und daher b = ¢y - - ¢, fiir gewisse irreduzible
Q.. ,qm € R. Es folgt p(xa™) = ¢ -+ ¢y und p muss zu einem der irreduziblen
Elemente g1, ... , ¢, assoziiert sein. Daher gibt es wieder ein j € {1,... ,m}, fiir das p | ¢;

und daher p | b gilt. Ist b € R*, so muss a € R\ R* gelten und man zeigt analog p | a.

Satz 135: Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind adquivalent:

(i) Jede aufsteigende Kette von Idealen in R wird stationér. D.h. sind
LCLCI3C--

Ideale von R, so gibt es ein n € N\ {0} mit der Eigenschaft I,, = I fiir alle k > n.
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(ii) Jede Menge M # @ von Idealen von R besitzt ein maximales Element (beziiglich der
Mengeninklusion).
(iii) Jedes Ideal I von R ist endlich erzeugt, d.h. Jaq,... ,a, € R: I = (a1,... ,ay).

Beweis: (i) = (ii) Es sei M eine nichtleere Menge von Idealen von R, die kein maximales
Element besitzt. Da M # &, gibt es ein Ideal I; € M. Da I; nicht maximal ist (in M),
gibt es ein Ideal I € M mit der Eigenschaft Iy ; L.

Verfahre weiter so: Ist das Ideal I, € M schon gefunden, so ist es ebenfalls nicht maximal
(in M) und es gibt ein Ideal Iy41 € M mit der Eigenschaft Ij ; Ii11. Auf diese Weise

erhalt man eine aufsteigende Kette
Il;CéIgglg;Cé---

von Idealen von R, die nicht stationar wird.
(ii) = (iil) Es sei I ein Ideal von R. Wir definieren

M ={J| Jist Ideal von R, J C I und J ist endlich erzeugt}.
Dann ist M # @, da (0) € M und M enthélt ein maximales Element J,. Wir behaupten,

dass Jy = I gelten muss. Angenommen, es ware Jy ; I. Dann existiert ein ag € I\ Jy. Da
Jo endlich erzeugt ist, ist Jo = (a1, ... ,a,) fir gewisse aq,... ,a, € I. Betrachte nun das
Ideal J; := (agp,a1,...,a,). Dannist J; C I (da ag,a1,...,a, € I) und Jy ist offenbar
endlich erzugt. Also ist J; € M und Jy ; J1, was der Maximalitat von Jy widerspricht.

(iii) = (i) Ist die aufsteigende Kette Iy C I, C I3 C --- von Idealen von R gegeben, so
setze J := U;ozl I.. Wir behaupten, dass J ebenfalls ein Ideal von R ist. Sind a,b € J,
so gibt es k,¢ > 1, fiir die a € I}, und b € I, gelten. Ist m = max{k,/}, so ist a,b € I,
und daher a —b € I,,, C J. Ist x € R, so ist xa € [ C J. Da J endlich erzeugt ist,

gibt es ay,... ,a, € R, derart dass J = (aq,...,a,). Fir jedes i € {1,... ,n} gibt es nun
ein Ideal I, in der Kette mit der Eigenschaft a; € Ix,. Ist m = max{ki,...,ky}, so sind
ai,...,a, € I, und daher

J:(a'l7"' 7an) gIm - J7

also J = I,,, und aus I,, C I, C J = I, folgt I, = I,,, fiir k > m.

Definition: Ein kommutativer Ring mit Eins R, der eine (und damit alle) der drei Eigen-

schaften aus Satz 135 besitzt, wird noetherscher Ring genannt.
Korollar 136: Jeder Hauptidealbereich ist ein noetherscher Ring.

Beweis: In einem Hauptidealbereich ist offenbar jedes Ideal endlich erzeugt.
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Satz 137: Jeder Hauptidealbereich R ist ein faktorieller Ring.

Beweis: Angenommen, es gibt ein a € R mit der Eigenschaften a # 0 und a ¢ R*, das sich
nicht als Produkt irreduzibler Elemente schreiben lasst. Nach Satz 79 gibt es ein maximales
Ideal (p) von R, derart dass (a) C (p). Dabei ist p € R irreduzibel wegen Satz 132 (ii).
Wegen Satz 131 (i) folgt p | a, d.h. Ja; € R : a = pay. Dabei ist a; # 0 (da sonst a = 0
gelten wiirde) und a; ¢ R* (da sonst nach a und p nach Satz 131 (viii) assoziiert wiren
und daher a irreduzibel nach Satz 132 (vi)). Weiters kann a; nicht als Produkt irreduzibler
Elemente darstellbar sein, da sonst a als Produkt irreduzibler Elemente geschrieben werden
konnte. Wegen a; | a gilt (a) € (a1). Tatséchlich muss sogar (a) & (a1) gelten. Wire
namlich (a) = (a1), so wiren a und a; assoziiert. Dann wiirde auch a | a; gelten, d.h.
dr € R : a; = ax. Dann wéire a = a1p = axp, woraus man pr = 1 erhalt, d.h. es ware
p € R*, ein Widerspruch.

Verfahrt man weiter so, erhdlt man eine Folge a,aj,as9,... von Elementen aus R (mit
a; # 0 und a; ¢ R* fiir ¢ > 1), von denen sich keines als Produkt irreduzibler Elemente

darstellen lasst und die die Eigenschaft

(@) G (a1) G (a2) G (a3) G -+

besitzen. Das widerspricht aber Satz 135 bzw. Korollar 136. D.h. ein derartiges a € R kann
nicht existieren und Eigenschaft 1) aus der Definition eines faktoriellen Rings ist erfiillt.

Angenommen ein ¢ € R mit a # 0 und a ¢ R* besitzt die Darstellungen

a=p1-Pn=q " Gm
mit irreduziblen p1,... ,pn,q1,--. ,¢m € R. Dabei setzen wir 0.B.d.A. voraus, dass m <n
und verwenden Induktion nach m.
Es sei zundchst m = 1, d.h. p; - p, = 1 (%). Wegen Satz 132 (iv) ist ¢; prim und daher
Ji e {l,...,n} : q1 | p;- Da auch p; | ¢ sind ¢ und p; assoziiert. Nach Satz 131 (viii)

Ju € R* : p; = ugqy. Kiirzt man in (%) den Faktor ¢, so erhédlt man

upy - Pi—1Pi+1 - Pn = L.

Wiére nun n > 1, so waren pi,...,pi—1,Pi+1,--- ,Pn € R*, ein Widerspruch. Also ist
n=1=1 (und ¢; und p; sind assoziiert).

Ist m > 1, so kann man analog vorgehen: Wieder ist ¢, prim und aus ¢, | p1--pn
folgt, dass 3i € {1,...,n} : ¢n | pi. O.B.d.A. sei i = n (ansonsten &ndert man die
Indizes von pq, ... ,p, entsprechend). Wegen Satz 132 (viii) sind ¢, und p,, assoziiert und
Ju € R* : p, = ugy,. Kirzt man, so erhédlt man (up1)p2-- pn—1 = ¢1°** ¢m-1. Da upy
ebenfalls irreduzibel (wegen Satz 132 (vi)) und zu p; assoziiert ist, folgt die Behauptung

aus der Induktionsvoraussetzung. Damit ist auch Eigenschaft 2) in der Definition eines
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faktoriellen Rings gezeigt.

Bemerkungen: 1) Die Umkehrung von Satz 137 gilt nicht. Man kann z.B. zeigen, dass
Z[X] (d.h. der Ring aller Polynome mit Koeffizienten aus Z und der iiblichen Addition und
Multiplikation von Polynomen) ein faktorieller Ring, aber kein Hauptidealbereich ist.

2) Aus Satz 137 folgt nochmals, dass Z ein faktorieller Ring ist. Dass Z ein noetherscher
Ring ist, entspricht der Tatsache, dass man von einer ganzen Zahl n € Z mit |n| > 2 nur
endlich viele Primfaktoren abspalten kann. Z.B. entspricht 60 = 2-30 =22-15=122-3-5
der aufsteigenden Kette (60) & (30) G (15) & (5), die beim maximalen Ideal (5) endet.

Definition: Ein Integritdtsbereich R heifit euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung
¢ : R\ {0} - NU{0} mit der folgenden Eigenschaft gibt:

Ya,b € R, b# 0 dq,r € R, sodass a = bqg + r und entweder r = 0
oder r # 0 and (1) < ¢(b)

Satz 138: Jeder euklidische Ring R ist ein Hauptidealbereich.

Beweis: Es sei I ein Ideal von R. Falls I = (0) ist nichts zu zeigen. Sei also nun I # (0).
Dann wiihle ein a € I\ {0} mit der Eigenschaft ¢(a) = min{p(z) |z € I\ {0}}. Dann ist
offenbar (a) C I. Zu b € I gibt es nun ¢, € R, derart dass b = ga + r und entweder r = 0
oder ¢(r) < p(a). Wére r # 0, so wire r =b —qga € I (da a,b € I) und ¢(r) < ¢(a), was
der Minimalitét von ¢(a) widerspricht. Also ist 7 = 0 und b = qa € (a), d.h. es gilt auch
I C (a) und daher I = (a).

Beispiele: 1) Der Ring Z der ganzen Zahlen wird durch die Abbildung ¢(x) = |z| zu
einem euklidischer Ring. Wir verwenden fiir den Beweis Division mit absolut kleinstem
Rest. Es seien a,b € Z und zunachst b > 0. Wahle ¢ € Z mit der Eigenschaft

g<%+4+i<qg+1,
woraus sofort

bg < a+ g <bg+0
und daher

—% <a—-0bg< g
folgt. Setzt man r := a — bq, so ist a = bqg + r und (fiir r # 0)
p(r) =r| < 5 <b= o] = p(b).

Ist b < 0, so wenden wir das bisher Gezeigte auf —a und —b(> 0) an. Daraus erhalten wir

die Existenz von ¢q,r € Z, derart dass —a = —bq + r und daher a = bq — r und (fiir  # 0)
p(=r)=|—r|=r| <[=b] =b] = ©(b).
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2) Das vorangegangene Beispiel zeigt, dass in einem euklidischen Ring R die Elemente
¢, € R zu gegebenem a,b € R nicht eindeutig bestimmt sein miissen. Z.B. ist (fiir a =7
und b = 4)

7T=1-443=2-4-1,
wobei sowohl |3| < |4] als auch | — 1| < |4].
3) Jeder Képer K wird durch die Abbildung ¢ : K \ {0} — N U {0}, ¢p(x) = 1 zu einem
euklidischen Ring. (Fiir a,b € K mit b # 0 ist a = (ab‘l)b, d.h. man kann ¢ = ab~! und
r = 0 wahlen.)
4) Der Ring Z[i] = {z + iy | z,y € Z} (mit der {iblichen Addition und Multiplikation
komplexer Zahlen) wird durch die Abbildung ¢ : Z[i] \ {0} — NU {0},

p(x+iy) =a? +y* = |o +iy]* = (z +iy)(x — iy) (mit 2,y € Z)
zu einem euklidischen Ring (und ist daher ein faktorieller Ring). Es seien a = = + ¢y und

b=wu+iv mit z,y,u,v € Z und b # 0 (und daher |b|* = u® + v? > 0). Ist

x+iy  (z+iy)(u—iv)

a
e = = S Zt
b u+iv  (u+iv)(u—iv) +
mit
ru + Yyv Yyu — TV
s = € und t="—5——= €Q,
w2 + 02 Q u? + v? Q

so wahle m,n € Z, derart dass |s —m| < 1/2 und |t —n| < 1/2. Setze ¢ = m + in und
r=a—bq. Ist r # 0, so gilt

olr) = [rf? = | —baf? = b - | —g|" = b - |(s + it) — (m + im)]?
= ) i 0 = B (5 )+ )
<Pl (5 +3) =3 [b1° <[BI” = o(b)

5) Der Ring Z[\/ﬂ = {x + 2y ‘ VRS Z} (mit der iiblichen Addition und Multiplikation
reeller Zahlen) wird durch die Abbildung ¢ : Z[v/2] \ {0} — NuU {0},

oz +v2y) = |27 = 20| = [(z + V2y) (z — V2y)| (mit =,y € Z)
zu einem euklidischen Ring (und ist daher ein faktorieller Ring). Der Beweis kann weit-
gehend analog zum vorangegangenen Beispiel gefiihrt werden, allerdings miissen wir zu-
erst Ersatz fiir die komplexe Konjugation schaffen, die uns dort gute Dienste geleistet hat.

Versieht man die Menge Q( ) {a +2b ‘ a,b € Q} mit der iiblichen Addition und

Multiplikation reeller Zahlen, so wird sie zu einem Korper.
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Zunéchst folgt (fir a,b,c,d € Q) aus
(0 VE0) — (¢4 VEd) = (a— ) + VI — ) € Q(V)
und
(a4 v2b) (c + v2d) = (ac+ 2bd) + v2(ad + bc) € Q(V2),
dass es sich bei Q(\/i) um einen Unterring (mit Eins) des Korpers R handelt.
Ist a +v/2b € Q(V2) und a + v/2b # 0, so ist a* — 2b? # 0 (da v2 ¢ Q) und daher
(arvam) =2 " peowa)

a? — 202 a2 — 202

Damit ist bewiesen, dass es sich bei @(\/5) tatsachlich um einen Korper handelt. Klar-
erweise ist Z[\/ﬂ ein Unterring von @(\/5) Wir beweisen nun, dass die Abbildung

o Q(ﬁ) —>Q(\/§), J((L—i—\/ﬁb) =a—+/2b

ein Ringautomorphismus ist. Wegen

o((a+v2b) + (c+v2d)) =a((a+c)+V2(b+d)) = (a+c)— V2(b+d)
= (a — vV2b) + (¢ — vV2d) = o (a+ V2b) + o (c + v2d)

und

o((a+ V2b) (c+ V2d)) = o((ac + 2bd) + V2(ad + bc)) = (ac + 2bd) — v2(ad + be)
= (a — v2b)(c — v2d) = o (a + V2b)o(c + v2d)

handelt es sich um einen Ringhomomorphismus, der offensichtlich surjektiv ist und wegen
ola+v20) =0 a—V2b=0&a=b=0< a+v2b=0 (wegen v2 ¢ Q)

auch injektiv ist. Wendet man die obigen Rechnungen auf die Einschriankung von o auf

Z[\/ﬂ (die wir ebenfalls mit o bezeichnen) an, so erkennt man, dass es sich bei

o: Z(\/ﬁ) — Z(ﬂ), U(a+ \/§b) =a—+/2b
ebenfalls um einen Ringautomorphismus handelt. Wegen ¢(a) = |a-o(a)| (mit a € Z[v/2])
kénnen wir die Abbildung ¢ nun als Ersatz fiir die komplexe Konjugation verwenden. Es
seien a = z + /2y und b = u + v/2v mit z,y,u,v € Z und b # 0 (und daher u? — 2v? # 0
und ¢(b) = |u? — 2v%| > 0). Ist

a z+vV2y (z4+vV2y)(u—vV20)

a_ _ =s+V2teQ(V2
b u++V2v (u+\/§v)(u—\/§v) @( )
mit 5
xu — 2yv Yyu — TV
STz € W T €
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so withle m,n € Z, derart dass |s — m| < 1/2 und |t —n| < 1/2. Setze ¢ = m + v/2n und
r=a—bq. Ist r # 0, so gilt

o) = I o(r)| = |(a = ba)la — ba)| = 1b-o®)] - |(§ ~a) - (5 ~ a)|
=1b-o®)]|((s+v2t) = (m+V2n)) - o((s + v2t) — (m+ v2n))|
= [b-a(B)] - |((s - -i-\/_(t—n))(( —m) = V(- )|
= b+ o(b)] - |(s - T
<o o(b)| .max{ s —m>2,2<t_n>2}
<|b-o(b)|-max{i, 2} = 1o(b) < o(b).

6) Ein wichtiges Beispiel euklidischer Ringe, mit dem wir uns spéter ausfiihrlicher be-
schéiftigen werden, sind Polynomringe K[X]| mit Koeffizienten in einem Koérper K. Ist
p € K[X]\ {0} ein Polynom, so wahlt man fiir ¢(p) den Grad des Polynoms p. Die
Polynomdivision mit Rest zeigt, dass es sich um einen euklidischen Ring handelt.
7) Der Ring Z[iv/5] = {z+iv/5y | ,y € Z} (mit der iiblichen Addition und Multiplikation
komplexer Zahlen) ist kein euklidischer Ring, da er nicht faktoriell ist.
8) Die Umkehrung von Satz 138 gilt nicht. In der algebraischen Zahlentheorie zeigt man
z.B., dass der Integritatsbereich

L), LT o)

2 2

(mit der iiblichen Addition und Multiplikation komplexer Zahlen) ein Hauptidealbereich,
aber kein euklidischer Ring ist.

Satz 139: Es sei R ein faktorieller Ring. Die Menge {m; | ¢ € I} enthalte aus jeder
Aquivalenzklasse zueinander assoziierter irreduzibler Elemente von R genau einen Repra-
sentanten. (D.h. ist p € R irreduzibel, so Jli € I, sodass p und 7; assoziiert sind.) Dann
besitzt jedes a € R\ {0} eine Darstellung

CL—U,||7T

wobei u € R*, Vi € I : a; € NU{0} und «; = 0 fiir alle bis auf endlich viele i € I. Diese
Darstellung ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

Beweis: Existenz: Ist a € R*, so ist

a:aHﬂ?

iel
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eine Darstellung wie in (x).

Ist a ¢ R*, so gibt es nach Voraussetzung irreduzible py,... ,p, € R, sodass a = py - - - py,.
Nun gilt:

Vje{l,... ,n} Ji; € I:p;ist zu m;, assoziiert
und daher

V) € {1,... ,n} Eluj e R” PDj = UGG

Setzt man v = uy ---u, € R*, soist a = um;, ---m;, . Durch Zusammenfassen erhalt man

— (697
a=u [,

kel

nun eine Darstellung

wobei o = H] e{1,... ,n}‘ij :k:}‘

Eindeutigkeit: Gegeben seien fiir ein a € R\ {0} nun zwei Darstellungen

_ a; Bi
a—uHWi —UHﬂ'Z- ,

el icl

wie in (x). Wir beweisen die Eindeutigkeit durch Induktion nach > «;. Ist Y a; =0, so
i€l i€l
muss auch Y f; = 0 gelten und v = v. Wéare namlich >  5; > 0, so 3k € I : 5 > 0 und
iel i€l
daher 7y | a, d.h. 7 | u. Da w | 1 folgt daraus 7 | 1 und 7, € R*, ein Widerspruch.

Ist > «; >0,s0 3k € I: g > 0. Dann muss auch S > 0 gelten. Offenbar gilt
el

T ’ v H 7r;-8 L
il
Da 7, nach Satz 134 auch prim ist, folgt 75 | v (und daher m; € R*, ein Widerspruch)
oder 3i € I : B; >0 und 7y, | m;. Wire dabei i # k, so wiren nach Satz 132 (viii) ent-
weder 7, und ; assoziiert (Widerspruch zur Voraussetzung) oder 7, € R* (ebenfalls ein

Widerspruch). Also ist £ =i und Anwendung von Lemma 50 liefert

Qi __ Bi
u] [ =v] ]~

iel el

P —

{ai fiir ¢ # k, . {51’ fiir ¢« # k,
o und

o =
ap—1 firi=k B —1 firi=k.

Dabei ist offensichtlich >  &; = > «; — 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist daher u = v
il i€l
und a; = B; Vi € I, woraus sofort a; = ; Vi € I folgt.
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Beispiel: Es bezeichne p,, die n-te Primzahl. Fiir jedes n € N\ {0} wahlt man nun ein
Tn € {—Pn,pn}. Dann lisst sich jede ganze Zahl k € Z \ {0} eindeutig als Produkt

k:uHﬂf{"

mit v € Z* = {—1,1} und «,, > 0 schreiben, wobei a,, > 0 nur fiir endlich viele n > 1.

Die iibliche Wahl ist dabei 7,, = p,, fiir alle n > 1, d.h. die normale Primfaktorzerlegung.

Lemma 140: Es sei R ein faktorieller Ring und a,b € R\ {0}. Die Menge {m; | i € I} sei

wie in Satz 139. Sind
a= uHWf‘ und b= vafi

iel iel
Darstellungen wie in (*) in Satz 139, so sind dquivalent:
(i) a b,
(ii) oy < B; Vi e 1.

Beweis: (i) = (ii) Nach Voraussetzung 3z € R\ {0} : b = az. Ist

r=w H Wfi
iel
die Darstellung wie in (x) in Satz 139, so folgt
UHW;B" =b=oqx = uwHWf‘i+€".
iel il
Aus der Eindeutigkeit der Darstellung erhélt man v = uw und 8; = o; + & > o; Vi € 1.
(ii) = (i) Setze

r=vu"! Hﬂf"_ai € R\ {0}.

iel
Dann ist az = b und daher a | b.
Definition: Es sei R ein kommutativer Ring und aq,...,a, € R. Ein d € R heifit
gemeinsamer Teiler von aq,... ,a, wenn d | a; fir 1 <i <n.
Lemma 141: (i) In einem beliebigen kommutativen Ring R brauchen aq,... ,a, € R
keine gemeinsamen Teiler zu besitzen.
(ii) Ist R ein kommutativer Ring mit Eins und ai,...,a, € R, so ist jedes u € R*

gemeinsamer Teiler von aq,... ,a,.
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Beweis: (i) Das folgt sofort aus Lemma 130 (i), wo gezeigt wurde, dass bereits ein einziges
Element eines beliebigen kommutativen Rings keine Teiler zu besitzen braucht.
(ii) Folgt sofort aus Lemma 130 (ii).

Definition: Es sei R ein kommutativer Ring und a4, ... ,a, € R. Ein d € R heifit grofiter

gemeinsamer Teiler von aq, ... ,a, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

1) d|a; fir 1 <i<mn (dh.dist gemeinsamer Teiler von aq,... ,a,),
2)Ist x € Rund z | a; fir 1 <i <mn, so folgt = | d

(d.h. jeder andere gemeinsame Teiler von ay, ... ,a, teilt d).

Bemerkungen: 1) Nach dieser Definition ist der grofite gemeinsame Teiler der Ringele-
mente ay,...,a, € R nicht eindeutig bestimmt, sondern die grofiten gemeinsamen Teiler
von ai,...,a, € R bilden eine Menge.

2) Anders als in der elementaren Zahlentheorie (die den Fall R = 7Z behandelt), ist der
grofite gemeinsame Teiler von 12 und 18 beispielsweise nicht (nur) 6. Vielmehr sind sowohl
6 also auch —6 beides grofite gemeinsame Teiler von 12 und 18, da sie beide die Eigen-

schaften 1) und 2) aus der Definition erfiillen.

3) In der elementaren Zahlentheorie schlieft man den Fall a; = --- = a,, = 0 gewdhnlich
aus, da man ggT(ay,... ,a,) = max{d € Z|d| a; fir 1 <i < n} definiert und die Menge
{d € Z ’ d|a; firl<i< n} fir a1 = --- = a,, = 0 nach oben unbeschrankt ist. Dieser

Fall ist in der obigen Definition aber nicht ausgeschlossen.

Lemma 142: Es sei R ein kommutativer Ring und d; € R.

(i) Ist dy ein grofter gemeinsamer Teiler von aq, ... ,a, € R, so gilt fir dy € R, dass
ds ist ebenfalls grofiter gemeinsamer Teiler von a4, ... ,a, < ds ist zu dy assoziiert,

(ii) Ist R ein Integritatsbereich und d; ein grofiter gemeinsamer Teiler von aq, ... ,a, € R,
so gilt fiir do € R, dass

ds ist ebenfalls grofiter gemeinsamer Teiler von aq, ... ,a, < Ju € R* : dy = udy,

(iii) Haben a1, ... ,a, € Rund by,... b, € R die selben gemeinsamen Teiler, so stimmen

auch ihre grofiten gemeinsamen Teiler iiberein,

(iv) Sind aq,...,a, € R\ {0} und ay41 = --+ = anyxr = 0, so haben ay,...,a, und
ai,...,antk die selben grofiten gemeinsamen Teiler (d.h. man kann bei der Bestimmung
der grofiten gemeinsamen Teiler von ay, ... ,a, alle a; = 0 aufler Acht lassen),

(v) Sind a; = -+- = a,, =0, so ist 0 der einzige grofite gemeinsame Teiler von ay, ... , a,.

Beweis: (i) (=) Aus der Definition eines groiten gemeinsamen Teilers folgt sofort do | dy

und d; | dg, d.h. dy und dy sind assoziiert.
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(<) Aus dy | dy und dy | a; folgt do | a; (fiir 1 < i < n), d.h. dy ist ebenfalls ein
gemeinsamer Teiler von aq,... ,a,. Ist ¢ € R ein gemeinsamer Teiler von ay,... ,a,, so

gilt ¢ | d; und wegen d; | d2 auch ¢ | da, d.h. ds ist ebenfalls ein gréfiter gemeinsamer Teiler

VON Q1,. .. ,0p.
(ii) Folgt sofort aus (i) und Satz 131 (viii).

(iii) Ist d ein groBter gemeinsamer Teiler von ay, ... ,a,, so ist d nach Voraussetzung ein
gemeinsamer Teiler von bq,... ,b,,. Ist ¢ € R ein gemeinsamer Teiler von by, ... ,b,, so ist
¢ nach Voraussetzung auch gemeinsamer Teiler von aq,... ,a, und daher ¢ | d, d.h. d ist
auch grofiter gemeinsamer Teiler von by, ... , byy,.

(iv) Da d | O fiir jedes d € R ist d genau dann gemeinsamer Teiler von a4, ... ,a, wenn d
gemeinsamer Teiler von aq, ... ,a,4k ist. Die Behauptung folgt nun aus (iii).

(v) Aus 0 = a -0 VYa € R folgt sofort a | 0 Va € R (und insbesondere 0 | 0). Im
Fall a; = --- = a, = 0 ist daher jedes a € R ein gemeinsamer Teiler von ay,... ,a,.
(Insbesondere ist 0 ein gemeinsamer Teiler von aq,... ,a,.) Daa | 0Va € R ist 0 sogar ein
groffter gemeinsamer Teiler von aq,... ,a,. Ist nun d € R irgendein grofiter gemeinsamer
Teiler von ay, . .. , ay, so muss nach der Definition auch 0 | d gelten. Daher 3z € R: d = 0-z
und daher d = 0. D.h. 0 ist der einzige grofite gemeinsame Teiler von aq, ... , ay,.

Satz 143 (euklidischer Algorithmus): Es sei R ein euklidischer Ring (durch die Funk-
tion ¢ : R\ {0} - NU{0}) und a,b € R mit b # 0. Man setzt ro := b und fiihrt

folgendermaflen fortwahrend Division mit Rest durch:
a=qob+ry mitr #0und p(r1) < @(b),
b=qir1 +re mit ry # 0 und ¢(ra) < @(r1),
r1 = qara +r3 mit r3 # 0 und p(r3) < ¢(rs),

Tk = Qk+1Tk+1 + Tkt mit rgpo # 0 und @(rp42) < @(Tk+1),

Tn-2 = (qn_1"n—1+ 7, mit r, #0und @(r,) < p(r,_1),

Tn—1 = qnrn d.h. n >0 bezeichnet den kleinsten Index mit r,+; = 0.

Dann ist r, ein groBiter gemeinsamer Teiler von a und b. (Insbesondere existiert in diesem

Fall ein grofiter gemeinsamer Teiler.)

Beweis: Da

Sp(b> = SD(TO) > 80(7’1) > 90(7”2) > > (p(T’k) > sp(rk_'_l) >...>0
und ¢(r;) € NU{0} fiir ¢ > 0 bricht der Algorithmus wie oben beschrieben ab.
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Aus der letzten Gleichung r,_1 = g,y folgt 7, | r—1. Ist (fiir ein &k < n —2) r, | 7r42
und 7, | rg4+1 schon gezeigt, so folgt aus rp = qr417k+1 + rgr2 sofort vy, | ri. Ist ry, | 7o
und 7, | r1 schon gezeigt, so folgt aus b = ¢171 + 12, dass r, | b und aus a = gob + 71, dass
rn | @, d.h. 7, ist ein gemeinsamer Teiler von a und b. (Das ist auch fiir n = 0 richtig, da
dann r = 0 gilt und aus a = ¢ob folgt, dass b ein gemeinsamer Teiler von a und b ist.)

Angenommen d € R ist ein gemeinsamer Teiler von a und b. Aus der ersten Gleichung
r1 = a — qob folgt d | r1 und aus ro = b — gyry folgt d | ro. Ist v, | 7 und 7y | 7611
schon gezeigt, so folgt aus rip1o = rgy — qr+17k+1 sofort d | ri1o. Insbesondere erhélt man
zuletzt d | ry,, d.h. r, ist ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b. (Das ist auch fiir
n = 0 richtig, da d | 7o nicht anderes als d | b besagt und b in diesem Fall offensichtlich ein

grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist.)
Satz 144: Es sei R ein faktorieller Ring und aq,... ,a, € R\ {0}. Ist (fiir 1 < j < n)
a; = Uy H 7'('?”
il
die Produktdarstellung von a; wie in Satz 139, so sind genau die Elemente der Gestalt
uHW;min{a“"” it it w e RY beliebig
il

die groBiten gemeinsamen Teiler von aq,... ,a,. (Insbesondere existiert in diesem Fall ein

grofiter gemeinsamer Teiler.)

Be VVeiS: ES beZelChne
Ili] (67} NNe 73
g | | 7T,L' { 21, ) zn}‘

i€l
Wir zeigen zunéachst, dass g ein grofiter gemeinsamer Teiler von aq,...,a, ist. Aus
min{a;1,... ,ain}t < ai; Vi € I V5 € {1,...,n} folgt g | a; fir 1 < j < n (wegen
Lemma 140), d.h. g ist ein gemeinsamer Teiler von aq,...,a,. Ist b ein gemeinsamer
Teiler von ai, ... ,a, (d.h. b|a; fiir 1 <j <n) mit Darstellung

b=w H 7T%B ‘

i€l

wie in Satz 139, so folgt wegen b | a; (fiir 1 < j <n), dass f; < ay; Vje{l,... ,n}Viel
(wegen Lemma 140) und daher 5; < min{w;1,...,q;,} Vi € I. Daraus folgt (wieder
wegen Lemma 140) b | g, d.h. g ist ein grofiter gemeinsamer Teiler von aq,... ,a,. Die

Behauptung folgt nun aus Lemma 142 (ii).
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Satz 145: Es sei R ein Hauptidealbereich und aq,... ,a,,d € R. Dann sind dquivalent:
(i) d ist ein grofter gemeinsamer Teiler von ay, ... ,a,,
(ii) (d) = (a1) + -+ (an)(= Ray + - - - + Ray, = (a1,... ,a,)).
Insbesondere gilt: Ist d € R ein grofiter gemeinsamer Teiler von aq,... ,a,, so gibt es
ZT1,...,Ty € R mit der Eigenschaft a1z1 + -+ + a,z, = d.

Beweis: (i) = (ii) Da d | a; folgt (a;) C (d) fiir 1 < ¢ < n (wegen Satz 131 (i)). Daher
ist auch (ay) + -+ + (an) € (d). Nach Lemma 71 ist (a1) 4+ --- + (a,) ein Ideal von R.
Da R ein Hauptidealbereich ist, 3b € R : (a1) + - - - + (a,) = (b). Da dann (a;) C (b) und
daher b | a; (wegen Satz 131 (i)) fir 1 < i < n, folgt nach Voraussetzung b | d und daher
(d) € (b) = (a1) +--- + (an).

(ii)) = (i) Fir 1 < i < nist (a;) € (a1) + -+ + (an) = (d) und daher d | a;. Wenn
¢ | a; firl <i < nfiirein ¢ € R, so gilt auch (a;) C (¢) fir 1 < i < n und daher
(d) = (a1)+ -+ (an) C (c) und folglich ¢ | d.

Bemerkung: Als Spezialfall erhédlt man die Beziehung aZ+bZ = ggT(a,b)Z (fir a,b € Z)

aus der elementaren Zahlentheorie.

Definition: Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und aq,...,a, € R. Man sagt,
ai, ... ,a, seien relativ prim (oder teilerfremd), wenn 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler von
ai, ... ,Qn, ist.

Korollar 146: Es sei R ein faktorieller Ring und a4, ... ,a, € R\ {0}. Ist
aj = Uj H 7Tiaij
iel
die Produktdarstellung von a; wie in Satz 139 (fiir 1 < j < n), so sind édquivalent:

(i) a1,... ,a, sind relativ prim,
(il) min{ay1,... ,qin =0Vie I,
(iii) Die Menge der gemeinsamen Teiler von ay,... ,a, ist R*.
Beweis: (i) = (ii) Wenn 3 € I : min{a;i,... ,ain} > 0, dann a;; > 1 fir 1 < j <n
und daher 7; | o fiir 1 < j < n. Dann kann 1 aber kein gréfiter gemeinsamer Teiler von
ai,...,a, sein, da dann 7; | 1 und daher m; € R* gelten wiirde.
(ii) = (iii) Nach Satz 144 ist die Menge der grofiten gemeinsamen Teiler von aq,... ,a,

gerade R*, insbesondere ist 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler. Ist d € R ein gemeinsamer

Teiler von ay, ... ,a,, so muss daher d | 1 und d € R* gelten. Umgekehrt sind alle Elemente
von R* wegen Satz 130 (ii) gemeinsame Teiler von ay, ... , a,.
(iii) = (i) Klarerweise ist 1 ein gemeinsamer Teiler von aq,...,a, und wird wegen der

Voraussetzung von jedem anderen gemeinsamen Teiler geteilt.
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Korollar 147: Es sei R ein Hauptidealbereich und aq,... ,a, € R. Dann sind aquivalent:
(i) ay, ... ,a, sind relativ prim,
(11) R = (Cll) + e+ (an)(: Ral ++R6Ln - (ala"' 7an))7
(iii) 3x1,... ,2n € R:x1a1 + -+ + zpa, = 1.

Beweis: (i) = (ii) Aus Satz 145 folgt (a1) +--- + (an) = (1) = R.

(i) = (iii) Trivial.

(iii) = (i) Nach Lemma 130 (iii) gilt 1 | a; fir 1 < j < mn. Aus d | a; fir 1 < j <n folgt
d| (zia1 + -+ zpay), dh. d| 1.

Korollar 148: Es sei R ein faktorieller Ring, a,b,c € R und a, ¢ relativ prim. Dann folgt

aus a | be, dass a | b.

Beweis: Wire a = ¢ = 0, so wéren a, ¢ nicht relativ prim (wegen Lemma 142 (v)). Nach
Voraussetzung dx € R : ax = be. Ist a = 0, so ist 0 = az = bc und daher b = 0 oder ¢ = 0.
Da ¢ = 0 unméglich ist, gilt b = 0 und daher a | b. Ist b = 0, so gilt a | b trivialerweise. Ist
¢ =0, so muss a # 0 sein. In diesem Fall ist a gemeinsamer Teiler von a und ¢ und daher
a |1, d.h. a € R* und daher a | b wegen Lemma 130 (ii).

Ist a € R*, so gilt b = a(a™'b) und daher a | b. Ist b € R*, so gilt be | ¢ (da ¢ = b 1(be))
und daher a | ¢. D.h. a ist gemeinsamer Teiler von ¢ und ¢ und daher a | 1. Also ist a € R*
und wir haben schon gezeigt, dass daraus a | b folgt. Ist ¢ € R*, so folgt axc™! = b und
daher a | b.

Es gelte nun 0 ¢ {a,b,c} und a,b,c ¢ R*. Dann gibt es irreduzible

Piy--- 5yPnsq1y- -+ 5qmsT1, .- 3 TE GR,

derart dass a = p1--pn, b = q1- - qm und ¢ = r1---7x. Aus der Voraussetzung folgt

sofort

Pl PaT =ar =bc=qi - qmr1 Tk
Wegen der Definition eines faktoriellen Rings ist jedes p; (mit 1 < i < n) entweder zu
einem ¢; (mit 1 < j < m) oder einem 7, (mit 1 < ¢ < k) assoziiert. Wére p; zu einem 7,
assoziiert, wiirde p; | a und p; | ¢ folgen. Da a und c relativ prim sind, wiirde sich daraus
pi | 1 ergeben, ein Widerspruch. Also sind p1,... ,p, zu (jeweils verschiedenen) ¢; (mit

1 < j <'m) assoziiert. Daraus folgt sofort p; -+ p, | g1 ¢m und somit a | b.

Definition: Es sei R ein kommutativer Ring und aq,...,a, € R. Ein v € R heifit

gemeinsames Vielfaches von aq,... ,a, wenn a; | v fir 1 <i <n.

Bemerkungen: 1) Da a; | 0 fiir 1 < i < n, ist 0 stets ein gemeinsames Vielfaches von

ai,...,an, € R. Ebenso ist a; - - - a, ein gemeinsames Vielfaches von ay,... ,a, € R.
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2) Wenn eseini € {1,...,n} gibt, fiir das a; = 0 ist, ist 0 das einzige gemeinsame Vielfache

von ay,...,a, (denna; |v=3Jr € R:v=ax=0-2=0).

Definition: Es sei R ein kommutativer Ring und aq,...,a, € R. Ein k € R heifit
kleinstes gemeinsames Vielfaches von ai, ... ,a, wenn die folgenden beiden Bedingungen

erfullt sind:

1) a; | k fir 1 <i <n (d.h. k ist gemeinsames Vielfaches von aq, ... ,a,),
2) Ist x € Rund a; | z fiir 1 <i <mn, so folgt k | x
(d.h. k teilt jedes andere gemeinsame Vielfache von aq, ... ,a,).

Bemerkungen: 1) Wie beim grofiten gemeinsamen Teiler ist auch das kleinste gemeinsa-
me Vielfache nicht eindeutig bestimmt, sondern die kleinsten gemeinsamen Vielfachen der
Ringelemente a4, ... ,a, € R bilden eine Menge.

2) Anders als in der elementaren Zahlentheorie ist nicht nur 36 kleinstes gemeinsames

Vielfaches von 12 und 18, sondern auch —36.

Lemma 149: Es sei R ein kommutativer Ring und aq,... ,a,,k1 € R.
(i) Ist k; ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von aq, ... ,a, € R, so gilt fiir ko € R, dass
ko ist ebenfalls kleinstes gemeinsames Vielfaches von a4, ... ,a, < ko ist zu ki assoziiert,

(ii) Ist R ein Integritétsbereich und k; ein kleinstes gemeinsames Vielfaches der Ringele-

mente ay,...,a, € R, so gilt fiir ks € R, dass

ko ist ebenfalls kleinstes gemeinsames Vielfaches von aq,... ,a, < Ju € R* : ky = uk,
(iii) Gibt es ein ¢ € {1,... ,n}, derart dass a; = 0, so ist 0 das einzige kleinste gemeinsame
Vielfache von aq,... ,a,.

Beweis: (i) (=) Aus der Definition eines kleinsten gemeinsamen Vielfachen folgt sofort
k1 | ko und ko | k1, d.h. ky und k5 sind assoziiert.

(<) Aus ky | ko und a; | kq folgt a; | ko (fiir 1 < ¢ < n), d.h. ks ist ebenfalls ein gemeinsames
Vielfaches von aq,...,a,. Ist ¢ € R ein gemeinsames Vielfaches von aq,... ,a,, so gilt
k1 | ¢ und wegen ko | k1 auch ko | ¢, d.h. ky ist ebenfalls ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches von aq, ... ,a,.

(ii) Folgt sofort aus (i) und Satz 131 (viii).

(iii) Wir haben uns schon oben iiberlegt, dass 0 in diesem Fall das einzige gemeinsame
Vielfache von ay,...,a, ist. Wegen 0 | 0 ist es auch das einzige kleinste gemeinsame
Vielfache.
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Satz 150: Es sei R ein faktorieller Ring und aq,... ,a, € R\ {0}. Ist (fiir 1 < j < n)
aj = Uj H 7'('?”
il
die Produktdarstellung von a; wie in Satz 139, so sind genau die Elemente der Gestalt
unfﬂaX{a“"” @it ity e RY beliebig
il
die kleinsten gemeinsamen Vielfachen von aq,... ,a,.

Beweis: Es bezeichne
. max{a;1,... ,&in }
k= | | s .

il
Wir zeigen zunéchst, dass k ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von aq,... ,a, ist. Aus
a;; < max{a;i,...,n}t Vi € I Vj € {1,...,n} folgt a; | k fir 1 < j < n (wegen
Lemma 140), d.h. k ist ein gemeinsames Vielfaches von aq,... ,a,. Ist b ein gemeinsames
Vielfaches von ai, ... ,a, (d.h. a; | b fiir 1 <j <n) mit Darstellung
b=wv H 7T%8 ‘

iel
wie in Satz 139, so folgt wegen a; | b (fiir 1 < j <n),dass a;; < 3; Vje{1,... ,n}Viel
(wegen Lemma 140) und daher max{«;1,... ,a;n} < B; Vi € I. Daraus folgt (wieder
wegen Lemma 140) k | b, d.h. k ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von ay, ... ,a,.

Die Behauptung folgt nun aus Lemma 149 (ii).

Satz 151: Es sei R ein Hauptidealbereich und a4,... ,a,,k € R. Dann sind aquivalent:

(i) k ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von aq,... ,ay,,
(ii) (k) = (a1) N--- N (ay).

Beweis: (i) = (ii) Da a; | k folgt (k) C (a;) fir 1 < i < n (wegen Satz 131 (i)). Daher
ist auch (k) C (a1) N ---N(ay,). Nach Lemma 55 (ii) ist (a;) N--- N (ay) ein Ideal von R.
Da R ein Hauptidealbereich ist, 3b € R : (a1) N--- N (a,) = (b). Da dann (b) C (a;) und
daher a; | b (wegen Satz 131 (i)) fiir 1 < ¢ < n, folgt nach Voraussetzung k | b und daher
(1) N+~ N(an) = (0) S (F).

(i) = (1) Fir 1 <i <mnist (k) = (a1) N---N(an)
a; | ¢ fir 1 < i < n fiir ein ¢ € R, so gilt auch (c¢)
(¢) € (a1)N---N(ay) = (k) und folglich & | c.

(a;) und daher a; | k. Wenn

-
C (a;) fir 1 <4 < n und daher

Bemerkung: Als Spezialfall erhdlt man die Beziehung (aZ) N (bZ) = kgV(a,b)Z (fir

a,b € Z) aus der elementaren Zahlentheorie.



