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Einleitung

In seiner Dissertation ,,Changing measurable into accessible cardinals“ von 1970 fiihrte
Karel L. Piikry eine Forcing-Ordnung ein, die, ausgehend von einem Modell mit einer
mefibaren Kardinalzahl (und einem entsprechenden normalen Ultrafilter), eine generische
Erweiterung produziert, in der die Kofinalitdt dieser Zahl auf w kollabiert wird, aber alle
Kardinalitdten erhalten bleiben.

Bald wurde von Mathias [Mathias73]eine Charakterisierung fiir Prikry-Generizitit ge-
funden: Eine w—Folge unterhalb einer in einem Modell mefibaren Zahl ist Prikry-generisch
iiber diesem Modell, wenn sie in jeder Menge von Maf} eins beziiglich dem fixierten nor-
malen Ultrafilter fast ganz, also bis auf endlich viele Ausnahmen, enthalten ist.

Unter Verwendung dieser Charakterisierung entdeckten Dodd und Jensen eine interes-
sante Universalititseigenschaft von Prikry-Sequenzen: Wenn 0 nicht existiert, dann hat
entweder das Kernmodell K die Uberdeckungseigenschaft, oder es existiert ein inneres
Modell mit einer mefibaren Kardinalzahl. Sei dann £ minimal, so dafl ein inneres Modell
existiert, in dem s mefBbar ist. Dann existiert ein U, so daf§ L[U] = , U ist ein normaler
Ultrafilter auf x“. Entweder hat L[U] die Uberdeckungseigenschaft, oder es existiert eine
Prikry-Sequenz S iiber L[U]. In diesem Falle hat L[U, S] = L[S] die Uberdeckungseigen-
schaft.

Seitdem wurden einige Variationen dieses Forcings betrachtet. Schon in seiner Disser-
tation analysierte Prikry Verallgemeinerungen der als Prikry-Forcing bekannt gewordenen
Konstruktion.

Menachem Magidor verwendete in [Magidor76] iteriertes Prikry-Forcing unter ande-
rem, um alle meBbaren Kardinalzahlen unterhalb einer stark kompakten Zahl zu kolla-
bieren, ohne die starke Kompaktheit zu zerstoren und befafite sich in [Magidor78] mit
einer Variation von Prikrys Forcing, die die Kofinalitdt einer meflbaren Kardinalzahl
auf ein kleineres « kollabiert, ohne Kardinalitdten zu verindern (dies funktioniert aller-
dings nur unter zusétzlichen Annahmen iiber die Existenz grofler Kardinalzahlen, z.B.
wenn £ 2" —superkompakt ist).

Fiir einen Uberblick iiber einige Verallgemeinerungen sei auf [Kanamori94, S.238ff.]
verwiesen.

In dieser Arbeit wird eine neue Verallgemeinerung eingefithrt und untersucht. Die
Konstruktion dieses Forcings ist sehr variabel. Im Gegensatz zu den meisten anderen
Variationen geht es hier nicht nur darum, die Kofinalitdten bestimmter Kardinalzahlen
zu verindern, sondern man kann auch gezielt Gegenbeispiele zum Uberdeckungssatz fiir
das Kernmodell adjungieren, ohne Kofinalitéiten oder Kardinalitdten zu verédndern.

In Kapitel 1 werden die in dieser Arbeit benotigten Grundlagen aufgefiihrt. Es handelt
sich um eine Zusammenstellung der wichtigsten Fakten iiber Filter, Forcing und Ultra-
produkte, die nicht als Einfithrung in diese Gebiete zu verstehen ist, sondern vor allem fiir
spétere Referenzen gedacht ist. Die Standardwerke [Jech78],[Kunen80] und [Kanamori94|
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4 Einleitung

decken den Grofiteil der bendtigten Resultate ab, und Ausnahmen werden hier mit Beweis
angegeben.

Das zweite Kapitel befafit sich mit der Einfithrung und Analyse der neuen Verallge-
meinerung von Prikrys Forcing, die im Zentrum dieser Arbeit steht. Die Hauptergebnisse
sind der Charakterisierungssatz, der eine Verschiarfung der offensichtlichen Verallgemei-
nerung von Mathias’ Kriterium fiir Prikry-Generizitét ist, und das Maximalitétsprinzip,
das in der hier gegebenen Form anscheinend selbst fiir den Spezialfall von Prikrys Forcing
in der Literatur noch nicht bekannt ist.

Im dritten Kapitel geht es um die Konstruktion eines Modells, in dem es einen re-
guliéren Limes von meBbaren Kardinalzahlen gibt, in dem das Kernmodell nicht die Uber-
deckungseigenschaft hat, es aber keine uniforme Prikry-Sequenz gibt. Dies zeigt, daf die
Voraussetzung iiber die Nichtexistenz eines reguléren Limes von meflbaren Kardinalzahlen
in Mitchells Version des Uberdeckungssatzes 3.2.3 nicht abgeschwiicht werden kann.

Im vierten Kapitel wird ein anderer Zugang zu Prikry-Sequenzen dargestellt, indem
gezeigt wird, dafl die Folge der kritischen Punkte gewisser Iterationen von Ultraprodukten
Prikry-generisch ist {iber dem Zielmodell. Dies wird auch einen alternativen Beweis des
Maximalitatsprinzips fiir das verallgemeinerte Prikry-Forcing liefern.

An dieser Stelle mochte ich mich herzlich bei Professor Ronald Jensen bedanken, der
diese Arbeit sehr engagiert betreut hat und immer fiir Fragen und Gespriche offen war.
Auch Dr. Achim Ditzen sei gedankt fiir Anregungen, die fiir die Fertigstellung dieser
Arbeit hilfreich waren.



Notation

Die verwendete Notation orientiert sich stark an [Kanamori94]. Kleine griechische Buch-
staben bezeichnen Ordinalzahlen, M und N sind fiir Modelle reserviert, ¢ und ¢ fiir
logische Formeln, V' bezeichnet das mengentheoretische Universum und s ist immer eine
Kardinalzahl, zumindest in einem aus dem Zusammenhang erkennbaren Modell. Funk-
tionen werden mit ihrem Graphen identifiziert, wobei hier die erste Komponente eines
Paares aus dem Graphen der Funktion f ein Element des Definitionsbereichs, und die
zweite Komponente der zugehorige Funktionswert aus dem Bild von f ist. Das Entspre-
chende gilt fiir Relationen. Die Bezeichnung der mengentheoretischen Operationen ist
standard, wie auch die der priadikatenlogischen Konnektoren, Operatoren und Quanto-
ren. Wenn z eine Menge ist, so ist & meist entweder ein Prédikatensymbol, das durch
x interpretiert wird (in einem aus dem Zusammenhang erkennbaren Modell, in dem =z
eine Klasse sein kann), oder ein Forcing-Name, der in einer generischen Erweiterung zu z
ausgewertet wird. Einige weitere Notationen werden in tabellarischer Form angegeben:

Notation Bedeutung
On Die Klasse der Ordinalzahlen.
Card Die Klasse der Kardinalzahlen.
|| Die Kardinalitiat von x.
x Xy Das Cartesische Produkt aus x und y.
(xo,...,xpn_1) | Das geordnete n—tupel der Mengen z, ..., 2, 1.
Yx Die Menge der Funktionen von y nach x.
dom( f) Der Definitionsbereich der Funktion f.
ran(f) Der Wertebereich von f.
flez Die Einschréinkung der Funktion f auf x.
“x Das Bild von x unter f.
P(z) Die Potenzmenge von z.
[z]® Die Menge der a—elementigen Teilmengen von .
[z] = U, <alz]”-
cf () Die Kofinalitidt von «.
otp(z) Der Ordnungstyp von z fiir x € On.
min(z), max(x) | Minimum bzw. Maximum von z fiir ) # x C On.
sup(x) Das Supremum von z fiir x C On, also U z.
lub(x) Die kleinste obere Schranke von z fiir z C On, also
sup({v + 1 | v € z}). Folglich sup(@) = lub(@) = 0.
< ag,...,0,_1 = | Der Wert der Godelschen Paarfunktion
an der Stelle (ag, ..., a, 1).
oM Das Ergebnis der Relativierung von ¢ nach M.
MEp M ist ein Modell von ¢.

Weitere Notationen werden an der Stelle ihres ersten Auftretens definiert.



Kapitel 1

Grundlegende Konzepte

In diesem Kapitel wird versucht, eine Zusammenstellung der in spateren Kapiteln benotig-
ten Grundlagen zu geben. Es werden nur Resultate bewiesen, die nicht in [Kunen80],
[Kanamori94] oder [Jech78] zu finden sind, oder deren Beweise fiir diese Arbeit wichtige
Argumente beinhalten.

1.1 Filter und Ultrafilter

Die Begriffe , Filter“ und ,,Ultrafilter sind fiir viele Teile der Mengentheorie im Allge-
meinen und diese Arbeit im Speziellen von wesentlicher Bedeutung. Sie treten in den
verschiedensten Zusammenhéngen auf; daher wird die erste Definition sehr allgemein ge-
halten. Sei IP = (|IP|, <) eine partielle Ordnung mit maximalem Element 1.

1.1.1 DEeFINITION. Ein Filter in IP ist eine Teilmenge F' von |IP| mit
(a) 1p € F.
(b) ¢g>pe F—qcF.
(c) Vpge Fare FF r<pAr<g.

Fiir eine Boolesche Algebra B = (|B|,+B, B, —B,0B, 1, <p) ist U ein Ultrafilter in
B, wenn U ein Filter ist in (|B|, <) und

(d) Vpe|B| (peF VvV —pelF).

Fiir eine Menge x ist U ein (Ultra-) Filter auf x, wenn U ein (Ultra-) Filter in der
Booleschen Algebra (P(x),U | (P(z))%,N 1 (P(z)%\ 1 (P(x))%, 0,2, C1 (P(z))?) ist. Ein
Filter F' auf einer A\—vollstandigen, Booleschen Algebra IB ist A—wollstindig, wenn fiir
X e <MF gilt:

[ X6 eF

i€dom(X)
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Der am héufigsten auftretende Fall ist, daB U ein Ultrafilter auf einer Menge, meist einer
Kardinalzahl, ist. Die kanonische Boolesche Algebra auf einer Potenzmenge ist natiirlich
vollstandig, daher ist ein Filter auf einer Menge A—vollstéandig, wenn er unter Schnitten
der Lénge < A\ abgeschlossen ist.

Wenn U ein 8;—vollstiandiger Ultrafilter in einer o—Algebra 2 ist, so liefert dieser
ein o—additives, zweiwertiges Mafl uy, definiert durch puy = xpy | &, wo yy die charak-
teristische Funktion von U ist. Daher werden manchmal maftheoretische Sprechweisen
angewandt werden, wie , fast {iberall (bzw. nirgends)“, was zu verstehen ist als ,,auf einer
Menge von MaB eins (bzw. null)“.

1.1.2 LEMMA. Fir einen Ultrafilter U auf x sind dquivalent:
(a) U ist A—wvollstindig.

(b) Es gibt keine Partition von x in weniger als \ viele Teilmengen, von denen keine
Element von U ist.

(c) Es gibt keine Partition eines Elements a € U in weniger als A viele Teilmengen,
von denen keine Element von U ist.

O

1.1.3 DEFINITION. Ein Ultrafilter U auf x ist ein Hauptultrafilter oder trivialer Ul-
trafilter, wenn ein y € x existiert, so da} U = {z C x | y € z}. Ein Ultrafilter, der kein
Hauptultrafilter ist, heift nichttrivial. O

Wenn es eine Kardinalzahl mit einem N;—vollstédndigen, nichttrivialen Ultrafilter gibt,
dann existiert auch eine Kardinalzahl x mit einem k—vollstédndigen, nichttrivialen Ultra-
filter auf x : Sei k minimal, so dafl ein X;—vollstdndiger, nichttrivialer Ultrafilter U auf
existiert. Wenn U nicht k—vollstandig wére, dann existierte eine Partition f : k — k' < K
von k in Teilmengen, die keine Elemente von U sind. Dann wére das Bildmafl von ug
nach f ein sigma—additives Mafl auf ', und der assoziierte Ultrafilter auf ' nichttrivial

und N;—vollstandig, im Widerspruch zur Minimalitéit von «'. Dabei ist das Bildmafl f
wie in der Maftheorie definiert: fuy(X) e po(f714X). Dies mag die néichste Definition

motivieren:

1.1.4 DEeFINITION. Eine Kardinalzahl x ist meffbar, wenn ein nichttrivialer, x—voll-
stindiger Ultrafilter auf x existiert. O

Es stellte sich bald heraus, dafl eine melbare Kardinalzahl unerreichbar ist, sogar, dafl es
k viele unerreichbare Kardinalzahlen unterhalb einer mefibaren Zahl x gibt. Fiir Beweise
sei auf [Jech78] verwiesen.

1.1.5 DerFINITION. Fir Folgen (X, | v < k) bzw. (Y, | a € [k]<¥) von Teilmengen
einer Kardinalzahl « ist deren diagonaler Durchschnitt definiert, wie folgt:

/\ X, © <k|Vu<wv veX,} und

v<k
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AN Y, ¥ (v<r|We ¥ vey)
aclr|<w

O

Es wurde von Fodor gezeigt, dal der club-Filter auf einer reguléren Kardinalzahl die erste
Eigenschaft des néchsten Satzes hat, weshalb der Satz nach ihm benannt wird:

1.1.6 Satz (FODOR). Fliir einen k—wvollstindigen, nichttrivialen Ultrafilter auf k sind
dquivalent:

(a) Wenn f : A — k regressiv ist fir ein A € U (d.h., f ist eine Auswahlfunktion),
dann existiert B C A, so daff B € U und f“B = {w} fir ein vy < k.

(b) Wenn f: A — k|~ die Figenschaft hat, daf§ Vv € A f(v) € [v]<¥ und A € U,
dann existiert B € U, so daff B C A und f“B = {by} fir ein by € [r]<“.

(¢) Fiir eine Folge (X, |v < k) € "U ist /\,.. X, € U.

d) Fir eine Folge (Y, | a € [k]=¥) € WU st /N acin<e Yo € UL
€[~

Beweis. Daf$ (a) und (b), bzw. (c) und (d) dquivalent sind, ist leicht zu sehen, und die
Aquivalenz zwischen (a) und (c) ergibt sich via Kontraposition aus der Definition des
diagonalen Schnitts. O

An dieser Stelle sei noch eine Variation des Fodorschen Satzes angegeben:

1.1.7 LeEMMA. Sei Y C On unbeschrinkt und abgeschlossen, sowie f : Y — On eine
regressive Funktion. Dann existiert 6, so daf f~“{6} unbeschrinkt in den Ordinalzahlen
15t.

Beweis. Die Annahme des Gegenteils wird zum Widerspruch gefiihrt. Es wird eine Folge
(0n, | n < w) definiert, wie folgt:

Sei dy € ran(f) beliebig. Wenn 4,, bereits definiert ist, so sei
6ns1 = min(ran(f) \ (6, + 1)) (dies ist moglich, da nach Widerspruchsannahme das Bild

von f unbeschrankt ist.)

Setze dann: 8,1 % sup f~1¢ (641 + 1) (existent nach Widerspruchsannahme).

Nach Konstruktion ist die definierte Folge streng monoton wachsend.
Sei 0, = sup,,,, 0. Dann ist J,, ein Limespunkt von Y, also nach Abgeschlossenheit auch
ein Element von Y. f(d,) < 4, da f regressiv ist. Sei n < w mit f(d,) < d,. Das heifit:
0w € f7148, Csup(f~148,) < dpy1 < d.,, ein Widerspruch. O

1.1.8 DEFINITION. Ein nichttrivialer, k—vollstindiger Ultrafilter auf s ist normal,
wenn er eine (also alle) der dquivalenten Eigenschaften (a)-(d) aus Satz 1.1.6 hat. O
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Es folgt eine Definition, die fiir spitere kombinatorische Argumente wichtig sein wird:

1.1.9 DEFINITION.
(a) Sei f:[A]"™ — B. Eine Teilmenge H von A ist homogen fiir f, wenn |f“[H]"| = 1.

(b) Sei f : [A]¥ — B. Eine Teilmenge H von A ist homogen fiir f, wenn H fir alle
n < w homogen ist fur f | [A]™.

a

Der folgende Satz erinnert an Ramseys Theorem, welches besagt, daf die Partitionsrelati-
on w — (w)™ fiir alle m, n € w gilt, das heifit, daB zu jeder Partition der m—elementigen
Teilmengen von w in n Teile eine unendliche, homogene Menge existiert, also eine, deren
m—elementige Teilmengen allesamt in dem gleichen Teil der Partition liegen:

1.1.10 Satz (RowBOTTOM). Sei k mefibar, U ein normaler Ultrafilter auf k, B € U
und f : [B]<¥ — X fir ein A\ < k. Dann existiert eine Menge A € U, A C B, die
homogen ist fiir f.

Beweis. Es wird per Induktion auf n € w gezeigt:
Wenn g : [B]" — A, dann existiert eine Menge A € U, A C B, die homogen ist fiir g.

Damit ist der Satz bewiesen, denn wenn fiir n < w eine fiir f | [B]" homogene Menge

A, C B mit A, € U gegeben ist, so ist A & Ny<w An homogen fiir f, und A € U nach
rk—Vollstandigkeit von U.
Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen.

Gébe es keine fiir ¢ homogene Teilmenge von B, die in U liegt, so wére g, bzw.

nw

genaugenommen die Funktion § : B —» A, die durch §(v) % g({v}) definiert ist, eine
Partition von B in weniger als x viele Nicht-Filterelemente, im Widerspruch zu Teil (c)
von Lemma 1.1.2, da U nach Voraussetzung xk—vollsténdig ist.

Sei g : [B]"™! — \. Fiir a € [B]" sei g, : B — X definiert durch
e alU wenn a C
() d:f{ g9(aU{}) 3

0 sonst.

Wie im Fall n = 1 sei X, C B homogen fiir g,, also g, konstant auf X, und X, € U. Nach
der Charakterisierung (d) aus Satz 1.1.6 ist X € U, wo

X N X,
a€[B]™

Sei b € [X]|", pu,v € X und b C p,v. Dann ist g(bU {u}) = g(bU {v}), denn p € X} und
v € Xp nach Definition des diagonalen Durchschnitts, also

g(bU{r}) = go(v) = go(p) = g(bU{n}).
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Definiere also g : [X]* — A durch

j(a) & g(aU {€}) fiir ein (und somit fiir alle) & € X mita C ¢

(ein solches ¢ existiert immer, da X € U, also insbesondere unbeschrénkt in & ist).
Nach Induktionsvoraussetzung existiert A C X mit A € U, so dafl A homogen ist fiir
g. Dann ist A auch homogen fiir ¢ :

Seien a und b (n + 1)—elementige Teilmengen von A, a = max(a), # = max(b) und
a=a\{a}, b=>b\{F}. Dann ist

g(a) = g(au{a}) = §(@) = §(b) = g(bU {B}) = ¢(b),

weil A homogen ist fiir g. Da @ und b beliebige Elemente von [A]"™! waren, ist A homogen
fiir g. O

1.2 Forcing

Dieser Abschnitt dient dazu, die wichtigsten Fakten aus der Theorie des Forcing zusam-
menzustellen. Wenn nichts anderes gesagt wird, ist mit M immer ein transitives, abzahl-
bares Modell von ZFC gemeint, und P = (|IP|, <p, 1p) € M eine partielle Ordnung mit
einem maximalen Element 1. Wie iiblich, wird sowohl auf den notationellen Unterschied
zwischen [P und |[P|, als auch auf den Index p verzichtet, wenn aus dem Zusammenhang
ersichtlich ist, was gemeint ist. Elemente von IP werden oft als Bedingungen bezeichnet,
und wenn p < ¢, ist p eine Erweiterung von q. Fiir Bedingungen p und ¢ hei8t p L g (p
und ¢ sind inkompatibel), dafl es keine gemeinsame Erweiterung von p und ¢ gibt, oder
dquivalent, dafl es keinen Filter gibt, der sowohl p, als auch ¢ enthélt. Wenn p und ¢ nicht
inkompatibel sind, so wird dafiir p || ¢ geschrieben.

1.2.1 DEFINITION. Sei A C IP.
(a) Aist offen (in IP), wenn Vp € AVg<p q€ A.
(b) Aist dicht (in IP), wenn Vp € IP 3¢ <p ¢ € A.

Ein Filter F' C IP in IP ist IP—generisch iiber M, wenn er jede dichte Teilmenge D € M
von IP schneidet.

Seien @) = (|Q|, <g, lg) € M eine weitere partielle Ordnung und i : P — @) mit
1 € M. i ist eine dichte Finbettung, wenn

(1) Vo1 <pa € P i(p1) <i(p2).
(2) Vp1,p2 € P p1 L ps —> i(p1) L i(p2).

(3) i“IP ist dicht in @).
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O

1.2.2 SATZ. Es gibt bis auf Isomorphie genau eine M —wvollstindige, Boolesche Algebra
B B.A.(IP) mit einer dichten Finbettung i : IP — B, i € M.

Bemerkung: Auch wenn die Bezeichnung dies suggeriert, ist die dichte Einbettung i im
Allgemeinen nicht injektiv. Sie wird injektiv sein, wenn IP separativ ist, das heifft, wenn
IP erfiillt:

VpgeP (p£q—3Ir<p (rLlq).

Fiir Details sei auf [Jech78, S.153f.] verwiesen.

Man kann die Boolesche Algebra aus 1.2.2 darstellen als die Menge der regular offenen
Mengen in IP beziiglich der Topologie aus Definition 1.2.1, also der Teilmengen A von
P mit A = int(cl(A)). Die Einbettung ¢ : P — B.A.(/P) ist dann gegeben durch

. def .
i(p) = int(cl({p}))-

Bevor die Forcing-Relation definiert werden kann, wird die Forcing-Sprache eingefiihrt.
Sie besteht aus den iiblichen Symbolen der mengentheoretischen Sprache, € und =, sowie
cinem Pridikat A, das auch in die iiber M verwendete Sprache aufgenommen wird und
dort durch A C M interpretiert wird (die Verallgemeinerung auf mehrere Priadikate ist
problemlos), und Konstanten, sogenannten Namen, die rekursiv definiert werden, wie
folgt:

1.2.3 DEFINITION. 7 ist ein IP—Name genau dann, wenn 7 eine Relation ist und
V{o,p) € T (o ist ein IP-Name und p € P).
Die Klasse der IP—Namen in V' ist
VP ¥ (5| 5 ist ein P—Name},
und analog ist die M —Klasse der IP—Namen definiert durch
MP ¥ {5 e M| M k= (0 ist ein P—Name)}.

Fiir einen iiber M IP—generischen Filter G und 7 in M ist die G— Interpretation von T
rekursiv definiert durch

7O & {O’G |IpeG (o,p) €T}

Fir x € M ist der kanonische Name & fir z :

< {,1p) |y € z}.

|

Anhand der Klasse der IP—Namen ldt sich zu einem Filter, der IP—generisch ist iiber
M, die generische Erweiterung M[G] konstruieren:

M[G) ¥ (7% | r € MT}.
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Offenbar ist M C M[G], da ¢ = x fiir jedes x € M. Aulerdem ist M[G] transitiv und
hat die gleichen Ordinalzahlen wie M.

Nun kann bald die Forcing-Relation eingefiihrt werden. Die genauen Details ihrer De-
finition sind unwesentlich; man kann den Umweg iiber die Boolesche Algebra B.A.(IP)
gehen, was die Definition vereinfacht, oder man definiert die Relation direkt aus der par-
tiellen Ordnung IP, wodurch die Definition komplizierter wird, man sich aber die Behand-
lung Boolescher Algebren erspart. Den ersteren Weg wihlte Jech in [Jech78], wihrend
Kunen den letzteren beschritt; siehe [Kunen80]. Hier wird eher der von Kunen gewéhlte
Ansatz verfolgt, jedoch ist es manchmal hilfreich, mit Booleschen Algebren zu argumen-
tieren. Deshalb sei kurz angedeutet, wie man Kunens Ansatz in Jechs Methode iibersetzen
kann. Der Hauptunterschied besteht in den Definitionen von Namen. Bei Kunen sind es
Relationen, wihrend es bei Jech Funktionen sind, die Werte in IB =B.A.(/P) annchmen.
Wenn aber 7 € M¥ gegeben ist, so erhilt man durch die Setzung

(o) 3 {ilp) | (o.p) € 7}

eine Funktion von dom(7) nach /B und kann die Definition, die man bei Jech nachlesen
kann, anwenden. Dabei ist i : IP — B.A.(IP) die Einbettung aus 1.2.2.

Hier wird also der Ansatz von Kunen gewéhlt, und es fillt auf, dal es bei jenem
keine zusétzlichen Préadikate gibt. Die Definition der Forcing-Relation bei Kunen erfolgt
per Induktion auf dem Aufbau der Formeln der Forcing-Sprache. Hier wird diese Defi-
nition iibernommen (aber nicht wiederholt) und erweitert fiir den Fall der Atomformeln
der Gestalt Ao, wobei o ein IP—Name ist, und A das zusitzliche Pradikatensymbol. Die
Intention ist, daB die Interpretation von A iiber M [G] mit derjenigen iiber M {iberein-
stimmen soll. In den Anwendungen wird das zusétzliche Pridikat mit M bezeichnet und
durch M interpretiert, so dafl gewéhrleistet ist, dal man in der generischen Erweiterung
Aussagen iiber das Grundmodell formulieren kann. Man kann dies auch ohne zusétzli-
ches Pradikat erreichen, die hier gewihlte Vorgehensweise ist aber der sichere Weg des
»logischen Puristen®, vgl. [Jech78, S.262].

1.2.4 DEFINITION. Die Forcing-Relation - (= I-p) ist in M definiert wie in [Kunen80,
S.195f., Definition 3.3|, mit dem Zusatz

piF Ac &L {¢<p|3z Az A qIr o= &} ist dicht unter p.
Dabei ist p € IP und 0 € MT. O

Durch diese Erweiterung der Definition der Forcing-Relation behélt offenbar das folgende
Lemma, fiir dessen Beweis auf [Kunen80, S.197, Lemma 3.4] verwiesen sei, seine Giiltig-
keit:

1.2.5 LEMMA. Firp € IP und eine Forcing-Aussage @ sind dquivalent:
(1) pl- .

(2) Yg<p qlFe.
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(3) {qg<p|qlF e} ist dicht unter p.
O

1.2.6 SATZ (FORCING-THEOREM). Sei ¢(zy,...,,) eine Formel in der mengentheo-
retischen Sprache mit zusdtzlichem Pradikat A, deren freie Variablen allesamt angegeben
sind. Seien 71,...,7, € M¥. Sei G ein IP—generischer Filter iiber M. Dann

(1) Wennp € G und M f=p W (11, ...,7), dann M[G] = o(7&, ..., 75).
(2) Wenn M|G] & (1, ..., 1Y), dann ezistiert p € G mit M = p Ik o(71,...,Tn).

r'n

Beweis. Der Beweis fiir Formeln, in denen das Pridikat A nicht vorkommt, kann in
[Kunen80, S.198f.] nachgelesen werden. Nun wird zunéchst gezeigt, dafl die Behauptung
erfiillt ist fiir Atomformeln der Gestalt Ao unter Verwendung der Tatsache, daB sie fiir
alle anderen Atomformeln zutrifft.

Zu (1): Sei p € G, M = p I Ao. Nach Definition heiBt dies, daB D = {q <
p| 3z Az A qIF o = &} dicht ist unter p. Da G generisch ist, folgt G N D # () (Denn
DU{r € IP|r L p}ist dicht in IP). Sei also ¢ € DNG, das heiftt M = Az und ¢ I 0 = &
fiir ein z € M. Da (1) fiir die Atomformel o = & zutrifft, folgt: M[G] | ¢¢ = i% = z.
Aber M = Az, also = € A, das heift, da A auch iiber M|[G] durch A interpretiert wird:
M[G] = Ac€.

Zu (2): Sei M[G] = Ac® vorausgesetzt. Dann existiert z € M mit 0% = z, da A C M.
Also M[G] & 0 = 2. Da (2) fiir diese Atomformel gilt, existiert p € G mit p IF 0 = .
Also ist

D= {g<p| (M} Az) und (¢ o = &)}

dicht unter p. Somit ist auch
DY {g<p|MEQGBz Az A qio=2)}

dicht unter p, da D D D. Dies heiit aber nach Definition von I gerade, da8 p I Ao.

Der Rest des Beweises erfolgt per Induktion auf dem Formelaufbau genau wie in [Kuneng80,

S.197ff., Theorem 3.5] unter Verwendung der Giiltigkeit des Satzes fiir alle Atomformeln.
O

1.2.7 Sarz. M[G] E ZFC.

Beweis. Trotz der Erweiterung der Forcing-Sprache 148t sich der Beweis aus [Kunen80,
S.201, Theorem 4.2] verbatim iibernehmen. a

Im Beweis des vorigen Satzes war das Argument, das die Giiltigkeit des Auswahlaxioms
in M[G] zeigte, die einzige Stelle, an der das Auswahlaxiom in M benétigt wurde. Somit
erhélt man:

1.2.8 KOROLLAR. Wenn N ein ZF-Modell ist, IP € N eine partielle Ordnung und G
ein IP—generischer Filter iber N, dann ist auch N[G] ein ZF-Modell. a
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1.2.9 Sarz. Seien N und N' transitive ZF-Modelle, IP € N und G sei IP—generisch
tiber N. Sei weiterhin G € N', sowie N C N'. Dann gilt auch N|G] C N'.

Beweis. Es gilt: N* C N C N, also ist fiir 7 € N¥ die G—Interpretation 7¢ von 7,
gebildet in N’, da definierbar, ein Element von N’ nach Aussonderung in N’. Aber 7¢ ist
absolut fiir transitive ZF-Modelle, also 7¢ = (7¢)N" € N’ das heifit N[G] C N'. O

Den Beweis des néchsten Satzes findet man in [Kunen80, S.221, Theorem 7.11].

1.2.10 SatTz. Seien i, IP und @) Elemente von M und i : IP — @) eine dichte Einbet-
tung zwischen partiellen Ordnungen. Fiir H C P sei i(H) < {ge @ |Ipe H i(p) < q}
(also falls H ein Filter ist, so ist i(H) der von i“H in Q) erzeugte Filter). Dann gelten

(a) Wenn H C Q ein Q— generischer Filter iiber M ist, so ist i~' “H ein IP— generischer
Filter iiber M und H = i(i "' “H).

(b) Wenn G C IP ein IP—generischer Filter iber M ist, so ist i(G) ein §—generischer
Filter iiber M und G =i~ “i(G).

(¢c) Wenn in (a) bzw. (b) G =i"'“H bzw. H = i(G), dann ist M|[G] = M[H].

O

Also erhélt man durch Erzwingung mit IP oder @) die gleichen generischen Erweiterungen,
falls eine dichte Einbettung zwischen diesen partiellen Ordnungen existiert. Nach 1.2.2
148t sich zu einer beliebigen partiellen Ordnung IP eine vollstéindige Boolesche Algebra IB
zusammen mit einer dichten Einbettung von [P in IB finden. Nach dem soeben angege-
benen Satz heifit dies, dal man sich theoretisch auf Forcing mit vollstandigen Booleschen
Algebren beschrinken kann, was manche Beweise vereinfacht.

An dieser Stelle werden noch die Definitionen von - und grundlegenden Resultate
iiber - Produkt-Forcing und iteriertes Forcing gebracht. Es werden nur Produkte und
Iterationen der Lange zwei benttigt, so dafl kein grofler theoretischer Aufwand betrieben
werden muf}, und auch taucht nicht die Frage auf, wie man Produkte und Iterationen von
Limesldnge behandelt. Zunéchst wird wiederholt, was unter dem Produkt zweier partieller
Ordnungen mit maximalem Element zu verstehen ist:

1.2.11 DEFINITION. Seien PO = <|P0|, <o, ]10) und Pl = <|P1|, <y, ]11) zwel partielle
Ordnungen. Deren Produkt ist:

Py x Py & (| Py x |IP1], <, 1),
wobel < definiert ist durch
def
(P, 1) < {0, 1) <= po<0q N p1 <1 @1

und 1 = <]10, ]11) O
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1.2.12 Sarz. Seien IPy und IP, partielle Ordnungen in M, sowie Gy C IPy und G1 C
IP,. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Go x Gy ist IPy x IP1—generisch tiber M.
(2) Gy ist IPy—generisch iber M und Gy ist IPy—generisch iber M[Go).
(3) Gy ist IPy—generisch iber M und Gy ist IPo—generisch iber M|G].
Wenn eine (und somit alle) der Aussagen (1)-(3) zutreffen, dann ist
M[Gy x Gi] = M[G|[G1] = M[G1]|Go).

Der Beweis steht in [Kunen80, S.253, Theorem 1.4].

Die Grundidee des iterierten Forcing ist, zunéchst mit einer partiellen Ordnung, die im
Grundmodell liegt, zu erzwingen, und dann eine Ordnung zu verwenden, die in der generi-
schen Erweiterung, aber eventuell aulerhalb des Grundmodells liegt. Wenn ein Name fiir
die zweite Ordnung gegeben ist, der in jeder Erweiterung beziiglich der ersten Ordnung als
eine partielle Ordnung interpretiert wird (und es existiert immer ein solcher, zumindest
fiir eine zur zweiten Ordnung isomorphen Ordnung; siehe [Kunen80, S.268f.]), so kann
man aus diesem und der ersten Ordnung eine ,,produktihnliche Ordnung“ konstruieren,
die die gleichen generischen Erweiterungen liefert, wie die zweistufige Iteration.

1.2.13 DEFINITION. Sei [P eine partielle Ordnung in M und seien 7, <, und 1,
Namen aus MT und 1, € dom(7). Es gelte

1Ip I+ <, ordnet 7 partiell, mit maximalem Element 1,

(Diese Voraussetzungen werden zusammengefafit durch die Aussage ,,7 ist ein [P—Name
fiir eine partielle Ordnung*). Dann ist der Tréger der partiellen Ordnung IP * 7

{{p,7) | T € dom(w) A pl-T €1},
und fir (p,7), (¢, 0) € IP * 7 ist
(p,7) <{g,0) < p<g AphT<qo
Das maximale Element 1 von IP x rr ist definiert als 1% (1p, 1,). O

Der néchste Satz ist das Analogon von Satz 1.2.12 fiir Iterationen in zwei Schritten.

1.2.14 SATz. Seien IP und © wie in Definition 1.2.13.

(a) Seien Gy ein IP—generischer und G, ein w9 —generischer Filter iiber M
bzw. M[Gy]. Setze

GoxGL ¥ {(p.7) | pe Gy A 7edom(r) A 77° € Gy}
Dann ist Gox Gy ein IPxm—generischer Filter iber M und M[Gy]|G1] = M[Go*G].
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(b) Sei umgekehrt G IP x m—generisch tiber M. Setze

Go ¥ {peP|3r (p,7) € G}, und
e def {TGO |3p (p,7) € G}

Dann ist Gy IP—generisch iiber M, Gy 7% — generisch iiber M[Go] und G = Go*G}.
Also nach (a) M[Gy]|G1] = M[G].

O
Fiir einen Beweis von (a) sei wieder auf [Kunen80, S.270f., Theorem 5.5] verwiesen; Teil
(b) findet man in [Jech78, S.234f.; Lemma 23.4(b)].
Die Bildung des Produkts IPx7 hat im Kontext von vollstdndigen Booleschen Algebren
folgende Form: Wenn IB; eine vollstindige Boolesche Algebra in M ist und

1p, - B2 ist eine vollstdndige Boolesche Algebra

fiir ein Bg € M®1 dann ist 1B, * B eine vollstindige Boolesche Algebra in M, in der ein
homomorphes Bild von IB; eine vollstindige Subalgebra ist. Nach Identifikation von IB;
mit diesem Bild erhélt man, dafl B eine vollstdndige Boolesche Subalgebra von 1B % [Bs
ist. Wenn G ein IB; * IBy—generischer Filter ist, so ist G N By IB;—generisch. Fiir
die Einzelheiten der Konstrukion sei auf [Jech78, S.232f.] verwiesen. Die Bildung dieses
Produkts 148t sich umkehren:

1.2.15 LEMMA. Sei By in M eine vollstindige Subalgebra der vollstindigen Booleschen
Algebra ID. Dann existiert By € MP', so daf 1p, I+ B, st eine vollstindige Boolesche
Algebra und

D = B, * Bs.

By wird mit (ID : IBy) bezeichnet, also D = IBy % (D : IBy).

Die Konstruktion von (D : IBy) kann in [Jech78, S.237] nachgelesen werden.
Fiir die beiden folgenden Sétze reicht es zu verlangen, dafl M ein abzéhlbares, transi-
tives ZF-Modell ist, wie man sich anhand der Beweise iiberzeugen kann.

1.2.16 SATZ. Seien IR eine partielle Ordnung in M, G ein IR—generischer Filter iiber
M, sowie N ein transitives ZFC-Modell mit M C N C M[G]. Dann existieren eine
partielle Ordnung IP € M und IP—Namen 7, <, und 1, € MT, so daf die in Definition
1.2.13 gemachten Voraussetzungen erfillt sind mit

R = IPx7mund N = M[Gy,

wo Gy und Gy nach Identifikation von IR mit IP x w definiert sind, wie in Satz 1.2.14.
Dabei ist die Konstruktion von IP und m unabhdngig von G.

Beweis. Zunéchst kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgegangen werden,
daf} es sich bei allen beteiligten partiellen Ordnungen um vollstdndige Boolesche Algebren
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handelt; vgl. die Bemerkung nach 1.2.10. Setze fiir eine Forcing-Aussage ¢ :

loll S {pe R|pi ).

Dann ist ||¢]| die schwéchste Bedingung, die ¢ erzwingt, genannt der Boolesche Wahr-
heitswert von . Sei

7 (P(R))y.

Da ZFC-Modelle durch die in ihnen als Elemente existenten Mengen von Ordinalzahlen

determiniert sind, gibt es eine Menge S C On mit S € N, so dafl Z € M[S], wo M[S] das

kleinste transitive ZF-Modell bezeichne mit S € M[S], M C M[S] und Ony; = Onyyg).
Fiir eine beliebige Menge X von Ordinalzahlen, X € M[G], sei

Ay ¥ Die in M von {|l& € X|| | o € Ony} erzeugte, vollstindige Subalgebra von IR,

wo X € M™ ein Name fiir X sei. Dann ist G N Ay € M[X] und X € M[G N Ax], zu
verifizieren ist, also M[X]| = M[G N Ax]; vgl. [Jech78, S.265ff.].

Es gilt: N = M[G N Ag]. Um dies zu beweisen, reicht es zu zeigen, dafl jede Menge
X € N von Ordinalzahlen auch in M[S] = M[G N Ag| liegt. Aber wenn X € N eine
Menge von Ordinalzahlen ist, dann ist G N Ax € Z, also X € M[Z] C M|[S]. Also ist
N = M][S] = M|G N Ag].

Da Ag eine vollstdndige Subalgebra von IR ist, ist Ag * (IR : Ag) = IR, und die
gewiinschte Zerlegung von IR ist gefunden.

Bei der Konstruktion von Ag wurde nicht auf G Bezug genommen, also ist das Ergeb-
nis unabhéngig von G. |

1.2.17 SaAtTz. Sei G x H ein IR x IR—generischer Filter tiiber M. Dann

MI[G] N M[H] = M.

Beweis. Die Inklusion von rechts nach links ist trivial, da sowohl M|[G], als auch M[H]
Erweiterungen von M sind. Zur anderen Richtung:

Sei x € M[G]N M[H] und N = M]|z] das kleinste ZFC-Modell mit M U{z} C N, das
die gleichen Ordinalzahlen hat, wie M (Existenz dieses Modells ergibt sich aus [Jech78,
S.265]). Nach Satz 1.2.16 ist IR & IP x 7 fiir geeignetes IP € M und 7 € MT | so daf

M[G] = M[G1][G2], M[Gy] = N und
MIH] = M[H][H,], ~ M[H\] =N

fiir IP—generische G, H; und 7 — bzw. 71 —generische G bzw. Hy, so daB G = GGy
und H = H; *x H,.

Da (G1%Go) x (HyxHy) (IPxm)x (IPxm)—generisch iiber M ist, ist H; IP—generisch
iiber M[G4][G2]. Da weiterhin IP € M[G,], ist H; erst recht IP—generisch iiber M[Gq].
Aber M|G,] = M[H,] = N, also ist H; € M[G,]. Fiir die weitere Argumentation sei eine
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Bezeichnung fixiert: p € IP ist ein Atom,wenn alle ¢;, ¢o < p kompatibel sind.
(1) Hy enthilt ein Atom.

Beweis von (1). Sei das Gegenteil angenommen. Da H; € M |G, ist [P\ H, € M[G4],
also IP \ H; nicht dicht nach Generizitédt von Hy. Sei also z € IP so, dafl

Vygz y¢P\H17

also Vy < z y € H;. Insbesondere ist dann z € H; ein Atom, da es in H; keine inkom-
patiblen Bedingungen gibt. O

Fiir ein Atom a sei F, definiert, wie folgt:

Fadéf{pelplpga vV a<p}.

Da a ein Atom ist, ist F, ein Filter, und offensichtlich ist F, generisch. Es gilt:
(2) Wenn ein generischer Filter F' ein Atom a enthilt, so ist F' = Fj,.

Beweis von (2). Es reicht zu zeigen, da§ F, C F ist, denn nach der Maximalitétseigen-
schaft generischer Filter folgt daraus schon die Identitdt von F und F,; vgl. [Kunen80,
S.221, Lemma 7.10].

Sei also p € F,. Wenn p > a, dann p € F, da a € F und F' als Filter nach oben
abgeschlossen ist.

Andernfalls ist p < a. Sei angenommen, dafl p ¢ F. Setze:

D={reP|r<p Vv rlp}

Offenbar ist D dicht in IP. Sei also nach Generizitéit von F' eine Bedingung r € F'N D. Da
a € F,ist a || r, also auch p || r (um Letzteres zu sehen sei s < a,r. Dap < a, s <a und
a Atom ist, ist p || s. Seit < p,s. Dannist t < s <rundt < p, alsop || r.) Da aber r € D
ist, folgt » < p. Somit ist r € F und r < p, also p € F, da F' nach oben abgeschlossen ist,
ein Widerspruch. Oz

Sei also a € Hy derart, daf
H =F,={peP|p<a V a<p}

Da (F,)MI¢) = (F,) und da IP € M, folgt, dal F, = H; € M. Also v € N = M|[H,] =
M. Da x ein beliebiges Element von M |G| N M[H] war, ist also die zu beweisende Inklu-
sion gezeigt. O

Am Ende dieses Abschnitts werden noch die grundlegenden Erhaltungsséitze aufgefiihrt.
Zunéchst wird eine Definition gebraucht:

1.2.18 DEFINITION. Sei IP eine partielle Ordnung.
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Eine Teilmenge A von IP ist eine Antikette in IP, wenn ihre Elemente paarweise
inkompatibel sind.

IP erfiillt die 0— Kettenbedingung oder 6—chain condition (im folgenden als 6 — c.c.
abgekiirzt), wenn die Méachtigkeit jeder Antikette in IP kleiner ist als 6.

IP ist A\—abgeschlossen, wenn es fiir jede Folge (p, | ¥ < ) in IP der Léange § < A mit
v < u — p, < p, eine Bedingung p € IP gibt, so dafl p < p, fiir alle v < . O

Die im folgenden Satz verwendete Terminologie ist eigentlich selbsterklérend; Unklarhei-
ten konnen aber bei Bedarf in [Kunen80, S.212, Definition 6.4] ausgeriumt werden.

1.2.19 SaATz. Sei IP € M und 8 eine Kardinalzahl in M.

(a) Wenn IP die 0—c.c. in M erfillt, dann erhdlt IP Kofinalititen > 0 diber M. Wenn
0 requldr ist in M, dann erhdlt IP Kardinalzahlen > 6.

(b) Wenn IP 6—abgeschlossen ist, dann erhdlt IP Kofinalititen und Kardinalzahlen < 0.

|

Fiir Beweise sei auf [Kunen80, S.213, Lemma 6.9 und S.215, Corollary 6.15] verwiesen.

1.3 Ultraprodukte

Da in Kapitel 4 Bezug genommen wird auf die aus der Modelltheorie stammende Ultra-
produkt-Konstruktion, werden deren grundlegende Eigenschaften hier zusammengestellt.
Man kann alles hier Aufgefiihrte sehr gut bei [Kanamori94] nachlesen. Im urspriinglichen,
modelltheoretischen Kontext geht man aus von einem Ultrafilter auf einer Indexmenge
I, und von Modellen M; fiir ¢ € I. In den hier betrachteten Anwendungen werden alle
M; das mengentheoretische Universum V sein, also sollte man eigentlich genauer von
Ultrapotenzen sprechen, was jedoch uniiblich ist.

Sei k eine mefibare Kardinalzahl und U ein normaler Ultrafilter auf x. Es wird eine
Aquivalenzrelation ~ eingefithrt zwischen Funktionen aus "V, definiert durch:

def

f~g <= {v<kl|flv)=9gw)}el.

Das heiBt, f ~ ¢ genau dann, wenn f fast iberall mit ¢ iibereinstimmt. Die Aquiva-
lenzklasse von f wird mit [f] bezeichnet, wobei man durch bekannte Methoden dafiir
sorgen kann, daf3 dies keine echte Klasse ist, indem man sich z.B. nur auf zu f dquivalente
Funktionen von minimalem Rang beschrénkt. Dann ist

"o () e vy

Zwischen diesen Aquivalenzklassen wird eine Pseudo-Epsilonrelation Ey; definiert durch:

def

[flEvlg)l < {v<&k|f(v)€g(v)}eU.
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Das Ultraprodukt wird dann definiert als
ul(v,v) & (“v/U, By).

Es gilt der Satz von Los, der per Induktion auf dem Formelaufbau bewiesen wird;
vgl.[Jech78, S.306, Lemma 28.1].

1.3.1 Satz (LoS). Fiir eine Formel p(xq,...,x,) und Funktionen fi,..., f, aus "V
gilt:

UV, U) = ellAl, - ]l = v <slelhw),.... )]} €U
O

Da U k—vollstandig ist, ist Ult(V,U) fundiert (N;—Vollsténdigkeit wiirde schon ausrei-
chen), und Fy ist mengendhnlich. Also kann man nach dem Mostowskischen Isomorphie-
satz ein transitives Modell finden, das isomorph zu Ult(V,U) ist. Hier wird einfach das
Ultraprodukt mit seinem transitiven Kollaps identifiziert.

Schlieflich wird eine elmentare Einbettung j von V in das Ultraprodukt definiert
durch:

j(x) def [const,],

wo const, : k — {x} die konstante Funktion mit Funktionswert x ist. Daf} dies eine
elementare Einbettung definiert, folgt aus dem Satz von Los. Weiterhin ist der kritische
Punkt von 7, also die kleinste Ordinalzahl, die nicht auf sich selbst abgebildet wird, gerade
K.

Im Kontext von Ultraprodukten ergibt sich eine neue, dquivalente Formulierung von
Normalitat (vgl.[Jech78, S.316, Lemma 28.10)):

1.3.2 LEMMA. Folgende Aussagen sind dquivalent fiir einen k—wvollstindigen Ultrafilter
auf kK > w :

(a) U ist normal.

(b) [id] = [id]y = &, wo id die identische Funktion von k in K ist.

In diesem Zusammenhang sei noch erwihnt, daf wenn U ein k—vollstindiger, nichttri-
vialer Ultrafilter auf x ist, es einen normalen Ultrafilter auf x gibt: Wenn f : kK — &
eine Funktion ist, die in dem Ultraprodukt nach U & représentiert, also [f]; = x, dann
leistet der von dem Bildmafl fp; abgeleitete Filter das Verlangte. Ein Beweis hierfiir ist
in [Jech78, S.317, Lemma 28.11] zu finden.

Abschlielend sei noch kurz auf die Iteration der Ultraproduktkonstruktion eingegan-
gen. Den Ausgangspunkt bildet eine Struktur (M,U), so da8 M | ZFC + U ist ein
normaler Ultrafilter auf x. In den Anwendungen in dieser Arbeit wird U € M, und die
Fundiertheit der durch Iteration entstehenden Modelle gewihrleistet sein.
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1.3.3 DEFINITION. Die Iteration von (M,U) der Linge 7 besteht aus Ordinalzahlen
Ka, Strukturen (M, U,) mit

M, = U, ist ein normaler Ultrafilter auf s,

und elementaren Einbettungen j? : M, — Mp zwischen diesen Strukturen fiir o < 3 <

7, und wird definiert, wie folgt:

Setze: M, % M, U, U und Ko &

Wenn (M, U,) schon definiert ist, a + 1 < 7, so sei
def
My = Ult(M,, U,).
Sei jo*t1 : M, — M, die zugehorige kanonische Einbettung. Setze dann:

U1 € 55N (U,) und ka1 & 50 (k).

. . qp1 def . :
Fiir 7 < o definiere: j9+1 < 5o+ o jo.

Wenn fiir eine Limeszahl $ < 7 schon alles unterhalb von S definiert ist, so sei
My dir im((M, | @ < 8), (3 | 7 < 8 < 6))

der gerichtete Limes der Vorgéngerstrukturen samt Einbettungen; vgl.[Kanamori94, S.9f.].
Seien jZ die dazugehérigen Einbettungen, U = s (U) und kg = s (k). Die Konstruktion
wird nur solange fortgefiihrt, wie man fundierte Strukturen erhélt. Folgende Schreibweise

ist niitzlich:
M, = Ult*(M,U)

fiir o < 7. O
1.3.4 LEMMA. Seia< g <T.

(a) crit(j5) = ko und 52 (ko) = Kkp (also Ko < Kg).

(b) i2(x) =z firx € V., "My, Vi, N M, = V., N Mg und P(ka) N My = P(kq) N Mp.

(c) Wenn 3 eine Limeszahl ist, dann ist kg = Sup,g K.

Einen Beweis hierfiir findet man in [Kanamori94, S.250, Lemma 19.4].

1.4 Innere Modelle

Dieser Abschnitt dient vor allem dazu, Schreibweisen zu fixieren.
Mit L wird die von Godel eingefiihrte, konstruktible Hierarchie bezeichnet, L(A) ist
der konstruktible Abschluff von TC({A}) und L[A] ist Lévys konstruktible Hierarchie
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relativ zu A. Definitionen dieser Modelle kénnen bei [Devlin84] und [Jech78] nachgelesen
werden. Weiterhin werden die Modelle OD der aus Ordinalzahlen definierbaren Mengen
und HOD der hereditér ordinal definierbaren Mengen x mit TC({z}) € OD benoétigt,
sowie der hereditdr ordinal definierbare Abschlufl von A und B, HOD(A, B). Fiir eine
genauere Behandlung von OD, HOD und HOD(A) sei auf [Kunen80, S.157ff.] und [Jech78,
S.132ff.] verwiesen.

Konkrete Eigenschaften dieser und anderer innerer Modelle werden an den (wenigen)
Stellen angegeben, an denen sie benotigt werden.



Kapitel 2

Prikry-dhnliches Forcing

Dieses Kapitel beinhaltet eine eingehende Untersuchung einer Verallgemeinerung der von
Prikry eingefiihrten Forcing-Konstruktion, die tatséchlich ein Spezialfall der hier Betrach-
teten ist, so daB alle Ergebnisse auch als Aussagen iiber die Originalkonstruktion aufgefafit
werden konnen, die allerdings, bis auf das Maximalitatsprinzip 2.3.2, fiir diesen Sonderfall
schon bekannt sind. Die Verallgemeinerungen der fiir Prikrys Forcing bekannten Ergebnis-
se sind jedoch in den brisanten Féllen Verschirfungen. Die volle Tragweite der bewiesenen
Resultate kommt also erst zutage, wenn man sie nicht nur auf Prikrys Forcing bezieht.

Die Generalisierung wird darin bestehen, dafl den Ausgangspunkt im Allgemeinen ein
Modell mit vielen melbaren Kardinalzahlen bilden wird, und dafl via Forcing unterhalb
jedem Element aus einer zu spezifizierenden Teilmenge dieser mefibaren Zahlen eine Men-
ge von Ordnungstyp hochstens w, der ebenfalls festzulegen ist, adjungiert wird.

Sei also D = {k; | i < a} C On eine Menge von mefibaren Kardinalzahlen. Um sinnvolle
Erhaltungssétze zu bekommen, ist es notig zu verlangen, daf§ D diskret ist, also daf3

Vi < « U/{j < Ki,
j<i

wobei (k; | ¢ < a) die monotone Aufzihlung, und somit o der Ordnungstyp von D ist.
Weiterhin sei eine Folge U = (U; | i < «) normaler Ultrafilter fixiert; fiir ¢ < « sei U; auf
r;. SchlieBlich sei eine Folge (n; | i < o) € *((w+1)\{0}) gegeben. Die gesamte Konstruk-
tion der partiellen Ordnung /P wird von der Wahl von D, U und (n; | ¢ < a) abhéngen, die
ab jetzt als fixiert betrachtet werden, um zu vermeiden, IP(D, U, (n; | i < «)) schreiben
zu miissen, um sich auf IP zu beziehen.

2.0.1 DEeFINITION. Der Tréger der partiellen Ordnung P = (|IP|,<) bestehe aus
den Paaren (h, H) mit den Eigenschaften

1. He€ .o Ui und dom(h) € [a]<¥.

2. Vi € dom(h) 0 # h(i) € [k;] <0+,

23
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3. Vi € dom(h) h(i) C min H(7).

4. Vi € dom(h)Vj <i k; <min h(i).

Fiir (h, H) € IP sei

 def | h(7) wenn i € dom(h)
(i) { 0 wenn i € « \ dom(h).

Die Ordnung auf |IP| wird definiert, wie folgt:
Fir (f, F), (h, H) € |IP| sei

(f.F) < (h,H) <5 (a) Vi<a [(i)2h)Af@)\A() S H)
(b) Vi<a [f()| <ni — F(i) € H().

O

Bemerkung: Man beachte, dal (a) bedeutet, dafl k(i) ein Anfangsstiick! von f(i) ist.
Dies ist eine Konsequenz von Bedingung 3. der Definition des Trégers von IP.

Bedingung 2. hat zur Folge, daf§ h(i) fiir ¢ € dom(h) auch dann endlich ist, wenn
n; = w, da in diesem Fall 1+7; = 7; = w. Da weiterhin nach Bedingung 1. dom(h) endlich
ist, ist also Ujedom(n) 2(7) endlich.

Die Idee hinter diesen Definitionen ist, dafl eine Bedingung (h, H) € |IP| an jeder Stelle
i < aein Anfangsstiick h(i) einer Teilmenge von k; festlegt (wobei in dem Fall, daB8 n; < w
ist, das Anfangsstiick schon die ganze Teilmenge sein kann) und H (i) die Moglichkeiten
der Erweiterung des Anfangsstiicks leicht einschréankt: Es sind nur Erweiterungen moglich,
die in H (7) liegen, was im Sinne des mit U; assoziierten MaSes auf P(k;) keine starke Ein-
schrankung bedeutet, da H (i) Maf} eins hat, also ,fast alle“ Erweiterungen erlaubt sind
(in diesem Zusammenhang ist Lemma 2.2.3 interessant, welches besagt, daf§ diese Ein-
schrankung doch stark genug ist, um Forcing-Aussagen zu entscheiden). So leuchtet denn
auch die Abschwéchung der Forderung F'(i) C H(i) zu Teil (b) der obigen Definition der
partiellen Ordnungsrelation ein, wo dies nur verlangt wird, wenn | f(7)| < 1;, wenn also die
Teilmenge von x; nicht schon vollstédndig festgelegt ist; eventuelle Erweiterungsmoglichkei-
ten sollten andernfalls irrelevant sein. Man beachte, daf3 folglich IP nicht antisymmetrisch
ist, falls ein ¢ < « existiert mit 7; < w.

Wenn k = kg eine mefibare Kardinalzahl ist, D = {ko}, « = 1 und 7y = w, so ist die hier
betrachtete Ordnung vermittels der Abbildung (h, H) — (h(0), H(0)) zu Prikrys Forcing
isomorph, womit gerechtfertigt ist, sie als Prikry-dhnlich zu bezeichnen; zur Definition
von Prikrys Forcing siche [Kanamorio4, S.234].

2.0.2 DEFINITION. Fiir (h, H) € [IP|, v < < aund A C |P| setze

(hH), < (h 1 [y,0),H | [7,0)) und

IFiir 7,y C On ist 2 ein Anfangsstiick von y genau dann, wenn = y N lub(z).



2.1. GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN 25

A€ pe A
Fiir (f, F) Glpg, (h,H) GZP‘;I, und [y,0) N[, d") = 0 setze
(f.F) (b HY ™ (fUh FUH).
Wenn a € On und v < otp(a), so sei

(a), = das v — te Element von a entsprechend der monotonen Aufzdhlung.

O

Bemerkung: Pi wird mit einer partiellen Ordnungsrelation versehen durch die Identifi-
zierung

P = P({ri | i € [v,0)}, U [ [,0), (i | i < otp([7,9))))-

Dann gilt offenbar fiir v < a:
P = IPj x IPS .

2.0.3 DEFINITION. Fiir eine Funktion f sei f[i — a] definiert durch:

(10 wemn j € dom(f)\ {1}
fliral(j) =< a wenn j =i und a # ()
nicht def. sonst.

2.1 Grundlegende Eigenschaften

Dieser Abschnitt widmet sich der Entwicklung der grundlegenden Eigenschaften von IP.
Die Beweismethoden sind nicht sonderlich kompliziert und bei den bewiesenen Aussagen
handelt es sich um relativ einfache und wenig iiberraschende Beobachtungen, die jedoch
den Ausgangspunkt fiir weitere Untersuchungen bilden.

(1) Sei(h,H) € IP, i <« undn <mn;. Dann ezistiert ein (h', H') mit

(W, H"Y < (h,H) und |h'(i)] > n.
Beweis. Sei u % Uj<i v U Uh() und setze:

p def { die ersten (n + 1) — |h(i)| Elemente von H (i) \ (pu + 1) wenn n > |h(i)|
10 sonst.

Dann leistet

(W, H'Y € (h[i — h(i) UB], H[i = H() \ lub(k(i) Ub)))
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das Verlangte. U

(2)  Wenn & IP—generisch ist, so sei die zu & gehorige Funktion g definiert durch

dom(g) = a und
g() < \{nG)|3H (h,H)c®}  (firallei<a).

Dann ist g € [ico[ri \ Uj<i k5]™.
Beweis. Sei1 < a, n < n;. Setze:
Ain < {(h H) € P | |b(i)] > n}
Nach Beobachtung (1) ist A;,, dicht in /P, also
ENA;, #0

Um zu sehen, daf |g(i)| < n;, mache man sich klar, da$ fiir (s,S) und (¢,7T) aus P gilt:

(s,9) || (t,T) — Vi <« ( s(i) ist Anfangsstiick von £(i) oder

t(i) ist Anfangsstiick von s(i) ).
Daraus folgt:
Wenn (s,S) || (t,T), i € dom(s) Ndom(¢) und |s(i)| = [¢(7)|, dann s(i) = t(4),
und wenn |s(i)| < [t(7)|, dann ist s(7) ein Anfangsstiick von ¢(7).
Man kann ¢(i) schreiben als

g()= U {n()|3H (h,H) €& A |h(i)| =n},

n<l+n;

woraus man unter Beriicksichtigung der Tatsache, da8 A, ,, von & geschnitten wird (n <
n;) und alle Elemente von & paarweise kompatibel sind, leicht sieht, daB [g(¢)| = n;. O

(3) Seien &, g wie in Beobachtung (2), und
o' ¥ ((hH) € P |Vi<a (h(i)ist Anfangsstiick von g(i) und g(i) \ h(i) C H(i))}.

Dann & = &, das heifit, man kann & aus g zurickgewinnen und umgekehrt. Dies recht-
fertigt die gdangige Praxis, g als IP—generisch zu bezeichnen. Man spricht auch von der
2u & gehorigen, Prikry-generischen Funktion oder Prikry-Sequenz.

Beweis. Der Beweis wird in zwei Schritten gefiihrt.
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(a) & C &*

Beweis von (a). Sei (h,H) € &, i < «. Dann ist h(i) ein Anfangsstiick von g¢(i);
siche Beweis von Beobachtung (2). Angenommen, g(i) \ h(i) € H(i). Sei dann £ €
g(i) \ (H(7) U h(i)). Nach Definition von ¢ existiert dann ein (h’, H') € & mit £ € h'(7),
was aber bedeutet: (h, H) L (h', H'), denn fiir eine gemeinsame Erweiterung (¢, 7") miisste
einerseits wegen (t,7) < (h', H') gelten: ¢ € t(i), und andererseits wegen (t,7") < (h, H)
folgen: t(i) \ k(1) C H(i), also & ¢ t(i), ein Widerspruch. Oa)

(b) &* ist IP— generischer Filter.

Beweis von (b). Generizitédt von &* ist klar nach (a), und die Filtereigenschaften ergeben
sich direkt aus der Definition:

Wenn (I, H') > (h,H) € &*, dann ist fiir i < a h'(i) ein Anfangsstiick von A(7) und
h(i) ein Anfangsstiick von ¢(i).

g(@) \ (i) = (9(i) \ k(i) U (k(i) \ 1 (7).

Wenn |h(7)| < n;, dann ist H (i) € H'(i), sowie g(i) \ h(i) C H (i) und k(i) \ 1'(i) C H'(3),
also g(i) \ K'(1) C H'(4).
Andernfalls ist g(i) \k'(7) = h(z)\1'(i) C H'(i). Also ist in beiden Féllen (I, H') € &*.

Wenn (hq, Hy), (he, Hy) € &, so auch (h, H), wo h(i) = hy(i) U hy(i) fiir i € dom(hy) U
dom(hy) und H (i) = Hy(i) N Hy(7) fiir i < o, denn h(i) ist ein Anfangsstiick von g(7) und

9(@) \ h(i) = (g(7) \ ha(9)) N (g(0) \ ha(2)) © Hi(i) N Hy(i) = H(i).

CH;(3) CHo(i)
B
Aus (a) und (b) folgt bekanntlich schon, dafl & = &*, vgl. z.B.[Kunen80, S. 221, Lemma

Bemerkung: An Beobachtung (3) kann man sehen, dafl Forcing mit /P nichts dndert,
wenn Y., 7; < w, denn dann ist g, wie es in (2) definiert wurde, ein Element des Grund-
modells. In den Anwendungen wird man also davon ausgehen konnen, dafl >, 7; > w.

(4) Sei 0 = U;cq ki- Dann erfillt IP die 61 — c.c.

Beweis.  Die Annahme Gegenteils wird zum Widerspruch gefithrt. Sei A C IP eine
Antikette von Michtigkeit 6%. Nach einem ,,Schubfachprinzip “ kann man o. B. d. A. an-
nehmen, daf fir alle (h, H) € A gilt: dom(h) = {ag,..., 01}, ap < ... < ay_1, da
dom(h) € [a]<¥ und < < 6 . Somit ergibt sich

VihHyeA hez [  [w]<0.

1€{ao,...,0n—1}
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Aber |Z| = Ka, , < 0 < 6T, also existieren wieder nach einem ,,Schubfachprinzip“ eine
Teilmenge A’ von A, deren Machtigkeit 6% ist, und eine Funktion ¢ derart, dal h = ¢ fiir
beliebiges (h, H) € A’ . Somit ist A’ keine Antikette, also erst recht nicht A, im Wider-
spruch zur Annahme. O

Bemerkung: Das Ergebnis in Beobachtung (4) ist optimal, das heiit es existiert eine
Antikette A C IP von Méachtigkeit 6 .

Beweis. Sei X (i) = {v < k; | lim(v)} fir i < o . Da U; normal ist, ist X (i) € U;. Fiir
die Konstruktion der Antikette spielt die genaue Wahl von X (i) keine Rolle; es kommt
nur darauf an, da§ X (i) € U;, und daB |x; \ X (i)| = K;. Setze

V(i) %€k \ (X (i) Ulub ;).

j<i

Dann Y; ¢ U;, und Y; hat Méachtigkeit ;. Fiir i < «, j < k; setze

und definiere
A {2 X[ XO\ (V) + D) i< a A j < wi).

Offenbar ist A eine Antikette von Méachtigkeit 6. U(Bem.)

(5) Sei M ein abzihlbares, transitives ZFC-Modell, IP € M, & IP— generisch iber M
und g die zu & gehdrige Funktion. Dann gilt:

Wenn X € ([ U;) N M, so ist | J(g(i) \ X (i) endlich.

<o <o

Beweis. Setze A < {(t,T) € P | Vi < o T(i) C X(i)}a. Dann ist A € M und
dicht in P, denn fir (t,7) € IP beliebig gilt mit 7"(i) o X@)NnTGE) (f.i < «) :
t,T) > (t,T") € A.

Sei nach Generizitit (¢,7) € AN &. Dann gilt

Vi<a g(i)\t() CT(),
da & = &* nach (3). Somit:

Ug@\xX@) < Ug@i\T0) < Ut = U 0.

i< <o <o t€dom(t)

Wie schon in der auf die Definition von IP folgenden Bemerkung betont, ist U;cqom ) t(7)
endlich, woraus die Behauptung folgt. Os)
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2.2 Erhaltungseigenschaften

In diesem Abschnitt wird das Ziel verfolgt festzustellen, wann P Kofinalitdten erhélt,
wann nicht, und was mit Kardinalzahlen passiert. Es wird sich herausstellen, dafl keine
Kardinalzahlen kollabiert werden, und daf§ die Erhaltung von Kofinalitdten stark von den
7; abhéngt. Im Falle von Prikrys urspriinglicher Forcing-Konstruktion ist es bekannt, daf3
die Kofinalitdt der melbaren Kardinalzahl auf w kollabiert wird, woraus schon ersichtlich
ist, dal die Kofinalitdt von k; nicht erhalten wird, wenn 7; = w. All dies wird in Satz
2.2.5 expliziert werden, doch zunéchst wird ein etwas technisches Lemma gebraucht, das
relativ allgemein formuliert ist, um breite Anwendbarkeit zu garantieren.

Seien von nun an M ein abzéhlbares, transitives Modell von ZFC, und IP € M.

2.2.1 LeMMA. Sei t € MP, (f,F) € IP und (f,F) \ t < ¢ fiir ein § < r;. Dann
existiert F' mit

(a) F'1i=F und (f,F') < {(f,F) und

(b) Wenn (h, H) < (f, F') und (h, H) I+ =7}, dann (h, H), = (f, F")* I { = 7.
Beweis. Definiere induktiv eine Folge (F}, | ¢ < p < ) mit folgenden Eigenschaften.

D Vi<v<pu<a (fF,) <(f,F,)und F,v=F,|v.

(I1) Wenn (h, H) < (f, F,+1), (h, H) I t = 7 fiir ein 7 < K; und
v=max{i <j<al|h(j) 2 f()} dann (h, H)y " (f, F,41), -t = 1.

Setze F; &f

Wenn (F), | i < p < v) schon definiert und v + 1 < « ist, so definiere F, 4, wie folgt. Sei

T, ¥ {pePy|p<(f F)}CIPy

Da D diskret ist, ist die Méchtigkeit von IP{ kleiner als x,, denn mit & Ujcr k5 < Kb
gilt |[Pg| < (v<¥)” - (27)" < Ky, da K, meflbar ist, also insbesondere unerreichbar, und da
v < K, (wieder nach Diskretheit: v = U;,(j +1) < U;<,(k; + 1) < k,). Insbesondere ist
die Méchtigkeit von I'), kleiner als k,, was zur Folge hat, dal von der x,—Vollstdndigkeit
von U, Gebrauch gemacht werden kann; z. B. liegt der Schnitt von mit Elementen von
I', indizierten Mengen, die allesamt Maf eins beziiglich U, haben, wieder in U,,.

Fiir jedes Element ¢ von I'), wird nun eine Funktion

o (B, ()< — 5
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definiert, wie folgt :

I6] wenn 3 das kleinste p < 0 ist derart, dafl es (h, H) gibt
mit

L (W HY) =g A (b H) < (f.F,).

2. (h,H) It = fi.

3. h(v) = f(v) Ua.

4 hi(a\(w+1)=fr1(a\(@+1).

) wenn es kein p gibt mit obigen Eigenschaften.

Wenn [}(a) < 6 ist, so sei (hi,, H,) entsprechend gewihlt, das heift, (b}, H,) erfiillt

q,a’ q,a’

1. bis 4. aus obiger Definition beziiglich I}'(a). Andernfalls sei H/, R,
Sei nach Rowbottoms Theorem X g C F,(v) homogen fiir l” und X v ¢ U,. Nun zur oben
versprochenen Definition von F),1:

. (B) wenn 3 < v
e XV Hv _
Fy+1(ﬁ) def qu( q FZE[FV(1§]<(1+W) q,b(ﬁ)) wenn § = v
A N HV,b(B) wenn v < 8 < a.

qel’, be[Fu(y)]<(1+77V)

Offenbar erfiillt (F), | i < p < v + 1) Bedingung (I). Eine Hilfsbeobachtung wird helfen zu
zeigen, dafl auch Bedingung (II) erfiillt ist.

Seien dazu (h, H) < (f,F,11), i <v=max{j < a|h(j) 2 f(j)} und (h,H) i =1,
also die Voraussetzungen von Eigenschaft (II) erfiillt.
Sei ) # a = h(v)\ f(v). Da f(v) C min F(v), gilt fiir b € [F,.1(v)]l9 : |h(v)| = |f(v)Ub].

(1) ¥ € [Foa )] (b Y™ (flv s () U] Fyalv o Fraa () \ Tab(B)])2 1 £ = 7.

Beweis von (1). Setze q o (h,H); €T,. Wegen (h, H) < (f,F,4+1) ist a C F,;(v).

(a) I7(a) =

Man nehme das Gegenteil an, also I7(a) = 1" # 1. Dann existiert nach Definition von
Iy ein (W', H") = (hy ,, H ) mit

1. (W,H)g=q= (h,H) NN ,H) < (f,F,).

2. (W, H'Y IFt=1.

3. M(v) = f(v)Ua.
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4 W (e\(+1)=frla\(v+1)=hi(a\(¥+1).

Aus 1. - 4. folgt h = 1. Definiere H € [];., U; durch H(j) € H(5)NH'(j). Dann ist (h, H)
eine gemeinsame Erweiterung von (h, H) und (W', H'), das heifit, (h, H) I- 7 = { = 17/, also
n =1, im Widerspruch zur Annahme. O(a)

Sei nun b € [F,1(v)]ll. a C F,41(v) € XY, |a] = |b] und X! ist homogen fiir 1%, also
ly(a) = 15(b) =n.

Also erfiillt (hy,, HY;) 1. - 4. beziiglich 7. Es gilt:

q,b
(b) (b H)o ™ {flv = f(1) U], Foia[v = Fopa(v) N Tub(D)])]) < (hgp, Hyy),

denn: Die ersten Komponenten stimmen iiberein, fiir j < v ist H(j) = HY,(j), und fiir
v <j<aist F,41(j) € Hy, per Definition. Es bleibt nur noch zu zeigen, daf

Fyalv = Fraa (v) \ lab()] () = Fus () \ lub(3) € HY,(v).

Sei dazu v € F,41(v) \ lub(b). Dann also 4 > lub(b). Nach Definition von F,,; ist
Fon(v) © A erp, o< Hy (v), also folgt nach Definition des diagonalen Schnitts
v € H}y(v). v war beliebig in F,,;(v) \ lub(b) gewdhlt, also ist obige Mengeninklusion
gezeigt. D)

Da <hq bs H > I+ t = ’f}, fOlgt (].) D(l)

Fiir Behauptung (II) bleibt zu zeigen, daB (h, H)y ~ (f, F,41)5 IF ¢ = 5. Mit Hilfe von
(1) sieht man aber leicht, daB {p | p IF £ = 1} dicht ist unter (h, H); ~(f, F,+1), woraus
schon folgt (vgl. [KunenSO S. 197, Lemma 3.4]), daf letztere Bedingung in ersterer Menge
liegt, also das Gewiinschte leistet. O

Sei nun lim(A), A < o und (F), | i < g < A) schon definiert. Setze :

F;(B) wenn [ < 1
F(B) Y Fan(B) wenn i < 5 < A
Ni<yr F5(B) wenn A < 3 < a.

Offenbar erfiillt (F), | i < p < A) die Bedingungen (I) und (II).
Somit ist (F), | i < p < o) definiert. Damit folgt

(2) Wenn ¢« < v < «, (h,H) < (f,F,), v = max{p < o | h(p) 2 f(p)} und

(h, HY -t =1, dann (h, H)y ~{f, Fa)o -1 = 1.

Beweis von (2). Es gilt
(h, H) < (f, Fa) < (f, Fyia)-
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Also nach (II)

VY

<h7 H)S <f>Fz/+1>3 H_i:ﬁ'

Aber nach (I)

a S

<h7 H>g <f7 Fa>loj S <h7 H>g <f7 Fu+1>3'

(3) Sei <h7H> < <faFoc>7 1< J<a |i(])| <nj und <h7H> |Fi:f’-
Dann gilt: (h, H){ ™ (f, Fa); IF £ = 1.

Beweis von (3). Die Annahme des Gegenteils wird zum Widerspruch gefiihrt. Sei also j
gegeben mit | f ()| < n;, und fiir (h, H) gelte

(a) (h, H) < (f Fa).

(b) (h, H) It = 1.

(c) (hy HYY ™ (f. Fa)] =,

(d) [R()] > [f(5)]-

(€) v =max{u < o | h(n) 2 f(p)} ist minimal in Bezug auf (a)-(d).

Bedingung (d) ist harmlos, denn wenn eine Bedingung (a)-(c) erfiillt, aber nicht (d), so
verdndere man sie an der Stelle j so, daB eine Erweiterung entsteht, fiir die (d) gilt.
Offenbar bleiben (a)-(c) erhalten.

Nach (2) gilt:

(W H'Y S (b HYY(f, Fa)S ki =,

Wenn v = j, so ist der Beweis komplett. Nach (d) ist v > j, also bleibt noch der Fall
v > j. Dann ist (h/, H') jedoch eine Bedingung, die (a)-(d) erfiillt, aber

V' =max{p < a|W(n) 2 f(W)} <v

im Widerspruch zur Minimalitédt von v. O3)
(4) Sei (h, H) < (f, F,)yund (h, H) IF ¢ = 7. Dann (h, H){ ™~ (f, Fa)¥ - £ =17,

Beweis von (4). Sei j € min{u <al|i<p A |f(1)] < mp}, falls existent, sonst setze

J 4 . Dann folgt
(x) (hH)y (f,Fa)jFt=1.

Wenn j < a, ist dies gerade Aussage (3), und wenn j = «, ist obige Bedingung (h, H).
Weiterhin gilt |h(l)| = |f(I)| = n; also h(l) = f(1) fiir alle [ € [i, j) nach Definition von j.
Die partielle Ordnungsrelation < ist aber gerade so definiert, dal die Werte der zweiten
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Komponente an Stellen, an denen der Wert der ersten Komponente vollstandig festgelegt
ist, irrelevant ist. Also folgt

(o HYy(fF)E < (b HY) (L F)S

Man koénnte auch ,,<* durch ,,>* ersetzen, aber diese Richtung wird hier nicht gebraucht.
Mit (x) folgt die Behauptung. O1),2.2.1

2.2.2 DEFINITION. Fiir (f, F) und (h, H) € IP setze
(f,F) <. (h,H) <& (f,F) < (h,H) A f=h.

|

2.2.3 LEMMA. Sei ¢ eine Forcing-Aussage und p € IP. Dann existiert ein g mit ¢ <, p
und q || ¢, das heiffit, q I+ ¢ oder q IF —p (,p entscheidet ¢ ).

Beweis. Setze

= {peP|ply}

y = A{peP|pF-p} und
: def ~ x
t = {{0,p)|pexUytU{{,q)|qeuy}
Dann gilt
pri=1 < plirop,

phkt=2 <= pl—p

und
plk(t=1Vv t=2),aber(plft=T1undpft=2)
genau dann, wenn p |f .

Also I t < 3. Sei nun p € [P fixiert. Offenbar kann also Lemma 2.2.1 auf p =
(f,F), i = 0 und f angewandt werden, und man erhilt ¢ = (f, F') <, p mit den gewiinsch-
ten Eigenschaften, denn wenn r < (f, F') und r I £ = 7, dann schon r) ™ (f, F')g I { = 1.
Natiirlich gibt es eine Bedingung, die (f, F’) erweitert und ¢ entscheidet (d. h. den Wert
von t auf 1 oder 2 festlegt). Nach dem soeben Gesagten leistet ebendies auch g. O

Die Tatsache, dafl die soeben definierte Relation <, kg—abgeschlossen ist, ergibt, dafl IP
keine beschriankten Teilmengen von ko asjungiert. Es gilt sogar

2.2.4 LEMMA. Sei 6§ x &7 ein IP; x IP,—generischer Filter iber M. Sei A\ < K, und
A € P(A\) N Mgy x 82]. Dann ist A € M[sg]. Das heifst, P, adjungiert keine neue,
beschrankte Teilmenge von k, iber M[&f).

Beweis. Sei a: A — 2 die charakteristische Funktion von A und p € IP§ (= Py x IP;
im offensichtlichen Sinne), p € & = &4 x 6% so, da8 pIF a : A — 2 und ¢® = a. Definiere
in M :

A {g<p|Vr<p¥y<AVE (rra() =€ — 71 g lkaly) = O}
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Dann folgt:

(%) A ist dicht unter p.

Beweis von (). Sei q = (f, F) < p. Setze: i, o a(¥). Dann q I L, < K, (sogar < 2). Sei
also fiir v < A nach Lemma 1 eine Bedingung ¢, = (f, ;) gegeben mit ¢, < ¢ und

(a) Fylv=F1lv
(b) Wenn 7 < gy, 7 Ik ty = &, dann 1§ ™ (gy)5 I iy = €.

Definiere nun ¢ = (f, F') durch

et | F() wennn < v
F(n) = N F,(n) wennv < n < .
y<A

Dann gilt fiir alle y < A: ¢ < ¢, < ¢g. Weiterhin ist ¢ € A : Wenn r < g und r I+ t'y =¢
fir ein v < A, dann r < ¢, also 7§ (g,)5 IF t, = & Aber r§ ¢ < r§ " (g,)S, also
Ty gkt = ¢, das heiBt, ¢ € A. O

Dap € &, folgt AN® # (). Sei also ¢ € AN &. Dann gilt fiir v < A :

(1) a(y)=0 <+— Freesy r ¢ irt,=0.

2) a(y)=1 +— Freey r ki, =1
Beweis von (1) und (2).  Sei a(y) =m, m € 2. Sei s € &, s < ¢ mit s - a(y) = t, =m.
Dann sg” ¢ IF t, = m. Offenbar ist s € &f.

Sei andererseits r € &§ mit v~ ¢> IF a(y) = m,m € 2. Dann r ¢S € &, da
re 6, ¢¢ €6 und 8 = & x 82. Also (t,)® = (a(¥))® = a(y) = m. O),2)

Da ¢% € M, und a aus ¢% und & definierbar ist, ist also a € M[&(]. O

2.2.5 LEMMA. P = [Py erhdlt alle Kardinalitaten und kollabiert die Kofinalitit von
v genau dann, wenn cf(y) = K; fir eini < a mit n; = w. Wenn die Kofinalitit von ~
kollabiert wird, dann auf w.

Beweis. Man gehe vom Gegenteil aus. Sei § minimal, so daf} die Aussage nicht auf ]Pg
zutrifft. Sei & ]Pg —generisch iiber M. Im folgenden wird, wenn nichts anderes gesagt
wird, in M argumentiert, das heifit, Begriffe wie Kardinalzahl, Kofinalitdt u.a. sind stets
als relativiert nach M zu verstehen.

(1) p ist eine Limeszahl und g > 0.

Beweis von (1). Dafl 8 # 0 ist, ist offensichtlich, da Forcing mit der leeren Menge nichts
andert. Sei also angenommen, dafl § keine Limeszahl ist. Sei dann § = v + 1.
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Fall 1: n, < w.

Dann ist M[e] = M|[8{], da die zu & gehorige, Prikry-generische Sequenz diejenige, die
zu &) gehort, nur um eine endliche Menge verldngert, also auch schon in M[&]] liegt.
Da nach Beobachtung 2.1.(3) die generischen Erweiterungen durch diese Sequenzen be-
stimmt werden, sind sie gleich. Also ist schon v ein Gegenbeispiel, im Widerspruch zur
Minimalitat von .

Fall 2: 0, = w.
Es gilt IP = P} x ]Pg . IP} verhélt sich entsprechend der Aussage des Lemmas, da (3
minimales Gegenbeispiel ist.

Sei im folgenden 7 eine Kardinalzahl. Wenn 7 < k. ist, so erhilt Pg Kofinalitdt und
Kardinalitit von 7 tiber M[®]], da ]Pf nach Lemma 2.2.4 keine beschriankte Teilmenge
von k~ adjungiert, wihrend eine surjektive, bzw. kofinale Funktion von einer kleineren
Ordinalzahl nach 7 via Godel-Paare als eine solche codiert werden koénnte. Das heifit
natiirlich nicht, daff nicht P} etwas an der Kofinalitdt von 7 gedindert haben kann. Wenn
T > K, ist, so erhélt ij Kardinalitdt, und wenn cf(7) > k., Kofinalitdt von 7, weil
]Pfj nach Beobachtung 2.1.(4) die £¥—c. c. erfiillt. Wenn 7 = &, dann ist 7 mefbar,
also insbesondere ein Limes von Kardinalzahlen. Diese bleiben sowohl durch P], als
auch durch ]Pg erhalten, also bleibt auch 7 eine Kardinalzahl, denn sonst wiirde die

Kardinalitdt von 7 unter eine Kardinalzahl sinken, die erhalten bleibt, was nicht sein

kann. Wenn cf(7) = k., dann ist cf(7) = Ky > 6’ dof Uiy ki Da P} die 8" —c. c. erfiillt,

dndert sich durch Forcing mit IP] nichts an der Kofinalitit von 7, aber ]Pf kollabiert
cf(7) auf w:

Sei g die zu & gehorige, generische Sequenz. Nach Beobachtung 2.1.(2) gilt: |g(7)| = w.
Weiterhin ist g() unbeschrankt in . (und somit die Kofinalitdt von 7 in M [&] gerade
w):

Natiirlich ist g(y) C k.. Angenommen, es existiert ein v € k. derart, da g(y) C v.
Definiere dann X € [];.3 U; durch:

A\ def | Kj wenn ¢ € y
X(’l){/{v\(u%—l) wenn ¢ = vy

Dann ist nach Beobachtung 2.1.(5) U;<5 g(i) \ X (i) endlich, da g generisch ist und X €
M, aber U;-59(i) \ X (i) = g(v) nach Definition von X, und g(y) ist unendlich, ein
Widerspruch.

Also verhélt sich ]Pg im Einklang mit der Aussage des Lemmas, wihrend es als Ge-
genbeispiel gewahlt war. O

Sei nun # = sup,_ g i und 7 € Cardy minimales Gegenbeispiel zur Aussage des Lemmas

beziiglich ]Pg , das heift, fiir alle v < 7 dndere sich nichts an der Kardinalitat, und die
Kofinalitét werde nur abgeéndert, wenn cf /() = k; fiir ein ¢ < 8 mit 7; = w, und dann
auf w, wiahrend 7 nicht als Kardinalzahl erhalten bleibt, oder die Kofinalitdt von 7 kolla-
biert wird, ohne dafl cf(7) = »; fiir ein i < § mit n; = w, bzw. 7 hat letztere Darstellung,
wird aber nicht auf w kollabiert.
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Zunéchst kann man ausschlieen, dafi 7 nicht als Kardinalzahl erhalten bleibt; es werden
drei Fille unterschieden:

Fall 1.1: 7 > 0. B
Dieser Fall kann nicht eintreten, da P die 6 —c. c. erfiillt, also Kardinalitiit (und wenn
cfp(7) > 0, also insbesondere wenn 7 regulér ist in M, auch Kofinalitdt) von 7 erhilt.

Fall 1.2: 7 < 6.

Da nach (1) g eine Limesordinalzahl ist, gibt es ein v < § derart, dal 7 < k,, ist. Nach
Minimalitdt von B verhélt sich IP; entsprechend der Aussage des Lemmas, und nach
Korollar 2.2.4 fiigt IP? keine beschréinkte Teilmenge von &, hinzu, verdndert also weder
Kardinalitéit noch Kofinalitét von 7. Aber IP§ = IP% x IPY, also M[ef] = M[ey][ef],
das heif3t, Pg ist kein Gegenbeispiel zum zu beweisenden Lemma. Fall 1.2 kann somit
ausgeschlossen werden.

Fall 1.3: 7 = 6.
Da 6 eine Limeskardinalzahl ist, bleibt nach Minimalitit von 7 die Kardinalitéit von 7
unberiihrt.

Nun bleibt noch zu iiberpriifen, daf§ sich die Kofinalitéit von 7 verhélt, wie behauptet. Da
7 das minimale Gegenbeispiel zur zu beweisenden Behauptung ist, ist 7 regular in M:

Man nehme an, dies sei nicht der Fall. Sei dann v = cfp(7) < 7und fo : v — 7
eine monotone, kofinale, in M gelegene Funktion. Da die Kardinalitdt von 7 erhalten
bleibt, 7 aber ein Gegenbeispiel ist, gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder ist (a) v = &;
fiir ein @ <  mit 7; = w, aber cfye)(7) > w, oder (b) 7 ist nicht von dieser Form, aber
CfM[@] (T) < 7.

In Fall (a) ist klar, daB8 cfyse(7) = w, da v reguldr ist in M und die Aussage des
Lemmas fiir P} unterhalb von 7 gilt. Sei dann f; : w — 7 in M[®] monoton und kofinal.
Dann ist (fp o f1) : w — 7 ebenfalls in M[6] auch kofinal, also cf y/j¢)(7) = w. Das heifit,
Fall (a) kann nicht eintreten.

In Fall (b) ist 0 & cfre)(7) < 7. Sei fo € M[®], fo : 6 — 7 monoton und kofinal.
Definiere eine Funktion f :§ — ~, wie folgt:

F&) Cmin{u < | folw) > fo(6)}.

f liegt in M[8], da aus fy und f, definierbar, und f : § — 7 kofinal.

Da das Lemma unterhalb von 7 gilt, v unterhalb von 7 liegt und es im momentan
betrachteten Fall ausgeschlossen ist, daff ein ¢ < ( existiert mit v = x; und 7; = w, bleibt
die Kofinalitiit von  beim Ubergang von M nach M[s] gleich, also v regulir in M|@)].
Dann kann aber f nicht in M|[8] liegen. Dies ist ein Widerspruch, folglich kann auch Fall
(b) ausgeschlossen werden.

Zum Beweis, dafl sich die Kofinalitdt von 7 verhilt, wie behauptet, werden wieder drei
Falle unterschieden:
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Fall 2.1: 7 > 6.
Dieser Fall wurde in Fall 1.1 schon ausgeschlossen.

Fall 2.2: 7 < 0
Siehe Fall 1.2.

Fall 2.5: 7 =0
T ist regulér, also in diesem Fall unerreichbar in M, und es bleibt zu zeigen:
(2) 7 ist regulr in M[@].

Beweis von (2). Zunichst wird eine Hilfsbehauptung bewiesen, aus der (2) schnell
folgen wird:

(*) Sei p = (f, F) € P p i1 < 7 fiir ein n € MP. Sei i < 8. Dann existiert ein
¢ = ([, F) <p mit:

(a) F1i=F1i

(b) Wenn r < ¢ und r IF 1) < ¥ fiir ein v < 7, dann schon 7, "¢’ I 7 < o/ fiir ein
V' < 7. Diese Eigenschaft wird verkiirzend formuliert, wie folgt: Wenn r < ¢ und r
beschrinkt n, dann wird 1 schon von rbﬁqiﬂ beschrankt.

Beweis von (x).  Die Konstruktion von p’ verlauft dhnlich wie diejenige im Beweis von
Lemma 2.2.1. Es wird in M argumentiert und eine Folge (F, | i < v < ) definiert mit

O Visv<pu<p (f(F)<{f,F)uwmdF,jv=F, v

(II) Wenn (h, H) < (f, F,11), (h, H) beschrénkt /7 und v = max{j < 8| h(j) 2 f(J)},
dann gilt: (h, H), ~(f, F,s1)? beschriinkt 7,

indem zunéichst gesetzt wird: F; & F, wo p = (f, F). Wenn (F, |1 <p<v) schon defi-
niert ist, so definiere F}, ., wie folgt. Sei wie in Lemma 2.2.1

¥ pe Pyl p< (f, R} C P
Definiere fiir jedes ¢ € I, eine Funktion % : [F,(v)]<t#%) — 2 durch
0 wenn (h, H) € P} existiert mit
L (h,H)g=q AN (h,H) <(f,F,).
2. (h, H) beschrankt 7.
ly(a) = 3. h(v) = f(v) Ua.

4R (B\ 1) =118\ (+1).

1 sonst.
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Wenn [ (a) = 0, so sei (hy

v HY,) € IP§ mit 1. - 4., sonst sei HY, € F,.

Xy und F}, 1 werden nun genauso definiert, wie in Lemma 2.2.1: Nach Rowbottoms Theo-
rem sei wieder X" C F,,(v) homogen fiir [y, X! € U, und

F,(7) wenn y < v
def N (Xyn YA HY (7)) wenn y = v
Furi(7) = § ger, be[Fy ()| <0+m)
N N HYy () wenn v < y < .

€Ty be[F, (v)]<Atm)

Offensichtlich wird (I) erfiillt von (F}, | i < pu <wv+1), also kann man an Limesstellen
A < B vorgehen, wie gehabt:

F(v) wenn vy < 4
def .
F\(v) =< Fyaly) wenn ¢ <7y < A
Nur Fu(7) wenn A <y < 3.

Somit ist (F), | i < p < ) definiert und erfiillt offenbar Bedingung (I).

Zu (I1):
Sei (h, H) < (f, Fyq1), v = max{pu < | h(p) 2 f(p)} und (h, H) beschrinke 7). Setze
a h(W)\ f(v), ¢ (h, H)! und zeige:

(B) Vb e [F,a()]ld ¢~ (flv f()Ub], Folv — Fi(v)\ lub(b)])f beschrankt 7.

Beweis von (3).  Es gilt: ¢ € I',. (h, H) erfiillt 1. - 4., also I}/(a) = 0. Da [b] = |a|, b C
F,pi(v) € XY und X7 homogen ist fiir I}, ist [}/(b) = 0, also wird 7 von (h},, H})
beschrankt. Aber wie zuvor:

~

¢ (flv = f@) UL, Fonlv = B () \TubO)))) < (hyy, Hyy)

Fiir b € [F,41(v)]! sei nach (3) p, < 7 minimal, so daf

0 ([l f) UL, Bl = Fra () \ b @)’ 1) < .

Setze: p = L U Db

be[Fys1 (v)]19]
(4) ¢, Foypn)? 10y < .

Beweis von (4). Aus (3) folgt, daB {r € IPj | r I 5 < p} dicht ist unter ¢~ (f, F,41)".
(]
(4)

|[Fa1(v )]‘“|| < Kk, < 7, also, da 7 reguldr ist in M: p < 7. Also heifit (4) gerade:
q (f, ,,+1> beschrankt 7. Da v und (h, H) beliebige das Antezedens von (II) erfiillende
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Elemente waren, ist somit (II) gezeigt. 01

Genau wie im Beweis von Lemma 2.2.1 erhdlt man mutatis mutandis Behauptung (x).
O
(*)
Mit Hilfe von (x) folgt nun leicht (2), also dafl 7 regulr ist in M[®] : .
Sei das Gegenteil angenommen, also M[®] = cf(7) = v < 7. Dann existieren f € MT
und p = (h, H) € IP mit '
pl- f: 4 — 7 kofinal.

Also '
Vi<d phf(i) <7+

[ ist eine Limeszahl. Sei also ¢ < 8 minimal, so dafl v < k;. Nach dem Produktsatz ist
M[®] = M[&}][67]. Da 8 das minimale Gegenbeispiel zum zu beweisenden Lemma ist, ist
7 regulér in M|[®}.] Setze:

A={qg<p|Vr<qV¥u<~ rbeschrinktf(i) — Téﬂqueschrénktf(ﬂ)}.

Eine nicht neue Argumentation zeigt, dafl A dicht unter p ist:
Sei p = (h, H) < p. Fiir u < sei q, = (h, H,,) gegeben durch Anwendung von (x) auf
P, t und f(f1). Definiere H durch:

= ydef | H(p) wenn 7 < 1
H(p) = { Ne<i He(n) wenn i < n < .

Dann ist (h, H) < pund (h, H) € A.
Sei also ¢ € A N &. Definiere eine Funktion g durch:

g(p) 4f Jas minimale v mit3r € &) TAQ? I f(ﬂ) < fi

fiir 4 < 7. Dann ist g aus &) und Elementen aus M definierbar, also g € M|[&}].

Die Definition von g ist korrekt, und g : v — 7 : Sei v < 7. Sei s € &, s < ¢ mit
sk f() < € < 7. Dann folgt, da g €A, daf si gl I f(7) < € fiir ein € < 7. Also ist g
an der Stelle v definiert, da s}, € &}, und g(v) < f’ < 7 nach Minimalitét.

g ist kofinal in 7 : Es reicht zu zeigen, dal g die kofinale Funktion f domlnlert da
g : vy — 7. Sei dazu g( ) = &. Dann existiert eine Bedingung r € 60 mit r ql I- f(u <&
Aber r ¢’ € ¢, dar € o) und ¢ € 7. Also f(u) < €= g(p) <

Da g € M[®}], ist also 7 nicht reguliir in M[&{], im Widerspruch zur Minimalitit von
B. O

Behauptung (2) war alles, was zur Vervollstandigung des Beweises noch fehlte. O

2.3 Charakterisierungssatz und Maximalitidtsprinzip

Es folgt eine Charakterisierung der IP—generischen Sequenzen, die die Gegenrichtung zu
dem in Beobachtung 2.1.(5) angegebenen Kriterium darstellt. Fiir den Spezialfall von
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Prikrys Forcing, also D = {k} und 7y = w, wurde sie von A. R. D. Mathias bewiesen
(vgl. [Mathias73]) und besagt, dafl eine Sequenz von Ordnungstyp w Prikry-generisch
ist iiber einem Modell M, wenn sie in jeder Menge aus M von Maf eins beziiglich dem
normalen Ultrafilter auf x fast ganz, das heifit bis auf endlich viele Ausnahmen, enthalten
ist.

Dieses Ergebnis 148t sich erfreulicherweise fiir das hier betrachtete Forcing noch ver-
schiarfen. Das eben genannte Kriterium gilt nicht nur ,lokal“, d. h. komponentenweise,
sondern ,,global

2.3.1 SATZ. PEine Funktion g € [I;cq[ki \ lubj<; k;]" ist IP—generisch iber M genau
dann, wenn fir jedes X € (M Nl;q Ui) gilt:

U g()\ X(4)] <w.

i<a
Dabei heifit IP— Generizitit von g, daff & IP—generisch ist iber M, wo

6 E{(tT) | Vi<a (i) Cg(i) A g(i) \ i) CT()}.

Beweis. Wenn g eine IP—generische Sequenz ist, so folgt die Behauptung nach Beob-
achtung 2.1.(5), wie oben angedeutet. Die andere Richtung erfordert eine etwas ldngere
Argumentation.

Zunichst ist es klar, dal man o. B. d. A. davon ausgehen kann, dal >, 7; > w, denn
wenn das nicht der Fall ist, gilt der Satz trivialerweise: Wenn ¢ die obigen Eigenschaften
hat (wobei die Bedingung | U, 9(7) \ X (7)| < w nichts aussagt, da |Jran(g)| < w) und
A € M dicht in IP ist, so sei (g, H) > (t,T) € A, wo H € (M N[],;., U;) definiert ist durch
H(i) ¥ k; \ (max(g(i)) + 1). Dann ¢ = ¢ und folglich (t,T) € &, also ist & IP—generisch
iiber M.

Sei nun X € (M NJl;., U;) und A € M dicht und offen in IP. Definiere 0(X,A) in M,
wie folgt:

Fir v <, ¢ = (f, F) € IPj und a € [r,]<"™) sei ZY, € (M Nl,<;cq Us) mit
o (0,27,) < (0,X), (im Sinne von IP;)
o (fU{(v,a)},FUZY,) €A, wenn moglich.
Definiere eine Funktion X° € (M N[];., U;) durch
XOENN N ZuOn N A Z,0
v<i gEIPY agr,]<(+m) €} a€r,] <0+n)

Dann gilt:
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(1) Wenn (s, H) € A und (0, H) < (0, X), so sei i % max(dom(s)), falls existent, i % 0
sonst. Dann ist

(s, H 17U X% (a\d)]i = X°4) \ lub(s(i))]) € A,

also wenn s = (), dann (s, X°) € A.

Beweis von (1). Sei ¢ = (s, H)y, a = s(i). Da (s, H) € A : pE (s, H iU Zi.) €A
per Definition von Z%,. Sei p = (s, H 1i U X | (a\4)[i = X°(i) \ lub(s())]). Dann
' <p:
g _E]i?nzig nicht offensichtlich ist, da X°(i) \lub(a) C Z (7). Sei dazu vy € X°(i) \ lub(a).
Es ist ¢ € IP{ und lub(a) < 7, alsoy € Z} (i), da~y € I\ aepn <+ Zy o (i) nach Definition
von X(4).
Da A offen ist und p’ < p € A, folgt p’ € A. O

Firv < o, ¢ = (t,T) € IP{und a € [,]<*™) wird eine Funktion 12, : x,, — 2 definiert
durch:

0 wenn a C £ und
(&< { 1 {tly = a U}, TUX" | (a\ )y XOW)\ (€+ 1)) €A
sonst.

Sei dann X}, € X°(v), X}, € U, homogen fiir I ,, das heift, I , konstant auf X} ,. Nun

q,a’ ’ 7g,a

wird eine Funktion X' € [],., U; definiert durch

xX'v) € N /\ XY, und gesetzt:

q?a/7
q€P§ ac[k,|<+mw)

0(X,A) < X

Dann folgt

(2) Sei (s, H) € A, (0, H) < (0, X*). Wenn s = (), dann ist (s, X!) € A.
Andernfalls sei i = max(dom(s)), & = max(s(i)) € X'(i) und a = s(i) N &. Dann gilt
fiir alle & € X'(4) \ (lub(a) Ulub,; K;) :

(sli = aU{&}], H 1iUX" | (a\ )i = X(0)\ (& +1)]) € A.

Beweis von (2). Wenn s = (), so folgt die Behauptung aus (1), da A offen ist. Sei s # ()
und 7, &y, sowie a der Behauptung entsprechend. Nach (1) ist dann

(s, HTiUX [ (a\ )i X°3)\ (& +1)]) =
(slim aU{&}, H1iUX 1 (@\ )i = X°()\ (L+1)]) € A,

also mit ¢ = (s, H)j, da a C & : I}4(&) = 0. Sei nun & € X'(i) und & > lub(a),
sowie & > lub,.; k; (letzteres, um sicherzustellen, daf eine zuléssige Bedingung ent-
steht; vgl. Bedingung 4. aus der Definition von < .) Da lub(a) < &, gilt nach Defi-
nition von X'(7) und dem diagonalen Schnitt: & € X/ ,. Aber ebenso folgt: & € X,
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da auch & € X'(7) und lub(a) < &. Nach Homogenitit von X/, fiir I} , folgt, daB
0=1,&) =1 ,(&), und die Behauptung ist eine direkte Konsequenz aus der Definition
von lfm. O2)

Die obige Konstruktion von X' = #(X,A) wird nun iteriert werden, allerdings in bei-
den Komponenten. Zu diesem Zweck wird, motiviert durch (2), induktiv eine Folge
(A™ | n € w) von Teilmengen von [P definiert, wie folgt:

A° €A
(s, H) € A™! L s, H) € IP und es existiert ein i < a, so daf
(%)ny1 fiur alle v € H(7) gilt:
(sli = s(i)U{v}], H[i — H(i) \ (v+1)]) € A™

(3) (A™ | n < w) ist eine aufsteigende Folge dichter, offener Teilmengen von IP.

Beweis von (3). Es wird per Induktion auf n € w gezeigt:
A" ist offen und A" C A"

A% = A ist offen nach Voraussetzung. Sei (s, H) € A% Da ¥,_,7; > w, kann

man i < « finden mit |s(7)| < 7;. Dann
Vv e H(i) (sliv s(i) U{v}], H[i— HG)\ (v+1)]) < (s, H) € A,

also erfiillt (s, H) nach Offenheit von A° Bedingung (*); beziiglich 7, das heifit, (s, H) €
Al. (s, H) war beliebig in A° gewihlt, also ist die zu beweisende Mengeninklusion gezeigt.

A" st offen: Sei ¢ = (s', H') < (s, H) = p € A", Sei dann i < « so, daf
(*)n+1 gilt beziiglich 7 und p.

Fall 1: §'(3) 2 s(1).
Dann sei v & min(s/(i) \ s(i)). Da v € H(i), folgt nach (%), :

(sli = s() U {Y], Hli s H() \ (v + 1)]) € A"

Aber (s', H') ist eine Erweiterung dieser Bedingung, und A™ ist offen, also ¢ € A™. Nach
Induktionsvoraussetzung ist A® C A"*! also ¢ € A", was zu zeigen war.

Fall 2: §'(i) = s(7).
Dann
Vve H (i) (sfi—s@)u{v},H[i— H(@G)\@¥+1)]) <
(s[i = s(i) U{v}],Hli— H@)\ (v+1)]) € A™

A" ist offen, also erfiillt (s’, H') Bedingung (*),1 beztiglich 4, also ist auch in diesem Fall
<8,,Hl> c An—l-l.
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Die Inklusion A" C A™2 folgt genauso wie im Fall n = 0; man muf} in der dortigen
Argumentation nur ,,0“ durch ,n + 1 ersetzen.

Da Ag = A dicht ist, folgt die Dichtheit von A, fiir 0 < n < w aus der Tatsache, dafl
(A, | m < w) aufsteigend ist. Os)

Nun kann endlich die eingangs angekiindigte Definition des Operators @ erfolgen:
Fiir X € [];., Ui und eine dichte, offene Teilmenge A von IP setze:

X0 € X
Xt (X, A"
X@G) ¥ () X™(i) firi < o, und
n<w

A(X,A) ¥ X

Zunichst seien zwei direkte Konsequenzen aus den Eigenschaften (1) und (2) notiert.
Fiir (s, H) € A™ mit (), H) < (), X) gelten:

(1') Wenn s = (), dann (s, X) € A" Wenn s # (), so sei i = max(dom(s)) und v =
max(s(7)). Dann

(s, H1iUX | (a\ )i X()\ (v +1)]) € A™

(2) Wenn s # (), i = max(dom(s)) und v = max(s(i)) € X (i), dann gilt mit a = s(i) N,
sowie v = lub(a) U lub;«; K, :

Ve X\ (slim aU{u}, H1i0X [ (@\)[im X(6)\ (u+1)]) €A™

Beweis von (1°) und (2°). Die Behauptungen ergeben sich durch Anwendung von (1)
bzw. (2) auf X™ und A", was einerseits dadurch erméglicht wird, dafi (0, X) < (0, X™),
und andererseits A" nach (3) offen ist. Oy,

(4

©
(a) Wenn s = () und |Uran(s)| = n, dann (), X) € A™.
(

) Seien X und A wie bisher, X = (X, A), sowie (s, X) > (s, H) € A und (), X) >
, H). Dann gelten:

b) Wenn s # (), i = max(dom(s)) und | U;<;<o(5'(7) \ 5(j))| = n, dann

(" 1ifiv s()], H1iUX | (a\i)[i— X))\ (max(s(i)) +1)]) € A™

Bemerkung: Diese Aussagen behalten ihre Giiltigkeit auch, wenn die Forderung (s, X) >
(s', H) € A ersetzt wird durch (s, X*) > (s/, H) € A fiir ein X* mit (), X) > (), X*), was
auf den ersten Blick offensichtlich scheint, aber der Erwahnung bedarf, da in diesem Falle
gar nicht gesichert ist, da (s, X) iiberhaupt eine Bedingung ist. Fiir den Beweis von (b)
ist nur relevant, daf (i) \ s(i) € X (7).
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Beweis von (4).
(a) Es wird per Induktion auf n (simultan fiir alle m) gezeigt:
Wenn (), X) > (s', H) € A™ und |Uran(s')| = n, dann (), X) € A™*+",
Dann s’ = () und (@, X) > (P, H) € A™, also nach (1’): (), X) € A™ = Am+",
Sei (0, X) > (s, H) € A™ und |Uran(s')] = n + 1. Dann insbesondere:

s' # . Sei i = max(dom(s’)), v = max(s'(i)) und 5§ = s'[i = s'(i) \ {v}]. Dann v € X (i),
also folgt nach (2'):

Ve X(i)\v (8[i— 30 U{u}, H 1iUX [ (a\ )i X(0)\ (u+1)]) € A™
Also, da v < min H(i), H(i) € X (i) und nach Offenheit von A™ :
Ve H(i) (3[i = 3(0) U{p}], Hli = H@i) \ (u+1)]) € A™.
Das bedeutet: (5, H) € A™*L. Da |Uran(8)| = n und (0, X) > (5, H) € A™*! kann die

Induktionsannahme angewandt werden, die ja fiir alle m € w gilt, und man erhélt:
(0, X) € Amren, )

(b) Ahnlich wie in (a) wird per Induktion auf n simultan fiir alle m € w gezeigt:

Wenn (s, X) > (s', H) € A™, s # (), i = max(dom(s)) und | Ui<j<a(8'(7) \ 5(3))| = n,

dann
(" 1ifiv s()], H 1iUX | (a\i)[i = X()\ (max(s(i)) + 1)]) € A™™.

n=0| In diesem Fall ist i = max(dom(s)) = max(dom(s’)), s(i) = s'(i), also s’ | i[i —
s(i)] = s'. (s', H) € A™ = A™*" "also nach (1’)

(s H1iUX 1 (a\i)]i— X(i)\ (max(s'(i)) + 1)]) € A™ = A™*"
HUX [ (a\i)[im>X (i) \ (max(s(2)) +1)])

=(s'li[i—>s(1)],H

nach dem soeben Gesagten.

Sei (s, X) > (s',H) € A™, s # 0, i = max(dom(s)) und |Uj<jca(s'(j) \
5(j))| =n + 1. Sei weiterhin [ = max(dom(s’)), v = max(s'(l)) und § of Sl s'(1) Nyl
Dann v € X (1), also nach (2'):

Ve X\ (w+1) (8li— 50 U{u}, H HTUX [ (@\ D[l —= X))\ (n+1)]) € A™.
Es ist min(H (1)) > v, also nach Offenheit von A™ :

Ve H(l) (3lim—s()U{pt], Hil = H()\ (p+ 1)) € A™,
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d. h. (5, H) e A™L
(s,X) > (5,H) und |Uicjca 3(j) \ s(j)| = n, also kann die Induktionsvoraussetzung
eingesetzt werden, die ja wieder fiir alle m < w gilt:

(Frifivss(@)],H 11U X | (a\i)[i — X(i)\ max(s(i)) + 1]) € A™HH"

=(s"1i[ir>s(3)],H 1iUX [ (a\d)[ir> X (i) \max(s(i))+1])

D)

Es folgt eine grundlegende Eigenschaft der Sequenz (A™ | n < w), die umsténdlich zu for-
mulieren ist, inhaltlich aber nicht tiberrascht:

(5) Sei (s,Z) € A", g € Tlicalri \ lubj<; £;]™ mit
Vi < a (s(7) ist ein Anfangsstiick von g(i) A g(i) \ s(i) C Z(7)),

mit anderen Worten: (s, Z) liege in dem mit ¢ assoziierten Filter.

Dann existieren ein m < n(m = —1, wenn n = 0), Ordinalzahlen iy < i; < ... <
im < o, sowie von 0 verschiedene natiirliche Zahlen j, ji, ..., jm mit >;" 51 = n, so daf3
mit
def
S(i,k) = 2 = S U U{ }]7

def
( . ((S(ao,k0>)(a1 kl>) ‘. ')(ar kr)»

Ziw € Zli= Z6)\ (9() \ s())k1 +1)] und
Z(ao,k()) 77777 (arkr) © ( i ((Z (a0,ko) ) (a1,k1)

) )Olrk'r
(wobei r € w, (ay |t <r) € "aund (k |t <r) € "w) gilt:

Beweis von (5). Induktion auf n.

(s,Z) e A, m=—1.

Sei (s,Z) € A" Im Prinzip mul man nur auf die Definition von A™*!
zuriickgehen: Sei ¢ < « mit

Ve Z(i) (sl s(@)Uipd], Zi— Z06) \ (p+ 1)) € A"
g(@) \ s(i) # 0, da |g(é)] = m; und |s(i)| < n;, nach Wahl von i. Nach Voraussetzung:
(9(i) \ 5(i))o € Z(i). Also:
(s',2') < (sli = 5(0) U{(9()) \ (D)o}, Z[i = Z(i) \ ((9(0) \ 5())o + 1)]) € A™.

g erfiillt die Voraussetzungen von (5) in Bezug auf (s', Z’) und n, also existieren
m < nund (i, Jo), - - -, (b, Jm) mit Y1y Ji = n wie oben, so dafl

€ A.

'
<S<i0,jo> ~~~~~ <zm,3m>’Z<50730) ----- <gﬁla3m>>
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Sei dg, . . ., im die monotone Aufzéhlung von {ig, ... ,4m,1}. Setze fiir | < m :
jk Wenngk:il VAN l#ll
=< Jrt+1 wenn i, =1 = 1
1 wenn i =14 A Vk <m i #i.

Dann gilt offenbar wegen (s', Z") = (s41y, Zi1y)

(S Giosdobsvslimsgms Liosio)se imsim)) = (S0 Goolimsim)? L0 dodelimin)) € O

.....

Jetzt sind alle Mittel bereitgestellt, die benttigt werden, um die Aussage des Satzes zu
beweisen:

(6) Sei g € [Ticalri \ lubj<; £;]" so, daB fiir alle X € M N[, U; gilt: Ujcq 9(7) \ X (7) ist
endlich. Sei weiterhin Z € M N[[;., U; und A € M dicht und offen in /P. Dann existiert
eine Bedingung (s, X) € A mit

(a) (0,X) <(0,2).
(b) Vi € dom(s) s(7) ist ein Anfangsstiick von ¢(3).

() Yi<a g()\s(i) C X().
Bemerkung: Aus (b) und (c) folgt, daB (s, X) € &, wo & der aus g definierte Filter ist,
also & = {(t,T) € IP | Vi < a (i) ist Anfangsstiick von ¢(i) und g(i) \ £(i) C T'(i)}.
Da aulerdem (s, X) € A, ist also &, und somit g, IP—generisch iiber M, was zu zeigen war.

Beweis von (6). Man nehme das Gegenteil an. Sei dann § minimal, so daf§ (6) nicht
auf Pg zutrifft, und seien A und Z Gegenbeispiele fiir (6), also Z € M N[[;.3U; und
A € M dicht und offen in IP5. Wieder ist >i<pMi > w (insbesondere B > 0), da sonst (6)
trivialerweise erfiillt ist: eine in A liegende Erweiterung (g, X') von (g, Z), die (a) erfiillt,

leistet das Gewtinschte. B
Setze: X % 6(Z, A), gebildet beziiglich P5. Sei u = {i < 8| g(i) ¢ X(i)}.

(1) u # 0.

Beweis von (I).  Angenommen, u sei leer. Sei (s, H) < (9, X), (0, H) < (0, X) und
(s, H) € A nach Dichtheit und Offenheit. Sei n = |Uran(s)|. Dann gilt nach Teil (a) von
(4): ,

0,X) e A
(0, X) und g erfiillen die Voraussetzungen von (5), da nach Widerspruchsannahme fiir
alle i < f gilt: g(i) € X (7). Also existieren m < n, ig < ... < i, < [, sowie positive
natiirliche Zahlen j, ..., j, mit >;", 7 = n und

def S
(FLF) = (D030 eslim o) > X (00w lim o)) € A
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Man iiberzeugt sich leicht, da8 {f, F') die Bedingungen (a)-(c) erfiillt, da (§, F') < (), X) <
(0, Z). Also waren A, Z und 3 kein Gegenbeispiel zur Behauptung, ein Widerspruch. O

Da u nach (I) nicht leer und nach Voraussetzung an ¢ endlich ist, kann man setzen:
i = max(u).

Fir j € u sel
ef . S
% max(g(j) \ X (7).
Definiere eine Bedingung (7, X) mit dom(§) = u durch:

q(J) o g(7)N(y;+1) fiirj € u, und
> at | X(9) wenn 0 € 5\ u
X(9) { (0)\ (y;+1) wenn € u.

Setze:
B ¥ {pePi|p< (3 X)),
a = g(i) und
AL {(tH)y e Py | (tU{(G,a)}, HUX | (B\i)li = X(i)\ (v + D)) € J A"},

new

(IT) A’ ist dicht in B.

Beweis von (II). Sei (t,H) € B, (), H) < <®,)_(>é (B ist offen in IP}) und (s, W) € A
mit

(s, W) < (tU{(t,a)}, HUX | (B\ )i = X (i) \ (v + 1)])
nach Dichtheit von A. Dann

(t, H) und
(tu{li,a)}, X7),

mit X* < HUX [ (8\d)[i~ X(@)\ (% + 1)]. Dann (0, X*) < (, X). Also nach (4):

(s, W

<
(s, W) <

(s tilims al, W 1iUX [ (@ \9)[i = X(0) \ (v +1)]) € A",

wo n = |Ui<j<p5(j) \ £(j)]. Also <3,W)é € A’ und <5,W)é < (t,H). (t, H) war beliebig
in B gewihlt, somit ist A’ dicht in B. Ui

Setze nun: A dg {peP,|pL (g, )N()é}. Nach einem Standardargument ist A’ U A dicht
und offen in /Pj. Da i < f, kann nach Minimalitét von 8 Behauptung (6) angewandt
werden auf Py, X |7 und g | i. Sei also (s, Z) € A’ U A mit

() (0,2) < (0, X)p.

(b") Vj <i s(j) ist ein Anfangsstiick von g(j).
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() Vj<i g(j)\s(j) € Z(j)-

(s, 72) || (g, ) da s(j) und §(j) Anfangsstiicke von g(j) sind, g(j) \ s(j) € Z(j) und
9(j)\ §(j) € X (j) fiir j < i nach Definition von § und X.
Also (s, Z) ¢ A, das heiBt, (s, Z) € A,
Nach Definition von A’ existiert ein n < w mit

(f,F) < (s U{(i,a)}, ZUX [ (B\ )i = X (i) \ (3 + 1)]) € A™,

Nach Definition von u und wegen (c¢’) erfiillt diese Bedingung die Voraussetzungen von
(5). Also existieren m < n, ig < ... < i, <  und positive natiirliche Zahlen jy, ..., jn,
mit Y%, 51 = n und

{Fti0.30)imdm) s Elio o fimoim)) € A

Aber diese Bedingung erfiillt (a)-(c), also waren A und Z kein Gegenbeispiel; dies ist ein
Widerspruch. U6),2.3.1

Der folgende Satz liefert eine interessante Maximalitdtseigenschaft von IP—generischen
Sequenzen, die selbst fiir Prikrys urspriingliches Forcing neu ist, obwohl sie im allgemei-
neren Kontext viel stiarker ist. Sie besagt, dafl wenn in einer Erweiterung eines Modells
um eine generische Sequenz eine weitere liegt, die letztere in der ersteren fast vollstandig
enthalten ist. In diesem Sinne ist die Sequenz, um die erweitert wurde, maximal in dem
dazugehorigen Modell. Hier wird ein reiner Forcing-Beweis fiir dieses Resultat gegeben;
eine andere Moglichkeit, die mit iterierten Ultraprodukten arbeitet, wird in Kapitel 4 de-
monstriert. Der alternative Beweis ist relativ kurz und elegant, verwendet aber den Cha-
rakterisierungssatz in der essentiellen Richtung, deren Beweis aufwendiger ist, wiahrend
der folgende Beweis nur die leicht zu sehende Beobachtung 2.1.(5) braucht.

2.3.2 SATZ (MAXIMALITATSPRINZIP). Seien g und h IP—generische Sequenzen tiber
M, und h € M|g|. Dann ist U;co(h(i) \ g(7)) endlich.

Beweis. Die Behauptung ist natiirlich trivialerweise erfiillt, wenn Y, ,7; < w, sei also
wieder ;.1 > w. Es wird ein Widerspruchsbeweis gefiihrt. Seien also g und h wie
in der Behauptung, aber die conclusio treffe nicht zu. Sei & der zu g gehorige, iiber M
IP—generische Filter, ¢ der kanonische Name fiir die generische Sequenz und h € MF ein
beliebiger Name fiir h, sowie (f, F) € & mit:

(f,F) I+ g und h sind IP — generisch iiber M und U h(i) \ ¢(4) ist unendlich.

i<d
Fir+:+4+1 < o und n < n; gilt:
(f, F) Ik (h(i))s < Fi.
K; < Kiy1, also existiert nach Lemma 2.2.1 eine Funktion F*" € M N[]

(@) F" 1 (i+1)=F 1 (i+1)und (f, F"") < (f, F).

Uj mit:

J<a
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(b) Wenn g < (f, F*") und ¢ I (h(i))n = 7, dann
g0 F) e F (BG))n = .

Falls « = i + 1, so sei F*" = F. Dann ist auch in diesem Fall gew#hrleistet, da (a) und
(b) erfiillt sind.

Definiere F' durch:

F(i) ¥ M F"(i ﬂ F7™(4) nach (a).
Somit;:
(b’) Wenn g < (f, F)und q I+ (h(i)); = 7, dann
1+1f\ @ A _ >
(s E)ir b (h(2))a =17

Seien nun ig < a und n < 7;, fest. Definiere eine Folge (F;O" | ip < 7 < ) mit
() Firip <v < p <agilt: FP" v =Fem [vund (f, For) < (f, Fior) < (f, F).
Setze: E’;)O’" ey
Wenn (F;*" | ip < j < v) schon definiert ist, so sei
def v 10,1
L, = {pePglp<(f F ")}
und fiir ¢ € '), sei eine Funktion

I [Fon (1)) — 2

definiert durch:
0 Wenn min(a) 2 f(v) oder a = 0, und ein (t,T’) existiert
mit
(a) (¢, T) < (f, F;*") und (¢, T)g =

¥ (a) < (b) 36 (&, T) Ik (h(ig))n = 6.

(¢) t(r) =aU f(v) und
tr(a\(w+1)=71(a\(¥+1)).

1 sonst.

Wenn I(a) = 0, so sei (t/ ,, Ty,) entsprechend (a)-(c) gewihlt, ansonsten sei T%, = F.°".

g,a’ ~q,a

Sei X! € U, homogen fiir I, X C Fl*"(v). Setze:

Fiom(pu) wenn p < v
, . n Xy N /\ Ty wenn (L = v
FiyT(n) < quu( bem] < o)) g
N 17, (w) wenn v < g < a.
q€ly 7

b€ [ry]<W
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Offenbar erfiillt (Fo" | ig < < v 4 1) Bedingung (I).

(1) Seiip < v <a, {t,T) < (f, F257), (t,T)IF (h(ig))n = 6 und
t1(a\(r+1))=f1(a\(r+1)). Dann gilt:

0T (fly o> t0)], F0 s B2 () \ Tub(t())) 1 (h(io))s = 5.

Beweis von (1). Wenn (t,T) wie in der Voraussetzung ist, so sei ¢ = (¢,7), und a =

t(w)\f(v). Da (t,T) (a)-(c) erfiillt, ist I}'(a) = 0. Sei ¢’ < &, mit (ty ,,T7 ) I  (h(ig))n = 9.
Dann gilt:

(6 T)s (v tw)), BT = B3 () \ Tab )], < (8, Tr),

denn die ersten Komponenten stimmen iiberein, fiir j < v ist T'(j) = T7,(j), fiir v < j <
ist FL%%1(5) € Tv,(j) und F2 N (v)\lub(t(v)) C Tv . (v) per Definition von Fl% (¢, T) und
(te o Ty ) sind kompatlbel also § = ¢, da kompatible Bedingungen keine Wldersprﬁchli-
chen Aussagen erzwingen konnen. O

Sei nun A < « eine Limeszahl und (F" | iqg < v < \) schon definiert. Setze dann:

, Fo™(B) wenn 8 < ig
FY(8) = = Féi?(ﬂ) ‘ wenn ig < < A
Uig<yar F20(B)  wenn A < B < a.

Damit ist (Fom | iy < v < «) definiert.

Setze nun fir ip <y < aund j < a:

FZO def m Flon )

nw

und definiere R .
FG Y N FL() = N Fi(j) nach (I).

i< i<j

Somit erfiillt (f, F') :

]()2) Sei <1t,T> <(fF), (KT IF (h(i))n =, v =iund £ ] (a\ (v+1)) = f 1 (@\ (v+1)).
ann gilt:

(L) {flv e ()] Flv e F) \ b)), - (R(0)n = 7
Beweis von (2). Dies folgt direkt aus (1). O

(3) Wenn (t,T) < (f, F) und (t,T) I (h(i))s = 7, dann

- N A LIS

(6, T)o  (fli = (D), Fli = F(@) \Tub(¢(0))]); 1+ (A(0)n = 7.



2.3. CHARAKTERISIERUNGSSATZ UND MAXIMALITATSPRINZIP 51

Beweis von (8). Nach (b):

also nach (2)

.~ ~

(t. 1), (fli = (), Fli = F(@) \Tub(t(0))]); 1+ (h(0)a = 7.
D)
Fiir ¢ € Py, a € [k,]=¥ und ein festes m < w definiere ig;;” = lza : k, — 4 durch:

0  Wenn a # 0, max(a) < & min(a) O f(r) und mit
¢ = max(a) gilt:
3 v o f) UaU{El) Flv o F0)\ €+ D) -
1 Wenn a # 0, max(a) <&, min(a) 2O f(v) oder
a = (), und mit ( = max(a) bzw. { = (), falls a = (), gilt:

GRS 3 ¢ (flv e F)UaU{EY], Fly = F)\ (E+ 1)),
(7)) =0 > ¢

2 Wenn a # 0, max(a) < &, min(a) 2 f(v) oder
a =, und mit ( = max(a) bzw. ( =0, falls a = (), gilt:

30 g (flv f v)UaU{&}], Flv = F(v)\ (€ + 1)), Ik
¢ < (h(@))m =0 <

3 sonst.

e

Sei )~((’1’7a C F(v), X’;”a € U, homogen fiir l~;’7a. Wenn ZZ;‘X;Q e {{0},{1},{2}}, so sei

0y4(§) = dasjenige 0 aus obiger Definition

0ga = 0 sonst.

Es folgt eine Definition von Mengen Y/, € U,, deren Motivation relativ leicht nachvoll-
ziehbar wird, wenn man die nichste Behauptung (4) betrachtet:

Fall 1: VEe Xy, 17,6 =0. ~

Dann ist 0 ,“ X}, € ¢ = max(a). Sei Y, € X/, Y, € U, und ¢, derart, daf
OgaYaa = {000}

Fall 2: Vée Xy, 11,6 =1

Dann V€ € X7, 8%,(€) > & Setze: Y, © X2 N N g, X200\ (00,(B) +1).
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Fall 3: V&€ XY, 1¥,(6) =2
Dann ist o, | X;a regressiv. Sei nach dem Satz von Fodor ffq” - Xc’l’a, Y” € U, und

€ (¢, k) (wobei wieder ( = max(a)) mit 5q”7a“§~/qfa = {67} Setze dann
v def vru IN%
)/q,a - Y;La \ {5q,a}’

Fall 4: V&€ XY, 1¥,(6)=3.

ot
Dann setze Y, = X”

. def
. v 2= 14
Definiere nun: Y, = Qae[m]@ Y/,

Wiéhrend der vorangehenden Konstruktion war ein m € w fest gewahlt, um die Notation
nicht unnétig kompliziert zu gestalten. Genaugenommen handelt es sich bei Y/, um ein

Y,.", und man setzt:

I/ def v,m
ﬂ -}/q?a’ :

m<w

Schlieflich wird F € M N[, U; definiert durch:

FO = N

qeP}

fiir 7 < o

(4) Wenn |f(v)| < n,, dann

(f, F) 1 (b)) & 9(7) = (b)) & F(0).
Beweis von (4). Sei (f, F) € $ und $ IP—generisch iiber M. Da (f, F) eine Erweiterung
von (f, F) ist, gilt: M[9] E |Uica (@) \ ¢'(4)| > w, wo i/ = h® und ¢ = ¢° die zu $
gehorige, generische Sequenz ist, denn § war der kanonische Name fiir diese Sequenz.
Sei v < amit |[f(v)] <m, m <n,und § = (W' (V))m ¢ ¢'(v).
Fall 1: Vn<n, (W@W))m > (¢

¥))n-
Sei (,T) < (f,F), (t,T) Ik (h()n = 8§ > & (t,T) € 9, wo [t(v)| > |f(v)| und
¢ = max(t(v)). Sei ¢ = (£, T)y. Nach (3):

Y A

¢ ([t Flim PG\ E+ D)), - ((@)n =6 > &

Sei a = t(l/)\{f}. Dann ist l~” (§)=1.DaaC¢ ist { €Y, aber 6 =6y ,(§) ¢ Y/, da
va&) ¢ X X o\ (07, (§) +1); Slehe Definition von Y,”, in Fall 2. Daraus folgt aber, dafl § ¢
Y” Wiire dles der Fall, dann wire 6 € Y/, daa C § < 0. Alsod = (W (v)m ¢ Y} 2 F(v).

3,0’

Fall 2: 3n<n, (K'@)m < (¢ V))n-
Sei n minimal mit dieser Eigenschaft.
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Fall 2.1: n <|f(v)|. )
Dann (¢'(v))n = (f(v))n < min(F(v)) nach Definition von IP. 6 = (K'(v))m < (f(¥))n,
also insbesondere: (W' (v)),, ¢ F(v).

Fall 2.2: n>|f(v)].
Sei ¢ = (¢'(v))pn. Dann gilt:

() Bs gibt (t,T) < (f, F) mit (¢t,T) € &, |[t(v)| =n—+1und {,T) I (h(2))m =8 < C.
Beweis von (). Sei (t,T) < (f,F), ({,T) € #, |t(v)] > n+ 1 mit
(&) 1 (h(2))m =0 <,

wo ¢ = (¢’(¥))n = (£(v)), und |£(v)| minimal unter solchen Bedingungen.
Wenn [£(v)| = n + 1, so ist nichts mehr zu zeigen, und man setzt: (¢, T) % (£, 7). An-

dernfalls ist [t(v)] > n + 1.
Setze dann:
¢ = max(i(v)),
o € AW\ u{)#0 und

= max(a).

Es gilt: ¢ < ¢’. Nach (3):
Gy o H0)L Bl o )\ €+ DY 1 (b)) = 6 < & < &

Setze: q— (T, T),. DannlN” &) =0.Dan>|f(v)|: £€F(v) CY/. ¢ =max(a) <&, al-
so & €Y, das heifit & (f) = 0v, = 0. Dies gilt fiir alle £’ € Y, \(C’+1) C F(r)\(¢'+1).
Also nach Homogenltat von Y” und da (0, F) < (0, F):

q,a

VEEFW\(C'+1) ¢ (flv = f(r) UaU{EY, Flv = F@)\ (€ + D) (h(7)m =06 < (.
Aber § < (, also ist
{peP|pk (h(p)m=20<(}
dicht unter /\
. T) =S¢ (flve f)Ual, Flv— F)\ (¢ + 1)),
das heif3t
(T I (h())m =6 < C.

Aber (£, T) < (¢, T"), also (', T") € s und |t'(v)| < |[¢(v)| im Widerspruch zur Minimalitt
von [t(v)]. 0!
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Sei nun (¢,T") eine Bedingung mit den Eigenschaften aus (x). Setze

q = (t,T)g,
¢ max(t(v)) = (tW)n = (¢'(v))n und
a € W)\ (fr)u{e).

Nach (3) gilt:

Also: ig,a(g/) 2.

Da ¢ € F(v) C Y/ und & 2 a, ist & € Y,. Nach der Definition von Y, in Fall 3
folgt, daBl 6 = 0y, ¢ Y,7,. Wie in Fall 1 der aktuellen Fallunterscheidung folgt daraus aber:
6 ¢ Y/, denn a G 9, also wiirde vermittels der Definition des diagonalen Durchschnitts

aus 0 € Y = Nyep,)<w Yqp folgen, daB § € Y,

1> Was eben ausgeschlossen wurde. Oy,

Seien nun wieder $, A’ und ¢’ wie in (4), also insbesondere

() Ms] = UP@ONG )] = w.

Z<Ot
Es gilt: B
U K (i)\g'(i) = U h(i)\g'(i) U L<J R'(i)\g'(i) EJ R'(i)\g'(i) U 9 W (i) \ F' (i)
i< (D g ors £ (D)=, ory
nach (4). Aber
| U W)\ g'(i)] < Z N < w,
|[(li)<\im' \[(li)<|i7li

da |Uran(f)| < w nach Definition von P, und

| U K@)\ F ()] <w

Ii(li\im‘
nach dem Charakterisierungssatz 2.3.1 fiir IP—Generizitéit, beziehungsweise nach Beob-
achtung 2.1.(5). Also ist |U;cq P'(7) \ ¢'(7)] < w im Widerspruch zu (+); der Satz ist
bewiesen. O



Kapitel 3

Eine Anwendung

In diesem Kapitel wird es darum gehen, einen sehr natiirlichen Beweis dafiir anzugeben,
daB der Uberdeckungssatz in der Form, wie er z. B. fiir das Modell L[U] gilt, nicht
mehr zutrifft auf das Kernmodell, wenn es darin einen reguldren Limes von mef3baren
Kardinalzahlen gibt. Die bis hierhin verwendeten Begriffe werden in den néchsten bei-
den Abschnitten zunéchst kurz erldutert werden, bevor der zu zeigende Satz formuliert
und schlieBlich bewiesen werden kann. Im néchsten Kapitel wird ein alternativer Zugang
zu Prikry-Sequenzen dargestellt werden, der weniger Gebrauch von Forcing-Techniken
macht, dafiir aber stark von iterierten Ultraprodukten abhéngt. Auf diese Weise ist es
auch moglich, zu diesem Ergebnis zu gelangen; dies ist der von Mitchell gewéhlte Weg,

vgl. [Mitchell84/2].

3.1 Das Kernmodell

Es ist hinlédnglich bekannt, dafl es in L keine mefibare Kardinalzahl gibt, und der Beweis
hierfiir ist ziemlich einfach: Man nehme das Gegenteil an. Sei dann x minimal, so daf3
L = ,k ist meBbar®. Sei U € L mit L | ,U ist ein normaler Ultrafilter auf x“. Sei
M = "L/U das Ultraprodukt von L nach U, und sei j : L. — M die kanonische
Einbettung. Es ist bekannt, dafi M ein inneres Modell ist, das nach Elementaritit von j
das Konstruktibilitdtsaxiom erfiillt, und dafl L absolut ist fiir innere Modelle. Zusammen
mit der Tatsache, da§ k = crit(j), liefert dies einen Widerspruch:

M = j(k) ist die kleinste meBbare Kardinalzahl in L,

also Ly = L = ,,j(k) ist die kleinste meBbare Kardinalzahl“. Aber j(k) > k.

Es lag also nahe, nach inneren Modellen zu suchen, in denen es nicht ausgeschlossen ist,
dal meBlbare Kardinalzahlen existieren, um auf diesem Wege relative Konsistenzresultate
zu finden. Der erste Ansatz war, L[U] zu betrachten, wo U ein normaler Ultrafilter auf
k ist. Es stellte sich heraus, dafl dieses Modell zwar einige schone Eigenschaften hat, wie
z.B. GCH, daf§ aber keine sinnvolle Feinstrukturtheorie dafiir entwickelt werden konnte.

Um diesem Problem zu begegnen, wurde zunéchst das sogenannte Kernmodell , unter-
halb einer mefibaren Kardinalzahl“ mitsamt der dazugehorigen Feinstrukturtheorie ent-
wickelt und untersucht. Bald folgten Bestrebungen, ein Kernmodell mit &hnlichen struk-
turellen Eigenschaften zu finden, in dem es eine melbare Kardinalzahl, oder sogar Folgen

%)
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von meflbaren Kardinalzahlen geben kann. In dieser Entwicklung war besonders Mitchell
sehr engagiert.

Das Hauptproblem bei diesen Kernmodellen ist, dafl man fiir eine sinnvolle Feinstruk-
tur das Modell in einer kumulativen Hierarchie aufbauen muf3, wobei aufeinanderfolgende
Stufen auf eine , konstruktive“ Weise auseinander hervorgehen miissen. Grofle Objekte
miissen also von unten approximiert werden, was sich um so schwieriger gestaltet, je
hoéher der Konsistenzgrad der Objekte ist.

Im folgenden sei das Kernmodell fiir eine Folge mefibarer Kardinalzahlen mit K be-
zeichnet. Zwei Ergebnisse iiber die Absolutheit des Kernmodells, die noch gebraucht wer-
den, werden ohne Beweis angegeben, da diese eine rigorose Darstellung der Feinstruktur-
theorie fiir Kernmodelle unabdingbar machen wiirden, und das wiirde den Rahmen dieser
Arbeit sprengen.

3.1.1 SATZ.
(a) Falls M ein inneres Modell ist, und K C M, dann ist

Ky =K.

(b) Sei M ein abzdhlbares, transitives ZFC-Modell mit M =V = K. Sei @ € M eine
partielle Ordnung und & ein Q)—generischer Filter tiber M. Dann

3.2 Verschiedene Formen des Uberdeckungssatzes

Die Originalform des Uberdeckungssatzes, wie sie 1972 von Jensen bewisen wurde, lautet:

3.2.1 SATz. Sei X eine tiberabzihlbare Menge von Ordinalzahlen. Wenn 0% nicht exi-

stiert (dquivalent: Wenn es keine nichttriviale elementare Einbettung von L in L gibt),
dann gibt es eine Menge Y € L mit X CY und | X| = [Y|. O

Der Beweis des Uberdeckungssatzes macht Gebrauch von der ebenfalls von Jensen ent-
wickelten Feinstrukturtheorie fiir L und kann zum Beispiel in [Devlin84] nachgelesen wer-
den, auch wenn es inzwischen elegantere Beweismethoden gibt. Im folgenden wird die
Eigenschaft eines inneren Modells, zu jeder iiberabzihlbaren Menge von Ordinalzahlen
eine gleichmichtige, diese enthaltende zu beinhalten, als die ,, Uberdeckungseigenschaft “
bezeichnet.

Es erhob sich bald die Frage, ob ein &dhnlicher Satz fiir ein ,, L—&hnliches“ Modell
gilt, wenn 0% existiert. Dazu wurde das urspriingliche Kernmodell K entwickelt. Dieses
ist immernoch . klein“ in dem Sinne, daf es in ihm keine meflbare Kardinalzahl gibt. Es
wird allerdings 0% und andere ,Sharps®, beinhalten, sofern diese existieren. Fiir K gilt
der Uberdeckungssatz mit der abgeschwiichten Voraussetzung, daB es kein inneres Modell
mit einer mefibaren Zahl gibt; vgl.[Dodd/Jensen2].
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Doch was passiert, wenn es ein inneres Modell mit einer mefibaren Kardinalzahl gibt?
Um diese Frage zu beantworten, wandte man sich zunéchst der Untersuchung des klein-
sten solchen Modells zu, L[U], wo L[U] |= ,U ist ein normaler Ultrafilter auf x“. Es
ergab sich, daB der Uberdeckungssatz im allgemeinen nicht fiir L[U] zutrifft, und da8 sein
Scheitern tatséchlich durch die Existenz einer maximalen Prikry-Sequenz verursacht ist.
Die Voraussetzung ,,0# existiert nicht “ mufl im Kontext von L[U] zu ,,0" existiert nicht“
abgewandelt werden, was gerade die Nichtexistenz einer nichttrivialen Einbettung von
L[U] in L[U] garantiert. Die Form des Uberdeckungssatzes fiir L[U] lautet also:

3.2.2 SaTz. Wenn 0F nicht existiert, dann hat entweder K die Uberdeckungseigen-
schaft, oder es existiert ein inneres Modell mit einer mefibaren Kardinalzahl. Ser dann
k minimal, so dafl ein inneres Modell existiert, in dem k mefbar ist. Dann existiert ein
U, so daf L[U] = ,U ist ein normaler Ultrafilter auf r“ Entweder hat L[U] die Uber-
deckungseigenschaft, oder es existiert eine Prikry-Sequenz S dber L[U]. In diesem Falle
hat L[U, S] = L[S] die Uberdeckungseigenschaft. O

Hier ist mit ,, Prikry-Sequenz“ natiirlich eine iiber L{U] IP(k,{(0,U)}, {(0,w)})-generi-
sche Sequenz gemeint.

Die letzte fiir diese Arbeit relevante Form des Uberdeckungssatzes wurde von Mitchell
fiir das von ihm entwickelte, groflere Kernmodell, in dem es durchaus mefibare Zahlen
geben kann, bewiesen, wobei im folgenden immer dieses Modell mit K bezeichnet sei.

3.2.3 Sarz. Wenn es kein inneres Modell mit einem requldren Limes von mejfbaren
Kardinalzahlen gibt, K rigide ist und K nicht die Uberdeckungseigenschaft hat, dann gibt
es eine Klasse A von mefbaren Kardinalzahlen in K und eine uniforme Prikry-Sequenz
S fir A, so dap K[S] die Uberdeckungseigenschaft hat. O

So stellt sich natiirlich die Frage, was passiert, wenn es ein Modell mit einem regulédren
Limes von mefbaren Kardinalzahlen gibt. Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, dafl die
Voraussetzungen des obigen Satzes gemacht werden miissen, indem ein Modell konstruiert
wird, in dem K einen reguliren Limes von meBbaren Kardinalzahlen hat, nicht die Uber-
deckungseigenschaft hat, und in dem es keine maximale, einfache Prikry-Sequenz iiber K
gibt. Insbesondere wird es in diesem Modell keine volle Prikry-Sequenz geben, das heif3t
eine, die an jeder Stelle Ordnungstyp w hat.

3.3 Die Konstruktion

In diesem Abschnitt wird es darum gehen, ein Modell zu konstruieren, in dem der Uber-
deckungssatz in der Form, wie er fiir L[U] gilt, nicht erfiillt ist beziiglich K. Es wird also
gezeigt, daBl die Version des Uberdeckungssatzes, die von Mitchell bewiesen wurde, nicht
verschérft werden kann.

Den Ausgangspunkt bildet also ein inneres Modell 9t mit einem reguldren Limes von
mefbaren Kardinalzahlen. Dann wird auch das Kernmodell, gebildet in 9, einen regulédren
Limes von mef3baren Kardinalzahlen haben. Man kann problemlos zu einem abzahlbaren
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Modell M iibergehen, das die gleichen Eigenschaften hat. Zusatzlich sei vorausgesetzt:
M =V = K + 6 ist ein reguldrer Limes von mefibaren Kardinalzahlen +V = L(V}).

Wenn ein Modell gegeben ist, das alle der oben aufgefiithrten Eigenschaften hat, mit Aus-
nahme der letzten, so heifit dies, dafl es in diesem Modell normale Ultrafilter gibt, deren
Tréger oberhalb von 6 liegen. Dieses Modell wird aber iterierbar sein nach diesen Ul-
trafiltern. Wenn man eine Iteration der Lange ,,On“ durchfiihrt, bleibt die Struktur des
Modells unterhalb von 6 erhalten, da der kritische Punkt einer jeden in der Iteration auf-
tretenden Einbettung gréfler als 6 sein wird, und alle oberhalb von 6 liegenden Ultrafilter
werden aus dem Universum , wegiteriert “. Das entstehende Modell wird auch die letzte
gewiinschte Eigenschaft haben.

Das Modell, in dem der Uberdeckungssatz nicht gilt, wird in drei Schritten konstruiert
werden. Der erste Schritt ist der Ubergang zu einer generischen Erweiterung von M. Dabei
wird das Forcing aus Kapitel 2 verwendet. Sei in M

(oW
¢}

{

{v < 0| vist meBbar} und

' D\ {v|vist Limespunkt von D}.

-

D
D

Seien wieder (k; | i < «) die monotone Aufzahlung von D und U = (U; | i < «) eine Folge

von normalen Ultrafiltern in M; wie erwartet sei U; auf k;. Setze: Vi < a n; = 1. Dies
definiert IP = IP(D, U, (n; | i < «)). Dann gilt:

denn wie frither ist a < 6, und da (k; | i < «) kofinal in 6 ist, gilt: o > cf(f) = 6 nach
Regularitit von 6. U

Bevor mit der eigentlichen Konstruktion begonnen wird, sei noch eine Sprechweise fixiert:

3.3.1 DEerINITION. Eine (einfache) Prikry-Sequenz ist eine iiber M IP—generische
Sequenz.

O
Schritt 1:

Sei & IP—generisch iiber M. Die zu & gehorige Prikry-Sequenz sei mit S bezeichnet.
Schritt 2:

Definiere in M([®]:
M'=HOD(M,{S v |v<a}).

3.3.2 LEMMA. M’ _Es gibt keine Prikry-sequenz. “

Beweis. Der Beweis wird in zwei Schritten gefiihrt.
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(2) S ¢ M.

Beweis von (a). Man nehme das Gegenteil an. Sei S € M¥ der kanonische Name fiir
die Prikry-Sequenz, die durch IP adjungiert wird. Sei p € & mit

plF Se M.

Dafl dies ohne weiteres moglich ist, bedarf vielleicht einer Erlauterung: Nach einer adéqua-
ten Arithmetisierung der mengentheoretischen Sprache 148t sich , o € OD(M,{S v |v <
a})“ ausdriicken durch eine Formel ¢, die besagt:

Jo € On3z € M 3B,y € On I Ve (Vy yex <—>@b[a,5[7,z](y}).

Dies ist moglich nach dem Relativierungssatz von Lévy, der besagt, dafl jede definierbare
Menge schon in einem Anfangsstiick des Universums definierbar ist, und die Beschrankung
in obiger Formel auf jeweils eine Ordinalzahl, ein Element aus M und eines aus {S |
v | v < a} ist moglich, da man endliche Folgen von Ordinalzahlen durch eine Ordinalzahl
kodieren kann (via der Godelschen Paarfunktion), da M unter endlichen, ungeordneten
Paaren abgeschlossen ist, und letztlich, da S [ v C S | p fiir v < p < . Somit gilt in
Ms]:
r € HOD(M, {S v |v<a})+—VzeTCH{z}) ¢(z).

Es wurde also einfach ein p € & gewahlt mit
plk Yz e TC{S}) o(2).

An dieser Stelle wurde das als M interpretierte Pridikat M verwendet, das in die (Forcing-
) Sprache aufgenommen wurde.

Im folgenden wird ein Widerspruch abgeleitet, indem zwei {iber M IP—generische
Filter &, und &, konstruiert werden, die beide p enthalten, und deren zugehorige Prikry-
Sequenzen S; und Sy sich insgesamt unendlich oft unterscheiden, auf Anfangsstiicken aber
fast immer, das heifit mit endlich vielen Ausnahmen an allen Stellen, iibereinstimmen.

Dies hat zur Folge, dafl
M/M[ﬁl] — M/M[@Q].

Da p € &1 N &,, folgt:
S1,Sy € M™M®il n ppMIel C he, | N M[s,).

Dies ist aber ein Widerspruch zum Maximalitatsprinzip 2.3.2, wobei dieses Prinzip an
dieser Stelle noch nicht noétig sein wird, um einen Widerspruch zu erhalten, wie man
sehen wird.

Es werden die mit den beiden zu konstruierenden generischen Filtern assoziierten
Prikry-Sequenzen, aus denen ja erstere eindeutig zu gewinnen sind, induktiv definiert,
und zwar nach einem ,,Hin-und-Her-Verfahren“, indem beide Sequenzen schrittweise ab-
wechselnd verldngert werden.

Fiir diese Konstruktion ist es angebracht, ein Stiick zuriickzutreten, und die Situation
von auflen, also von V' aus, zu betrachten. Sei (A, | n < w) eine Aufzihlung der dichten,
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offenen Teilmengen von IP in M. Wihle eine Folge (A, | n < w) kofinal in 6. All dies ist
moglich, da M abzéhlbar und transitiv ist.

Es werden zwei Folgen (p, | n < w) und (g, | n < w) aus ““IP definiert, deren Fol-
genglieder p, bzw. ¢, mit (h,, H,) bzw. (t,,T,) bezeichnet werden. Im Zuge dieser
Konstruktion werden zusétzlich zwei Folgen (7, | n < w) und (0, | n < w) definiert, wo-
bei 7, = max(dom(h,)) und 6, = max(dom(t,)). Es wird dafiir gesorgt werden, dafl
sich Sy und Sy genau an den Stellen {7, | n < w} U {0, | n < w} unterscheiden, und
daB die monotone Aufzihlung dieser Stellen kofinal in 6 sein wird. Sei p = (h, H) und
o.B.d. A. h#0.

Wiéhle zunéchst py = (ho, Ho) < p mit

® Dy € AO und
o 70 & max(dom(h)) > max{max(dom(h)), Ao}.

Wenn (py, | K < n) und (gx | k < n) schon definiert sind, nicht aber g,, so sei g, = (t,,, T},)
mit

o Ly | (dom(hy) \ ({m | m < n}U {0 [ m <nj)).
= hn 1 (dom(hn) \ ({7 | m < 0} U{Sm [ m < n})).

e 7, € dom(t,) und t,(vs) # hn(Vn)-

o 5, Y max(dom(t,)) > max{y,, Aon+1}-

. def
e ¢, < q,_1 (wobei g1 = p).
e g, €A,.
Offenbar ist es immer moglich, ein solches ¢, zu finden, da A,, dicht und offen ist.
Wenn (pi, | K < n) und (gx | £ < n) schon definiert sind, nicht aber p,, 11, so sei pp+1 =

<hn+1 ) Hn+1> mit

(t

o it 1 (dom(t,) \ ({1 | m < n} U {8, | m < n})).
— t, | (dom(tn) \ ({ym | m < 0} U {6 | m < n})).

e §, € dom(t,y1) und hy,11(9,) # t(05).
® Vi1 def max(dom(h,41)) > max{d,, Aopia}-
® Dn+1 S DPn-

® Dn+1 S An—l—l-
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Dies definiert (p, | n < w) und (g, | n < w).
Setze:

Sl déf U h'm

n<w

SQ déf U tnu

n<w
& = {relP|dn<w p,<r}und
& = {relP|dn<w ¢, <r}

Nach Konstruktion sind S; und Sy Prikry-Sequenzen. Definiere (&, | n < w) durch:

6271 déf Tn und

def
€2n+1 - 571 .

Offenbar ist (£, | n < w) eine aufsteigende, in # kofinale w—Folge, denn fiir n < w ist
A < &,. Weiterhin ist fiir jedes v < «

D, = {u<v|Si(n) # ()} ={& I n<w}nu.

Insbesondere ist D, also endlich. Das heifit aber gerade, dafl S; | v aus Sy | v und einer
endlichen Menge von Ordinalzahlen definierbar ist und umgekehrt. Die oben dargestellte
Zielsetzung, dafl M'®* mit M'®2 {ibereinstimmen soll, das heifit (HOD(M,{S; | v | v <
al)Med = (HOD(M,{Sy | v | v < a}))M®2] ist also erreicht. Man erhilt nun, wie
oben gezeigt, dafi Sy, Sy € M[®1] N M[®,]. Dies ist einmal ein VerstoB gegen das Maxi-
malitétsprinzip, widerspricht aber auch dem Erhaltungssatz 2.2.5, da man aus S; und S
die in 6 kofinale Folge {¢, | n < w} definieren kann, wihrend P Kofinalitdten erhélt und
6 in M regulér ist. O(a)

(b) Es gibt in M’ keine Prikry-Sequenz.

Beweis von (b). Man nehme das Gegenteil an. Sei S” € M’ Prikry-Sequenz. Dann
S" € M[®]. Nach dem Maximalitdtsprinzip ist {v < a | S(v) # S’(v)} endlich, also S aus
S’ unter Zuhilfenahme einer endlichen Menge von Ordinalzahlen definierbar. Das heif3t:
S € M’ im Widerspruch zu (a). mp

Mit M’ ist schon fast ein Modell mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden. Das Pro-
blem ist nur, dafl nicht gewéhrleistet ist, daBl das Auswahlaxiom in M’ gilt. Um dieses
Manko zu beseitigen, ist noch ein letzter Schritt vonnoten.

Da M mit der Eigenschaft M = V = L(Vj) gewahlt wurde, wird dies auch in M’
gelten. Das heifit, das Auswahlaxiom kann in M’ hochstens an der Nichtexistenz einer
Wohlordnung von Vj scheitern. Um eine solche Wohlordnung zu M’ zu adjungieren, wird
noch ein letztes Forcing angewandt.
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Schritt 3:
Sei in M’

@) = {p | pist eine Funktion A dom(p) C 8 A |dom(p)| <6 A ran(p) C 2},

also eine Variante des bekannten Cohen-Forcing zur Adjunktion einer neuen Teilmenge
von 6. @) ist #—abgeschlossen, fiigt also keine neue, beschrinkte Teilmenge von 6 hinzu.
Sei F' ein @— generischer Filter iber M|[®], also auch iiber M.

(2) M'[F] = AC.

Beweis von (2). Es gilt:
M'[F] [V = L)', F),
da
MV = L(Vy).
Sei
B={v|3peF pr) =1}

die mit F' assoziierte, neue Teilmenge von 6. Die folgende Argumentation findet in M’[F
statt. Es wird gezeigt:

L(V3", F) = L(B),
bzw. dafl diese Identitét, relativiert nach M'[F], gilt. Dafiir mufl nur gezeigt werden, daf
VM aus B konstruierbar ist. Dies laBt sich aber wiederum darauf reduzieren zu zeigen,
daB OnNVM" aus B konstruierbar ist, denn L(B) ist ein ZFC-Modell; vgl. [Kanamori94,
1.5.1(b) und S. 34]. Sei also a €y < 6, a € VM. Dann

() <0 a={i<al|&+ie B}

Beweis von (x). Nach Generizitdt von F, beziehungsweise B:
Setze

AY{pe|I<tVic<y t+icdom(p) Aica +— p(&+i)=1}.

Offenbar ist A dicht in @ : Sei p € @ beliebig. Sei § = lub(dom(p)) < € nach Regularitét.
Definiere p € @ durch:

dom(p) < [6,8 +1]

- N def 1 wenn i € a
p0+i) = { 0 sonst.

Dann ist ¢ aef pUp € @ eine Bedingung aus A. Offenbar ist A € M’, also ist der Schnitt
von A und F nicht leer, was die Behauptung beweist. O

Aus Behauptung (x) folgt aber gerade, dafl a aus B definierbar ist. Also gilt L(B) =
L(VM F) = VMl Da B wohlgeordnet ist, 18t sich in M’[F] eine Wohlordnung von
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VMIF] definieren; insbesondere gilt das Auswahlaxiom in M'[F]. Oz
(3) Es gibt in M’'[F] keine Prikry-Sequenz.
Beweis von (8). Man nehme das Gegenteil an. Sei dann p € @) mit

p Ik ,Es gibt eine Prikry-Sequenz“.

Sei By x By @ x@Q—generisch iiber M’, sei p € BiNBy und seien S; € M'[By], So € M'[By]
Prikry-Sequenzen. Setze fiir i € {1,2} und A < v :

ah EA{v < X[ Si(v) £ S)}.
Dann gilt:
(+) VYA <a a) und @} sind endlich.

Beweis von (+). Es wird ein Widerspruchsbeweis gefiihrt. Sei 7 € {1,2} und |a}| > w
fiir ein A < . Setze dann

d;\déf{—<1/,u> | S(v) #S;i(v) =p AN v<A}

ah ist eine beschriinkte Teilmenge von 6 aus M'[B;], also a} € M’, da @ keine neuen
beschréinkten Teilmengen von 6 adjungiert. Aber S; | A ist aus aj und S | A € M’
definierbar, also S; | A € M([®]. Setze:

S G (@\A) US| A

Offenbar ist S eine Prikry-Sequenz. Aber da a unendlich ist, unterscheidet sich S an
unendlich vielen Stellen von .S, im Widerspruch zum Maximalitatsprinzip. O

Setze nun fir A < a:

un € {r <A S (v) £ Sa(v)}

Offensichtlich ist uy C a%\ U a?\, also ist uy endlich fiir jedes A < a. Weiterhin ist us C uy
fiir 6 < \ < «a. Folglich existiert dy < a mit

VE<a &> 00— ug = us,,
denn sonst wére g : w — 6 konfinal, wo
def .
g(n) < min{v | Ju,| > n}.

g € M'[By][Bs], aber 6 ist regulir in diesem Modell.
Sei also &g mit dieser Eigenschaft gewéhlt. Dann

Sl F(oz\50)252 F(Oé\(s())
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und |ugs,| < w. Also unterscheiden sich S; und Ss nur an endlich vielen Stellen. Das heifit:
Sl,Sg € M,[Bl] N M,[Bg] - M

nach Satz 1.2.17. Dies ist offenbar ein Widerspruch zu Lemma 3.3.2: In M’ gibt es keine
Prikry-Sequenz. O3

Bemerkung. In M'[F] gibt es auch fiir D = {y < 6 | p ist meBbar in M} keine Prikry-
Sequenz, da deren Einschrinkung auf D dann IP—generisch wére.

Mit
N € M'[F]
ist ein ZFC-Modell gefunden, und es gilt
M C N C M[s][F].

Also existiert eine partielle Ordnung IR € M und ein iiber M IR—generischer Filter 6, so
daf
N = M[s).

(4) In N gilt die starke Form des Uberdeckungssatzes nicht.

Beweis von (4). Die Menge
AY ] Sw)
v<Np
liegt in N und ist nicht durch eine Menge der gleichen Kardinalitdt aus M iiberdeckbar,
denn wire dem so, so sei

ACCeMund|AN =|C|V.
Definiere dann X € M N[J,., U; durch
X(i) ¥k \ C.

Da Kardinalititen und Kofinalitéiten zwischen M und N absolut sind, ist |C|Y = Xy, also
ist X wegen der ko—Vollstéandigkeit aller betrachteten Ultrafilter tatséchlich ein Element
obenstehender Menge.

Offenbar ist aber X ein Gegenbeispiel zu der im Charakterisierungssatz 2.3.1 an-
gegebenen Eigenschaft, denn |U;., S(7) \ X(i)] = Xy in M[&], obwohl M[¢] = S ist
Prikry-Sequenz “.

Nach Satz 3.1.1(b) ist

Ky = Kuig) = Ky = M,

also erfiillt K in N nicht die Uberdeckungseigenschaft. Aber nach (3) existiert in N =
M'[F] keine Prikry-Sequenz, d. h. die fiir L[U] giiltige Form des Uberdeckungssatzes a8t
sich nicht auf Kernmodelle mit reguldrem Limes von mefbaren Kardinalzahlen {ibertra-
gen. U



Kapitel 4

Iterierte Ultraprodukte und
Prikry-Sequenzen

Es wurde schon an zwei Stellen darauf hingewiesen, daf§ man durch iterierte Ultraproduk-
te Prikry-Sequenzen erhalten kann. In diesem Kapitel soll dieser Ansatz verfolgt werden,
indem gezeigt wird, dafl die Sequenz der indiscernibles einer Iteration von Ultraproduk-
ten, also die Folge der kritischen Punkte der kanonischen Einbettungen, einen Charak-
terisierungssatz und ein Maximalitatsprinzip iiber dem Zielmodell erfiillen. Diese beiden
Eigenschaften verwendete Mitchell in [Mitchell84 /2], allerdings ohne sie zu beweisen, um
ein Modell mit den Eigenschaften aus 3.3 zu konstruieren. Dazu verwendete er das soge-
nannte decoupling forcing, aber auf eine Darstellung der Details der Konstruktion wird
hier verzichtet, da die beiden aufgefithrten Sétze tatséchlich den Dreh- und Angelpunkt
der Argumentation darstellen, und der Rest in diesem Kontext keine neuen Einsichten
bereithélt.

Mit Hilfe der obigen fundamentalen Eigenschaften wird schliefSlich ein alternativer Be-
weis des Maximalitétsprinzips fiir das Forcing angegeben, das im Zentrum dieser Arbeit
steht. Dieser ist vielleicht etwas iiberraschend, da das Zielmodell einer Iteration, das ja
,kleiner“ ist als das Ausgangsmodell, herangezogen wird, um Aussagen iiber eine generi-
sche Erweiterung des Grundmodells zu machen.

4.1 Charakterisierung und Maximalitit 11

Den Ausgangspunkt der weiteren Untersuchungen wird ein transitives ZFC-Modell M
bilden, das ein inneres Modell, also eine echte Klasse, oder auch eine Menge sein kann. Es
sollte in letzterem Fall abgeschlossen unter w—Folgen sein, was leicht zu erreichen ist. Die
Konstruktion der Iteration wird die gleichen Freiheitsgrade haben, wie die des Forcings
aus Kapitel 2.

Seien also D, «, (k; |1 < a), 6, (n; | i < ) und U wie in Kapitel 2. Der Genauigkeit
halber seien K = (k; | i < a) und [ = (n; | i < «), aufgefafit als Funktionen, also (i) = n;
und K (i) = k; fir i < a.

Die grobe Idee ist natiirlich, dal n; angibt, wie oft ein Ultraprodukt nach dem i—ten
Ultrafilter gebildet werden soll. Obwohl eine lineare Iteration durchgefiithrt wird, werden

65
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die Iterate mit Paaren von gewissen Ordinalzahlen indiziert werden, da diese Schreib-
weise sehr suggestiv ist. Die erste Komponente gibt den Index (im aktuellen Iterat) des
Ultrafilters an, nach dem iteriert wird, und die zweite, wie oft bereits nach diesem Filter
iteriert wurde. Die genaue Konstruktion der Iteration wird zunéchst durchgefiihrt, ohne
zu wissen, dafl sie terminieren wird:

Setze:
Mg % M.
Wenn M sy definiert ist und 3 = Wé('ibo)(a), so bricht die Iteration ab.

)
Wenn Mg, definiert ist, 8 < 7T<<§”(§)>>(oz) und 7T<<§”(§)>>(l)(ﬁ) > n, dann sei

def n ,0
Mignrry < UM, mion) (too (U)(5)))

und Wégz;— b Mgny — Mg 41y die kanonische Einbettung. Fiir Vorgédngermodelle M;

sei natiirlich Wfﬁ ) 7T<<§Z>+ Do ﬁﬁﬁm,

Wenn M., .,y bereits definiert ist fiir alle v < 3 und alle m <1 + 7T<<g,’8>> (1)(7y), so sei

Moy % dir im((M; | i € Lip0), (7} | i < j € Lig))),

wo Iig.10) die lexikographisch geordnete Menge der bis hierhin aufgetretenen Indizes
bezeichnet.
Nun wird die Folge der Iterationspunkte definiert:

Dann ist

firm<n<1+ 7T<<55>(l)(,6).

Der notationellen Einfachheit halber wird gesetzt: crit(id) = oc.
Im folgenden werden ¢ und j meist fiir in der Iteration auftretende Indizes stehen. Be-
zeichne I die Klasse dieser Indizes. Spéter wird sich herausstellen, daf§ I tatsichlich eine
Menge ist.

4.1.1 LEMMA. Fir (8,m) € I ist B < \gm)-

Beweis. Offenbar reicht es zu zeigen, dafi § < A\g0y, da (Agny | n <1+ 7r<<3’(§)>>(l)(6)) eine
aufsteigende Folge ist nach 1.3.4. Dies ist aber eine direkte Konsequenz aus der Diskretheit
von D:

Da ﬂég’g;([( ) die monotone Aufzihlung von 7T§§£>>(D) ist, und Az = 7r<<0ﬁ£>>(K )(B), gilt

Moy = Agoy = das f—te Element der diskreten Menge 7Té§£>> (D).
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Also 8 = sup, (v + 1) < sup,_ 7o) (K)(v) < o) (K)(B) = As.0)- O
Somit ist

Mignsry = U(Mga, o) (U)(B)),
Too (D(B) = 7l (D(B) und

MNomy = mion (K)(B).

4.1.2 DEFINITION. Fir (y,m) € I wird der I—Nachfolger von (7, m), falls existent,
definiert:

» {(y,m+1) wenn m < 778:8; ()(y) und < 7T<<g:8>>(04)
s({(v,m)) = { (v+1,0) wenn m = 7r<<378>> D) ()
undefiniert sonst.

O
Um &ahnliche Argumente anwenden zu konnen, wie bei den einfachen Iterationen, bei
denen das Ultraprodukt immer nach dem jeweiligen Bild ein und desselben Ultrafilters
im Ausgangsmodell gebildet wird, ist es wichtig, da} die Folge der kritischen Punkte
aufsteigend ist. Dies wird als Lemma formuliert:

4.1.3 LEMMA. Fiiri und j aus I miti < j ist \; < \; und crit(m]) > \;.

Beweis. Die Behauptung wird per transfinite Induktion auf j bewiesen.

j=10,0)| In diesem Fall ist nichts zu zeigen.

j—>s(j)| Seii<s(j), i=(y,m)und j = (0,n).

Fall 1: s(j) = (0,n + 1).
Dann ist A; < Ayy), also A

crit(n?) > A, also Crit(m(&’nm)

Aj < Agj)- Weiterhin ist crit(wégjg;r 1>) = Agny und

<
Z /\Z', da )\J Z /\z

Fall 2:5(3) = (0 + 1,0).
U) = id, also crit(r:?) = crit(a?) > A

~

Dann ist ’/T;
M; = )\; = das 6—te Element von W{O’m(D).
Also, da M; = My

M b Ay das oo Bl on ()
Asjy = das (6 + 1)—te Element von 7TZ‘0’0>(D).
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Also )\j < )\S(J)

Sei nun j ein Limespunkt von I, also insbesondere n = 0. Sei die Behauptung fiir alle
j' < j giltig. Sei 7 < j, i = (y,m) und j = (9, 0).

Dann ist fiir alle £ < j mit ¢ < k Wf I A; = id, also auch 7rf A = id, wie
Standardargumente iiber den gerichteten Limes zeigen. Also crit(m?) > \;.

Es gilt:

Ai = 7Tzoo (K)(7), also
m(A) = 7rgoo (K)(Wi('Y))
= WZO op(K)(7) nach Lemma 4.1.4.1
< o (K)(0) = A;.
Da weiterhin \; < 7/ (\;) ist, folgt \; < \;. 0

An dieser Stelle kann man sich klarmachen, dafl die Iteration terminiert:

4.1.4 LeEMMA. Die Klasse I der in der Iteration auftretenden Indizes ist eine Menge;
die Konstruktion der Iteration bricht also irgendwann ab.

Beweis. Die Annahme des Gegenteils wird zum Widerspruch gefiihrt. Definiere fiir eine
Limesordinalzahl f3 :

f(B) 4f Jas kleinste n mit Aigo) € ran(m ff(?f)

Dies ist moglich, da My als gerichteter Limes der Vorgidngerstrukturen definiert ist.
Offenbar ist f regressiv. Da der Definitionsbereich von f unbeschréankt und abgeschlossen
in den Ordinalzahlen ist, existiert nach Lemma 1.1.7 eine Zahl n derart, daf3

X< )

ebenfalls unbeschrinkt ist. Fiir v € X sei

Dann ist g beschréankt durch 7r<g (()))) 0) :

g =€ < a0 =My

und Ajy0) € Wég”((]);(D), also

das heif3t,
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Also existieren nach einem ,Schubfachprinzip” eine unbeschriankte Teilklasse Z von
X und eine Ordinalzahl &, so dal ¢“Z = {{}.
Seien vy und § aus Z mit v < §. Dann gilt:

(6,0) _ (60) _(7,0) _ (60) ey
7r<%0>()\<%0>) = T(~,0 (7T<;7y,o> (&) = .0 (&) = As0)-

Aber andererseits:

3
—~
)
o O
=~
—~
>
~
€
2
N—
VAN | I (I
SRR
o~ e~ o~~~
S o>
OO OO0 oo oo
RN ARG A4

ein Widerspruch. O

Nach Definition der Iteration kann die Konstruktion nur an einem Index der Form (¢, 0)
abbrechen. Also hat I ein Maximum.

4.1.5 DEFINITION. Sei (,0) das Maximum von I. Setze: N & M7 ).

Definiere fiir v < Wégjgi(a) =7

W, = =«

a

4.1.6 LEMMA. Seien i € I und x € M;. Dann existiecren n € w, 19 < ... < lp_1 < 1
und [ € M mit

=0 (/) Nigs - Nioy)-

Beweis. Man nehme das Gegenteil an. Sei dann ¢« minimal, so dafl es ein x € M; gibt, das
nicht die obige Darstellung hat.

Fall 1: 1= (8,m+ 1).
Dann

B,m+1
= (9) Moam)
fir ein g € Mgmy; vgl. [Kanamori94, S.54, Proposition 5.13(a)]. Nach Minimalitdt von 4
existieren [ < w und ip < ... < 4_1 < (£, m) mit

9= 7T<<g7ggl>(h)()‘i07 R )\il,l)-
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fiir eine Funktion h € M. Da [h](3,,) eine Funktion ist, kann h € M so gewahlt werden,
daf

Vz € ran(h) =z ist eine Funktion.

Somit kann f in M definiert werden durch:

FEor &) € hio, ..., &-1)(&).
Dann ist f € M und es gilt:

B,m+1
7T§0,0)+ >(f>()‘i07 A /\(B,m)) =

N
e TS TS IS I
ST TE T ST
3
+
=

|
8

Also waren x und 7 kein Gegenbeispiel.

Fall 2:7 = (5,0).
Da das Lemma fiir My trivial ist, ist 8 > 0. Nach der Definition des gerichteten Limes
ist

r = m(T)
fiir ein 7 < ¢ und ein z € M;. Nach Minimalitét von ¢ existieren n < w, 7o < ... <fip_1 < J
und f € M mit

i‘ — 7T‘<7070><f)()\207 MR )\infl)'

Dann ist

ﬂ-z’0,0)(f)()‘iov R )‘in—l) = W;"<7T4 ,

Also waren auch in diesem Fall 7 und = kein Gegenbeispiel. Es gibt keine anderen Fille,
also war die Widerspruchsannahme falsch. O

4.1.7 LEMMA. Sei Ao < B < \;. Dann existieren n < w und ig < ... < in,_1 € I mit
A7:77,71 S /67 S0 daﬂ

B = Wg,O(f)()‘ioﬁ e '7/\in—1)
fir ein f € M.

Beweis. Sei | € I minimal, so dafl § < A;. Dann ist [ < j. Da § € M, existieren nach
Lemma 4.1.6 n < w, ig < ...,ip_1 <l €I und f € M mit

b= 7-(-20,0>(J‘.)(/\1'()7 s 7A7:n71)'
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Es gilt: crit(7]) > A\ > max({\;,_,, 5}). Also

W{o,o>(f)()\io: R )\in—l) = 7T'

Nach Wahl von [ ist \;, , < . O

Setze: .
de m
Ugmy < 70y (U)(8):

4.1.8 LEMMA. Sei X € Mgy und X C \gm). Dann gilt:
Bm+1
X € Uigmy < Mamy € Tl (X)),
falls (B,m+1) € I.

Beweis. Es gilt:

Agm) € Wé,gﬁ;rn (X) «— Mgm+1) = [id] € [constx]
> {v < Agm | 1d(v) € constx(v)} € Ui my

+—— X eUpgm:-

|

Nun kann bereits das Analogon des Charakterisierungssatzes fiir iterierte Ultraprodukte
bewiesen werden.

4.1.9 SaT1z. Sei X € M0 N1, W,. Dann folgt:

U g(v)\ X (v) st endlich.

v<T

Beweis. Man nehme das Gegenteil an. Sei dann ¢ = (7, m) € I minimal, so daf} es

X eM;n ] e (U)(w)

vy

gibt mit der Eigenschaft, dafl

U | 0 < 7ol (D)} \ X (v))

vy

unendlich ist.
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(1) m = 0.

Beweis von (1). Wieder sei das Gegenteil angenommen. Sei also m > 0. Dann ist X €
M, o), denn:

. ,0 ,0
Sei 1 = sup, ., 7l (K)(v) < 735 (K)(7) = Ay,0- Da

folgt
My my b= = sup iy (K)(v),

vy

Also X € "P(n) N Myymy C Vaoy M Memy = Vi o N My 0). Dies folgt aus Satz 1.3.4
iiber iterierte Ultraprodukte. Also war (7, m) nicht minimal, da X € M, oy offenbar auch
schon ein Gegenbeispiel ist. O

Also ist i = (v,0). Da M, als gerichteter Limes definiert ist, existieren j = (y,m) <
(7,0) und X € M; mit
X = 7T]<-%0><X).

Eine dhnliche Argumentation wie bei Punkt (1) zeigt:
(2) X(v) = X(v) fiir v < 7.

Beweis von (2). Sei v < 7. Dann

also
dav <y< )\(:y,(»
also

Folglich ist

X(v) € Plrigay (K) () N Moy C Vg N My = Vagmy 0 Mgy

0) _
Abel" < ;{);n> r VA(’V-ﬁO ﬂ M(:Y m> —<ld(‘)>[ ‘/;)\<’T/,ﬁl> ﬂ M<7y’m> B ( 0)
also 72° m>(X(l/)) = X(v) = 775(X(v)), das heift, X (v) = X(v), da ], natiirlich
injektiv ist o)

Setze: X ¢ X [7 X 1 4 nach (2).
Also X € € M5,z . Genau wie in (1) zeigt man:

X(v) € mlg (U)(v)
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fiir v < 4. Nach Minimalitét von (v, 0) folgt also:
(3) Up<s 9(v) \ X (v) ist endlich.

(4) Mgy € X () fiir k> m und k < 1+ g (1)(7).

Mo 2 €m0 (U)F) = My 2 € mog(U)(3)
— Mgman) = Agamy € 7m0 (2)
= Moy 2y ) € Ty (rlm(2))
= My = Agm € Z.

Fir £ > m verlauft die Argumentation analog. O
(5) 5 < v <7 — g(v) C X(v).

Beweis von (5). Sei ¥ < v < 7.
Dann gilt:

X(v) eni(U)v) +— X(v)enly(myd (U) ()
— 700EED (X)) € 7l (x kD (U)(w)
e T (T (X)) € Tl (mlro) (U) ()
— 0 (X)) € 7 (U)W)
e Aoy € T (T (X (0) = mig) (70 (X)) (v)
— 70 Ao € 70 (X))
— )\<V70>€X(y)

Wieder verlauft die Argumentation fiir Ay, ) mit 0 <m < 1+ 7r<<g:8>> (I)(v) analog. O

Nach (3)-(5) ist offenbar U, ., g(v) \ X (v) endlich, im Widerspruch zur Wahl von X. Also
war die Widerspruchsannahme falsch, und der Satz ist gezeigt. O

4.1.10 SATZ. g ist mazimal mit der Figenschaft aus Satz 4.1.9, das heifit, wenn h
gegeben ist, das auch diese Eigenschaft hat, dann ist

U r(v)\ g(v) endlich.

v<T

Beweis. Sei das Gegenteil angenommen und A ein Gegenbeispiel zum zu Beweisenden.

Dann ist also et
AS U h@)\ g

v<T
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unendlich. Sei (d,, | n < w) die monotone Aufzihlung der ersten w Elemente von A. Sei
v : w — 7 definiert durch d,, € h(v(n)). Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei
dyn > Ay fiir alle n < w : Es kann nur endlich viele n < w geben mit d,, < A ), denn
die Funktlon

X(]/)déf{lﬁo\( 00 +1) wenn v =0
Ky wenn O<v<rT
liegt in N, also ist

U 2(@) \ X(v) = h(0) N Ao

v<T
endlich. Also muf3 A nur an endlich vielen Stellen abgeéndert werden, um ein Gegenbeispiel
in N zu finden, das die zusétzliche FEigenschaft hat.
Nach Lemma 4.1.7 existieren fiir n < w eine Funktion f,, € M und eine Folge ¢, €
¥ Uran(g) mit max(c,) < d,, so daB

dy = 7(50) () (€n),

da d; ¢ Uran(g).
Also ist d,, € Z,,, wo

C < f)3ce “Yu p= oo (fa)(0)}.

Esist keNZ,, ¢ W fiir £ < 7 beliebig, denn es gibt nach dem in NV giiltigen Auswahlaxiom
eine auf Z, definierte, regressive Funktion f mit

7,0
=) () (F (1))
fir alle p € Z,,. Aber nach Teil (b) von Satz 1.1.6 existierte, wenn &¢ N Z,, € W, wére,

eine Menge B C k¢ N Z, mit B € W, so daBl f“B = {a} fiir ein a € ““&,. Das kann
natiirlich nicht sein, denn dann wére

VueB p=mgg(f)(a),
also |B| = 1 im Widerspruch zur Normalitidt von W.

Da M abgeschlossen ist unter w—Folgen, ist (f, | n < w) € M, also auch (Z,, | n < w),

WO
> dé

{M<9|E|c€ M 1= fa(c)}.
Offensichtlich ist

(Zo | n < w) =735 (Zn | n < w)),
also (Z,, | n <w) € N. Definiere in N fiir p < 7 :

X() €2\ (U Za) = N (Fu\ Zn)-

n<w n<w

Nach &, —Abgeschlossenheit von W, in N ist X (u) € W,. Aber
{dn In <w} < U hp)\ X1,
u<t

also erfiillt h nicht die Charakterisierungseigenschaft aus Satz 4.1.9, im Widerspruch zur
Wahl von h. O
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4.2 Nocheinmal das Maximalititsprinzip fiir P

Der Zugang zu Prikry-Sequenzen via iterierte Ultraprodukte liefert einen alternativen Be-
weis des Maximalitédtsprinzips 2.3.2, der aufgrund seiner Eleganz angegeben wird, obwohl
die Aussage nichts Neues bringt. Der neue Beweis macht allerdings Gebrauch von dem
Charakterisierungssatz 2.3.1 fiir IP—Generizitdt, was bei dem alten nicht der Fall war.
Also kommt man auch durch die Verwendung von iterierten Ultraprodukten nicht daran
vorbei, sich eingehend mit dem Forcing IP zu beschéftigen, wenn man das Maximalitéts-
prinzip beweisen will.

Die bisherigen Bezeichnungen aus diesem Kapitel werden beibehalten, und [P wird
verstanden als IP(D, U, (n; | i < a)).

4.2.1 SATZ (MAXIMALITATSPRINZIP). Seien g und h IP—generische Sequenzen tber
M, und h € M[g]. Dann ist U;.,(h(i) \ g(2)) endlich.

Beweis. Es wird ein Widerspruchsbeweis gefiihrt. Sei p € IP derart, dafl
p IF ¢ ist nicht maximal,

wo ¢ der kanonische Name fiir die Prikry-Sequenz ist. Sei N = M das durch die
Iteration aus 4.1 entstandene Modell und

T M — N

die zugehorige elementare Einbettung. Sei g wie vorhin definiert aus der Folge der kri-
tischen Punkte der Iterationseinbettungen. Da g nach Satz 4.1.9 die IP—generische Se-
quenzen charakterisierende Eigenschaft hat, ist g nach dem Charakterisierungssatz 2.3.1
w(IP) = IP(7(D),n(U), m(l))—generisch iiber N.

Sei p = (h, H), also w(p) = (w(h),n(H)). Da g w(IP)—generisch ist, ist

u={v <m(a)|glv) Z m(H)(v)} endlich.

Im folgenden wird eine 7(IP)—generische Sequenz ¢’ definiert, so dal m(p) ein Element des
mit ¢' assoziierten, 7(IP)—generischen Filters ist, indem ¢ nur an endlich vielen Stellen
abgedndert wird, in dem Sinne, daf} die symmetrische Differenz (Jran(g)) A (Uran(g'))
endlich ist. Das wird zur Folge haben, dal N[g] = N[¢'], da g bzw. ¢’ aus Uran(g) bzw.
Uran(¢') definierbar sind. Doch nun zur Definition von ¢’ :

Wenn v € 7(a) \ u, so setze

g W) =gv)

Ansonsten ist v € u. Seien a = g(v) \ 7(H)(v), 8 = lub(x(h)(v)) U ((sup,, ~,) + 1) und
n=[x(h)¥)].
Wenn k % 7(1)(v) < w ist, dann sei b € [7(H)(v) \ B]* ™ und ¢'(v) = m(h)(v)Ub.
Wenn £ = w ist, so setze

gw)=x(h)¥)U(g)\ (aUp)).
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Da ¢g(v) unbeschréankt in %, und a endlich ist, ist otp(¢'(v)) = w.

Offenbar ist g(v) A ¢'(v) endlich fir v € u und leer fir v € m(«) \ u, also ist nach
Endlichkeit von u auch (Uran(g)) A (Uran(g’)) endlich.

Dafl ¢’ iiber N w(IP)—generisch ist, folgt wieder aus dem Charakterisierungssatz fiir
IP—Generizitit, da ¢’ im obigen Sinne fast iiberall mit g iibereinstimmt.

Sei &' der mit ¢’ assoziierte, 7(IP)—generische Filter iber N. Dafl p € &' ist, wie
gewiinscht, folgt direkt aus der Definition von ¢’; zur Erinnerung:

¢ ={(t,T) en(lP) | Vv <m(a) L) Cg V) N gW)\tv)STW)}
Folglich existiert in N[¢'] eine Prikry-Sequenz f mit der Eigenschaft, dafl

U f(»)\¢'(v) unendlich ist,

v<m(a)

da p dies erzwingt. Aber dann ist f € Ng] und

U f()\g(v) ist unendlich,

v<m(a)

im Widerspruch zu Satz 4.1.10; der Beweis ist komplett. O
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