Ordinalzahlen

Im Rahmen der Ordnungsrelationen wurden bisher die Begriffe Partialord-
nung und Totalordnung (lineare Ordnung) erwéahnt. Ein weiterer wichtiger
Ordnungsbegriff ist die Wohlordnung. Wohlgeordnete Mengen bilden die
Grundlage zur Definition der Ordinalzahlen, welche die von den natiirlichen
Zahlen her bekannte Eigenschaft des "um 1 Weiterzahlens” verallgemein-
ern. Zugleich werden Ordinalzahlen den Ordnungstyp von wohlgeordneten
Mengen beschreiben.

Definition. Sei (X, <) eine total geordnete Menge und a € X . Dann
heif3t

Xo={reX : z<a}
der durch a € X bestimmte (Anfangs)Abschnitt.

Bemerkung. Hat (X, <) ein kleinstes Element a , dann ist offenbar
Xo=10.

Definition. Eine Wohlordnung 7 <7 auf X ist eine Totalordnung,
wo jede nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt, d.h.

VOAACX Jaye€A sodass ag<a VaecA

Bemerkungen.

(i) Jede endliche total geordnete Menge ist wohlgeordnet.
(ii)) N mit der iiblichen Ordnung ist wohlgeordnet.

(iii) Jede (nichtleere) Teilmenge einer wohlgeordneten Menge ist (mit der
induzierten Ordnung) wieder wohlgeordnet.

(iv) X ={r € R : z >0 mit der iblichen Ordnung ist nicht wohlge-
ordnet.
X selbst hat zwar ein kleinstes Element, jedoch nicht die Teilmenge

A={reX : 1<z <2}.



(v) Sei (X,<) wohlgeordnet, und sei a € X nicht das (moglicherweise)
grofite Element. Dann ist A ={z € X : a < x} nichtleer und hat ein
kleinstes Element.

Das bedeutet: in einer wohlgeordneten Menge hat jedes Element (sofern
es nicht das grofite Element ist) einen eindeutig bestimmten unmittelbaren
Nachfolger.

Frage: hat jedes Element (sofern es nicht das kleinste Element ist) immer
auch einen unmittelbaren Vorgénger (wie es etwa bei N der Fall ist)?

Beispiel. Sei X =N x {0} U Nx {1} .
Wir definieren eine Ordnungsrelation durch

(a,b) < (¢,d) genau dann wenn b < d oder wenn a < ¢ (im Falle dass
b=d).

Man iiberlege sich, dass dies eine Wohlordnung ist. Zuerst kommen also
alle Elemente (n,0) und dann die Elemente (m,1) .

Offenbar hat das Element (0,1) keinen unmittelbaren Vorgénger. [

Eine weitere wichtige Eigenschaft wohlgeordneter Mengen liefert der fol-
gende

Satz. Sei (X, <) wohlgeordnet und ) #Y C X .
Es gelte fiir jedes x € X : wenn X, CY dann z €Y .

Dann ist notwendigerweise Y = X .

Beweis. Wir nehmen an, dass Y # X ist, also X \Y #0 .
Sei a das kleinste Element von X \' Y (und damit a ¢ Y).
Falls X, =0, dann laut Voraussetzung a € Y , ein Widerspruch.

Andernfalls gilt fiir jedes ©* < a dass z € Y , und damit X, CY ;| und
folglich laut Voraussetzung a € Y , ebenfalls ein Widerspruch. [

Daraus folgt nun das Prinzip der Induktion iiber wohlgeordnete Men-



gen.

Satz. Sei (X, <) wohlgeordnet, und P eine Eigenschaft, welche fiir das
kleinste Element von X erfiillt ist.

Es gelte fiir jedes x : wenn die Eigenschaft P beziiglich jedes y < x
gilt, dann auch fir « .

Dann gilt: die Eigenschaft P ist beziiglich jedes x € X erfillt.

Beweis. Sei Y ={x € X : P ist beziiglich x erfiillt } . Wegen vorher
ist Y=X. 0O

Bemerkung. Man iiberlege sich, dass dieser Satz nicht gilt, wenn (X, <)

lediglich total geordnet ist.

(Sei X =[0,1)U(2,3) C R . Die Elemente von [0,1) seien "weif”, und
die Elemente von (2,3) seien ”"schwarz”)

Definition. Eine Ordinalzahl ist eine wohlgeordnete Menge (X, <)
sodass X, = a fiir alle a € X , i.e. jedes Element ist die Menge seiner
Vorganger.

() ist per definition eine Ordinalzahl.
Beispiel. Die einelementige Menge X = {()} ist eine Ordinalzahl.

Sei (X,<), X #0 eine Ordinalzahl und a € X das kleinste Element.
Dann gilt X, = und folglich a =10 .

Damit ist () das kleinste Element jeder Ordinalzahl.

Ist nun X \ {a} # 0 , dann hat diese Menge ein kleinstes Element b .
Folglich b= X, = {a} = {0} .

Ist nun X \ {a,b} # 0 , dann hat diese Menge ein kleinstes Element c .
Folglich ¢ = X, = {a,b} = {0,{0}} .



Beobachtung. Es ergibt sich, dass die ersten Elemente jeder Ordi-
nahlzahl 0, {0}, {0,{0}} ... sind.

Wir sehen weiters, dass diese Elemente selbst Ordinalzahlen sind.

Beobachtung. Sei X eine Ordinahlzahl und sei b € X der unmittelbare
Nachfolger von a € X . Dann besteht X; aus a und allen Vorgangern
von a , und damit ist b= X, =aU{a} .

Die zuvor betrachteten ”ersten” Ordinalzahlen konnen mit den natiirlichen
Zahlen identifiziert werden bzw. zur Definition der natirlichen Zahlen
dienen.

0=0

1= {0} = {0}
2={0,{0}} ={0,1}
etc.

allgemein: n = {0,1,2,...,n—1}
In diesem Sinne ist jede natiirliche Zahl eine Ordinalzahl.

Wir zeigen spater, dass die Vereinigung von Ordinahlzahlen wieder eine
Ordinalzahl ist. Die Menge aller natiirlichen Zahlen, als Ordinalzahl be-
trachtet, wird mit w bezeichnet.

Beobachtung. Sei x eine Ordinalzahl. Wir bilden eine neue wohlge-
ordnete Menge a =x U {z} bei der x das letzte Element ist.

Dann ist a wieder eine Ordinahlzahl. Die Abschnitte von a sind die
Abschnitte von z und 2z selbst.

Lemma. Sei (X,<) wohlgeordnet, Y € X und f: X — Y ein
Isomorphismus (es geniigt injektiv und ordnungserhaltend).

Dann gilt f(z) >z fiiralle x € X .



Beweis. Annahme: F={zre X : f(z)<z}#0.

Sei x( das kleinste Element von FE . Damit f(x¢) < z¢ . Laut Vor. ist
dann f(f(zg)) < f(zo) und folglich f(xg) € E , ein Widerspruch. [

Lemma. Es gibt hochstens einen Isomorphismus zwischen zwei wohlge-
ordneten Mengen X und Y .

Beweis. Seien f,g: X — Y Isomorphismen. Dann ist auch ¢ !o f :
X — X ein Isomorphismus.

Wegen des Lemmas zuvor ist = < ¢ '(f(z)) Vze X .
Weil ¢ ein Isomorphismus ist, erhalten wir g(z) < f(z) Vze X .
Analog folgt f(z) < g(z) Ve X ,unddamit f=¢g. O

Folgerung. Es gibt keinen Isomorphismus zwischen einer wohlgeord-
neten Menge X und einem ihrer Abschnitte.

(Ware f: X — X, ein Isomorphismus, dann f(a) € X, , also f(a) <a
, ein Widerspruch.)

Lemma. Sei (X,<) wohlgeordnet, und sei A ={X, : a € X} die
Menge aller Abschnitte.

Dann ist (A4, C) (ordnungs)isomorph zu (X, <) , und dieser Isomorphis-
mus ist durch f(a) = X, gegeben. (Beweis als Ubung).

Lemma. Jeder Abschnitt einer Ordinalzahl ist wieder eine Ordinalzahl.

(Und damit ist jedes Element einer Ordinalzahl selbst wieder eine Ordi-
nalzahl.)

Beweis. Sei X eine Ordinalzahl und X, ein Abschnitt. Dann ist X,
mit der induzierten Ordnung wohlgeordnet.

Was ist nun die Menge der Vorgéanger (X,), von b€ X, bzgl. X, ?
(Xo)p={re X, : v <b}.
Offenbar ist (X,), € X . Ist y € X , dann ist y < b < a und damit
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y € X, ,also y € (X,), und folglich (X,), =X, =15
Damit ist X, eine Ordinalzahl. O

Lemma. Seien X,Y Ordinalzahlen und Y C X . Dann ist Y ein
Abschnitt von X .

Beweis. Sei a das kleinste Element von X \Y . Dann gilt X, CY .

Seinun y €Y . Dannist y #a. Ware a <y dann y =X, =Y, und
folglich a € Y , ein Widerspruch.

Also ist y < a und damit gilt Y C X, und insgesamt Y =X, . O

Lemma. Seien X,Y verschiedene Ordinalzahlen. Dann ist eine ein
Abschnitt der anderen.

Beweis. Wir beobachten zuerst dass X NY eine Ordinalzahl ist. Ist
namlich a € X NY danngilt X, =a=Y, .

Folglich gilt =z <a = z € XNY bzw. a = (XNY),. Man
beobachte weiters, dass die bzgl. X induzierte Wohlordnung auf X NY
uibereinstimmt mit jener bzgl. Y .

Mit dem Lemma vorher ist dann X NY ein Abschnitt sowohl von X als
auch von Y .

Annahme: X g Y und Y g X .

Dannist X NY = X, firein a € X und offenbar a ¢ Y . Analog ist
XNY =Y, firein be Y\ X .

Dann folgt aber a = X, =X NY =Y, =0, ein Widerspruch.

Gelte alsoetwa Y C X . Dannist Y =XNY und Y ist ein Abschnitt
von X . [J

Satz. Die Vereinigung einer Menge von Ordinalzahlen ist eine Ordi-
nalzahl.

Beweis. Sei also X eine Menge von Ordinalzahlen. Wir erwahnten



schon, dass die Elemente von Ordinalzahlen selbst Ordinalzahlen sind und
damit ist dann A =J X eine Menge von Ordinalzahlen.

Wir betrachten folgende Relation < auf A :
xr <y wenn x ein Abschnitt von y ist

Dann ist < irreflexiv, antisymmetrisch und transitiv (sei = < y und
y<z.Dammist y=2,, v =y, = () = 22 , also x < 2).

Mit dem vorhergehenden Lemma ist < eine strikte Totalordnung. Wir
behaupten nun, dass < sogar eine Wohlordnung ist.

Sei ) # B C A. Wahle b€ B. Wenn b nicht das kleinste Element von
B ist, dann ist {z : x <b} N B # () und diese Menge hat ein kleinstes
Element 0* weil b wohlgeordnet ist.

b* ist dann das kleinste Element von B (¢ < b*, c € B = ¢ <b,
Widerspruch)

Nunsei a € A. Wahle x € X mit a € x. Dann ist a = x, , und alle
Elemente von a sind in x und damitin A, also a=A4,. O

Wir beobachten, dass fiir (ordnungs)isomorphe Ordinalzahlen X,Y gilt,
dass X =Y . Wenn X # Y | dann ist eine ein Abschnitt der anderen
und es gibt keinen Isomorphismus zwischen einer wohlgeordneten Menge
und einem Abschnitt ihrer selbst.

Der folgende wichtige Satz la3t sich so interpretieren, dass Ordinalzahlen
den Ordnungstyp von wohlgeordneten Mengen beschreiben.

Satz. Jede wohlgeordnete Menge ist isomorph zu einer Ordinalzahl (welche
geméf vorher eindeutig bestimmt ist).

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Sei (X,<) wohlgeordnet und jeder
Abschnitt X, ist isomorph zu einer Ordinalzahl. Dann ist X isomorph
zu einer Ordinalzahl.

(Sei P(a) die Eigenschaft ” X, ist isomorph zu einer Ordinalzahl” . Mit
Induktion folgt dann ” X ist isomorph zu einer Ordinalzahl”)



Sei g, : X, — Z(a) ein Isomorphismus fiir jedes a € X, wobei Z(a)
eine Ordinalzahl ist. Setze W = {Z(a) : a € X} .

Wenn z,y € X , x <y dannist Z(z) C Z(y) .

(Z(x) # Z(y) weil verschiedene Abschnitte nicht isomorph sein kénnen.
Z(y) C Z(x) ist nicht moglich, weil sonst eine injektive Abbildung

Inklusion
) —

X, % Z(y Z(x) " X,

existieren wiirde mit x < x , ein Widerspruch.)

Damit:

Wird W mittels C geordnet, dann ist die Abbildung X — W | a — Z(a)
ein Isomorphismus, und damit ist auch W wohlgeordnet (weil isomorph
zu X).

W ist eine Menge von Ordinalzahlen, und damit selbst eine Ordinalzahl.

(Zur Ubung: weil die Elemente von W Ordinalzahlen sind, gilt b= W,
fir jedes be W.) O

Man kann sich nun fragen, ob die Zusammenfassung aller Ordinalzahlen
eine Menge bildet.

Burali-Forti-Paradox: Die Zusammenfassung aller Ordinalzahlen bildet
keine Menge. Man spricht von der Klasse Ord aller Ordinalzahlen.

(Wiére die Zusammenfassung aller Ordinalzahlen eine Menge O , dann
ware O selbst eine Ordinalzahl und wir hatten O € O bzw. O < O |
ein Widerspruch.)

Bei der bisherigen Diskussion iiber Ordinalzahlen tauchten stets die Rela-
tionen 7 <7, 7 €7 7 C7” auf. Der folgende Satz fasst zusammen, dass
diese Relationen gleichbedeutend sind.

Satz. Seien z,y Ordinalzahlen. Folgende Aussagen sind aquivalent:

(a) <y , (b) z€y , (¢c) zCy
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(Weiters ist stets entweder = <y oder x =y oder y <z erfiillt.)

Beweis. x <y bedeutet hier, dass x,y Elemente einer Ordinalzahl =z
sind beziiglich derer = < y gilt. (Dies ist wegen z = z, und y = 2z,
allerdings unabhéngig vom gewéhlten z .)

Ist x ein Abschnitt von g , dann ist etwa der unmittelbare Nachfolger
von y eine Ordinahlzahl 2z mit x,y € z .

(a) & (b): well z<y & vez,=y
(a) © (¢): z<y = o=2Cz =y

Wenn z £y = v=y oder y<z.Damit yCax und x€y. O

In gewisser Weise kann auch eine Induktion iiber alle Ordinalzahlen erklart
werden (obwohl die Zusammenfassung aller Ordinalzahlen keine Menge
ist!).

Sei P eine Eigenschaft von Ordinalzahlen, welche zumindest fiir eine
Ordinalzahl erfiillt ist. Es gelte: wenn P(y) fiir alle y < z , dann auch
P(z) .

Dann gilt P(z) fiir alle Ordinalzahlen.

(Um P(z) zu zeigen, wendet man Induktion etwa iiber den Nachfolger
von x an.)

Bemerkungen.

(a) 0 ist die kleinste Ordinalzahl. (0 = ()

(b) Fir eine Ordinalzahl « ist aU{a} ebenfalls eine Ordinalzahl, der
Nachfolger s(a) von « .

s(a) ist die kleinste Ordinalzahl grofler als a und wird auch mit o + 1
bezeichnet.

(¢) A #0 heifit Limes-Ordinalzahl, wenn A = [J o .

a<A

w ist eine Limes-Ordinalzahl. s(a) ist keine Limes-Ordinalzahl, weil

U B=a.

B<s(a)



(d) (Ohne Beweis) Jede Ordinalzahl # 0 ist entweder eine Nachfolger-
Ordinalzahl oder eine Limes-Ordinalzahl.

Bemerkung. Beim Induktionsbeweis tiber Ordinalzahlen ist zu zeigen,
dass P(«) erfiillt ist unter der Voraussetzung dass P(f) erfiillt ist fiir
alle < a .

Da es nun zwei Arten von Ordinalzahlen gibt, stellt sich in der Praxis her-
aus, dass oft unterschiedliche Induktionsbeweise zu fithren sind. Deshalb
wird die Induktion iiber Ordinalzahlen zumeist so formuliert.

Sei P eine Eigenschaft von Ordinalzahlen und sei P(0) erfillt (Induk-
tionsanfang).

e wenn a=s(8): P(f) = P(a)

e wenn « Limesordinahlzahl und P(fF) erfiillt fiir alle f < a = P(a)

Dann ist P(«) fir alle a erfiillt.

Arithmetik mit Ordinalzahlen.

Bekanntlich gibt es innerhalb der natiirlichen Zahlen arithmetische Opera-
tionen wie Addition, Multiplikation und Exponentiation und die zugehorigen
Rechenregeln. Diese wollen wir nun auf die Ordinalzahlen erweitern.

Dazu definieren wir zuerst die geordnete Summe und das lexikographische
Produkt von beliebigen partial geordneten Mengen.

Seien (X, <x) und (Y, <y) partial geordnete Mengen.
1) Die geordnete Summe von X und Y ist dann (Z,<yz) mit

o 7/ =(Xx{0hHU((Y x{1l}) (um Disjunktheit von X und Y zu
erzeugen)

o (21,0) <z (z2,0) wenn z; <y o

e (y1,1) <z (y2,1) wenn y; <y o
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o (2,0) <z (y,1) firalle r€ X, yeY

2) Das lexikographische Produkt von X und Y ist (W, <py) mit

o W =XxY
° (l“hyl) <w (3327y2) wenn r; <x 2
o (7,y1) <w (z,92) wenn Y <y Yo

Bemerkung. Sind (X,<x) und (Y,<y) total geordnet (bzw. wohlge-
ordnet), dann auch die geordnete Summe und das lexikographische Pro-
dukt (Beweis zur Ubung).

Es gibt nun zwei Moglichkeiten, die Summe bzw. das Produkt von Ordi-
nalzahlen zu definieren. Es stellt sich dabei heraus, dass beide Moglichkeiten
aquivalent sind.

Seien «, 3 Ordinalzahlen.

1) a+ f ist die eindeutig bestimmte Ordinalzahl welche isomorph zur
geordneten Summe von « und [ ist.

a- (3 ist die eindeutig bestimmte Ordinalzahl welche isomorph zum lexiko-
graphischen Produkt von « und [ ist.
2) (induktive Definition)

o o+0=q«

o ats(f)=s(a+p)

e a+ A= (a+p) wenn A Limes-Ordinalzahl ist.
B<A

wenn A Limes-Ordinalzahl ist.

[ ]
Q
>

[
(-
B
=
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Weiters definieren wir

e o= J o wenn A Limes-Ordinalzahl ist.
B<A

Eigenschaften. (ohne Beweis)
(&) (e+Pf)+y=a+(B+7)
b) a-(B+7y)=a-B+a-y

Bemerkungen.

(i) Offenbar gilt 1+w = w # w+1 und damit ist die Addition i.a. nicht
kommutativ.

(i) w 4+ w  kann man sich so vorstellen, dass zwei Kopien von w
nebeneinander gestellt werden.

01 w w+l wHw

(iii) w-w kann man sich als unendliche Matrix vorstellen bzw. als eine
unendliche Folge von unendlichen Folgen.

(iv) Die Multiplikation ist ebenfalls nicht kommutativ, denn es gilt offenbar
22 w=w und w-2=w+w.

Die "grofleren” Ordinalzahlen werden immer schwerer vorstellbar.

2=w-w entstehen w3, w',... bis w’= {J w".

neN

Aus w

Auch dies kann interiert werden, und man erhalt w* und in weiterer

w*

Folge w =:w, bei (n-facher Exponentiation).

12



Allgemein konnen die Ordinalzahlen w, definiert werden durch

® Wy =w
— We
¢ Ws(a) =W

e wy= |J wa wenn A Limes-Ordinalzahl ist.
a<A

Damit ist w, der unendliche ”Turm” w*’

Wird auch dies iteriert, erreicht man schliefllich € = w,

Man beachte, dass alle diese Ordinalzahlen abzahlbar sind und verschiedene
Wohlordnungen auf einer abzahlbaren Menge beschreiben.

Nach all diesen liegt die erste iiberabzahlbare Ordinalzahl .... !

Die Hierarchie der Mengen (nach Zermelo und Fraenkel, ZF)

Um das Paradox von Russell zu vermeiden, schlugen E. Zermelo und
A. Fraenkel vor, das ”Universum der Mengen” in wohlgeordneten Stufen
aufzubauen. Die einzelnen Stufen sind dabei mittels der Ordinalzahlen
indiziert.

V., ... Menge aller jener Mengen, die auf der Stufe « ”existieren”.
o Vo=10
hd Vs(a) =PV,
e = V, wenn A\ Limes-Ordinalzahl ist.
a<A

Damit: Vi = {0}, Vo = {0,{0}} = {0,V1}
Va={0, {0}, {{0}}, {0,{0}} } etc.
Diese Vorgangsweise liefert ”alle” Mengen, und jede Menge liegt dabei in
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einer der Stufen V,, . Man schreibt symbolisch

V=U V.

a€On

Dabei ist V' die Klasse aller Mengen, und On die Klasse aller Ordi-
nalzahlen.

Satz. a<f = V,CV3
Beweis. (Wir wenden doppelte Induktion an.)

Schritt 1. Behauptung: V,, C V) firalle «a

e Behauptung ist erfiillt fiir =0

e Sei a=s(y). Dannist V, =PV, .

Ist nun x € V, , dann z C V, C V() = V,, (wegen Ind.voraussetzung).

e Sei a Limes-Ordinalzahl und x €V, . Dann 49 < a mit

reVs = x €V C Vi weil Vi =PVs CPVa =V -

Schritt 2. Annahme: o< und V, € Vs .

Sei [ dabei die kleinste Ordinalzahl mit V, € V3 . Dannist 8 #0 .
e [ ist Nachfolger-Ordinalzahl, i.e. = s(v) .

Dann ist a <~ und V, CV, C V)= Vs, ein Widerspruch.

e [ ist Limes-Ordinalzahl.

Dann 36 mit a<d<f = V,CVs = V,C JUVh=Vs,ein
A<B
Widerspruch. [

Satz. o CV, und damit o € V) .

Beweis.

e Behauptung ist erfiillt fir o =0 (=0)
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e a=s5(y): Danmist vy CV, CV, und v € V) =V, und folglich
aCV,.

e Falls a Limes-Ordinalzahl ist, dann

a=JoCc UVwv=V,. 0O

o<a <o

Bemerkung. Hier wird die Hierarchie "aller” Mengen mittels Ordi-
nalzahlen konstruiert (die allerdings selbst Mengen sind). Es stellt sich
hier die Frage, ob eine Zirkularitat vorliegt.

Man kann aus dieser Hierarchie Aussagen iiber Mengen herleiten, welche
dann in weiterer Folge als Axiome fiir eine formale Theorie dienen.
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