LINEARE ALGEBRA 2 SS 2009
http://www.math.uni-bielefeld.de/birep/la2/

Typische Klausuraufgaben 2.

1. Seien ay,...,a,_1 € K. Bilde die n x n-Matrix
0O --- 0 —ag
1 0 —aq
B:B(ao,...,an_l): .
0 NN 1 —Qn—1

Sei U der kleinste B-invariante Unterraum von K", der den kanonischen Basisvektor
er =[10 --- 0]" enthilt. Welche Dimension hat U ? (Ohne Beweis).

2. Sei V' ein Vektorraum, sei f: V — V ein Endomorphismus. Seien v1,...,v,, Eigenvek-
toren zu f mit paarweise verschienden Eigenwerten. Sei v =Y ., v;. Zeige:

L(v, f(v), ..., f™ *(v)) = L(v1, ..., 0m).

3. Sei V ein Vektorraum, sei f: V — V ein Endomorphismus. Seien vq,...,v,, Eigen-
vektoren zu f mit Eigenwert A. Sei v = > v;. Wie bestimmt man die Dimension von

U= L, f(v),...,f" Yv)) ?

4. Betrachte den nilpotenten Jordanblock J; € M (5 x 5, K) und gib alle J5-invarianten
Unterrdume an. (Ohne Beweis).

5. Sei V' n-dimensionaler Vektorraum, sei f: V' — V ein Endomorphismus mit Kern(f) =
Bild(f). Wie sieht die Jordansche Normalform aus? (ohne Beweis),

6. Sei V ein Vektorraum, sei f: V — V ein Endomorphismus. Beweise: Sind Uy, Us ein
f-invariante Unterrdume, so ist auch U; + U; f-invarianter Unterraum.

7. Man gebe einen Endomorphismus f: R? — R? an, so dass 0, R? und die Geraden
{(z,z) | z € R} und {(z,—z) | z € R} die einzigen f-invarianten Unterrdume sind.

8. Gegeben seien die reellen Matrizen

ap aip ag 0 0 O
A=|0 1 a3|, B=|0 1 0],
0O 0 O 0 0 2

mit ag, ai, as,az € R. Fiir welche Werte ag, a1, as, as sind die Matrizen A, B &hnlich?

9. Zeige oder widerlege: Seien ¢,d € C. Ist c+d € R und cd € R, so ist d =¢.
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10. Man bestimme alle komplexen Zahlen w mit w® = 1.

11. Gegeben seien (n x n)-Matrizen A, B mit AB = BA. Zeige: Ist Eig(A,\) ein-
dimensional, und ist v ein Eigenvektor zu A mit FEigenwert A, so ist v auch Eigenvektor
zu B.

12. Seien B, quadratische Matrizen und sei

A:[ﬁ g]

Beweise oder widerlege: Es ist pa = puppc (dabei sei pp das Minimalpolynom einer
Matrix D).

13. Welche invarianten Unterdume gibt es zur reellen Matrix

0 -1 0 O
10 0 0
A= 0 0 0 -1
10 1 0

(Ohne Beweis.)

14. Das charakteristische Polynom der Matrix A sei y4 = T% —T2. Welche Moglichkeiten
gibt es dann fiir das Minimalpolynom g4 ? (Ohne Beweis.)

15. Sei f: V — V diagonalisierbar mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Ai,...,\;.
Bestimme das Minimal-Polynom von f. (Ohne Beweis.)

16. Beweise. Ist A\ Eigenwert eines Automorphismus f, so ist A™! Eigenwert zu f~1.
17.Sei A € M(nxn,K) und B = A%+ A. Beweise: Kern(lg) ist A-invarianter Unterraum.

18. Seien Uy, Us; Unterrdume von V mit V = U; ® Us. Sei p: V — V die Projektions-
abbildung mit Bild U; und Kern Us;. Welche Eigenwerte A besitzt p und wie sehen die
Eigenrdume Eig(p, \) aus?

19. Welche der folgenden Aussagen sind richtig:

(1) Das charakteristische Polynom einer Matrix A ist ein Teiler des Minimalpolynoms
der Matrix A.

(2) Diagonalisierbare n x n-Matrizen mit gleichem Minimalpolynom sind dhnlich.

(3) Sind A, B nxn-Matrizen, so ist das charakteristische Polynom von A+ B die Summe
der charakteristischen Polynome von A und von B.

(4) Sind A, B nxn-Matrizen, so ist das charakteristische Polynom von AB das Produkt
der charakteristischen Polynome von A und von B.

Bemerkungen: Aufgabe 1: siehe 3.3. Aufgaben 2 und 3 sind Teile von 4.1. Aufgabe 4: siche
4.2. Aufgabe 5: siehe 4.4. Aufgabe 6 ist P4.1. Aufgabe 7: siche P4.3. Aufgabe 8: siehe 5.1.
Aufgabe 9 ist Teil von 5.4. Aufgabe 10: sieche P5.4. Aufgabe 11 ist Teil von 5.2. Aufgabe
12: siehe 6.2. Aufgabe 13: siehe 6.4. Aufgabe 14: siehe P6.1. Aufgabe 15 ist P6.3.



