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ÜBUNGEN ZUR EINFÜHRUNG IN DIE PARTIELLEN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

37. (4 Punkte) Es sei u eine glatte Lösung der Wärmeleitungsgleichung ut −∆u = 0
in Rn × (0,∞). Zeigen Sie:

(a) Für jedes λ ∈ R ist uλ, definiert durch uλ(t, x) = u(λ2t, λx), wieder eine Lösung
der Wärmeleitungsgleichung.

(b) v(t, x) := 〈x,∇u(t, x)〉+ 2tut(t, x) löst ebenfalls ut −∆u = 0. (Man verwende Teil
(a).)

38. (4 Punkte) Für α ∈ R und x ∈ Rn sei g(x) = eα|x|
2
. Berechnen Sie

u(t, x) := (4πt)−
n
2

∫
Rn

e−
|x−y|2

4t g(y)dy

durch quadratische Ergänzung im Argument der Exponentialfunktion. Zeigen Sie, dass Sie
auch für α > 0 eine Lösung des Cauchy-Problems u(0, x) = g(x) für die Wärmeleitungsgleichung
erhalten, und bestimmen Sie deren Lebensdauer (das ist das maximale T , so dass die
Lösung auf [0, T ) existiert) in Abhängigkeit von α.

39. (7 Punkte) Verwenden Sie die Parsevalsche Gleichung zur Berechnung der Integrale

(a)

∫
R

sin2(ξ)

ξ2
dξ, (b)

∫
R

sin3(ξ)

ξ3
dξ.

(Für Teil (b) ist auch der Faltungssatz von Nutzen.) Führen Sie ferner durch partielle
Integration die Berechnung des uneigentlichen Integrals∫

R

sin(ξ)

ξ
dξ

auf (a) zurück.

Wir wünschen Ihnen frohe Weihnachten, einen guten Übergang ins neue
Jahr und eine erholsame vorlesungsfreie Zeit!
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