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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit ist Teil eines breiter angelegten Projekts, mit dem die homo-
logischen Aspekte unendlicher Graphen untersucht werden sollen.! Grundlegend
ist dabei die Idee, einen unendlichen Graphen zusammen mit seinen Enden zu
betrachten und darauf eine Topologie zu erklaren. Damit wird es moglich, Krei-
se topologisch als homdomorphe Bilder der Einheitssphére S zu definieren.
Idee und Konzeption dieser Arbeit gehen auf Prof. Dr. Reinhard Diestel zuriick,
so dass der Autor fiir die meisten hier untersuchten Fragestellungen keine Ori-
ginalitdt beanspruchen darf. Fiir die Vergabe dieses Themas und die gute Be-
treuung sei ihm an dieser Stelle ganz herzlich gedankt.

In diesem einleitenden Kapitel wird nun kurz die Standardtopologie TOP er-
ldutert. Sie ermoglicht es fiir lokal-endliche Graphen, grundlegende Aussagen
iiber den Zyklenraum endlicher Graphen auch auf unendliche Graphen zu iiber-
tragen. Im Falle nicht lokal-endlicher Graphen ergeben sich jedoch schnell Pro-
bleme, die es nahelegen, fiir solche Graphen nach einer anderen Topologie zu
suchen. Anhand dieser Probleme soll die Topologie ETOP vorgestellt werden.
SchlieBlich wird ein Uberblick iiber die zentralen in dieser Arbeit erzielten Re-
sultate gegeben.

Durchgiingig wird auf die Terminologie aus [7] und dem Unendlichkeitskapitel
in [4] zuriickgegriffen; sie wird hier gréfitenteils vorausgesetzt und nicht noch
einmal explizit eingefiihrt.

1.1 Die Standardtopologie ToP

Die Enden eines Graphen, genauer gesagt, seine Ecken-Enden, lassen sich als
Aquivalenzklassen von Strahlen definieren.? Dabei heiflen zwei Strahlen R, R’
in einem Graphen G ecken-dquivalent, wenn es keine endliche Eckenmenge S C
V(@) gibt, so dass Teilstrahlen von R und R’ in verschiedenen Komponenten

!Eine Motivation dieser Problemstellung findet sich in [2]; eine Darstellung der grundle-
genden Konzepte und Tatsachen in [4].
2Die in diesem Abschnitt vorgestellten Begrifflickeiten sind [4] entnommen.
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von G — S liegen. Die Aquivalenzklasse eines Strahls R beziiglich dieser Relation
wird mit wy (R) bezeichnet und heiit das Ecken-Ende von R; es sei Qy(G) die
Menge der Ecken-Enden von G.

Es kann damit jetzt von einem Graphen G zu einem topologischen Raum |G|rop
iibergegangen werden. Dazu wird zunéchst zu jeder Kante e € E(G) eine Kopie
¢ des offenen Einheitsintervalls (0,1) betrachtet (die dabei fiir verschiedene
Kanten disjunkt zu wéhlen sind). Ist dann e = zy eine Kante, so ldsst sich zu
der Menge [z, y] := {z} UeU{y} eine Bijektion v : [0, 1] — [z,y] mit ¢.(0) =z
und (1) = y fest wihlen. Die Menge [z, y] heifit eine topologische Kante und
erhélt durch 1, die Metrik des Einheitsintervalls (eine Kante e werde dann auch
als eine topologische Kante [z,y] angesehen). Fiir eine Menge F' C E(G) von
Kanten wird F := [J{é| e € F} gesetzt.

Als Punktmenge kann nun

|Glrop == V(G)UE(G) UQy(G)

definiert werden. Die Topologie TopP auf der Menge |G|rop wird dann durch
Angabe einer Basis erklidrt. Liegt x € é im Innern einer Kante, so werden
die offenen Umgebungen in é auch unter TOP als Umgebungsbasis deklariert.
Fiir eine Ecke v € V(G) bilden die offenen Sterne um v eine Umgebungsbasis.
Dabei ist ein offener Stern um v die Vereinigung von halboffenen Intervallen
[v,w) C e fiir jede mit v inzidente Kante e € E(G). Ist w € Qy(G) ein (Ecken-)
Ende und S C V(G) eine endliche Eckenmenge, dann sei C(S,w) die eindeutig
bestimmte Komponente von G — S, in der jeder Strahl aus w einen Teilstrahl
hat; in diesem Fall sagt man auch, dass w in der Komponente C(S,w) lebt und
bezeichnet mit Qy (S, w) die Menge aller in C'(S,w) lebenden (Ecken-) Enden.
Ferner sei E, (S,w) eine Vereinigung von halboffenen Intervallen [v, w) C e fiir
jede S—C(S,w) Kante e mit v € C(S,w). Als basis-offene Umgebungen der
Enden werden dann alle Mengen von der Form

C(S,w) UQy(S,w) U E(S,w)

erklart.

Im Raum |G|rop lassen sich jetzt Wege und Kreise topologisch definieren. Dar-
auf aufbauend ist es moglich, topologische Versionen eines Spannbaums und
insbesondere des Zyklenraums zu geben.

Ein homéomorphes Bild A des Einheitsintervalls heifit dabei ein Bogen und ein
homsomorphes Bild C' der Einheitssphiire S! ein topologischer Kreis. Topologi-
sche Kreise im Raum |G|rop konnen Enden enthalten und dabei unendlich viele
Kanten durchlaufen. Graphentheoretische Wege und Kreise sind in natiirlicher
Weise auch Bogen und topologische Kreise in |G|rop, weshalb sich letztere als
Erweiterungen der ersteren fiir unendliche Graphen ansehen lassen.

Ist C ein topologischer Kreis, so sei D(C') die Menge der Kanten, die C' durch-
lduft. Die Kantenmenge D(C') kénnen wir auch den mit dem Kreis C' assozi-
terten Zyklus nennen. Einen solchen Zyklus nennen wir auch einen Kreis. Eine
Familie (D;);cs von Teilmengen aus E(G) heifit schmal, wenn keine Kante in D;
fiir unendlich viele 7 liegt. Fiir eine schmale Familie sei dann die Summe ), ; D;
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die Menge der Kanten, die in ungerade vielen Mengen D; liegen. Es kann damit
der Zyklenraum Crop(G) als Unterraum des Kantenraums £(G) definiert wer-
den: der Zyklenraum enthalte alle (schmalen) Summen von mit topologischen
Kreisen C C |G|rop assoziierten Zyklen D(C).3 Ist G endlich, so stimmt diese
Definition mit dem herkémmlichen graphentheoretischen Begriff des Zyklen-
raums iiberein. Eine Teilmenge Z C Crop(G) erzeugt den Zyklenraum, wenn
jeder Zyklus Z € Crop als Summe von Elementen aus Z geschrieben werden
kann.

Auch fiir den Begriff eines Spannbaums von G lisst sich eine topologische Va-
riante geben. Es heifit H C |G|rop ein Standardunterraum, wenn H mit einem
Element x € é bereits die ganze Kante e enthilt. Nun wird ein Standard-
unterraum 7' C |G|rop ein topologischer Spannbaum von |G|rop genannt, wenn
T alle Ecken und Enden von G enthilt, topologisch wegzusammenhéngend ist
und keinen Kreis enthélt. Es lédsst sich zeigen, dass ein Topologischer Spann-
baum von |G|rop zwischen zwei Elementen x,y € V(G) U Qy(G) genau einen
Bogen enthilt. Ist dann e eine Kante auflerhalb von T', dann enthélt T'Ue einen
eindeutig bestimmten Kreis C' und es wird C, := D(C) der Fundamentalkreis
von e beziiglich T' genannt. Umgekehrt zerfillt T\ e fiir eine Kante e auf T
in genau zwei Wegkomponenten und die Kanten zwischen diesen Komponenten
bilden den Fundamentalschnitt D, von e beziiglich T.

Mit Hilfe dieses Begriffsapparats lassen sich nun zentrale Aussagen iiber die
Struktur des Zyklenraums, wie man sie fiir endliche Graphen hat, auf lokal-
endliche (unendliche) Graphen iibertragen. Grundlegend ist dabei das folgende
Theorem aus [4]:

Theorem 1.1 (Diestel & Kiihn 2004). Es sei G ein zusammenhdngender
und lokal-endlicher Graph.

(i) Der Zyklenraum Crop(G) enthdlt gerade diejenigen Teilmengen von E(G),
die jeden endlichen Schnitt in einer geraden Anzahl von Kanten treffen.

(ii) Jeder Zyklus in Crop(G) ist eine disjunkte Vereinigung von Kreisen.

(iii) Die Fundamentalkreise eines topologischen Spannbaums von |G|rop er-
zeugen den Zyklenraum Crop(G).

In nicht lokal-endlichen Graphen ist dieses Theorem nicht uneingeschréinkt
giiltig. Auf die Griinde dafiir soll jetzt eingegangen werden.

1.2 TopP und nicht lokal-endliche Graphen

In diesem Abschnitt soll anhand der Aussage (ii), dass die Elemente des Zy-
klenraums disjunkte Vereinigungen von Kreisen sind, skizziert werden, welche
Probleme nicht lokal-endliche Graphen fiir THEOREM 1.1 bereiten.

Eine Ecke v ecken-dominiert einen Strahl R in einem Graphen G, wenn es

3Das Symbol fiir den Zyklenraum ist hier mit einem Index versehen worden, um deutlich
zu machen, dass es von der Wahl der Topologie abhéngt, welche Elemente der so definierte
Zyklenraum enthélt.
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unendlich viele bis auf v disjunkte v—R Wege in G gibt. Eine dominierende
Ecke hat dann unendlichen Grad. Dominiert in einem Graphen eine Ecke einen
Strahl, so kann dies Aussage (ii) von THEOREM 1.1 falsifizieren. Man betrachte
als einfachstes Beispiel den Graphen aus Abbildung 1.1.

Y
o

Abbildung 1.1: Die Ecke v dominiert den Strahl R.

Offenbar ist Z; := R U e schmale Summe der induzierten Kreise und liegt da-
her nach Definition im Zyklenraum. Die Menge Z; ist aber keine disjunkte
Vereinigung von Kreisen, da sie nicht einmal einen Kreis enthilt (auch keinen
topologischen). Die Aussage (ii) gilt also nicht fiir diesen Graphen.

Diese Aussage kann auch aus einem anderen Grund falsch sein, ndmlich dann,
wenn zwei Ecken nicht durch endlich viele Ecken trennbar sind. Dazu betrachte
man den Graphen aus Abbildung 1.2. Hier liegt Zs := vx1w nach Definition im

Abbildung 1.2: Ein endlicher Weg im Zyklenraum.

Zyklenraum, denn Zs ist schmale Summe der Kreise C; := vz;wx;11v. Aber als
endlicher Weg kann Z3 wiederum nicht als Vereinigung von Kreisen dargestellt
werden.

Es kénnen aber auch etwas schwiichere Phinomene die Aussage (ii) falsifizieren.
Dazu betrachte man den Graphen aus Abbildung 1.3. Die Ecke vg ldsst sich
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xXr_— X
R 1 o 1 Ry

Abbildung 1.3: Die Strahlen Ry und R sind kanten-, aber mnicht ecken-
dominzert.

von dem Strahl R; durch endlich viele Ecken abtrennen (und es gibt auch keine
Ecke, die den Strahl R; ecken-dominiert). Dennoch iiberlegt man sich leicht,
dass die Menge Z3 := E(R;) U {e} nach Definition im Zyklenraum liegt ohne
dabei einen Kreis zu enthalten. Interessant ist hier aber die Beobachtung, dass
vg nicht durch endlich viele Kante von R; abzutrennen ist. Wir sagen, dass eine
Ecke v € V(G) einen Strahl R C G kanten-dominiert, wenn zu jeder endlichen
Kantenmenge F' C E(G) die Ecke v und ein Teilstrahl von R in derselben Kom-
ponente von G — F liegen. In diesem Fall kanten-dominiert also die Ecke vy den
Strahl R;.

Genauso iiberlegt man sich, dass fiir den Weg P := v_j1x_jx9x1v1 die Menge
Zy := E(P) im Zyklenraum liegt (und wieder keinen Kreis enthilt). Doch die
Ecken v_1 und v; sind durch endlich viele Ecken trennbar. Aber man sieht, dass
sie nicht durch endlich viele Kanten trennbar sind. Wir nennen daher zwei Ecken
v,w € V(G) dquivalent, wenn sie zu jeder endlichen Kantenmenge F' C E(G)
in derselben Komponente von G — F' liegen. In diesem Beispiel sind also v_1
und v; dquivalent (es sind hier sogar alle v; miteinander dquivalent, aber v; ist
jeweils durch endlich viele Ecken von v; 49 trennbar).

Mochte man also Theorem 1.1 auf nicht lokal-endliche Graphen erweitern, so
bietet es sich als Strategie an, nach einer Topologie zu suchen, unter der die
eben betrachteten Zyklen Z; zu topologischen Kreisen werden. Dazu wére es
notwendig, dass ein von einer Ecke v (kanten-) dominierter Strahl R gegen
diese Ecke konvergiert, wie der Zyklus Zs zeigt. Auch sollten endliche Wege
zwischen zwei dquivalenten Ecken v, w zu einem Kreis werden koénnen; dazu
miisste die Topologie diese Ecken in gewisser Weise identifizieren. Es sollte zu-
dem eine Forderung an die gesuchte Topologie sein, dass sie auf lokal-endlichen
Graphen mit der Topologie TOP identisch ist, so dass auch unter der neuen To-
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pologie Theorem 1.1 fiir lokal-endliche Graphen giiltig bleibt. Mit EToP wird
im néchsten Abschnitt eine solche Topologie vorgestellt.

1.3 Die Topologie ETOP

Im Folgenden soll es vor allem darum gehen, die Topologie ETOP zu definie-
ren und einige eng verwandte Begrifflichkeiten vorzustellen. Abschlieflend wird
noch das Strahl/Stern-Lemma beschrieben, von dem als wirkungsvolles Mittel
in fast allen Bereichen dieser Arbeit immer wieder Gebrauch gemacht wird.
Innerhalb der gesamten Arbeit wird mit G immer ein (unendlicher) ungerich-
teter Graph bezeichnet, der keine Mehrfachkanten oder Schlingen enthélt. Auf
die Klausel ,,Sei G ein Graph ...* wird daher hiufig verzichtet.

Die Topologie ETOP wird auf G zusammen mit seinen Kanten-Enden definiert
werden. Diese sollen jetzt vorgestellt werden. Zwei Strahlen R und R’ aus einem
Graphen G heiflen kanten-dquivalent, wenn es zu jeder endlichen Kantenmenge
F C E(G) eine Komponente C' von G — F' gibt, die sowohl einen Teilstrahl von
R als auch einen Teilstrahl von R’ enthilt. Dies ist offenbar eine Aquivalenzre-
lation. Die Aquivalenzklasse eines Strahles R C G wird mit wg(R) bezeichnet
und heifit ein Kanten-Ende von G. Ist ohne weitere Qualifikation von einem
Ende die Rede, so sei damit immer ein Kanten-Ende gemeint. Wir schreiben in
der Folge dann immer kurz w(R) statt wg(R). Die Menge der Kanten-Enden
eines Graphen G wird mit Qz(G) oder meist kurz mit Q(G) bezeichnet.*

Ist R C G ein Strahl und v € V(G) eine Ecke, dann haben wir gesagt, dass
v den Strahl R kanten-dominiert, wenn es zu jeder endlichen Kantenmenge
F C E(G) eine Komponente C' von G — F' gibt, so dass v und ein Teilstrahl
von R beide in C liegen. In unmifiverstédndlichen Kontexten wird dafiir auch
abkiirzend gesagt, dass v den Strahl R dominiert. Da eine Ecke v mit einem
Strahl R jeden Strahl aus w(R) dominiert, sagen wir dann auch, dass v das
Ende w(R) (kanten-) dominiert. Ein nicht dominiertes Ende w € Q(G) nennen
wir undominiert. Die Menge der undominierten Enden eines Graphen G werde
mit Q% (G) oder wieder kurz mit {'(G) bezeichnet.

Es soll nun die Topologie ETOP erkléirt werden.

Ist w € Q(G) ein Ende und F' C E(G) eine endliche Kantenmenge, dann gibt
es genau eine Komponente C' von G — F', die einen Teilstrahl von jedem Strahl
R € w enthilt. Wir sagen in diesem Fall, dass w in C lebt. Ist wieder F' C E(G)
eine endliche Kantenmenge und z € V(G) U Q(G) eine Ecke oder ein Ende,
dann bezeichne C(F, z) diejenige Komponente von G — F', die x enthélt bzw. in
der z lebt; mit Q(F, x) sei die Menge der Enden bezeichnet, die in C(F, z) leben
und mit '(F,z) die Menge der undominierten Enden, die in C(F, ) leben.
Es wird nun zunéchst wieder zu jeder Kante e € E(G) eine Kopie € des offenen
Einheitsintervalls (0, 1) betrachtet (die dabei fiir verschiedene Kanten disjunkt
zu wéhlen sind). Ist dann e = xy eine Kante, so wéhlt man wieder zu der Menge
[z,y] == {z} UéU{y} eine feste Bijektion v : [0,1] — [z, y] mit ¥(0) = x und

“Die um ein Kanten-Ende gruppierten Begrifflichkeiten finden sich in [9].
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1e(1) = y. Die Menge [z,y] heilt wieder eine topologische Kante und erhalt
durch 9. die Metrik des Einheitsintervalls; in der Folge wird zwischen Kanten
und topologischen Kanten nicht mehr streng unterschieden.
Die Topologie ETOP kann damit jetzt auf der Punktmenge

IGlerop =V (G)UE(G) UQgp(G)

durch Angabe der basis-offenen Mengen erklirt werden.

Als basis-offene Teilmengen von é werden zunéchst alle Bilder unter 1, von
offenen Teilintervallen (a,b) C [0,1] erkldrt. Fiir jede endliche Kantenmenge
F C E(G) und jede Ecke v € V(@) wird weiter

~

Ci(F,v) :=C(F,v) UQ(F,v) U E.(F,v)

als offen deklariert. Es ist dabei E,(F,v) eine Menge, die genau zu jeder Kante
e =xy € F mit z € C(F,v) ein halboffenes Intervall [z,z) C e mit y # z
enthélt.

Dies definiert die Topologie ETOP auf |G|grop. Der entsprechende topologische
Raum werde im Folgenden kurz mit |G| angeschrieben.

Fiir eine in |G| offene Menge von der Form O = C,(F,v) sagen wir auch, dass
sie von der Kantenmenge F' induziert ist. Es wird V' (O) fiir die in O enthaltenen
Ecken geschrieben und V(F) fiir die mit Kanten aus F' inzidenten Ecken.

Der entscheidende Unterschied zur Topologie TOP ist nun, dass fiir Ecken kei-
ne zusétzlichen Umgebungen erkléirt werden. So enthélt eine offene Umgebung
einer Ecke v unendlichen Grades bereits fast alle Nachbarn von v. Auch hat
eine dominierende Ecke genau dieselben Umgebungen wie das von ihr domi-
nierte Ende (d.h. ein Strahl aus diesem Ende konvergiert gegen jene Ecke) und
dquivalente Ecken haben ebenfalls dieselben Umgebungen. Betrachtet man nun
nochmal mit ETOP die problematischen Zyklen Z; aus dem vorherigen Ab-
schnitt, so sieht man, dass sie unter ETOP zu Kreisen werden. Andererseits
ist ETOP mit ToP auf lokal-endlichen Graphen identisch, wie man sich leicht
iiberlegt. Damit erfiillt ETOP die im vorherigen Abschnitt formulierten Forde-
rungen.

Man sieht allerdings auch, dass unter ETOP mit ungewohnten endlichen Kreisen
zu rechnen ist, also mit solchen, die keine Kreise im graphentheoretischen Sinne
sind.

Der Graph G aufgefasst als Punktmenge G = V(G) U E(G) wird in natiirlicher
Weise ein Unterraum von |G|; dabei wird ebenfalls G fiir den entsprechenden
topologischen Raum geschrieben und wir sagen dann auch, dass wir ETop auf G
betrachten. In gleicher Weise kann die Menge GUQY (G) = V(G)UE(G) U (G)
als Unterraum von |G| angesehen werden; der entsprechende topologische Raum
werde mit G bezeichnet; hierzu sagen wir auch, dass wir ETop auf G'U Q'(G)
betrachten. Fiir die Unterrdiume G und G kénnen leicht die basis-offenen Men-
gen explizit angegeben werden. Fiir G sind es (neben den offenen Teilintervallen
der Kanten) gerade die Mengen der Form

Cy(F,v) := C(F,v) U Ex(F,v)
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und fiir G kommen anstelle der Mengen C,(F, v) die Mengen von der Form
C!(F,v) := C(F,v) USY(F,v) U E,(F,v)

hinzu. Im Rahmen dieser Arbeit wird meist einer der Riume |G| oder G be-
trachtet, aber auch der Raum G spielt in der Diskussion der Freudenthal-Enden
eine Rolle.

Wie im Falle von G werden auch Teilgraphen H C G aufgefasst als Punkt-
mengen V(H) U E(H) in natiirlicher Weise zu Unterrsumen von |G|. Auch in
diesen Féllen wird der entsprechende Unterraum nicht anders, sondern wieder
mit H bezeichnet.

Man bemerke, dass zusammenhéngene Teilgraphen immer auch topologisch
wegzusammenhéngend sind. Ferner sind alle basis-offenen Mengen topologisch
wegzusammenhéingend, da jede basis-offene Menge mit einem Ende w auch einen
Strahl R aus w enthélt und R Uw dann ein topologischer Weg ist.

Der mit einem Graphen assoziierte Raum |G| ist im allgemeinen nicht haus-
dorffsch. Dies kann zwei Griinde habe. Gibt es zwei dquivalente Ecken v, w € G,
dann haben v und w im Raum |G| keine disjunkten Umgebungen. Sie haben
sogar genau dieselben Umgebungen. Ist ferner v € G eine Ecke, die ein Ende
w € Q(G) dominiert, dann haben v und w ebenfalls genau dieselben Umgebun-
gen in |G|.

Aquivalenz zwischen Ecken ist eine Aquivalenzrelation auf der Eckenmenge
V(G), die mit ~ bezeichnet werde. Fiir die Aquivalenzklasse einer Ecke v wird
dann v geschrieben.

Die Aquivalenzrelation ~ kann auf die Menge V(G) U Q(G) ausgedehnt wer-
den. Es heifilen wieder zwei Elemente z,y € V(G) U Q(G) dquivalent, wenn es
keinen endlichen Kantentrenner F' C E(G) gibt, so dass die Elemente = und y
in verschiedenen Komponenten von G — F liegen oder leben. Diese Aquivalenz-
relation werde mit — angeschrieben und die Aquivalenzklasse eines Elementes
r € V(G) UQ(G) sei mit T bezeichnet. Die Aquivalenzrelation — kann trivial
auf ganz |G| ausgedehnt werden, indem fiir einen inneren Punkt p € é einer
Kante p := {p} gesetzt wird. Es ist damit moglich, zum Quotientenraum |G|/_
iiberzugehen. Der Quotientenraum ist dann offenbar hausdorffsch, da mit der
Relation — gerade die Elemente aus |G| identifiziert werden, fiir die es keine
disjunkten Umgebungen gibt.

Fiir jede Ecke v € G ist dann © C T und die Menge v \ ¢ enthilt hochstens ein
dominiertes Ende, denn daraus, dass eine Ecke zwei Strahlen dominiert, folgt
die (Kanten-) Aquivalenz dieser Strahlen.

Die Menge F' C E(G) sei eine endliche Kantenmenge. Wir sagen, dass F' eine
Ecke v von einem Strahl R C G trennt, wenn v und ein Teilstrahl von R in
verschiedenen Komponenten von G — F' liegen; in diesem Fall sagen wir auch,
dass F' die Ecke v von dem Ende w(R) trennt. Ferner trenne F' den Strahl R
von einem weiteren Strahl R’ C G, wenn Teilstrahlen von R und R’ in verschie-
denen Komponenten von GG — F' liegen; in diesem Fall sagen wir dann auch, dass
F die Enden w(R) und w(R’) voneinander trennt.

In diesem Abschnitt soll noch ein Lemma vorgestellt werden, dass ein wich-
tiges Hilfsmittel fiir viele Beweise in dieser Arbeit darstellt. Es findet sich in



1.4. ERGEBNISUBERBLICK 9

[6]. Dabei heifle ein Strahl R zusammen mit einem unendlichen Wegesystem
(P;)ien von auf R beginnenden disjunkten Wegen ein Kamm (dabei diirfen die
Wege durchaus trivial sein). Die Endecken der Wege P; sind die Zihne des
Kamms und R sein Ricken. Ein (unterteilter) R, -Stern ist eine Ecke s zusam-
men mit X, (nicht-trivialen) Wegen, die sich genau in s treffen; die Ecke s wird
dabei das Zentrum des Sterns genannt und die von s verschiedenen Endecken
der Wege seine Blitter.

Lemma 1.1. Es sei U eine unendliche Eckenmenge in einem zusammen-
hingenden Graphen G. Dann enthdilt G entweder einen Kamm mit unendlich
vielen Zdhnen in U oder einen |U|-Stern mit |U| Bldttern in U. Ist insbesondere
U tiberabzdihlbar, dann ist letzteres der Fall.

Auf Lemma 1.1 wird in dieser Arbeit auch als das Strahl/Stern-Lemma Bezug
genommen.

1.4 Ergebnisiiberblick

An dieser Stelle soll ein Uberblick iiber die wichtigsten in dieser Arbeit erzielten
Resultate gegeben werden.

Der eigentliche Teil dieser Arbeit beginnt mit dem zweiten Kapitel. Hier wer-
den einige grundlegende Eigenschaften der Topologie ETOP untersucht. Es zeigt
sich zunéchst, dass fiir zusammenhéngendes G der entsprechende Raum auf G
zusammen mit seinen undominierten Kanten-Enden immer kompakt ist:

Satz 1. Ist G ein zusammenhingender Graph, dann ist der Raum G immer
kompakt.

Als unmittelbare Konsequenz erhilt man dann auch, dass der Raum |G| auf G
zusammen mit allen Kanten-Enden immer kompakt ist.

Es wird weiter untersucht, wann der Raum G metrisierbar ist. Dabei muss
offenbar sichergestellt werden, dass G hausdorffsch ist. Dann zeigt sich:

Satz 2. FEs sei G ein zusammenhdngender Graph, der keine zwei dquivalente
Ecken enthdlt. Dann ist der Raum G genau dann metrisierbar, wenn G abzdihl-
bar ist.

Fiir dieses Resultat werden zwei alternative Beweise gegeben. Der erste nutzt
einen topologischen Satz von Urysohn. Interessanter ist jedoch der zweite Be-
weis. Hier wird deutlich, dass {¥'-treue Spannbiume in natiirlicher Weise eine
Metrik anzeigen, die auf G U Q'(G) gerade die Topologie ETOP induziert. Da-
bei stellt sich die Frage, fiir welche Graphen '-treue Spannbidume existieren.
Dieses Problem ist bereits in [9] geldst, aber fiir die hier interessierende Klasse
von Graphen kann ein einfacherer Beweis gegeben werden.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird der Quotientengraph G/, eines Gra-
phen G betrachtet. Er ist auf den Aquivalenzklassen des Ausgangsgraphen de-
finiert. Versieht man den Quotientengraphen zusammen mit seinen (Kanten-)
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Enden wieder mit ETOP, so erhiilt man den topologischen Raum |G/~ |. Uber-
raschenderweise kann dieser Raum auf natiirliche Weise wieder in den Aus-
gangsraum eingebettet werden:

Satz 3. Es existiert eine Einbettung ¢ von |G/~| in |G|.

Im dritten Kapitel geht es darum, wie sich die Topologie ETOP zu anderen
dhnlich definierten Topologien verhélt. Das Hauptaugenmerk ist dabei auf die
Beziehung zwischen den (Kanten-) Enden und den Freudenthal-Enden gerich-
tet. Letztere lassen sich definieren, wenn man den Graphen G als Punktmenge
V(G)U E(G) auffasst und darauf die Topologie ETOP betrachtet. Es zeigt sich,
dass hier eine natiirliche Bijektion zwischen den undominierten (Kanten-) En-
den und den Freudenthal-Enden von G existiert:

Satz 4. Es existiert eine Bijektion ¢ zwischen Q' (G) und den Freudenthal-
Enden von G.

Es kann ferner gezeigt werden, dass dann der Raum G zur Topologie FETOP auf
G zusammen mit seinen Freudenthal-Enden homomorph ist. Dabei ist FETOP
ganz dhnlich wie die bekannte Freudenthal-Topologie definiert.

Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels werden zunéchst einige einfache Aussagen
itber das Verhéltnis von Kanten-Enden und Ecken-Enden getroffen, um dann
die Topologie PTOP zu betrachten, die auf G zusammen mit seinen Ecken-Enden
definiert ist. Unter bestimmten Bedingungen kann hiervon zu einer Quotienten-
topologie iibergegangen werden, die einen zu G homéomorphen Raum erzeugt.

Im letzten Kapitel werden die homologischen Aspekte des Raumes |G| disku-
tiert. Fiir den Aufbau der grundlegenden Aussagen iiber den Zyklenraum spie-
len topologische Spannbidume eine sehr wichtige Rolle. Entscheidend ist hier die
Tatsache, dass sie immer existieren:

Satz 5. Es sei G ein zusammenhdngender Graph. Dann existiert ein topologi-
scher Spannbaum T von |G|.

Damit lasst sich bereits zeigen, dass die Elemente des Zyklenraums gerade dieje-
nigen Kantenmengen sind, die jeden endlichen Schnitt in einer geraden Anzahl
von Kanten treffen:

Satz 6. Es sei G ein zusammenhdngender Graph. Dann liegt eine Menge D C
E(G) genau dann im Zyklenraum C(G), wenn D jeden endlichen Schnitt in
einer geraden Anzahl von Kanten trifft.

Es ergibt sich ferner, dass die Fundamentalkreise eines topologischen Spann-
baums den Zyklenraum erzeugen. In der Diskussion der topologischen Spann-
biaume wird auch gezeigt, dass es immer einen topologischen Spannbaum gibt,
dessen Fundamentalkreise alle endlich sind. Zusammengenommen erhélt man
so:

Satz 7. Die Fundamentalkreise eines topologischen Spannbaums von |G| er-
zeugen den Zyklenraum C(G). Insbesondere erzeugen auch die endlichen Kreise
den Zyklenraum.
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Mit Hilfe eines im Rahmen des Existenzproblems fiir topologische Spannbiume
behandelten Lemmas ergibt sich schliefSlich auch, dass jedes Element des Zy-
klenraums eine disjunkte Vereinigung von Kreisen ist.

Satz 8. Sei G zusammenhingend. Jedes Element D € C(Q) ist eine disjunkte
Vereinigung von Kreisen C € C(G).

Insgesamt kann so THEOREM 1.1 auf nicht lokal-endlich Graphen iibertragen
werden.






Kapitel 2

Eigenschaften von ETOP

In diesem Kapitel sollen die grundlegenden topologischen Eigenschaften von
EToP untersucht werden.

Im ersten Abschnitt wird gezeigt, dass fiir zusammenhéngendes G der Raum
G, also ETOP auf G U Q/(G), immer kompakt ist.

Dann wird im zweiten Abschnitt die Frage der Metrisierbarkeit von ETOP be-
handelt. Es zeigt sich, dass der Raum G fiir einen zusammenhiingenden Graphen
G, der keine zwei dquivalente Ecken enthélt, genau dann metrisierbar ist, wenn
er abzahlbar ist. Fiir diese Aussage werden zwei alternative Beweise gegeben.
Der erste nutzt einen Satz von Urysohn und ist nicht konstruktiv. Der zweite
Beweis arbeitet mit ’-treuen Spannbidumen, die in natiirlicher Weise eine ge-
eignete Metrik induzieren. Es wird auch ein neuer Beweis dafiir gegeben, dass
diese Spannb&dume fiir die im Rahmen dieser Arbeit interessierende Klasse von
Graphen immer existieren.

Im dritten und letzten Teil wird der Quotientengraph G/. eines Graphen G
betrachtet. Die Aquivalenzklassen des Ausgangsgraphen bilden dabei die Ecken
des Quotientengraphen. Es kann hier gezeigt werden, dass ETOP auf dem Quo-
tientengraphen zusammen mit seinen Enden einen Raum |G/.| erzeugt, der
wieder in den Ausgangsraum |G| eingebettet werden kann. Dies kann es in ein-
zelnen Fillen ermoglichen, fiir den Quotientengraphen gewonnene Resultate auf
den Ausgangsgraphen zu iibertragen.

2.1 Kompaktheit

In diesem Abschnitt wird der Raum G betrachtet, d.h. ETop auf der Menge
G = V(G)UE(G) des Graphen zusammen mit seinen undominierten (Kanten-)
Enden '(G). Es soll gezeigt werden, dass der Raum G fiir zusammenhéngendes
G immer kompakt ist. Als Korrolar ergibt sich dann, dass in diesem Fall auch
der Raum |G| (also ETop auf G U Q(G)) immer kompakt ist.

Entscheidend dafiir, dass G auch dann kompakt sein kann, wenn G Ecken un-
endlichen Grades enthélt, ist die Tatsache, dass eine offene Menge O mit einer
Ecke v bereits fast alle Nachbarn von v enthilt (man betrachte dazu Abbildung
2.1).

Als Beispiel sei S ein (unterteilten) No-Stern mit Zentrum z und Bléttermenge
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N(v)

Abbildung 2.1: Die offene Menge O enthdlt fast alle Nachbarn von v.

U. Eine basis-offene Umgebung O = C(F, z) U E.(F, z) von z enthilt dann be-
reits fast alle z—U Wege aus S, da F' die Ecke z nur von endlich vielen Blattern
trennen kann. Der Rest S\ O ist dann als endliche Vereinigung kompakter
Wegstiicke kompakt. Also ist auch S kompakt.

In der Kompaktheit des Raumes G auch fiir einen Graphen G, der Ecken un-
endlichen Grades enthilt, liegt ein wesentlicher Unterschied zur Topologie TOP.
Denn enthélt G eine Ecke unendlichen Grades, so sieht man leicht, dass dann
der Raum |G|rop nicht kompakt sein kann.

Zusammen mit einigen anderen Aussagen sollen die speziellen Eigenschaften
von ETOP nun ausgenutzt werden, um den Kompaktheitsbeweis vorzubereiten.

Eine Kante triagt als Unterraum die Topologie des Einheitsintervalls [0, 1]. Da
das Einheitsintervall kompakt ist, gilt die

Bemerkung 2.1. Ist F C E(G) endlich, dann ist \JF C G kompakt.

Ist O eine in G basis-offene Menge, die eine Ecke enthilt, dann gibt es ein
endliches F C E(G) und eine Ecke v € G, so dass O = C/(F,v) gilt. Die
Komponente C(F,v) ist durch O eindeutig bestimmt und es sei Cp := C(F,v)
sowie Cp 1= C(F,v) UY(F,v). Die Komponente Cp ist dann der maximale in
O enthaltene Teilgraph von G. Liegt O im Innern einer Kante, dann sei formal
Co := 0 und Cp := 0.

Die maximalen in einer basis-offenen Menge O enthaltenen Teilgraphen Cp sind
dann leer oder Komponenten, die das Loschen von nur endlich vielen Kanten
hinterlésst. Das ergibt

Bemerkung 2.2. Ist O eine basisoffene Menge von G, dann gibt es hichstens
endlich viele Co-N(Cp) Kanten. Insbesondere ist N(Co) endlich.

Diese Bemerkung kénnen wir nun benutzen, um eine erste Aussage dariiber zu
treffen, wieviel von basis-offenen Mengen bereits iiberdeckt wird.
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Lemma 2.1. FEs sei H ein Teilgraph von G, F eine endliche Menge von basi-
soffenen Mengen, H C |JF. Dann gilt:

a) Bis auf hichstens endlich viele Kanten ist G [H] in | JF enthalten, d.h.
es gibt ein endliches F C E(G) mit (G[H|—-F) CJF.

Ist ferner noch Co C H fiir alle O € F erfiillt, so gilt auch:

b) Es gibt hichstens endlich viele H-N(H) Kanten. Insbesondere ist N (H)
endlich.

Beweis. Ist O € F eine basisoffene Menge, dann enthélt Cp bereits fast alle
Kanten von G[Cp]. Ist O’ € F eine weitere basis-offene Menge, dann gibt es
nach Bemerkung 2.2 hochstens endlich viele Cpo—Co Kanten in G, die nicht
bereits in einer dieser beiden Komponenten liegen. Zusammen mit der Endlich-
keit von F impliziert dies den ersten Teil der Behauptung.

Ist zusétzlich Co C H fiir alle O € F erfiillt, dann gilt

E(H,N(H)) C | E(Co,N(Co)).
OcF

Bemerkung 2.2 zusammen mit der Endlichkeit von F ergeben nun auch den

zweiten Teil der Behauptung.
O

Lemma 2.1 kann fiir ein weiteres Lemma benutzt werden, das uns sagt, dass sich
ein Graph durch Teilgraphen ausschopfen ldsst, die wir zu einer gegebenen basis-
offenen Uberdeckung von G so wihlen kénnen, dass jeder dieser Teilgraphen
endlich iiberdeckt ist. Zusétzlich schicken diese Teilgraphen nur endlich viele
Kanten in den Rest des Graphen. Genauer gilt ndmlich

Lemma 2.2. Sei G ein zusammenhdngender Graph mit Spannbaum T und
Wurzel r, F eine basisoffene Uberdeckung von G und

G;i = G[{v e V(G) | dp(r,v) <i}]

fiir i € Np.

Dann gibt es eine Folge Hy C Ho C ... von Teilgraphen mit H; O G;_1 und
eine Folge F1 C Fo C ... von endlichen Teilmengen von F mit H; C |JF; und
Co C H; fiir alle O € F;.

Beweis. Sei eine basis-offene Uberdeckung F von G gegeben zusammen mit ei-
nem Spannbaum 7' mit Wurzel r. Ferner seien die G; definiert wie oben. Die
Folgen der Teilgraphen H; und der endlichen Teilmengen F; C F mit den an-
gegebenen Eigenschaften lassen sich induktiv konstruieren.

Fiir den Induktionsanfang wihle man ein O € F mit r € O und setze H; := Cp
sowie F1 := {O}. Offenbar haben dann H; und F die entsprechenden Eigen-
schaften.

Seien jetzt die beiden Folgen fiir ein ein ¢ > 1 bereits konstruiert. Die Induktions-
annahme und Lemma 2.1 ergeben dann die beiden Aussagen:
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(1) E(H;, N(H;)) ist endlich. Insbesondere ist N(H;) endlich.
und
(2) U Fi entdlt G[H;] bis auf hochstens endlich viele Kanten.
Da endlich viele Kanten kompakt sind, folgt aus (1) und (2)
(3) Es gibt ein endliches 7 | C F, das G[H; U N(H;)] \ [J F; enthiilt.

Setzen wir nun Fii1 := F; U F;,; und

Hiyq = G[H UN U Co,

OeF;

dann haben wir die gesuchten Folgenglieder gefunden. Die gewiinschten Eigen-

schaften ergeben sich aus der Konstruktion zusammen mit der Induktionsan-
nahme.

O

Anwendung von Lemma 2.1 auf Lemma 2.2 ergibt das

Korrolar 2.1. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.2 gibt es eine Folge
Hy, C Hy C ... von Teilgraphen von G mit H; O G;—1 und eine Folge F1 C
Fo C ... von endlichen Teilmengen von F, so dass fir alle i € N gilt:

a) Bis auf héchstens endlich viele Kanten ist G [H;] in |JF; enthalten.

b) Es gibt hochstens endlich viele H;—N (H;) Kanten. Insbesondere ist N(H;)
endlich.

Es wird wichtig sein, unter bestimmten Bedingungen in einer absteigenden Folge
von Graphen einen Strahl zu finden. Dafiir ist das folgende Lemma hilfreich.

Lemma 2.3. Es sei Hy O Hy O ... eine unendliche Folge nicht-leerer zusam-
menhdingender Graphen mit (o Hi = 0.

Dann g¢ibt es einen Strahl R C Hl, so dass jedes H; einen Teilstrahl von R
enthdlt.

Beweis. Der gesuchte Strahl R kann induktiv konstruiert werden. Sei dazu v
eine beliebige Ecke in H;. Dann gibt es ein Hj,, das v nicht enthélt. Man wéhle
dann in H1 einen v—H; Weg P;. Sei w dessen letzte Ecke. Es gibt dann ein
H;, C Hj,, das w nlcht enthalt Es kann nun in Hj, ein w-H;, Weg P> gewihlt
werden. Dieser Weg vermeidet P; bis auf dessen letzte Ecke w. Auf diese Weise
fortfahrend findet sich der gesuchte Strahl.

O
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Noch ein einfaches Lemma:

Lemma 2.4. Ist R ein Strahl in G und F eine basis-offene Uberdeckung von
G, dann gibt es ein O € F, das einen Teilstrahl von R enthiilt.

Beweis. Ist der Strahl R nicht dominiert, so wihle man eine basis-offene Menge
O € F, die w(R) enthilt. Dann enthilt Cp einen Teilstrahl von R.
Wird R von einer Ecke v dominiert, so gibt es ein O € F, das v enthélt. Da v
nicht durch endlich viele Kanten von R getrennt werden kann, enthalt Co C O
einen Teilstrahl von R.

O

Anders als beim Loschen von Ecken hinterldsst das Loschen von nur endlich
vielen Kanten immer auch nur endlich viele Komponenten:

Bemerkung 2.3. Ist G zusammenhingend und F C E(G) endlich, dann
zerfallt G — F' in héchstens endlich viele Komponenten.

Nun kommen wir zum Ziel dieses Abschnittes, dem Kompaktheitsbeweis. Er
ist angelegt als Widerspruchsbeweis. Zunéchst soll G durch endlich iiberdeckte
Teilgraphen H; wie in Korrolar 2.1 ausgeschopft werden. Ferner soll im Rest eine
Folge von nicht endlich iiberdeckten Komponenten gefunden werden, die einen
Strahl enthalten. Mit Lemma 2.4 wird dann ein Widerspruch dazu hergeleitet,
dass alle diese Komponenten nicht endlich iiberdeckt waren.

Satz 2.1. Ist G zusammenhingend, dann ist G kompakt.

Beweis. Sei G ein zusammenhiingender Graph und F eine offene Uberdeckung
von G. Wir diirfen annehmen, dass die Elemente von F basis-offen sind.
Angenommen nun, F enthilt keine endliche Teiliiberdeckung. Es kénnen H;
und F; wie in Korrolar 2.1 gewéhlt werden. Es sei E; := E(H;, N(H;)) und C;
die Menge der C; = (E;,x) U (E;, z) fir ein € N(H;). Mit E; ist auch C;
endlich. Nicht alle C' € C; kénnen endlich iiberdeckt sein, da sonst offenbar auch
G endlich iiberdeckt wire, da H; endlich iiberdeckt ist.
Jedes Element aus C;11 ist in einem C' € C; enthalten. Ist also C; € C; nicht
endlich iiberdeckt, so muss es ein nicht endlich iiberdecktes C;11 € C;+1 mit
Ci+1 C C; geben, das ebenfalls nicht endlich tiberdeckt ist. Denn sonst wére C;
endlich iiberdeckt, da es in H;;1 zusammen mit den in C; enthaltenen C' € C;4
bis auf hochstens endlich viele H;y1—N(H;;+1) Kanten enthalten ist.
Wir finden so eine Kette C7 D Cy D ... von nicht-endlich iiberdeckten Mengen
C; € C;. Da H; wegen H; O G;_1 den Graphen ausschopft, ist der Schnitt iiber
die C; leer. Daher konnen wir Lemma 2.3 anwenden und erhalten einen Strahl
R, der in jedem Cj; einen Teilstrahl hat. Es gibt dann ein O € F, das einen
Teilstrahl von R enthilt (Lemma 2.4). Sei F' eine endliche Kantenmenge, so
dass Cp eine Komponente von G — F' ist. Man wéhle nun ¢ hinreichend grof, so
dass F' C G; gilt. Dann ist C; C CAZ'O C O im Widerspruch dazu, dass C; nicht
endlich iiberdeckt ist.

O
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Beachtet man, dass eine in |G| offene Menge O mit einer dominierenden Ecke v
auch das von v dominierte Ende w, enthilt, dann ergibt sich aus einem Vergleich
der basis-offenen Mengen von G und |G| unmittelbar:

Korrolar 2.2. Ist G zusammenhdingend, dann ist |G| kompakt.

2.2 Metrisierbarkeit

In diesem Abschnitt wird es um die Frage gehen, wann die Topologie ETOP
metrisierbar ist. Da metrisierbare Rdume hausdorffsch sind, stellt die Frage der
Metrisierbarkeit nur fiir hausdorffsche Ridume ein interessantes Problem dar.
Fordert man fiir den Graphen G, dass er keine zwei dquivalente Ecken enthélt,
und betrachtet man den Raum G, also EToP auf G U '(G), dann hat man es
mit einem hausdorffschen Raum zu tun. Deshalb wird es im Folgenden um den
Raum G gehen fiir einen Graphen G, der keine zwei iquivalente Ecken enthiilt.
Als Resultat erhilt man, dass der Raum G fiir einen zusammenhingenden Gra-
phen G, der keine zwei dquivalente Ecken enthilt, genau dann metrisierbar ist,
wenn G abzihlbar ist. Fiir diese Aussage werden zwei Beweise gegeben. Der er-
ste nutzt einen Metrisationssatz von Urysohn und ist dadurch nicht konstruktiv.
Im zweiten Beweis soll versucht werden, die Metrik explizit zu definieren. Dies
geschieht im Rekurs auf €'-treue Spannbidume, die in natiirlicher Weise eine
Definition der Metrik erlauben. Dadurch stellt sich die Frage ihrer Existenz.
Es wird gezeigt, dass man sie fiir Graphen, die keine zwei dquivalente Ecken
enthalten, relativ einfach konstruieren kann.! Die Existenzaussage fiir {)'-treue
Spannbdume wird auch fiir die spéatere Homologie-Diskussion sehr interessant
sein. Sie wird die Konstruktion topologischer Spannbdume fiir den Raum |G]|
(bei beliebigem G) erlauben, deren Fundamentalkreise alle endlich sind. Damit
kann dann gezeigt werden, dass die endlichen Kreise den Zyklenraum erzeugen
(vgl. den Abschnitt 4.6).

Erster Beweis

Die zentrale Rolle iibernimmt hier wie angekiindigt ein Satz von Urysohn (z.B.
in [11]:QUERENBURG 2001, S. 133):

Satz 2.2 (Urysohn). Ein kompakter Hausdorff-Raum ist genau dann metri-
sterbar, wenn er eine abzdhlbare Basis besitzt.

Dieser Metrisationssatz von Urysohn ist deshalb so interessant, weil fiir zusam-
menhéngendes G der Raum G nach Satz 2.1 immer kompakt ist. Er liefert so
ein Kriterium fiir die Frage, wann der Raum G metrisierbar ist, falls G keine
zwel dquivalente Ecken enthilt (und damit hausdorffsch ist).

Dass fiir {iberabzihlbares (und zusammenhéngendes) G der Raum G nicht me-
trisierbar ist, ldsst sich auch ohne den Satz von Urysohn einsehen:

1Es ist bereits bekannt, dass sie fiir diese Klasse von Graphen existieren. Diese Aussage
wird von THEOREM 4 in [9, p. 240] impliziert.
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Lemma 2.5. Ist ein zusammenhdngender Graph G iberabzdhlbar, dann ist der
Raum G nicht metrisierbar.

Beweis. Sei also G zusammenhéingend und iiberabzéhlbar. Man wende dann
auf U := V(G) und G das Strahl/Stern-Lemma an. Dies kann nur einen |U]-
Stern S mit Zentrum z ergeben. Dabei hat dann die Ecke z eine iiberabzéhlbare
Nachbarschaft in G. Wiire jetzt der Raum G metrisierbar, dann wiire die Nach-
barschaft
Ng(z) = U (Na(2) \ Ki/n(2))
neN

als abzéhlbare Vereinigung endlicher Mengen abzihlbar. Denn da jede offene
Umgebung von z fast alle Nachbarn von z enthélt, ist Ng(2) \ K/, (2) endlich
(dabei bezeichnent K. (x) die offene e-Kugel um x beziiglich der jeweiligen Me-
trik).

O

Es stellt sich jetzt noch die Frage, wann der Raum G eine abzihlbare Basis
besitzt. Hier gilt die folgende Aussage:

Lemma 2.6. Der Raum G hat genau dann eine abzihlbare Basis, wenn G
abzdihlbar ist.

Beweis. Hat G eine abzihlbare Basis, dann ist G offenbar abzihlbar. Sei daher
jetzt umgekehrt G abzdhlbar. Mit V(G) ist auch E(G) abzéhlbar. Betrachtet
man nun fiir eine Kante e € E(G) einen Hom6omorphismus 9. : (0,1) —
é, dann ist die Menge (. der Punkte p € é mit rationalem Urbild unter v
abzéhlbar. Insgesamt ist damit die Menge

Q= U Qe

e€E(G)

als abzihlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen wieder abzéhlbar.

Mit @ ist auch die Menge Q der endlichen Teilmengen von @) abzihlbar. Fiir
P € Q zerfillt dann |G'|\ P in eine Vereinigung von endlich vielen basis-offenen
Mengen. Sei Bp die Menge dieser basis-offenen Mengen und

B:: UBP

PeQ

Dann ist auch B als abzédhlbare Vereinigung endlicher Mengen abzihlbar. Da
sich fiir eine Kante e = zy € E(G) das offene Kantenstiick [z,v) C e als
Vereinigung von Kantenstiicken [x,p) mit p € Q. darstellen lisst (und analog
jede offene Teilmenge (w,v) C é Vereinigung von Mengen (¢, p) mit ¢,p € Q.
ist), ergibt sich aus der Definition von ETOP, dass B eine Basis des Raumes G
ist.

O

Abschlielend kann nun der eingangs genannte Satz gezeigt werden.
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Satz 2.3. Es sei G ein zusammenhdngender Graph, der keine zwei dquiva-
lente Ecken enthdlt. Dann ist der Raum G genau dann metrisierbar, wenn G
abzihlbar ist.

Beweis. Sei also G ein zusammenhéngender Graph, der keine zwei dquivalente
Ecken enthilt.
Ist jetzt der Raum G metrisierbar, dann ist G' nach Lemma 2.5 abzihlbar. Ist
umgekehrt G abziihlbar, dann besitzt der Raum G eine abziihlbare Basis (Lem-
ma 2.6). Ferner ist G hausdorffsch, da G keine zwei fiquivalenten Ecken enthélt
und nach Satz 2.1 auch kompakt aufgrund seines Zusammenhangs. Damit ist
er metrisierbar nach dem Satz von Urysohn (Satz 2.2).

O

Alternativer Beweis

Wie in diesem Abschnitt nachgewiesen werden soll, zeigen €'-treue Spannbidume
fiir abziihlbare Graphen eine Metrik an, die ETOP auf GUQ/(G) induziert. Das
Konzept eines {'-treuen Spannbaums lésst sich vor dem folgenden begrifflichen
Hintergrund entwickeln, der hier [9] entnommen ist.

Ist H C G ein Teilgraph von G, dann gibt es eine kanonische Projektion
n:QH) — QG) der (Kanten-) Enden von H auf die (Kanten-) Enden von
G. Dabei ist n durch die Bedingung eindeutig bestimmt, dass fiir jeden Strahl
R C H das Ende w(R) € Q(H) in das Ende n(w(R)) € Q(G) mit R € n(w(R))
iibergeht. Der Teilgraph H heifit Enden-erhaltend, wenn 7 injektiv ist. Fiir eine
Menge von Enden A C Q(G) heifit H A-treu, wenn H Enden-erhaltend ist und
n(Q(H)) = A gilt. Ein '-treuer Spannbaum 7" von G soll abkiirzend einen
Q/(G)-treuen Spannbaum bezeichnen.?

Offenbar sind die {¥-treuen Spannbiume von G gerade jene, die aus jedem un-
dominierten Ende genau einen normalen Strahl und keinen dominierten Strahl
enthalten. Solche Spannbédume lassen sich in Graphen, die keine zwei dquiva-
lente Ecken enthalten, auf einfache Weise durch ihre Fundamentalschnitte cha-
rakterisieren.Dazu eine Vorbemerkung, die sich sofort aus der Anwendung des
Strahl/Stern-Lemmas ergibt:

Bemerkung 2.4. Ist T ein Spannbaum von G und w € Q' (G) ein undominier-
tes Ende, dann enthdlt T einen normalen Strahl R € w.

Und nun zum eigentlichen Lemma, dessen Aussage es ist, dass die Q'-treuen
Spannbdume eines Graphen G, der keine zwei dquivalente Ecken enthilt, gerade
die Spannbdume von G sind, deren Fundamentalschnitte alle endlich sind.

2Diese Begriffe lassen sich auf analoge Weise natiirlich auch fiir Ecken-Enden definieren.
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Lemma 2.7. Es sei G ein Graph, in dem keine zwei Ecken dquivalent sind und
T ein Spannbaum von G. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) Die Fundamentalschnitte von T sind endlich.

(i) T enthdlt aus jedem undominierten Ende w € Q' (G) genau einen norma-
len Strahl, aber keinen dominierten Strahl.

Beweis. Sei also G ein Graph, in dem keine zwei Ecken dquivalent sind und 7'
ein Spannbaum von G.
Es werde zunéchst angenommen, dass die Fundamentalschnitte von T alle end-
lich sind. Ist R C T ein normaler Strahl, v € G eine Ecke und R’ C T ein
von R verschiedener normaler Strahl, dann gibt es jeweils eine Kante e € T,
so dass ein Teilstrahl von R und die Ecke v bzw. Teilstrahlen von R und R’ in
verschiedenen Komponenten von 7' — e liegen. Da der Fundamentalschnitt D,
endlich ist, zeigt dies, dass v den Strahl R nicht dominiert und dass R und R’
nicht dquivalent sind. Ferner enthélt T nach Bemerkung 2.4 aus jedem undo-
minierten Ende w € (@) einen normalen Strahl. Insgesamt ist damit gezeigt,
dass T" aus jedem undominierten Ende genau einen normalen Strahl, aber kei-
nen dominierten Strahl enthélt.
Nun gelte umgekehrt, dass T die zuletzt gezeigte Eigenschaft hat. Angenom-
men, es gibt dann eine Kante e = xy € T', so dass der Fundamentalschnitt D,
unendlich ist. Es seien T}, und T}, die beiden Komponenten von T' — e, die x
bzw. y enthalten. Ferner sei V (D, ) die Menge der mit Kanten aus D, inzidenten
Ecken v € V(G). Dann ist X := V(D.) NT, oder Y := V(D,) N T, unendlich.
Es kann angenommen werden, dass X unendlich ist. Man wende jetzt auf X
und 7, das Strahl/Stern-Lemma an. Ergibt es einen Rp-Stern S, mit Zentrum
Zz, dann sei U, C X die Menge der Bldtter von S,. Ergibt es einen Kamm
K, mit Riicken R,, dann sei U, C X die Menge der Zihne von K,. Es werde
jetzt die Nachbarschaft Y’ von U, in Y betrachtet. Ist sie endlich, so gibt es
eine Ecke y € Y’, die im Falle des Strahls S, mit der Ecke z, dquivalent ist (im
Widerspruch zur Annahme iiber GG) oder im Falle des Kamms K, den Strahl R,
dominiert (im Widerspruch zur Annahme iiber 7"). Also kann angenommen wer-
den, dass Y’ unendlich ist. Anwendung das Strahl/Stern-Lemmas auf Y/ und T},
ergibt jetzt entweder einen Ro-Stern S, mit Zentrum z, oder einen Kamm K,
mit einem Strahl R, als Riicken. Doch dann wiirde im Falle des Sterns .S, das
Zentrum z, mit z, dquivalent sein (falls der Stern S, in T}, existiert) oder den
Strahl R, dominieren (falls der Kamm K, in T, existiert). Dies wire entweder
ein Widerspruch zur Annahme iiber G oder zur Annahme iiber 7T'. Im Falle des
Kamms K, wiirde entweder eine Ecke (ndmlich z;) den Strahl R, dominieren
oder es gibe einen zur R, disjunkten dquivalenten Strahl (némlich R,) in T
Ersteres wére wieder ein Widerspruch dazu, dass T keinen dominierten Strahl
enthélt und letzteres impliziert unmittelbar die Existenz zweier verschiedener
in G dquivalenter normaler Strahlen in 7" mit Widerspruch. Also kann der Fun-
damentalschnitt D, nicht unendlich gewesen sein.

O
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Mit Hilfe dieser Charakterisierung kann nun gezeigt werden, dass die {'-treuen
Spannbdume fiir geeignetes G die Definition einer Metrik D auf der Menge
G U Q' (G) erlauben, die darauf gerade die Topologie ETOP induziert. Die Kon-
struktion der Metrik orientiert sich sehr an der von DIESTEL in [3] gewéhlten
Vorgehensweise. Dabei ist allerdings zu beachten, dass beispielsweise fiir eine
Ecke v unendlichen Grades die Nachbarn von v einen beliebig kleinen Abstand
zu v annehmen miissen, so dass jede Kugel-Umgebung von v fast alle Nachbarn
von v enthélt. Andernfalls wire eine solche Kugel-Umgebung nicht offen unter
ETopP. Dies ist daher durch eine zusétzliche Bedingung sicherzustellen.

Es wird zunéchst die Metrik des Spannbaumes T zusammen mit der Metrik,
die Kanten e als homdomorphe Bilde des Einheitsintervalls tragen, genutzt, um
durch geeignete Skalierung die Metrik zuniichst auf T U (G) zu definieren und
sie dann auf ganz G U Q/(G) fortzusetzen.

Satz 2.4. Es sei G ein zusammenhdngender und abzdhlbarer Graph, der keine
zwei dquivalenten Ecken enthdlt. Gibt es dann einen Q' -treuen Spannbaum T
von G, dann ist der Raum G metrisierbar.

Beweis. Es sei G ein zusammenhingender und abzéhlbarer Graph, der keine
zwei dquivalenten Ecken enthiilt. Es existiere jetzt ein {-treuer Spannbaum T
von G mit Wurzel r.

Wir beginnen damit, eine Metrik D auf G zu definieren. Mit dem n-ten Level
von T sei die Menge der Ecken v von T' bezeichnet mit dr(r,v) = n. Es soll
jetzt zunéchst jeder Ecke v € T eine Zahl z, aus der Menge {1,1/2,1/3,...}
zugeordnet werden. Es sei z, := 1. Zu einer Ecke w € T sei ay’,ay, ... eine (ggf.
endliche) Abzdhlung der Nachbarn von w in 7', die grofler sind als w in der
Baumordnung von 7' (eine solche existiert, da G abzdhlbar ist). Ist jetzt v € T
eine beliebige Ecke ungleich der Wurzel r, dann gibt es genau eine Ecke w € T,
die kleiner ist als v. Es gibt dann weiter ein n € N, so dass v = a,, ist. Man
setze nun z, := 1/n.

Ist e = wv € T eine Kante, so trigt e zundchst die Metrik des Einheitsintervalls
[0,1]. Liegt dabei w auf dem (n — 1)-ten und v auf dem n-ten Level von T, so
skalieren wir diese Metrik linear mit dem Faktor

Die so auf den Kanten von T definierte Metrik lésst sich zu einer Metrik auf
T U (G) erweitern. Dabei sei der Abstand zwischen zwei Ecken v, w die Sum-
me iiber die Lénge der Kanten des eindeutig bestimmten v—w Weges in T'. Der
Abstand zwischen einer Ecke v und einem Ende w € /(G) sei die Summe iiber
die Kantenldngen des eindeutig bestimmten Strahls R C T aus w, der v als
seine Anfangsecke hat. Und der Abstand zwischen zwei Enden w,w’ € Q/(QG)
sei die Summe iiber die Kantenléingen des eindeutig bestimmten Doppelstrahls
RUR C T mit R € wund R € ' (Die so definierten Summen existieren,
da die Summe iiber die Kanten eines normalen Strahls durch ) 2, 1/2" =

beschrankt ist; insbesondere ist dadurch die Summe iiber die Kantenléngen ei-
nes Doppelstrahls durch 2 beschrinkt). Fiir innere Punkte einer Kante e € T
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werden bei der Definition der Abstdnde diese Wege oder Strahlen noch um halb-
offene Kantenstiicke verliangert und der Abstand als Summe iiber die durchlau-
fenen Kanten(stiicke) gesetzt.

Eine Kante e = zy aus G \ T wird linear auf die Linge des bereits definierten
Abstandes zwischen den Ecken x und y skaliert. Ist p ein innerer Punkt von
e =z122 und z € T U Q/(G), dann sei der Abstand von p zu z gerade das Mi-
nimum der beiden Summen D(z,x;) + D(x;,p), wobei D die bereits definierte
Metrik bezeichnet. Ist p’ innerer Punkt einer weiteren Kante e = y;ys auflerhalb
von T, dann sei der Abstand von p zu p’ in analoger Weise das Minimum der
vier Summen D(p, x;) + D(x;i,y;) + D(y;,p').

Dass so eine Metrik auf G definiert wird, priift man leicht nach.

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass die so definierte Metrik auf G gerade
die Topologie ETOP induziert. Es wird damit begonnen zu zeigen, dass offene
Kugel-Umgebungen K.(x) (¢ > 0) um ein Element z € G auch unter ETOP
offen sind. Dafiir reicht es zu zeigen, dass es eine unter ETOP offen Umgebung
O C K.(z) von x gibt. Liegt dabei z im Innern einer Kante, so ist diese Aussage
klar.

Sei daher jetzt z eine Ecke. Mit N7 () bezeichnen wir die Nachbarn v von z in
T mit v > 2. Nach Konstruktion der Metrik gibt es dann ein U C N7 (), das
fast alle Nachbarn von z in T" enthélt, so dass die Kugel K. (z) den Untergraphen

H = G Lu) U {a}

uelU

zusammen mit den darin lebenden (undominierten) Enden enthélt. Dies liegt
daran, dass der Faktor 1/2" die Lénge von Strahlen durch 2 beschrinkt und der
zusitzliche Faktor dafiir sorgt, dass zu einem gegebenen n fast alle von einer
Ecke nach oben gehenden Strahlen eine Lénge kleiner als 1/n erhalten.

Es reicht jetzt zu zeigen, dass die Menge F' der H-N(H) Kanten endlich ist.
Dann wiirde F' eine unter ETOP basis-offene Umgebung O C K. (z) induzieren.
Seien dazu ey, ..., ey die endlich vielen xz—y Kanten mit y € Np(z) \ U. Dann
ist aber F' in der endlichen Vereinigung Ule D., der Fundamentalschnitte D,
enthalten. Und da diese nach Lemma 2.7 endlich sind, muss auch F' endlich
sein.

Ist jetzt noch z ein undominiertes Ende, dann enthélt K. (x) nach Konstruktion
der Metrik einen Strahl R C T aus dem Ende x. Ist dann v eine Ecke auf R,
dann enthilt die Kugel K (z) ein H wie eben, fiir das R C H erreicht werden
kann. Die endliche Kantenmenge F' der H-N(H) Kanten induziert dann eine
unter ETOP basis-offene Umgebung O C K. (x) von dem Ende z.

Es ist nun noch zu zeigen, dass unter ETOP offene Mengen O C G auch in
der von der Metrik D auf G U /(G) induzierten Topologie offen sind. Liegt
dabei O im Innern einer Kante, so ist dies sofort klar. Andernfalls konnen wir
annehmen, dass O basis-offen ist und so von einer endlichen Kantenmenge F
induziert wird. Ist dann = € O ein Element, dann sei ¢ der minimale Abstand
von x zu einem Element aus der endlichen Menge V (F') der mit Kanten aus F'
inzidenten Ecken. Nach Konstruktion der Metrik folgt dann K .(z) C O.
Insgesamt ist damit gezeigt, dass der Raum G durch D metrisiert wird.
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Um das Resultat von Satz 2.3 zu erhalten, miisste man jetzt noch wissen, dass
fiir einen abzéhlbaren und zusammenhéngenden Graphen G, der keine zwei
#quivalente Ecken enthiilt, immer ein ()'-treuer Spannbaum existiert. Dies wird
von THEOREM 4 in [9] impliziert. Fiir den hier interessierenden Fall lasst sich
ein einfacherer Beweis geben, der auch aufgrund der besonderen Rolle, die diese
Bédume in der Homologie-Diskussion spielen, an dieser Stelle vorgestellt werden
soll. Es wird versucht, die Charakterisierung durch Lemma 2.7 auszunutzen
und einen entsprechenden Spannbaum mit endlichen Fundamentallschnitten zu
konstruieren.

Ist F C E(G) und T' C G ein Baum, dann heile F' T-konform, wenn fiir jede
Komponente C' von G — F' der Schnitt C' N'T leer oder zusammenhéngend ist.
Interessant ist dabei das folgende Lemma.

Lemma 2.8. Sei FF C E(G) und T C G ein Baum. Ist die Menge F T-konform
und e eine Kante in FNT, dann liegt der Fundamentalschnitt F, in F.

Beweis. Es sei ' T-konform und e eine Kante in F'NT. Angenommen, es gibt
eine Kante ¢/ = xy € F,, die nicht in F ist. Dann ist e # €. Ferner seien T, und
T, die beiden Komponenten von 7' — e, die x bzw. y enthalten. Wegen ¢’ ¢ F
gibt es dann eine Komponente C von G — F, die €’ enthélt. Dann ist TN C aber
nicht zusammenhéngend, da der eindeutig bestimmte x—y Weg in T' die Kante
e € F trifft. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass die Menge F' T-konform
ist.

O

Lemma 2.8 besitzt ein wichtiges Korrolar.

Korrolar 2.3. Es sei T ein Spannbaum von G. Gibt es zu jeder Kante e € E(T)
eine endliche T-konforme Kantenmenge F' C E(G), die e enthdlt, dann sind
alle Fundamentalschnitte von T endlich.

Ein -treuer Spannbaum kann jetzt fiir die in dem Kontext dieser Arbeit
interesierende Klasse von Graphen induktiv konstruiert werden. Die Grundidee
der Konstruktion ist es dabei, fiir eine konstruierte Kante e = xy einen geeig-
neten endlichen z—y Kantentrenner F' C E(G) zu finden und bei der weiteren
Konstruktion sicherzustellen, dass der Fundamentalschnitt F; in F' liegt. Dies
ldsst sich gut mit dem Konzept einer T-konformen Kantenmenge formulieren.

Satz 2.5. Es sei G ein zusammenhdingender und abzihlbarer Graph, der keine
zwei verschiedene dquivalente Ecken enthdlt. Dann existiert ein Spannbaum T
von G, dessen Fundamentalschnitte alle endlich sind.

Beweis. Sei also G ein zusammenhéngender und abzahlbarer Graph. Man wéhle
dann eine Abzdhlung v, ve,... von V(G). Es sollen aufsteigende Folgen von
Béumen 77 C T3 C ... und endlichen Kantenmengen F; C F, C ... C E(G)
mit den folgenden Eigenschaften (fiir alle i € N) gleichzeitig konstruiert werden:
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(i) v; € T;.
(ii) Jede Komponente von G — F; enthélt genau eine Ecke v € T;.
(iii) Fir k < ¢ ist die Menge Fj, T;-konform.

Man setze T} := v; und Fj := ). Dann sind offenbar die Bedingungen (i) bis
(iii) erfiillt. Die Bedingung (ii) ergibt sich dabei aus dem Zusammenhang von
G.
Es seien Baume 77 C 175 C ... C T; und endliche Kantenmengen F; C F, C
... € F; mit den Eigenschaften (i) bis (iii) bereits konstruiert. Man kann an-
nehmen, dass v;11 nicht in 7; liegt (ansonsten setze man T;y; := T;). Es gibt
dann eine Komponente C' von G — Fj, die v; 41 enthélt. Wegen (ii) gibt es eine
eindeutig bestimmte Ecke v € T; in C. Sei dann P = x7 - - - xp, ein v—v;+1 Weg in
C'. Es werde jetzt T;y1 := T; U P gesetzt. Dann ist offenbar (i) fiir 7;41 erfiillt.
Man wihle weiter ein minimales F},; C E(C), so dass alle Ecken von P in
verschiedenen Komponenten von C' — F;_; liegen und setze Fj := F; U I},
(ein solches F}_ ; ist endlich, da in G keine zwei Ecken dquivalent sind). Die In-
duktionsannahme ergibt dann, dass auch (ii) fir F;;; efiillt ist. Wegen P C C
folgt die Eigenschaft (iii) ebenso aus der Induktionsannahme. Damit sind die
gewlinschten Folgen konstruiert.
Seien jetzt Ty C T, C ... und F; C F, C ... C E(G) zwei solche Folgen und
T := U;en Ti- Der Baum T ist dann wegen (i) ein Spannbaum von G. Ist jetzt
e € T eine Kante, dann gibt es ein 7T;, das e enthéalt. Dann ist F; eine endliche
Kantenmenge, die wegen (ii) die Kante e enthilt.
Ferner ist F; T-konform. Ansonsten gibe es eine Komponente C' von G — Fj,
so dass T'N C nicht zusammenhéngend wire. Sind dann x und y zwei Ecken in
verschiedenen Komponenten von 7' N C, dann gibt es ein 7T mit x,y € T} und
j > . Doch F; wire dann nicht Tj-konform im Widerspruch zu (iii).
Das Korrolar 2.3 impliziert nun die Behauptung, dass alle Fundamentalschnitte
von T' endlich sind.

O

Insgesamt wird mit den jetzt bereitgestellten Aussagen der Satz 2.3 unabhéingig
vom Satz von Urysohn impliziert (man beachte, dass Lemma 2.5 die eine Rich-
tung bereits unabhingig von Urysohn zeigte).

Satz 2.5 hat ein fiir die spétere Homologie-Diskussion noch ein sehr wichtiges
Korrolar.3

Korrolar 2.4. Es sei G ein zusammenhdingender Graph beliebiger Kardina-
litdt, der keine zwei verschiedene dquivalente Ecken enthdlt. Dann existiert ein
Spannbaum T von G, dessen Fundamentalschnitte alle endlich sind.

Beweis. Es sei G ein zusammenhéngender Graph, der keine zwei dquivalente
Ecken enthélt. Die maximalen 2-zusammenhéngenden Teilgraphen H von G

3Eine Beweisskizze fiir diese Aussage erhielt der Autor von seinem Betreuer Prof. Dr. R.
Diestel.
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sind abz#hlbar. Denn gébe es einen iiberabzéhlbaren 2-zusammenhingenden
Teilgraphen H, so findet man darin mit dem Strahl/Stern-Lemma zuniichst ei-
ne Ecke v iiberabzéhlbaren Grades. Der Graph H — v wire dann immer noch
zusammenhéngend und erneutes Anwenden des Strahl/Stern-Lemmas auf H —v
und die iiberabzéhlbare Nachbarschaft N (v) ergdbe wieder einen Stern, des-
sen Zentrum mit v dquivalent wire im Widerspruch dazu, dass G keine zwei
dquivalente Ecken enthélt.
Daher findet sich fiir die Blocke von G nach Satz 2.5 ein Spannbaum Ty, des-
sen Fundamentalschnitte alle endlich sind. Da der Blockgraph eines Graphen
ein Baum ist, wird die Vereinigung 7' dieser Ty zusammen mit den Briicken
von G zu einem Spannbaum von G. Und die Fundamentalschnitte von T sind
dann endlich: Liegt eine Kante e aus T in einem der Ty, dann ist der Funda-
mentalschnitt D, beziiglich T' gleich dem entsprechenden Fundamentalschnitt
beziiglich T; ansonsten besteht er lediglich aus der Kante e.

O

2.3 Der Quotientengraph

In manchen Féllen ist es hilfreich, in einem Graphen arbeiten zu konnen,
der keine zwei dquivalente Ecken enthélt. In diesem Abschnitt soll daher der
Quotientengraph G/ vorgestellt werden, dessen Ecken gerade die Aquivalenz-
klassen des Ausgangsgraphen bilden. Den Quotientengraphen kann man zusam-
men mit seinen (Kanten-) Enden wieder mit der Topologie ETOP versehen und
erhiilt so den Raum |G/ |. Interessanterweise ldsst sich der Raum |G/ .| wieder
in |G| einbetten, was im Folgenden aufgezeigt werden soll. Dazu wird zunéchst
untersucht, wie sich die Enden des Quotientengraphen zu den Enden des Aus-
gangsgraphen verhalten. Es wird sich zeigen, dass hier eine natiirliche Injektion
he : QG/~) — Q(G) existiert. Anschliefend wird die Funktion hg zu einer
Funktion ¢¢g : |G/~| — |G| fortgesetzt und gezeigt, dass sie eine Einbettung
des Raumes |G/~ | in den Ausgangsraum |G| definiert. 4

Die Existenz einer solchen Einbettung kann es in bestimmten Féllen ermog-
lichen, fiir den Quotientenraum gewonnene Resultate auf den Ausgangsgraphen
zu {ibertragen. Beispielsweise wird sich zeigen, dass sich topologische Spann-
baume auf diese Weise vom Quotientengraphen in den Ausgangsgraphen iibert-
ragen lassen (siehe Abschnitt 4.5).

Es wird damit begonnen, den Quotientengraphen G/. eines Graphens G zu
definieren. Die Aquivalenzklassen o C V(G) bilden die neuen Ecken von G/
und es ist 0w genau dann eine Kante von G/, wenn es eine o—w Kante in G
gibt (und ¥ von @ verschieden ist). Etwas formaler:

“Dabei heiBt eine Abbildung f : X — Y eine FEinbettung von X in Y, wenn f ein
Homgomorphismus von X auf f(X) ist.
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V(G/<) ={0 CV(G) |veV(G)} und

E(G/.) :=={tw € V(G/)? | o # wund Jvg € 0, wp € W : vowy € E(G)}.5

Es folgen noch zwei Definitionen: Ist U C V(G) eine Menge von Ecken, dann
sei U/w := {0 € V(G/.) | v € U} die Menge der Aquivalenzklassen von
Elementen aus U. Und ist F' C E(G) eine Menge von Kanten, dann sei F/. :=
{vw € E(G/.) | vw € F}.

Seine Bedeutung erhélt der Quotiententengraph nun wie angekiindigt durch die
Aussage, dass er keine zwei dquivalente Ecken enthilt:

Lemma 2.9. In G/~ sind je zwei verschiedene Ecken indquivalent.

Beweis. Es seien v,w € V(G/~.) zwei verschiedene Ecken des Quotienten-
graphen und vy € v sowie wy € w zwei Ecken im Ausgangsgraphen G, die
jene Ecken repréasentieren. Da v und w verschieden sind, gibt es einen endlichen
Kantentrenner F' C FE(G), der vg von wy in G trennt. Offenbar ist dann F'/.
ebenfalls endlich. Wir wiren also fertig, wenn gezeigt werden koénnte, dass F'/ ..
die Ecken v und w voneinander trennt.
Angenommen also, es gibt einen v—w Weg P = z129--- 2, in (G/~ — F/~) mit
v =21 und w = x,,.
Da F' endlich ist, enthélt jede Komponente C' von G — F' mit einer Ecke z
bereits jede Ecke aus z. Ist jetzt C' diejenige Komponente von G — F, die vg
enthélt, dann folgt zundchst ¥g = 21 C C. Nun enthélt F keine x;—x;+1 Kanten
(fiir 1 <1 < n), denn sonst wére z;x,41 € F/~.. Also folgt auch o9 C C und
induktiv z, C C, was wegen wy € z, = w der Tatsache widerspricht, dass F
die Ecken vy und wg voneinander trennt.

O

Wir kénnen also von G zu seinem Quotientengraphen iibergehen, wenn wir in
einem Graphen arbeiten wollen, der keine zwei dquivalenten Ecken mehr enthélt
(als Beispiel betrachte man Abbildung 2.2).

Es soll jetzt damit begonnen werden, die Enden des Quotientengraphen den
Enden des Ausgangsgraphen zuzuordnen.

Ist R ein Strahl im Quotientengraphen G /. und R* ein Strahl in G, dann hei-
Ben R und R* verwandt, wenn RN (R*/.) unendlich ist. Hinter diesem Konzept
steht die Idee, die Strahlen in G zu identifizieren, aus denen bei der Quotienten-
bildung die Strahlen im Quotientengraphen entstehen. Interessanterweise gibt
es zu jedem Strahl im Quotientengraphen einen verwandten Strahl im Aus-
gangsgraphen:

5Zu einer Menge A bezeichnet A™ die Menge der n-elementigen Teilmengen von A.
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Abbildung 2.2: Der Quotientengraph des Graphen aus Abbildung 1.3. Die Ecke
v identifiziert dabei die dquivalenten Ecken des Ausgangsgraphen.

Lemma 2.10. Ist R ein Strahl im Quotientengraphen G/.~., dann gibt es einen
mit R verwandten Strahl R* = x1x9--- in G.

Beweis. Es kann induktiv eine Folge von Wegen P; C P, C ... in G mit den
folgenden Eigenschaften definiert werden:

(i) YieN: |[(B/)NR|>i.

(ii) Vi € N: Ist x die Endecke von P;, dann ist £ € R und es ist keine weitere
FEcke auf P; zu x dquivalent und es gibt keine Ecke y € P; mit § > & in
der Baumordnung von R.

Die Eigenschaft (i) sichert dann, dass der Strahl R* := [J;2, P; mit R verwandt
ist.
Sei nun R = y1y2--- ein Strahl im Quotientengraphen G/.. Ist 1 € y; eine
Ecke aus G, die y; représentiert, dann sei P; := z1. Offenbar erfiillt P; die
Eigenschaften (i) und (ii).
Seien jetzt die Wege Py C ... C P; mit (i) und (ii) bereits definiert und x die
Endecke von P;. Wegen (ii) gibt es dann ein j € N mit & = y;. Es sei e = vw
eine y;—y;j4+1 Kante in G. Da nach (ii) keine von z verschiedene Ecke auf P; zu x
dquivalent ist, gibt es ein endliches F' C E(G), das = von allen Ecken aus P; \ x
abtrennt.
In G — F kann jetzt ein x—v Weg P gewéhlt werden, denn x und v liegen in
derselben Aquivalenzklasse y;. Ist keine Ecke aus P in einem y; mit k& > j
enthalten, dann sei

P ::PiUPU{w}.
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Ansonsten sei z die erste Ecke auf P mit z € y; und k£ > j. Dann sei
Piy1:=P,UPz.

Da P in G — F verliduft, trifft P den Weg P; nur in dessen letzter Ecke x und
die Eigenschaft (ii) sichert, dass w nicht auf P; liegt. Also ist P11 wieder ein
Weg.
Aus der Induktionsannahme zusammen mit der Konstruktion von P;y; ergibt
sich, dass P;+1 wieder die Eigenschaften (i) und (ii) erfiillt. Damit ist alles
gezeigt.

O

Soll das Ende eines Strahles R im Quotientengraphen dem Ende eines mit
R verwandten Strahles R* im Ausgangsgraphen zugeordnet werden, so ist zu
kldren, ob eine solche Abbildung wohldefiniert ist. Diese Frage wird mit dem
folgenden Lemma positiv beantwortet.

Lemma 2.11. Sind Ry und Ry (kanten-) dquivalente Strahlen im Quotienten-
graphen G/, die mit den Strahlen R} bzw. RS in G verwandt sind, dann sind
auch R} und R3 (kanten-) dquivalent.

Beweis. Es seien R; und Ry dquivalente Strahlen im Quotientengraphen G/,
die mit den Strahlen R} bzw. Rj verwandt sind. Ferner sei F' C E(G) eine be-
liebige endliche Kantenmenge aus G und C sowie Cy diejenigen Komponenten
von G — F, die Teilstrahlen von R} bzw. Rj enthalten. Da diese Teilstrahlen
dann ebenfalls mit Ry bzw. Ry verwandt sind, kann R} C C7 und R5 C Cy
angenommen werden.
Da R; und Ry dquivalent sind, liegen Teilstrahlen R} und R, in derselben Kom-
ponente C von (G/~ —F/~) (denn mit F' ist auch F'/. endlich). Und da R; mit
1 verwandt ist, gibt es eine Ecke ;1 auf R}, so dass deren Aquivalenzklasse &
auf dem Teilstrahl R} liegt. Genauso finden wir eine Ecke zo € R} mit 3 € R).
Sei nun P ein T1—-Z2 Weg in C'. Genauso wie im Beweis von Lemma 2.10 zeigt
man jetzt, dass dann z; und xo in derselben Komponente von G — F' liegen,
woraus C7 = C und damit die Aquivalenz von R} und R} folgt.
O

Damit kann jetzt eine Abbildung
he : QG/~) — QG)

definiert werden. Zu w(R) € Q(G/~) gibt es nach Lemma 2.10 einen mit R
verwandten Strahl R* in G. Es werde hg(w(R)) := w(R*) gesetzt. Nach Lemma
2.11 ist diese Abbildung wohldefiniert.

Zum Nachweis der Injektivitdt dieser Abbildung bedarf es noch eines Lemmas.
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Lemma 2.12. Ist e = &y eine Kante im Quotientengraphen G/, dann ist die
Menge F, der z—y Kanten in G endlich.

Beweis. Sei e = 7y eine Kante im Quotientengraphen G/ und F. die Menge
der z—y Kanten in G. Ferner wéihle man ein zg € Z und ein yg9 € 3. Nach
Konstruktion des Quotientengraphen ist & von ¢ verschieden und also z nicht
dquivalent mit yg.
Angenommen nun, die Menge F, wire unendlich. Es kann gezeigt werden, dass
dann z¢ dquivalent mit yo sein miisste. Sei dazu F° C E(G) eine beliebige
endliche Kantenmenge. Es gibt dann eine Kante ¢/ = z1y; in F, \ F mit 21 € &
und y; € §. Da xg mit 21 dquivalent ist und yo mit y;, folgt dann, dass zg in
derselben Komponente von G — F wie yg liegt.

O

Damit kann jetzt die Injektivitdt von hg gezeigt werden.

Lemma 2.13. h¢g ist injektiv.

Beweis. Es seien R und Rs zwei indquivalente Strahlen im Quotientengraphen
G/~ und Rj sowie Rj zwei mit Ry bzw. Ry verwandte Strahlen im Ausgangs-
graphen G. Es ist zu zeigen, dass dann auch R} und R5 indquivalent sind.
Sei dazu F' C E(G/.) ein endlicher Kantentrenner von Ry und Rs. Zu e =
2y € F’' ist nach Lemma 2.12 die Menge F,. der -y Kanten in G endlich. Damit
ist die Kantenmenge

F:=|]JF

ecF’

als endliche Vereinigung endlicher Mengen ebenfalls endlich.
Es soll nun gezeigt werden, dass F' die Strahlen R} und R3 voneinander trennt.
Angenommen nicht, dann liegen Teilstrahlen von R} und Rj in derselben Kom-
ponente C' von G — F'. Es kann auf einem solchen Teilstrahl von R} eine Ecke
x1 gewihlt werden, so dass 7 auf einem Teilstrahl von Ry in G/ — F’ liegt,
da die Strahlen Ry und R] verwandt sind. Es sei z2 eine analog gewéhlte Ecke
auf R3.
Es gibt einen z1—12 Weg P = y1 -y, in C mit y; = =1 und y, = x2. Da
die Kanten y;yi+1 (1 <i < n) von P nicht in F' liegen, miissen ¢; und ;41 in
derselben Komponente von G/~ — F’ liegen. Denn falls iiberhaupt ¢; von ;41
verschieden ist, dann liegt die Kante §;¢;+1 nicht in F’ nach Konstruktion von
F.
Induktiv folgt so, dass 1 = 1 in derselben Komponente von G/ — F' liegen
miisste wie Zs = ¥, was der Annahme widersprechen wiirde, dass F’ die Strah-
len Ry und Ry voneinander trennt.

O

Es soll nun die Funktion hg zu einer Abbildung von ganz |G/~ | nach |G| fort-
gesetzt werden. Dabei wird eine Aquivalenzklasse & € V(G/.) auf einen Re-
prisentanten xg € & geschickt und das Innere einer Kante e = Zy auf das Innere
einer 7—y Kante e* in G. Die Tatsache, dass dquivalente Ecken genau dieselben
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Umgebungen haben, ldsst hoffen, dass eine so definierte Abbildung stetig ist.
Formal préziese kann die gesuchte Abbildung wie folgt definiert werden. Es sei
fv eine Funktion, die jeder Ecke v € V(G/.) des Quotientengraphen einen
Représentanten vg € v zuordnet. Weiter sei * eine Funktion, die jeder Kante
e = Iy € E(G/~) des Quotientengraphen eine -y Kante e¢* € E(G) zuordnet.
Dazu sei ein Homoéomorphismus

Yex 1 € — € mit Y (T) € T
fest gewahlt. Jetzt konnen wir setzen:

fv(z) fir zeV(G/)
D(py, »(@) == Yer(x) flir zeé
ha(z) fir ze€Q(G/-)

Hier lassen wir die Funktion ¢, ,) von fy und x abhéingen. Dies zeigt an, dass
bei der gesuchten Einbettung von |G/.| in |G| eine Wahlmoglichkeit besteht.
Diese Wahlmoglichkeit wird an anderer Stelle noch einmal ausgenutzt werden
(im Abschnitt 4.2 iiber die Existenz topologischer Spannb#ume).

Ansonsten kann aber auf den Index verzichtet und kurz ¢ oder ¢ geschrieben
werden, letzteres dann, wenn der jeweilige Graph spezifiziert werden soll.
Jetzt kann die Hauptaussage dieses Abschnittes bewiesen werden.

Satz 2.6. Es ist
¢ |G/ ~| — imeg C |G|

ein Homdéomorphismus.

Beweis. Aus der Konstruktion von ¢ und der Injektivitit von hg folgt sofort:
(1) ¢ ist injektiv,

d.h. ¢ : |G/~| — im¢ ist bijektiv. Es soll zuéichst gezeigt werden, dass ¢ stetig
ist.

Sei dazu O C |G| offen. Es darf angenommen werden, dass O basis-offen ist.
Ebenfalls kann angenommen werden, dass O mindestens eine FEcke enthilt.
Denn sonst ist O im Innern einer Kante enthalten und das Urbild unter ¢
ist entweder leer oder gleich einem ' (O) (fiir ein e € E(G/~)) und damit
offen.

Sei F' C E(G) eine endliche Kantenmenge, die Cp induziert. Um zu einem
geeigneten Trenner im Quotientengraphen iiberzugehen, betrachten wir jetzt
die Menge F aller Kanten aus dem Quotientengraphen, die in den Trenner F
abgebildet werden:

Fi={e€E(G/.)|eC ¢ (F)}.

Es soll jetzt zunéchst gezeigt werden, dass das Urbild von 50 unter ¢ als Ver-
einigung von Komponenten von G/. — F (zusammen mit den darin lebenden
Enden) dargestellt werden kann, ndmlich

(2) 9 (Co)= |J C(Fv).

veV(Co)
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Dabei ist C(F, %) := C(F, %) UQ(F,?). Der Kiirze halber sei

C:= U C(F, o

veV(Co)
Es soll zunéchst die Inklusion “C* von (2) gezeigt werden.

(a) Ist © € ¢~ 1(Cp) cine Ecke, dann gibt es ein vy € § N Cp und damit ist
o e C(F,v) CC.

(b) Liegt = € ¢~ (C'O) im Innern einer Kante e = 9, dann ist & € Cp (und
ebenso w C Co) also ¥ € C. Da offenbar e ¢ F gilt, folgt weiter x € C.

(c) Ist w € ¢~1(Cp) ein Ende, dann gibt es einen Strahl R € w und einen mit
R verwandten Strahl R* C Cp. Ist R’ ein Teilstrahl von R in (G).—F),
dann gibt es ein v € R* mit o € R'. Also ist R’ C C(F, ) C C und damit
weC.

Insgesamt ist damit die Inklusion “C*“ gezeigt.
Jetzt zur konversen Inklusion:

(a) Istw € C(F 7) eine Ecke, v € V(Cp), dann sei P = x4 - - - 2, ein -1 Weg
in C := C(F,?). Da die ;-2;4+1 Kanten (1 < i < n) unter ¢ nicht in F
abgebildet werden (und mit einer Ecke immer ihre ganze Aquivalenzklasse

in einer Komponente eines endlichen Kantentrenners liegt), folgt ¢(w) €
Co.

(b) Liegt # € C(F,#) im Innern einer Kante e = yz, v € V(C’O) dann
sind nach (a) ¢(y) und ¢(z) in Co, also auch y C Co und z C Cp. Da

o(z) & |JF ist, folgt so ¢(z) € ¢(e) C Co.

(c) Ist w € C(F,%) ein Ende, v € V(Cp), dann gibt es einen Strahl R C
C(F,?) aus w und dazu einen mit R verwandten Strahl R* in G. Durch
Ubergang zu einem Teilstrahl kénnen wir R* C G — F annehmen. Es gibt
eine Ecke z € R mit ¢(z) € R*. Nach (a) ist ¢(z) € Co und damit auch
R* C Cp, also ¢(w) € Co.

Damit ist auch die Inklusion “2* gezeigt, insgesamt also (2) etabliert.
Ist jetzt A die Vereinigung aller halb-offenen Kantenstiicke [v,w) C O mit
v € Cp, dann ist wegen (2)

¢71(0) = (AU (Co) = (A Us(C).

Um zu zeigen, dass der letzte Term offen im Quotientengraphen G/, ist, sei
[v,w) ein solches Kantenstiick. Dann gibt es offenbar eine Kante ¢/ € F mit
e D [v,w). Ist $~1(e’) nicht leer, dann gibt es eine Kante e € E(G/.) im
Quotientengraphen, so dass e/ = e* ist. Es ist dann ¢~ ([v,w)) = ¥ ([v, w))
(man beachte, dass wegen 1.'(v) = & nach Wahl von 1.« auch tatséichlich
Yot (v) = 671 (v) ist).

Also gibt es ein halb-offenes Kantenstiick [v/,w’) C e mit v € C wegen (2).
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Offenbar ist auch e € F. Damit ist insgesamt ¢~ (A) die Vereinigung von halb-
offenen Kantenstiicken [v/,w’) mit v € C und [v/,w’) C e fiir ein e € F. N
Ist umgekehrt [v/,w’) ein solches Kantenstiick, dann ist nach Definition von F
offenbar auch ¢([v/,w')) C A.

Somit ist ¢~1(O) als Vereinigung basis-offener Mengen offen im Quotienten-
graphen, d.h. wir haben

(3) ¢ ist stetig.

Sei jetzt O C |G/~| offen im Quotientengraphen. Es ist noch zu zeigen, dass
dann gilt:

(4) ¢(0O) ist offen im Bild ime.

Wir kénnen wieder annehmen, dass O basis-offen ist. Liegt dann O im Innern
einer Kante e € E(G/..), dann ist ¢(O) = e~ (O) sogar offen in |G|.

Es kann daher angenommen werden, dass O mindestens eine Ecke enthélt. Es
sei dann F ein endlicher Kantentrenner, der Cp induziert. Wie im Beweis von
Lemma 2.13 betrachten wir dazu die Menge F' C E(G) aller z-y Kanten in G
fiir e = #§ € F. Die Menge F ist dann endlich (Lemma 2.12). Ist jetzt C eine
Komponente von G — F', die das Bild einer Ecke aus Co enthilt, dann ist

(5) #(Co) = C Nimg.*
Es kann ein 9 € Co so gewéihlt werden, dass C = C(F,v) UQ(F,v) gilt.

Wir beginnen damit, die Inklusion “C* zu zeigen.

(a) Ist w € Co eine Ecke, dann gibt es einen 9—w Weg P in Cp, und da die
Bilder der Kanten von P nicht in F liegen, folgt ¢(w) € C.

(b) Liegt z € Co im Innern einer Kante e, dann liegen die Bilder der Endecken
von e in C und (a) impliziert z € C.

(¢) Nach mittlerweile bekanntem Muster schliefit man fiir ein Ende w € Co,
dass ¢(w) € C gilt.

Nun zur konversen Inklusion:

(a) Ist w € im¢ N C eine Ecke, dann gibt es einen v—w Weg P =x1---x, in
C'. Da die Kanten von P nicht in F li\egen, ist mit x; auch Z;41 in Co.
Induktiv folgt so w € Cp, also w € ¢(Cop).

(b) (a) impliziert auch hier, dass ein x € im¢nN C aus dem Innern einer Kante
auch in ¢(Cp) liegt.

(¢) Auch die Inklusionsbeziehung fiir Enden folgt nach bekanntem Muster
aus (a).

Dabei bezeichnet C immer die Komponente C' zusammen mit den darin lebenden Enden.
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Wenn wir nun zu C die Menge gb(O\C’O)Ahinzuﬁigen zusammen mit einem halb-
offenen Kantenstiick [v,w) C e mit v € C fiir jedes e € F, das nicht im Bild im¢
liegt, dann erhalten wir eine in |G| basis-offene Menge O* mit ¢(O) = im¢ N O*
wegen (5). Damit ist die Aussage (4) gezeigt.
Insgesamt implizieren nun (1), (3) und (4) die Behauptung.

O

Zum Ende dieses Abschnittes soll noch ein Lemma vorgestellt werden, das zeigt,
dass sich undominierte Enden des Ausgangsgraphens im Quotientengraphen
wiederfinden lassen, dass also jedes undominierte Ende von G im Bild der Ein-
bettung ¢g des Quotientengraphens liegt. Dies ist beispielsweise wichtig, wenn
spéter gezeigt werden soll, dass das Bild unter ¢ eines topologischen Spann-
baums des Quotientengraphens einen topologischen Spannbaum im Ausgangs-
graphen induziert.

Lemma 2.14. Q'(G) C im ¢¢.

Beweis. Sei w € (G) ein undominiertes Ende und R* = vjvg - - - ein Strahl aus
w. Leitend ist nun die Beobachtung, dass jede Ecke v; auf R* nur zu endlichen
vielen weiteren Ecken auf R* dquivalent sein kann, da v; sonst den Strahl R*
dominieren wiirde. Sei m(v;) die Ecke auf R* mit dem maximalen Index aus
der Aquivalenzklasse von v;, d.h. ist j = maz{k € N | vp € ©;}, dann ist
m(vi) = vj.

Es konnen damit induktiv Wege P € P» C ... € G/~ mit den folgenden
Eigenschaften fiir jedes ¢ € N im Quotientengraphen definiert werden:

(i) Pl =1
(il) P, C R*/.

(iii) Sind fiir v,w € R* die Aquivalenzklassen ¥, € P; mit & > w in P;, dann
ist m(v) > m(w) in R*.

Ist v die Anfangsecke von R*, dann sei P; := ¥. Angenommen nun, die Wege
P, C ... C P; sind mit (i) — (iii) bereits konstruiert. Es sei @ die letzte Ecke auf
P;. Es gibt dann nach (ii) ein wg € w, das auf R* liegt. Ist v; = m(wp), dann
sei Py := P; U {0;41}. Offenbar folgt aus der Induktionsannahme, dass dann
(i) — (iii) auch fiir P;y; gelten. Insbesondere sichert (iii), dass ;41 nicht schon
auf P; liegt, d.h. P;y; ist auch wirklich wieder ein Weg.
Sei jetzt R := (J;cn s, dann ist R wegen (i) und (ii) ein mit R* verwandter
Strahl im Quotientengraphen, d.h. es ist ¢p(w(R)) = w(R*).

O



Kapitel 3

EToP im Vergleich

Dieses Kapitel ist der Frage gewidmet, wie sich ETOP zu anderen dhnlich de-
finierten Topologien verhélt. In der Hauptsache geht es darum, einen Zusam-
menhang zwischen den Kanten-Enden eines Graphen G und seinen Freudenthal-
Enden zu finden. Diese lassen sich definieren, wenn man G als mit ETOP ver-
sehenen topologischen Raum ansieht. Als Resultat ergibt sich, dass eine natiir-
liche Bijektion zwischen den undominierten Kanten-Enden von G und seinen
Freudenthal-Enden existiert. Daran anschliefend ldsst sich zeigen, dass man
den Raum G, d.h. ETOP auf G zusammen mit seinen undominierten Kanten-
Enden, im Wesentlichen als Freudenthal-Kompaktifizierung von G mit ETopP
auffassen kann.

Im zweiten Teil dieses Kapitels werden zunéchst einige einfache Beziehungen
zwischen Kanten-Enden und Ecken-Enden hergestellt. Sie geben Anlafl zu der
Vermutung, dass sich unter bestimmten Voraussetzungen an G manche Topolo-
gien auf G zusammen mit seinen Ecken-Enden ganz dhnlich verhalten kénnten
wie ETOP auf G zusammen mit seinen Kanten-Enden. Es wird eine solche To-
pologie vorgestellt und diskutiert, wie sie sich zu ETOP verhalt.

3.1 Kanten-Enden und Freudenthal-Enden

Fassen wir den Graphen G als den mit ETOP versehenen topologischen Raum
V(G) U E(G) auf, so lassen sich seine Freudenthal-Enden definieren. Es stellt
sich dann die Frage, wie sich diese Enden zu den Kanten-Enden von G verhalten.
Interessanterweise lasst sich eine natiirliche Abbildung zwischen diesen Enden
finden, die eine Bijektion zwischen den Freudenthal-Enden von G und seinen
undominierten Kanten-Enden herstellt. Diese Bijektion zu etablieren ist Ziel
dieses Abschnittes. Es wird nach Definition der Freudenthal-Enden zunéchst
die gesuchte Abbildung definiert und dann nacheinander erst ihre Injektivitat
und dann ihre Surjektivitdt gezeigt. Das gesamte Vorgehen in diesem Abschnitt
orientiert sich dabei an der Bearbeitung des entsprechenden Problems fiir die
Topologie ToP von DIESTEL & KUHN in [6].

Fiir einen beliebigen topologischen Raum (X, O) lassen sich seine Freudenthal-
Enden wie folgt definieren. Ist (U;);en eine Folge nicht-leerer, offener und (to-
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pologisch) zusammenhingender Teilmengen von X mit den Eigenschaften, dass
Nien Ui = 0 und der Rand 9U; fiir jedes i € N kompakt ist, dann heifie (U;) ei-
ne ein Freudenthal-Ende reprisentierende Folge (mit U werde dabei immer der
Abschluss von U bezeichnet). Auf der Menge dieser Folgen kann eine Aquiva-
lenzrelation erklart werden. Zwei ein Freudenthal-Ende reprasentierende Folgen
(Ui) und (U;) heilen dquivalent, wenn es zu jedem i € N ein j € N gibt, so
dass U; D U]{ gilt und umgekehrt. Die Aquivalenzklassen dieser Relation sind
die Freudenthal-Enden von X und die Aquivalenzklasse einer ein Freudenthal-
Ende reprisentierenden Folge (U;) sei mit e(U;) bezeichnet.

Es werden zwei einfache Lemmata benotigt:

Lemma 3.1. Repdsentieren die Folgen (U;) und (U;) verschiedene Freudenthal-
Enden in einem topologischen Raum X, dann gibt es i,j € N mit U; N ﬁ]' = 0.

Lemma 3.2. Reprisentiert die Folge (U;) ein Freudenthal-Ende in einem to-
pologischen Raum X und ist K C X ein Kompaktum, dann gibt es ein j € N,
so dass KNU; =0 gilt.

Zur Definition der Abbildung

An dieser Stelle soll die Abbildung definiert werden, die jedem Freudenthal-
Ende ein Kanten-Ende zuordnet. Dafiir soll in einer ein Freudenthal-Ende e re-
présentierenden Folge (U;) ein Strahl R gefunden werden, der in jedem U; einen
Teilstrahl hat (um dann e auf das Ende abzubilden, das R enthélt). Wiissten
wir, dass die maximalen in einem solchen U; enthaltenden Teilgraphen von G
zusammenhéngend sind, dann wére Lemma 2.3 anwendbar und wiirde die Exi-
stenz des gewiinschten Strahles etablieren.? Die entsprechende Aussage sichert
das folgende Lemma:

Lemma 3.3. Sei U C G (topologisch) zusammenhingend, offen und enthal-
te mindestens eine Ecke. Dann ist der mazximale in U enthaltende Teilgraph
(graphentheoretisch) zusammenhdngend.

Beweis. Sei H der maximale in U enthaltene Teilgraph von G. Dann ist H # (),
weil U mindestens eine Ecke enthélt. Wir kénnen also eine Komponente C' von
H wiéhlen.

Da U offen ist, lasst sich U als Vereinigung basis-offener Mengen darstellen. Sei
U = |J B eine solche Darstellung. Ferner sei jetzt

Uy :=|J{BeB|BNV(C) # 0}

und

Uy :=| J{BeB|BN(V(U)\V(C)) # 0}.

'Diese Begrifflichkeiten gehen auf die Arbeit von FREUDENTHAL in [8] zuriick. Sie sind
hier aber genauso wie die beiden folgenden Lemmata einem Vorlesungsskript von R. DIESTEL
entnommen.

2Zur Erinnerung: Lemma 2.3 besagt, dass es in einer absteigenden Folge nicht leerer zu-
sammenhéngende Graphen H;, derern Schnitt leer ist, immer einen Strahl R gibt, der in jedem
H; einen Teilstrahl hat.
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U, ist gerade die Vereinigung der Mengen aus B, die eine Ecke von C' enthalten
und Us ist die Vereinigung dieser Mengen, die eine Ecke in U auflerhalb von C
treffen.

Klar ist dann V/(U) C Uy U Us.

Uy und U; konnen keine gemeinsame Ecke enthalten, d.h. es gilt

(1) V(U) NV (Usz) = 0.

Denn angenommen, es gibt eine Ecke v € U; N Us, dann gibt es ein B € B,
das v zusammen mit einer weiteren Ecke w auflerhalb von C enthélt. Dann
gibt es aber in Cp C U einen v—w Weg, im Widerspruch dazu, dass C' eine
Komponente von H ist.

Allgemeiner gilt sogar

(2) Uy NnUz = 0.

Denn héatten U; und Us einen inneren Punkt x einer Kante e gemeinsam, dann
betrachte man ein B € B, das neben x eine Ecke aus C enthélt und ein B’ € B,
das neben z eine Ecke auflerhalb von C enthilt. Haben nun B und B’ eine Ecke
gemeinsam, dann folgt wie oben ein Widerspruch dazu, dass C eine Komponente
von H war. Haben sie keine Ecke gemeinsam, dann ist e C B U B’ und es folgt
auf dieselbe Weise ebenfalls ein Widerspruch.
Ein B € B, das nicht bereits in U; oder Us enthalten ist, liegt im Innern
einer Kante. Auf jeder C-N(C) Kante gibt es einen Punkt, der nicht in U
liegt (ggf. die Endecke einer solchen Kante). Wire nun Us # (), dann liefen
sich folglich U; und Us zu einer Zerlegung von U in zwei disjunkte, offene und
nicht-leere Teilmengen ergéinzen, im Widerspruch dazu, dass U (topologisch)
zusammenhéngend ist. Also ist H = C' zusammenhéngend.

Od

Es wird auch das folgende Lemma benétigt.

Lemma 3.4. Ist G D Hy O Hs O ... eine unendliche Folge zusammenhdngen-
der Graphen mit (Ve H; = 0 und sind R, R' Strahlen in G, so dass jedes H;
einen Teilstrahl von R und von R’ enthdlt, dann ist w(R) = w(R').

Beweis. Sei eine entsprechende Folge (H;) von Teilgraphen gegeben und R,
R’ Strahlen in G, so dass jedes H; einen Teilstrahl von R und R’ enthilt.
Ist F C E(G) eine beliebige endliche Kantenmenge, dann ist H; N F' = ()
fiir ein hinreichend grofles ¢. Da H; zusammenhéngend ist, liegt H; in einer
Komponente C' von G — F. Also liegen Teilstrahlen von R und R’ in C.
Damit sind R und R’ dquivalent, d.h. es gilt w(R) = w(R').

Man erhélt so ein Korrolar, dass es ermdoglicht, jeder ein Freudenthal-Ende
reprisentierenden Folge (U;) ein Kanten-Ende zuzuordnen:
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Korrolar 3.1. Reprisentiert (U;);en ein Freudenthal-Ende, dann gibt es einen
Strahl R, so dass jedes U; einen Teilstrahl von R enthilt. Ist R’ ein weiterer
Strahl mit dieser Eigenschaft, dann ist w(R) = w(R').

Beweis. Es représentiere (U;) ein Freudenthal-Ende. Dann enthélt jedes U; min-
destens eine Ecke v € V(G). Denn angenommen, es gibt ein ¢ € N, so dass U;
keine Ecke enthilt. Aufgrund des Zusammenhangs von U; lége diese Menge im
Innern einer Kante e. Dann wére aber U; kompakt. Doch (U; \U;) mit j > i ist
eine offene Uberdeckung von U;, die keine endliche Teiliiberdeckung enthilt.
Sei jetzt H; der maximale in U; enthaltene Teilgraph. Dann ist H; nicht leer
und nach Lemma 3.3 zusammenhéngend. Da der Schnitt tiber die U; leer ist,
ist der Schnitt iiber die H; ebenfalls leer. Lemma 2.3 liefert jetzt die Existenz
eines Stahles R C Hi, der in jedem H; einen Teilstrahl hat.
Lemma 3.4 sichert dann noch, dass R bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt
ist.

O

Die Wohldefiniertheit der angestrebten Abbildung wird durch das folgende Lem-
ma bestétigt.

Lemma 3.5. Es sei ¢(U;)ien = ¢(Uj),cy ein von verschiedenen Folgen re-
prisentiertes Freudenthal-Ende in G. Ferner seien R und R’ Strahlen, so dass
jedes U; einen Teilstrahl von R und jedes U] einen Teilstrahl von R’ enthilt.
Dann ist w(R) = w(R/).

Beweis. Sind (U;), (U}), R und R’ entsprechend gewi#hlt und H; bzw. H] die
maximalen in U; bzw. U] enthaltenen Teilgraphen, dann enthilt aufgrund der
Aquivalenz von (U;) und (U}) jedes H; ein H ;. fiir ein hinreichend grofes j.
Damit enthilt jedes H; aber auch einen Teilstrahl von R’ und mit Lemma 3.4
folgt w(R) = w(R').

O

Nun kann die gesuchte Abbildung wie gewiinscht definiert werden:

Sei fo die Abbildung, die jedem Freudenthal-Ende ¢(U;) das nach Korollar 3.1
existente und eindeutig bestimmte Ende w(R) =: f(e(U;)) mit der Eigenschaft
zuordnet, dass jedes U; einen Teilstrahl von R enth&lt. Nach Lemma 3.5 ist
diese Abbildung dann wohldefiniert.

Zur Injektivitit

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die soeben definierte Funktion fg
injektiv ist.

Es wird zunéchst die Aussage benétigt, dass die Abbildung fo Freudenthal-
Enden auf undominierte (Kanten-) Enden schickt:
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Lemma 3.6. Sei ¢ ein beliebiges Freudenthal-Ende von G. Dann ist fg(e) nicht
dominiert.

Beweis. Représentiere (U;) ein beliebiges Freudenthal-Ende ¢ von G und sei
R ein Strahl, der in jedem U; einen Teilstrahl hat. Ware R von einer Ecke v
dominiert, dann lidge v im Abschluss eines jeden U;, da jede Umgebung von v
einen Teilstrahl von R enthélt. Dies aber wére ein Widerspruch dazu, dass der
Schnitt iiber die Abschliisse U; leer ist.

O

Interessanterweise sind zwei Strahlen aus einem undominierten (Kanten-) Ende
nicht durch endlich viele Ecken trennbar, d.h. es gibt keine endliche Ecken-
menge S, so dass Teilstrahlen dieser Strahlen in verschiedenen Komponenten
von G — S liegen.?

Lemma 3.7. Ist ein Kanten-Ende w nicht dominiert und sind R, R' € w, dann
sind R und R’ nicht durch endlich viele Ecken trennbar.

Beweis. Es sei w € Q(G) ein nicht-dominiertes Ende. Ferner seien R und R’
Strahlen aus w und P ein unendliches Wegessystem kantendisjunkter R-R’ We-
ge, deren Endecken auf R bzw. R’ paarweise verschieden sind. Wiren nun R
und R’ durch endlich viele Ecken trennbar, dann géibe es in | J P eine Ecke un-
endlichen Grades, die w(R) = w(R’) dominieren wiirde.

O

Damit ist man bereits in der Lage, die Injektivitdt von fg zu zeigen:

Satz 3.1. fq ist injektiv.

Beweis. Es seien (U;) und (U}) Folgen, die verschieden Freudenthal-Enden von
G reprisentieren und R bzw. R’ Strahlen, die in jedem U; bzw. U/ einen Teil-
strahl haben.

Angenommen, es wiire w(R) = w(R'). Zunichst kénnen 7 und j wegen Lemma
3.1 hinreichend grof§ gewihlt werden, so dass U; N ﬁj’ = () gilt. Es kann an-
genommen werden, dass R C U; und R’ C U ]’ ist. Lemma 3.6 zusammen mit
Lemma 3.7 ergibt die Existenz eines unendlichen Systems P eckendisjunkter
R-R' Wege.

Die Wege aus P haben eine Ecke in U; und eine andere Ecke auferhalb von Uj;,
nédmlich in UJ’- . Da graphentheoretische Wege topologisch zusammenhéngend
sind, trifft daher jeder Weg aus P den Rand von U;.

Es lisst sich jetzt zeigen, dass dann OU; eine offene Uberdeckung besitzt, die
keine endliche Teiliiberdeckung enthilt (im Widerspruch dazu, dass OU; kom-
pakt ist):

Liegt « € OU; im Innern einer Kante e, dann sei O, := é. Ist x eine Ecke, so
ist sie von R und R’ wegen Lemma 3.6 endlich trennbar, man wéhle also als

3Dies heifit nichts anderes, als dass jedes undominierte Kanten-Ende ein Ecken-Ende ist.
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O, eine Basisumgebung von z, die keinen Teilstrahl von R oder R’ enthilt. Die
Familie
F = (Oa:):cean

ist dann eine offene Uberdeckung des Randes von U;. Thre Elemente treffen nur
endlich viele der Wege aus dem gewihlten Wegesystem ecken-disjunkter R—R’
Wege (denn sonst wiirden sie bereits einen Teilstrahl von R und R’ enthalten).
Dann kann F aber keine endliche Teiliiberdeckung enthalten, da der Rand jeden
Weg aus dem unendlichen System P trifft.

O

Zur Surjektivitit

Es soll nun noch gezeigt werden, dass jedes undominierte Kanten-Ende ein
Freudenthal-Ende definiert, dass also jedes undominierte Ende im Bild der
Funktion fg liegt.

Der Beweis dafiir stiitzt sich auf zwei Lemmata.

Lemma 3.8. Sei w C Q(G) ein Ende, R C w ein System kantendisjunkter
Strahlen aus w und X :=JR.

a) Ist z € V(Q) eine Ecke und gibt es in G ein unendliches System kanten-
disjunkter Wege mit Anfangsecke z und paarweise verschiedener Endecken
in V(X), dann dominiert z das Ende w.

b) Ist R ein Strahl, zu dem es ein unendliches System kantendisjunkter Wege
gibt, deren Anfangsecken auf R und Endecken in V(X)) liegen und jeweils
paarweise verschieden sind, dann ist R € w.

Beweis. Sei z € V(G) eine Ecke und P ein unendliches System kantendisjunk-
ter Wege mit Anfangsecke z und paarweise verschiedener Endecken in V(X).
Ferner sei F' C E(G) eine beliebige endliche Menge von Kanten. F' trifft nur
endlich viele Wege aus P. Sei U die Menge der Endecken von Wegen aus P,
die in derselben Komponente C von G — F' wie z liegen. U ist dann unendlich.
Liegt eine unendliche Teilmenge U’ von U auf einem Strahl R € R, dann liegt
ein Teilstrahl von R in C. Trifft U jeden Srahl aus R in htchstens endlich vielen
Ecken, dann gibt es ein unendliches U” C U und zu jedem u € U” ein R, € R,
so dass die R, paarweise verschieden sind. Da die Strahlen aus R kantendis-
junkt sind, trifft F' hochstens endlich viele von ihnen, d.h. es gibt ein R, C C.
Insgesamt zeigt dies, dass in beiden Féllen ein Teilstrahl aus R C w in C liegt.
Also dominiert z das Ende w. Damit ist der erste Teil der Behauptung gezeigt.
Sei jetzt R ein Strahl in G und P ein unendliches System kantendisjunkter
Wege, deren Anfangsecken auf R und Endecken in V(X)) liegen und jeweils
paarweise verschieden sind. Erneut sei /' C E(G) eine beliebige endliche Kan-
tenmenge. Sei C' die Komponente von G — F', die einen Teilstrahl von R enthilt.
Ist wieder U die Menge der Endecken von Wegen aus P, die ganz in C liegen,
dann ist U unendlich. Wie im ersten Teil folgt jetzt die Existzenz eines Strahles
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R € R Cw, der in C liegt. Also ist R € w, was den zweiten Teil der Behaup-
tung zeigt.
O

Es ergibt sich ein wichtiges Korrolar:

Korrolar 3.2. Seiw € Q(G) ein nicht-dominiertes Ende, R C w ein System
kantendisjunkter Wege und X :=|JR. Dann ist X lokal endlich.

Beweis. Enthielte bei den gegebenen Voraussetzungen X eine Ecke z unend-
lichen Grades, so wiirde Lemma 3.8, angewendet auf z und die unendlich vielen
Wege P, := zv, v € Nx(z), ergeben, dass w dominiert ist.

O

Das néchste Lemma sagt aus, dass undominierte Enden nicht zu grof3 sind:

Lemma 3.9. Ist w € Q(G) nicht dominiert und R C w ein System kantendis-
junkter Wege, dann ist R hochstens abzdihlbar.

Beweis. Sei w € Q(G) ein nicht-dominiertes Ende und R C w ein System
kantendisjunkter Strahlen aus w. Ferner sei M C R ein maximales System
eckendisjunkter Strahlen in R. M ist dann hochstens abzahlbar. Denn wére
M iiberabzihlbar, so kann aus jedem Strahl R € M eine Ecke ausgewihlt
werden. Sei U die Menge dieser Ecken. Da U iiberabzéhlbar wére, ergédbe das
Strahl/Stern-Lemma, angewendet auf U und die Komponente von G, in der w
lebt, einen |U|-Stern S mit Zentrum z und Bléttern in U. Die Anwendung von
Lemma 3.8 auf M und S ergébe jetzt, dass w dominiert wére, im Widerspruch
zu unserer Annahme.
Aufgrund der Maximalitdt von M trifft jeder Strahl aus R einen Strahl aus
M. Da nach Korrolar 3.2 |JR lokal endlich ist, wird fiir einen Strahl R € M
jede Ecke v € R von nur endlich vielen Strahlen aus R getroffen; sei dabei U,
die Menge der Strahlen aus R, die v treffen. Jetzt ist R = Upc g Uper Uo als
abzéhlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen abzéhlbar.

O

Nun sind wir in der Position zu zeigen, dass das Bild der Funktion fs ganz
V(Q) ist.

Satz 3.2. Esist imfe = ' (G).

Beweis. Die Inklusion imfg C (G) ist bereits durch Lemma 3.6 gesichert.
Es ist also nur noch @/(G) C imfg zu zeigen. Sei dazu w € '(G) ein nicht
dominiertes Ende und R C w ein maximales System kantendisjunkter Strahlen
aus w sowie X := [JR. Es ist R = {Ry1, Ry, ...} nach Lemma 3.9 abzdhlbar. Zu
jedem Strahl R; € R konnen wir eine Folge von Wegen P{ C P} C ... wihlen
mit R; = {J;cy P} Es sei dann X; := {J;; P/. Dann ist X = [J;2, X;.

Da X wegen Korrolar 3.2 lokal endlich und V(X;) endlich ist, ergibt sich, dass
die Menge FE; aller mit Ecken aus X; inzidenten Kanten aus X ebenfalls endlich
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ist. Es sei U; eine von E; induzierte basis-offene Menge, die C'(E;,w) enthélt. Es
soll nun gezeigt werden, dass die Folge (U;) ein Freudenthal-Ende reprisentiert.
Klar ist, dass die U; offen und nicht leer sind. Auch sind sie (topologisch) zusam-
menhéngend, da sie sogar (topologisch) wegzusammenhéngend sind. Der Rand
0U; ist endlich und damit kompakt. Interessant ist also lediglich die Frage, ob
der Schnitt iiber die Abschliisse der U; leer ist.
Angenommen, es ist Z := ();2; U; # 0. Es gibt dann eine Ecke z € Z. Denn
liegt + € Z im Innern einer Kante e = vw und ist etwa v nicht in einem U;
enthalten, dann ist e € F; und w liegt in allen U;.
Es kann also eine Ecke z € Z gewdhlt werden. Ist Y; := X — X, dann sei Q;
ein z —Y; Weg in G — E;. Ein solcher Weg existiert immer wegen z € C(E;,w)
und Y; C C(F;,w) fiir alle i € N. Die Wege @; sind dann zu X kantendisjunkt.
Offenbar ist die Menge U der Endecken der Wege @; unendlich, da ()72, Y; = 0
ist.
Es kann daher auf U und |J;2, @; das Strahl/Stern-Lemma angewendet werden.
Liefert das Lemma einen Stern, so wiirde dies wegen Lemma 3.8 der Tatsache
widersprechen, dass w nicht dominiert ist. Liefert es einen Strahl R, dann wire
dieser zu X kantendisjunkt (da die Wege @; zu X kantendisjunkt sind) und
wegen Lemma 3.8 wire R € w. Dies wiirde dann aber der Maximalitéit von R
widersprechen.
Also reprisentiert (U;) ein Freudenthal-Ende und da jedes U; einen Strahl aus
w enthélt ist w auch das Bild von (U;) unter fg.

O

Dem Beweis von Satz 3.2 entnimmt man noch das

Korrolar 3.3. Ist e ein Freudenthal-Ende, dann gibt es eine e reprdsentierende
Folge (U;)ien, so dass U; fir alle i € N basisoffen in G ist.

Insgesamt ist jetzt die Aussage etabliert, dass mit der Funktion fg eine natiir-
liche Bijektion zwischen den Freudenthal-Enden und den undominierten Kanten-
Enden existiert. Bezeichnet €(G) die Menge der Freudenthal-Enden des mit
EToP ausgestatteten Raumes G, dann kénnen wir diese Resultate abschlieflend
in einem Satz zusammenfassen.

Satz 3.3. Es ist f : €(G) — Q(G) bijektiv.

3.1.1 EToP und FETOP

Die Freudenthal-Enden eines topologischen Raumes X werden gemeinhin be-
trachtet, wenn nach einer Kompaktifzierung von X gesucht wird. Unter gewis-
sen Randbedingungen, zu denen insbesondere gehort, dass X hausdorffsch ist,
kann auf X zusammen mit seinen Freudenthal-Enden eine Topologie definiert
werden, die eine Kompaktifizierung von X darstellt (vgl. dazu [8]).

Der Raum G mit ETOP ist im allgemeinen nicht hausdorffsch. Daher ist fiir ihn
zusammen mit seinen Freudenthal-Enden die Freudenthal-Topologie zun&chst
nicht definiert. In diesem Abschnitt soll nun die Topologie FETOP auf G zu-
sammen mit seinen Freudenthal-Enden vorgestellt werden und es wird gezeigt,
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dass sie zu ETOP auf G zusammen mit den undominierten Kanten-Enden
homoéomorph ist. Dabei ist FETOP ganz dhnlich wie die Freudenthal-Topologie
definiert.

Ist K C G ein Kompaktum und ¢(U;) ein Freudenthal-Ende, dann gibt es wegen
Lemma 3.2 und dem Zusammenhang der U; fiir hinreichend grofles ¢ eine Kom-
ponente C' von G \ K mit U; C C. Offenbar ist diese Komponente unabhéngig
von der Wahl der représentierenden Folge (U;). Auch hierfiir sagen wir dann,
dass e in C lebt. Wir schreiben C(K,e) fir C. Ist x € G\ K, dann gibt es genau
eine (topologische) Komponente C' von G\ K, die x enthilt. Hier schreiben wir
ebenfalls C(K, z) fiir C. Ist allgemeiner z € (G \ K) U €(G), dann sei a(K, 2)
die Komponente C(K,z) zusammen mit allen darin lebenden (Freudenthal-)
Enden.

Satz 3.3 liefert durch ¢ := idgU fg eine natiirliche Bijektion zwischen GUC(G)
und G. Mit den folgenden beiden Lemmata soll nun gezeigt werden, dass die
Mengen der Form C (K, z) fiir ein kompaktes und abgeschlossenes K C G und
ein z € (G \ K) U €(G) die Basis einer Topologie auf G U €(G) definieren, so
dass pg : GU€(G) — G zu einem Homdomorphismus wird.*

Da in nicht-hausdorffschen Rédumen kompakte Teilmengen nicht notwendig ab-
geschlossen sind, muss hier von K zusétzlich die Abgeschlossenheit gefordert
werden, um sicherzustellen, dass G \ K offen ist.

Mit den n#chsten beiden Lemmata soll die angestrebte Aussage etabliert wer-
den.

Lemma 3.10. Ist O C G basisoffen, dann gibt es ein kompaktes und abge-
schlossenes K C G und ein z € (G \ K) U &(G), so dass o' (0) = C(K, 2)
18t.

Beweis. Sei O C G basis-offen und K := O der Rand von O. Die Menge K
ist dann kompakt und abgeschlossen in G. Ist O C e fiir eine Kante e € E(G),
dann ist die Aussage klar, denn in O kann kein Freudenthal-Ende ¢(U;) leben,
da jedes U; eine Ecke enthélt.

Es sei also ONV(G) # 0 und C := O\ Q(G). C ist dann eine topologische
Komponente von G\ K in G. Sei nun w € /(@) ein beliebiges nicht-dominiertes
Kanten-Ende. Es ist zu zeigen, dass gilt:

w€ONY(G) & gt (w) lebt in O\ V(G).

Ist w € ON'(G) und reprisentiert die Folge (U;) das Ende ¢! (w), dann lebt
diese Ende in C, da jedes U; einen Teilstrahl aus w enthélt. Die Riickrichtung

folgt aus demselben Grund. R
Ist nun z € O beliebig, dann ist gpal(O) =C(K,z).

4Typischerweise werden bei der Definition der Freudenthal-Topologie auch Mengen der
Form C(K,z) als offen deklariert. Da aber fiir eine basis-offene Menge O C G die Menge
O\ ' (G) nicht notwendig offen in G sein muss, wire ein solcher Raum im allgemeinen nicht
hom&omorph zu G.
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Lemma 3.11. Ist K C G kompakt und abgeschlossen und z € (G'\ K) U €(G),
dann ist pg C(K, 2)) offen in G.

Beweis. Sei K C G kompakt und abgeschlossen und z € (G \ K) U €(G) sowie
0 := ¢a(C(K,z)). Ist U C O eine in G basis-offene Menge und lebt w € (G)
in U, dann lebt offenbar das w zugeordnete Freudenthal-Ende in C(K,z) C O
und ist damit in O enthalten.
Ist x € ONG, dann existiert eine basis-offene Umgebung U C G von x in G\ K
und da U topologisch zusammenhéngend ist, folgt U C O. Ist U die Menge U
zusammen mit den darin lebenden undominierten Kanten-Enden, dann ist U
eine in G basis-offene Umgebung von = und nach dem eingangs Gezeigten folgt
Uco.
Ist w € ONY(G), dann kénnen wir eine in G basis-offene Folge (U;) wéhlen,
die das w zugeordnete Freudenthal-Ende représentiert (Lemma 3.3). Fiir hin-
reichend grofles ¢ ist dann U; C C(K, z) C O und U; zusammen mit den darin
lebenden undominierten Kanten-Ende wird nach dem schon Gezeigten zu einer
offenen Umgebung von w in O.

O

Insgesamt folgt damit der angekiindigte Satz:

Satz 3.4. Die Mengen der Form a(K, x) bilden fir ein in G kompaktes und
abgeschlossenes K die Basis einer Topologie auf G U €(G). Dieser Raum wird
durch oG homéomorph auf G abgebildet.

3.2 EToP und Ecken-Enden

Es konnte interessant sein, wie sich ETOP zu Topologien verhilt, die auf G
und seinen Ecken-Enden definiert sind. In diesem Abschnitt soll eine solche To-
pologie vorgestellt und mit ETOP verglichen werden. Zuvor wird eine einfache
Beziehung zwischen nicht dominierten Kanten-Enden und nicht dominierten
Ecken-Enden hergestellt.

Um zwischen Kanten-Enden und Ecken-Enden unterscheiden zu kénnen, sei
daran errinnert, dass hier mit Qy(G) die Menge der Ecken-Enden und mit
Qr(G) die Menge der Kanten-Enden bezeichnet wird; ferner ist Qf,(G) die
Menge der nicht (ecken-) dominierten Ecken-Enden und Q% (G) die Menge der
nicht dominierten Kanten-Enden.?

Wir haben bereits gesehen, dass sich Strahlen aus undominierten Kanten-Enden
nicht durch endlich viele Ecken trennen lassen (Lemma 3.7), d.h. nicht domi-
nierte Kanten-Enden sind nicht ecken-dominierte Ecken-Enden:

Lemma 3.12. Es gilt immer Q5 (G) C Q,(G), d.h. jedes nicht dominierte
Kanten-Ende ist ein nicht (ecken-) dominiertes Ecken-Ende.

Es kann in Graphen Strahlen geben, die von einer Ecke kanten-dominiert wer-
den, aber nicht ecken-dominiert sind (als Beispiel betrachte man die Strahlen

®Eine Diskussion, wie sich Kanten-Enden zu Ecken-Enden verhalten, findet sich in [9].
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R; und Ry in Abbildung 1.3). Dieses Phénomen kann jedoch nicht auftreten,
wenn der Graph keine zwei dquivalente Ecken enthélt, d.h. es gilt:

Lemma 3.13. Sind in G keine zwei Ecken dquivalent, dann gilt auch 0, (G) C
V5 (G), d.h. ein nicht-eckendominiertes Ecken-Ende ist in diesem Fall auch
nicht kanten-dominiert.

Beweis. Sei G ein Graph, in dem keine zwei Ecken &dquivalent sind und R C G
ein Strahl, der von einer Ecke v € V(G) kanten-dominiert wird.
Angenommen, v wiirde R nicht ecken-dominieren. Dann gibt es ein endliches
S C V(G) \ {v}, das v von R trennt. Da in G keine zwei Ecken dquivalent
sind, findet man ein endliches F' C F(G), das v von S trennt. Dann trennt aber
F die Ecke v von R, im Widerspruch zu der Annahme, dass v den Strahl R
kanten-dominiert.

O

Als Folgerung erhélt man nun, dass in Graphen, die keine zwei dquivalenten
Ecken enthalten, die nicht dominierten Kanten-Enden genau die nicht ecken-
dominierten Ecken-Enden sind.

Korrolar 3.4. Sind in G keine zwei Ecken (kanten-) dquivalent, dann gilt
N (G) = VR(G), d.h. die nicht dominierten Kanten-Enden sind in diesem Fall
genau die nicht-eckendominierten Ecken-FEnden.

Selbst in Graphen, die keine zwei dquivalenten Ecken enthalten, kann ein do-
miniertes Kanten-Ende mehrere Ecken-Enden enthalten (als Beispiel betrachte
man dazu Abbildung 3.1). Da in diesen Graphen aber kein Ecken-Ende von

Y

Ry

Abbildung 3.1: Die Strahlen R1 und Rs reprisentieren ein Kanten-Ende, aber
zwet Ecken-Enden.

mehr als einer Ecke dominiert wird, bietet sich hier generell die Strategie an, eine
Ecke v mit den Ecken-Enden 2,,, die es dominiert, zu identifizieren. Unabhéngig
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davon, welche Topologie auf GUQy (G) definiert ist, ergibt dies eine Aquivalenz-
relation auf dieser Menge, die mit ~ bezeichnet werde. GUQ,(G) ist dann im-
mer ein Reprisentantensystem des entsprechenden Quotientenraumes. Und da
fiir die Graphen, die keine zwei dquivalente Ecken enthalten, Qf,(G) = Q5 (G)
gilt, konnen wir nach einem Zusammenhang von G zusammen mit seinen un-
dominierten Kanten-Enden und ETOP suchen.

Soll auf G U Qy(G) eine Topologie definiert werden, die in einer engen Be-
ziehung zu ETOP steht, so sollte sie die Eigenschaft von ETOP respektieren,
dass unter ETOP jede Umgebung U einer Ecke v unendlichen Grades fast alle
Nachbarn von v enthélt. Dies ist beispielsweise der Grund, warum ETOP nicht
homdomorph zu einer Quotiententopologie auf Top wie ITOP sein kann.® Die
folgende Topologie respektiert diese Eigenschaft und es wird sich zeigen, dass ihr
Quotientenraum beziiglich ~; fiir Graphen, die keine zwei dquivalenten Ecken
enthalten, homdomorph zu ETOP auf G U Q(G) = G ist.

Legen wir auf G U Qy (G) die Topologie TOP zu Grunde, so kénnen wir zu der
groberen Topologie PTOP iibergehen.” Dabei ist PTOP wie folgt definiert: Als
basisoffen werden alle topologischen Komponenten von |G|rop\ P deklariert fiir
eine endliche Menge von Punkten P C G = V(G) U E(G). Der entsprechende
topologische Raum wird dann auch mit |G|prop bezeichnet.

Offenbar induziert PTOP auf Kanteninnern dieselbe Topologie wie ETOP (oder
Top). Und die Tatsache, dass bei der Definition der basis-offenen Mengen von
einer endlichen Punktmenge P ausgegangen wird, ldsst einen Zusammenhang
mit ETOP vermuten. Man beachte aber, dass ein solches P auch Ecken enthalten
kann. Dies fiihrt beispielsweise dazu, dass es unter PTOP zu dquivalente Ecken
z,y € V(G) Umgebungen O, von z und O, von y gibt, so das x nicht in O,
und y nicht in O, enthalten ist. Auch besitzt ein Ende w € Qy(G), das von
einer Ecke v € V(G) dominiert wird, eine Umgebung, die v nicht enthélt.

Dies ldsst es naheliegend erscheinen, eine enge Bezichung zu ETOP nur fiir
Graphen zu vermuten, die keine zwei dquivalenten Ecken enthalten.

Es kann jetzt via ~j; zur entsprechenden Quotiententopologie iibergegangen
werden. Es gilt hier die Hom6omorphie

\Glprop/~; =G .

Um dies einzuehen, bedarf es eines einfachen Lemmas. Es zeigt, dass sich die
topologischen Komponenten von |G| \ P fiir ein endliches P C G im Wesent-
lichen als graphendtheoretische Komponenten zusammen mit den darin leben-
den (Ecken-) Enden verstehen lassen.®

5Die Topologie ITOP ist dabei gerade die Quotiententopologie ~; fiir Top, unter der Vor-
aussetzung, dass kein (Ecken-) Ende von mehr als einer Ecke (ecken-) dominiert wird; vgl.
dazu [5].

"Die Topologie PTOP geht auf A. Brower zuriick.

SWieder lebe fiir ein endliches S C V(G) ein Ecken-Ende w in einer Komponente C' von
G — S, wenn C einen Strahl aus w enthilt.
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Lemma 3.14. Sei P C G eine endliche Punktmenge, X1 := PN V(G) und

={e € E(G) | enP # 0} sowie X := X1 U Xy. Ist dann Cyp eine
topologische Komponente von |G|rop \ P, die mindestens eine Ecke enthiilt,
dann gibt es eine graphentheoretische Komponente C' von G — X, so dass Ciop
gleich der Komponente C zusammen mit den darin lebenden (Ecken-) Enden
und halboffenen Kantenstiicken [v,w) mit v € C' ist.

Beweis. Sei also P C G eine endliche Punktmenge, C},, eine topologische Kom-
ponenten von |G|rop \ P, die mindestens eine Ecke v enthilt. Ist dann X wie
im Lemma definiert, dann sei C' diejenige Komponente von G — X, die v enthélt
und C, die Komponente C' zusammen mit allen darin lebenden (Ecken-) Enden
und allen Kantenstiicken [v, w) mit v € €', w € P und [v,w) N P = §.

Da C, topologisch zusammenhangend ist und C, NP =10 gilt, ist C, C C’top

Es gilt aber auch Cy,, C C*, da sowohl C'* als auch analog definierte C’* (fiir
weitere Komponenten C” von G — X) und Kantenstiickchen (x,y) mit x,y € P
offen in |G|rop sind. Deshalb wiirde Cyop € C, dem Zusammenhang von Cyp
widersprechen. Insgesamt zeigt dies die Behauptung.

Oa

Damit lasst sich jetzt die eingangs formulierte Behauptung zeigen.

Satz 3.5. Es sei G ein Graph, der keine zwei dquivalenten Ecken enthdlt. Dann
gilt: B
|Glprop/~ =G .

Beweis. Da GU Y, (G) ein Représentantensystem von |G UQy (G)|prop/~; ist
und aus der Voraussetzung an G die Gleichheit Q,(G) = Q(G) folgt, sind
die beiden R&dumen einander in natiirlicher Weise bijektiv zugeordnet und wir
brauchen ihre Elemente formal nicht zu unterscheiden.
Ist O C G basis-offen, dann ist O offenbar auch offen unter PTop/.,, da fiir
eine dominierenden Ecke v € O das von v dominierte Ende in O lebt.
Ist umgekehrt O C |G|prop/~, offen und = € O, dann gibt es eine unter
EToP basis-offen Umgebung von z in O. Liegt « im Innern einer Kante, dann
ist diese Aussage klar. Ansonsten wihlt man eine unter PTOP basisoffene und
von einem endlichen P C G induzierte Umgebung U von z in | J O. Betrachtet
man als F' alle Kanten, die einen Punkt aus P enthalten zusammen mit einem
endlichen Kantentrenner, der  von allen Ecken aus P abtrennt (was moglich
ist, da in G keine zwei Ecken #quivalent sind), dann induziert dies eine in G
offene Umgebung von z in O.

O






Kapitel 4

Homologie

In diesem Kapitel sollen nun die grundlegenden Aussagen iiber den Zyklen-
raum, wie sie in THEOREM 1.1 beziiglich lokal-endlicher Graphen formuliert
wurden, auch auf nicht lokal-endliche Graphen erweitert werden. Dabei spielen
topologische Spannbédume eine zentrale Rolle. Nach einer kurzen Zusammen-
stellung grundlegender Tatsachen iiber topologische Wege und Kreise wird es
daher zunéchst vor allem darum gehen, das Existenzproblem fiir topologische
Spannbidume zu 16sen. Es zeigt sich, dass sie (fiir zusammenhingendes G) im-
mer existieren.

Enthilt ein Graph G keine zwei dquivalente Ecken, so ist es eine interessan-
te Frage, ob es einen topologischen Spannbaum von |G| geben kann, dessen
Schnitt mit G graphentheoretisch zusammenhéngend ist. Relativ schnell sieht
man, dass ein solcher topologischer Spannbaum gerade der Abschluss eines §)'-
treuen Spannbaums von G sein muss. Bereits bei der Diskussion der Metri-
sierbarkeit (Abschitt 2.2) von |G| hatten wir gesehen, dass diese Spannbdume
in dem hier interessierenden Fall immer existieren. Dies ermoglicht nebenbei
mit Hilfe der Einbettung des Quotientenraums |G|/~ in den Ausgangsraum |G|
einen unabhéngigen zweiten Beweis dafiir, dass es fiir |G| immer einen topolo-
gischen Spannbaum gibt. Denn es zeigt sich, dass topologische Spannbaume fiir
den Quotientengraphen in einfacher Weise einen topologischen Spannbaum im
Ausgangsgraphen induzieren.

Im Schlussabschnitt werden dann die erzielten Ergebnisse zusammengefiihrt.
Dabei kann gezeigt werden, dass die Elemente des Zyklenraums genau diejeni-
gen sind, die jeden endlichen Schnitt in einer geraden Anzahl von Kanten treffen.
Ferner erzeugen sowohl die Fundamentalkreise eines topologischen Spannbaums
als auch die endlichen Kreise den Zyklenraum. Schlief$lich lésst sich auch jedes
Element des Zyklenraums als disjunkte Vereinigung von Kreisen darstellen.

4.1 Topologische Wege und Kreise: Grundlegende
Tatsachen

In diesem Abschnitt soll es darum gehen, einige grundlegende Tatsachen iiber
topologische Wege und Kreise in dem mit ETOP versechenen Raum |G| bereitzu-
stellen. Sie werden in dem nachfolgenden Aufbau der Homologie dieses Raumes
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immer wieder benétigt.

Ist X ein topologischer Raum, dann heifle eine Menge P C X ein topologischer
Weg, wenn P ein stetiges Bild des Einheitsintervalls [0, 1] ist. Ein hom&omor-
phes Bild A C X des Einheitsintervalls heifit ein Bogen und ein homéomorphes
Bild C C X der Einheitssphire S' ein topologischer Kreis. Man iiberlegt sich
leicht, dass graphentheoretische Wege P im Graphen G auch topologische We-
ge im Raum |G| sind. Gleiches gilt auch fiir Strahlen R U w(R) zusammen mit
dem Ende, das sie enthélt. Aber ein topologischer Weg in |G| muss nicht immer
einen Bogen zwischen seinen Endelementen enthalten. In diesem Abschnitt soll
daher bestimmt werden, wann ein topologischer Weg einen Bogen zwischen sei-
nen Endecken enthélt.

Ein Bogen A ist als homdomorphes Bild des Einheitsintervalls ein hausdorff-
scher Unterraum von |G|. Er kann also nicht zwei dquivalente Ecken oder eine
dominierende Ecke v zusammen mit einem von v dominierten Ende enthalten,
da diese Paare in |G| dieselben Umgebungen haben.

Da auch ein topologischer Kreis als homomorphes Bild der Einheitssphire S*
hausdorffsch ist, greift hier dieselbe Uberlegung.

Beides soll in der folgenden Bemerkung festgehalten werden.

Bemerkung 4.1. Ist A ein Bogen und C' ein (topologischer) Kreis in |G|, dann
enthalten weder A noch C zwei dquivalenten Ecken oder ein dominiertes Ende
w € Q(Q) zusammen mit einer w dominierenden Ecke.

Diese Bemerkung zeigt auch, dass einige graphentheoretische Wege P C G, auf-
gefasst als Unterrdume von |G|, keine Bogen sein konnen, ndmlich dann nicht,
wenn P zwei dquivalente Ecken enthélt. Genauso kann auch ein Strahl RUw(R)
kein Bogen sein, wenn eine Ecke auf R das Ende w(R) dominiert.

Umgekehrt iiberlegt man sich leicht, dass ein Weg P = 7 - - - &, in natiirlicher
Weise ein Bogen ist, wenn die Ecken x; paarweise infdquivalent sind. Und ein
Strahl R = xjx - - - ist zusammen mit w(R) bereits ein Bogen, wenn die Ecken
auf R paarweise indquivalent sind und keine dieser Ecken das Ende w(R) do-
miniert.

Das folgenden Lemma zeigt, dass sich Bégen zwischen Elementen aus V(G) U
Q(G) lokal nicht unerwartet verhalten: mit einem Element aus dem Innern einer
Kante e enthalten sie bereits ganz é. Und ist e = xy, dann enthalten sie mit é
zumindest ein Element aus & oder ein von x ggf. dominiertes Ende.

Daraus kann dann auch geschlossen werden, dass solche Bogen zumindest das
Innere einer Kante enthalten.
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Lemma 4.1. Ist A ein x—y Bogen in |G|, z,y € V(G) UQ(G), dann gilt:
(i) Ist e € E(G) eine Kante mit ¢ N A # 0, dann ist bereits é C A.
(i) A enthdlt das Innere von mindestens einer Kante.

(iii) Ist e € E(G) eine Kante mit € C A und x eine Endecke von e, dann ist
TNA#D!

(iv) Ist e eine Kante, deren Endecken dquivalent sind, dann ist
eNA=0.

(v) Ist e = xy eine Kante mit é C A, dann enthdlt A nicht das Innere einer
weiteren £—y Kante.

Beweis. Sei also A ein z—y Bogen in |G|, z,y € V(G)UQ(G) und ¢ : [0,1] — A
ein entsprechender Homoéomorphismus.

ad (i): Man kann zeigen, dass fiir eine Kante e € E(G) und einy € é mit y ¢ A
zunédchst aufgrund der Stetigkeit von i die Existenz einer offenen Umgebung
U von y mit U N A = () folgt. Die Injektivitéit von 1) ergibt dann weiter, dass
dann sogar ¢ N A = () gelten muss. Da dies einfache topologische Argumente
sind, seien sie hier nicht vollstdndig vorgefiihrt.

ad (ii): Da z und y aufgrund von Bemerkung 4.1 durch ein endliches F' C E(G)
getrennt werden, muss es ein ¢ € F geben mit ¢ N A # (), da sonst F zwei
disjunkte und nicht-leere offene Umgebungen O, und O, von x bzw. von y in-
duzieren wiirde mit A C O, U O,, was einen Widerspruch zum Zusammenhang
von A darstellen wiirde.

ad (iii): Es sei e = [z, y] ein Kante mit é = (z,y) C A. Man wéhle dann eine (in
[z,y]) gegen = konvergente Folge (x,)nen in (x,y) und betrachte dazu die Folge
Yn := ¥~ (z,,) der Urbilder unter . Da das Intervall [0, 1] kompakt ist, hat die
Folge (yn)nen einen Hiufungs h € [0,1]. Wére nun z := ¢ (h) € Z, dann gibt
es zwei disjunkte offene Umgebungen O, und O, von z bzw. z in |G|. Offenbar
enthélt dann O, fiir fast alle n € N die Elemente z,,. Damit wire ¢_1(OZ) eine
offene Umgebung von h, die nur fiir endlich viele n die Elemente y,, enthélt, im
Widerspruch dazu, dass h Haufungspunkt dieser Folge ist.

ad (iv): Es sei e = zy eine Kante, deren Endecken #quivalent sind. Angenom-
men, es wire ¢ N A # (). Dann ist nach (i) ¢ C A. Nach (iii) gibt es dann ein
o € Amit xg € T =g. Sei ¢ : [0,1] — A ein geeigneter Homéomorphismus. Es
ist dann ¢ ~1(é) = (a,b) C [0,1] ein Intervall. Es ist weiter ¢ ~!(x9) = a oder
11 (x¢) = b. Es kann der erste Fall angenommen werden. Wie im Beweis von
(iii) zeigt man dann, dass auch ¥ (b) zu z und y dquivalent ist im Widerspruch
dazu, dass A keine zwei dquivalente Elemente enthélt (Bemerkung 4.1).

ad (v): Angenommen, es gibe zwei Z—y Kanten e; = z1y; und ey = xays mit
é1 CAund és C A (z1,22 € T, y1,y2 € §). Ist dann ¢ : [0,1] — A ein geeig-
neter Homoomorphismus, dann sind ¢ ~1(é1) = (a1,b1) und ¥ ~1(é2) = (az, b2)
zwei disjunkte offene Intervalle in [0,1]. Wieder wie im Beweis von (iii) folgt,
dass ¢(a;) und ¥ (b;), i = 1,2, mit = oder y dquivalent sind. Dann wiirde A aber

!Zur Erinnerung: 7 ist die Klasse der mit = dquivalenten Elemente aus V(G) U Q(G).
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mindestens zwei dquivalente Ecken enthalten mit Widerspruch.

Ein Analogon dieses Lemmas gilt auch fiir topologische Kreise in Bezug auf
die Aussagen (i) bis (iii) (die anderen beiden Aussagen gelten nicht fiir Kreise;
sie konnen vielmehr als Spezialfall der Tatsache interpretiert werden, dass ein
Bogen keinen Kreis enthélt). Da sich dieses Lemma auf ganz dhnliche Weise
ergibt, kann auf seinen Beweis verzichtet werden.

Lemma 4.2. Ist C ein Kreis in |G|, dann gilt:
(i) Ist e € E(G) eine Kante mit ¢ N C # 0, dann ist bereits ¢ C C.
(ii) C enthdlt das Innere von mindestens einer Kante.

(iii) Ist e € E(G) eine Kante mit ¢ C C und x eine Endecke von e, dann ist
zNC # 0.

Es ist eine interessante Frage, wann topologische Wege zwischen zwei Elementen
2 und y eines topologischen Raumes X einen z—y Bogen enthalten. Normaler-
weise regelt dies das folgende grundlegende topologische Lemma.?

Lemma 4.3. Jeder topologische Weg zwischen zwei verschiedenen Elementen
x und y in einem Hausdorff-Raum X enthdilt einen x—y Bogen.

Nun ist der Raum |G| im Allgemeinen aber nicht hausdorffsch. Und Lemma 4.3
kann auch nicht uneingeschrinkt fiir |G| gelten, wenn |G| nicht hausdorffsch ist.
Seien beispielsweise x und y zwei (verschiedene) dquivalente Ecken in G und P
ein graphentheoretischer z—y Weg. Dann induziert P einen topologischen z—y
Weg. Aber P kann keinen xz—y Bogen enthalten (Bemerkung 4.1).
Interessanterweise kann man aber Lemma 4.3 benutzen, um zu zeigen, dass ein
topologischer x—y Weg P in |G| bereits dann einen z—y Bogen enthélt, wenn
die Elemente z und y nicht dquivalent sind (bzgl. der Aquivalenzrelation — auf
V(G)UQ(Q)).

Als Beweisstrategie bietet es sich an, den Raum |G| hausdorffsch zu machen,
indem die in |G| nicht trennbaren Elemente heraus faktorisiert werden. Denn in-
teressanterweise ist Nicht-Trennbarkeit in |G| eine Aquivalenzrelation, nimlich
gerade die bekannte Aquivalenzrelation —, die dquivalente Ecken zusammen mit
einem ggf. von ihnen dominierten Ende identifiziert. Auf den entsprechenden
Quotientenraum koénnte so Lemma 4.3 angewandt werden. Es bedarf dann noch
eines Lemmas, das es uns ermdoglicht, einen im Quotientenraum gefundenen Bo-
gen wieder auf |G| zuriick zu iibertragen.

Es ist leicht zu sehen, dass der Quotientenraum |G|/_ tatséchlich hausdorffsch
ist:

2Es findet sich beispielsweise in [10, p. 208].
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Lemma 4.4. |G|/_ ist hausdorfsch.

Beweis. Es sei w : |G| — |G|/~ die kanonische Projektion sowie T und y zwei
verschiedene Elemente des Quotientenraumes. Dann gibt es in |G| disjunkte
offene Umgebungen O, und O, von x bzw. y. Da O, und O, unter Aquivalenz
abgeschlossen sind, ist zunéchst 7(O0,) N7 (0,) = 0. Da dann 7~ 1(7(0,)) = O,
und 7= 1(w(0,)) = O, ist, sind 7(0,) und 7(O,) auch offen.

O

Das néichste Lemma hilft uns, Bogen im Quotientenraum wie gewiinscht auf |G|
zuriick zu iibertragen. Es kann wesentlich allgemeiner formuliert werden.

Lemma 4.5. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum; man definiere fir x,y € X
eine Aquivalenzrelation:

x~y e VOeO:2e0sye).

Sei f 1 X/ — X eine Funktion, die aus jedem y € X/. einen Reprisen-
tanten auswdhlt. Dann ist f eine Finbettung des Quotientenraums X/~ in den
Ausgangsraum X .

Beweis. Sei also (X, Q) ein topologischer Raum und die Aquivalenzrelation ~
definiert wie im Lemma (dabei sei wieder 7 die kanonische Projektion). Ferner
wéhle die Funktion f : X/. — X einen Reprisentanten aus jedem y € X/
aus.
Offenbar ist f injektiv.
Fiir eine offene Menge O C X gilt die Gleichheit f~}(O) = 7(0O) und nach
Definition der Aquivalenzrelation auch 7~ (7(0O)) = O. Also ist f auch stetig.
Sei jetzt O eine offene Menge in X/.. Dies ist gleichbedeutend damit, dass
7~ 1(O) offen in X ist. Damit ist f(O) = imf N7~ 1(O) offen in imf.

O

Damit jetzt zur eigentlichen Aussage:

Lemma 4.6. Ist P C |G| ein (topologischer) x—y-Weg zwischen zwei nicht
dquivalenten Elementen aus V(G) U Q(G), dann enthdilt P einen x—y Bogen.

Beweis. Es sei P C |G| ein (topologischer) z-y-Weg zwischen zwei nicht dqui-
valenten Elementen aus G U Q(G) und wieder 7 : |G| — |G|/~ die kanonische
Projektion. Dann sind 7(z) = T und 7(y) = y zwei verschiedene Elemente in
|G|/~ und 7(P) ist offenbar ein T-y Weg im Quotientenraum. Da dieser wegen
Lemma 4.4 hausdorffsch ist, gibt es nach Lemma 4.3 einen 7—y Bogen A C 7(P)
im Quotientenraum.
Sei jetzt f eine Funktion wie in Lemma 4.5 mit f(Z) = = und f(y) = y, die
ferner immer ein z € P auswihlt, falls 2N P # () ist. Da die Aquivalenz-
relation — gerade die Aquivalenzrelation aus Lemma 4.5 (mit X = |G]) ist,
ergibt f(A) C P nach diesem Lemma den gewiinschten x—y Bogen in |G|.

O
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Da Bogen in |G| durch Enden laufen konnen, ist es ihnen im Gegensatz zu
graphentheoretischen Wegen moglich, Schnitte des Graphen zu iiberspringen.
Das néchste Lemma beschéftigt sich mit der Frage, unter welchen Bedingungen
dies moglich ist. Es ist eine Variante eines Lemmas fiir die Topologie ToP, das
DIESTEL in [4] gibt.

Lemma 4.7. Es sei F' = E(X,Y) ein Schnitt in einem zusammenhingenden
Graphen G. Dann gilt:

(i) Fist unendlich < X NY # 0.
(ii) Fist endlich = Es gibt keinen X-Y Bogen, der F iiberspringt.

Nehmen wir zusdtzlich an, dass X und Y zusammenhdngend und abgeschlossen
unter Aquivalenz (bzgl. V(G)) sind, dann gilt ferner:

(iii) Fist unendlich = FEs gibt einen X-Y Bogen, der F dberspringt.

Beweis. Sei F' = E(X,Y) ein Schnitt in einem zusammenhéngenden Graphen
G.

ad (i): Es wird zuerst die Implikation “=“ gezeigt. Sei dazu F' unendlich und
V(F') die Menge der Endecken von Kanten aus F'. Es ist dann entweder V (F)NX
oder V(F)NY unendlich. Wir kénnen annehmen, dass U := V(F) N X unend-
lich ist. Man wende auf U und G das Strahl/Stern-Lemma an. Ergibt es einen
Strahl R, dann sei z := w(R). Ergibt es einen Stern S, dann sei z das Zentrum
von S. Offenbar trifft in beiden Féllen jede Umgebung von z sowohl X als auch
Y,dh ze XNY.

Sei jetzt F' endlich. Offenbar induziert ' dann disjunkte offene Umgebungen
von X und Y, d.h. esist XNY = 0.

ad (ii): Es sei F' endlich. Die Menge F' induziert dann zwei disjunkte Umge-
bungen Oy und Oy von X bzw. Y. Fiir einen Bogen A in G — F muss also
aufgrund des Zusammenhangs von A entweder A C Ox oder A C Oy gelten.
ad (iii): Seien jetzt X und Y zusammenhingend und abgeschlossen unter Aqui-
valenz (auf V(G)). Ferner sei F' unendlich. Wir kénnen dann wieder annehmen,
dass der Schnitt U := X NV (F') unendlich ist. Es kann nun zunéchst auf U und
X das Strahl/Stern-Lemma angewendet werden. Dies ergibt entweder einen
Strahl Rx C X oder einen Stern Sxy C X mit Zentrum x € X. In beiden Fillen
ist die Menge U’ C U der Bléitter von Rx oder der Blétter von Sy unendlich.
Sei F' C F die Menge der mit Ecken aus U’ inzidenten Kanten aus F.

Ist der Schnitt V(F') NY endlich, dann gibt es eine Ecke y € Y, die unendlich
viele Kanten in U’ schickt. Da Y abgeschlossen unter Aquivalenz ist, kann es
in X nicht den Stern Sx, sondern nur den Strahl Rx geben. Dieser wird dann
offenbar von y dominiert. Sei in diesem Fall P := Rx U {y}.

Ist der Schnitt U” := V(F') N Y unendlich, dann wende man auf U” und Y
das Strahl/Stern-Lemma an. Dies ergibt entweder einen Strahl Ry C Y oder
einen Stern Sy C Y mit Zentrum y € Y. Aufgrund der Abgeschlossenheit unter
Aquivalenz kann es nicht sein, dass Sx und Sy beide vorkommen.

Existieren beide Strahlen Rx und Ry, dann sind sie offenbar dquivalent, d.h.
es ist w(Ryx) = w(Ry). Es sei dann P := Rx Uw(Rx) U Ry
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Existiert der Stern Sy mit z in X, dann dominiert die Ecke x offenbar den

Strahl Ry und es sei P := Ry U {z}. Im analogen Fall sei P := Rx U {y}.

In allen Fillen ist P offenbar ein topologischer X—Y Weg, der aufgrund der

Abgeschlossenheit von X und Y unter Aquivalenz nach Lemma 4.6 einen XY

Bogen enthilt, der den (unendlichen) Schnitt F' wegen P N F = () iiberspringt.
O

4.2 Definition und erste Eigenschaften topologischer
Spannbiume

An dieser Stelle wird der Begriff eines topologischen Spannbaums fiir den Raum
|G| vorgestellt. Daran anschlieflend kénnen dann die Fundamentalschnitte und
Fundamentalkreise eines topologischen Spannbaums definiert werden.
Topologische Spannbdume sind als eine Erweiterung graphentheoretischer Spann-
bdume konzipiert. Sie sollen dieselbe Rolle fiir den Aufbau des Zyklenraums
spielen wie graphentheoretisch Spannbdume fiir den Zyklenraum endlicher Gra-
phen.?

Ein Unterraum H C |G| heifit ein Standardunterraum von |G|, wenn fiir jede
Kante e € E(G) bereits e C H daraus folgt, dass H einen inneren Punkt p € é
enthélt. Nun heifle ein Unterraum T C |G| ein topologischer Spannbaum von
|G|, wenn fiir T gilt:

(i) T ist einen Standardunterraum von |G|.
(ii) Es gilt T' D V(G) UQ(G), d.h. T enthélt alle Ecken und Enden von G.

(iii) Zu je zwei Elementen z,y € V(G) U Q(G) enthélt T einen topologischen
z—y Weg.

(iv) T enthélt keinen topologischen Kreis.

Die Bedingung (iii) ldsst sich auch in einfacher Weise im Rekurs auf Bogen
formulieren. Dafiir zieht man zunéchst in Betracht, dass nach Lemma 4.6 ein
z—y Weg P zwischen zwei nicht-dquivalenten Elementen z,y € V(G) U Q(G)
immer einen z—y Bogen enthélt. Andererseits gibt es zwischen zwei dquivalenten
Elementen z,y € V(G) U Q(G) immer einen trivialen topologischen Weg, da
aquivalente Elemente genau dieselben Umgebungen in |G| haben:

Bemerkung 4.2. Sind z,y € V(G)UQ(G) dquivalent, dann ist jede Abbildung
0 :[0,1] = {z,y} stetig.

Beides zusammen genommen zeigt, dass die Bedingung (iii) dquivalent ist da-
zu, dass T zwischen zwei nicht-éiquivalenten Elementen z,y € V(G) U Q(G)
immer einen x—y Bogen enthilt. Im Folgenden wird daher zwischen diesen bei-
den dquivalenten Varianten topololgische Spannbéume zu definieren nicht mehr

3Dies wird motiviert in [2]. Hieraus sind auch die entsprechenden Begrifflichkeiten entnom-
men. Sie finden sich auch in [4].
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unterschieden und in der jeweiliger Situation von der einen oder der anderen
Gebrauch gemacht (als Beispiel fiir einen topologischen Spannbaum betrachte
man Abbildung 4.1).

Ein topologischer Spannbaum kann zwischen zwei dquivalenten Ecken x,y € G
nicht die Kante e = xy enthalten, da é zusammen mit x oder y bereits ein Kreis
in T" wére.

Abbildung 4.1: Ein topologischer Spannbaum T (fett) fiir den Graphen aus Ab-
bildung 1.3

Es kann allgemeiner zwischen zwei dquivalenten Ecken x,y in T" keinen graphen-
theoretischen Weg geben, da ein solcher einen Kreis enthielte. Daraus ergibt
sich, dass es fiir Graphen, die zwei dquivalente Ecken enthalten, keinen Spann-
baum geben kann, dessen Schnitt mit G graphentheoretisch zusammenhéngend
ist. Enthélt G jedoch keine zwei dquivalente Ecken, so ist die Frage, ob es einen
solchen Spannbaum gibt, ein interessantes Problem. Es wird in Abschnitt 4.5
behandelt.

Von graphentheoretischen Spannbidumen weifl man, dass sie zwischen zwei Ecken
genau einen Weg enthalten. Das topologische Analogon dieser Aussage wire,
dass ein topologischer Spannbaum zwischen zwei Elementen z,y € V(G)UQ(G)
genau einen Bogen enthilt. Dies ist jedoch nicht ganz richtig, da fiir einen Bo-
gen A und #quivalente Elemente z,y € V(G) U Q(G) auch (A \ {z}) U{y} ein
Bogen ist, falls € A ist. Aber man hat eine leicht abgeschwichte Aussage:

Lemma 4.8. Sei T ein topologischer Spannbaum von |G| und A C T ein x—y
Bogen in T, z,y € V(G)UQ(G). Dann stimmt jeder weitere x—y Bogen A’ C T
mit A auf dem Innern é einer jeden Kante e € E(G) dberein.

Beweis. Es sei T ein topologischer Spannbaum von |G| und A C T ein -y
Bogen in T, z,y € V(G) UQ(G). Angenommen, es gibt einen z—y Bogen A’ in
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T, der sich auf dem Innern einer Kante e = vw € T von A unterscheiden wiirde.
Es kann mit Lemma 4.1 angenommen werden, dass dann é C A und éeN A’ = ()
ist. Ebenfalls wegen Lemma 4.1 sind dann v und w nicht dquivalent. Offenbar
ist dann aber (A\ é)U A’ ein topologischer 7—w Weg P C T (man beachte dabei
wieder Lemma 4.1), der nach Lemma 4.6 einen 7w Bogen A” enthélt. Dann
ist aber C := A” U é ein Kreis in T mit Widerspruch zur Kreisfreiheit von 7.
O

Ist jetzt T ein topologischer Spannbaum von |G| und e = zy eine Kante in
G\ T, dann enthélt T'U e einen Kreis C,. Denn sind x und y nicht dquivalent,
dann gibt es in T einen z—y Bogen A und C := A U e ist ein Kreis. Und sind
x und y dquivalent, dann ist schon C' := é U {z} ein Kreis. Es sei ferner D(C,)
die Menge der Kanteninnern é C C.. Nach Lemma 4.8 ist D(C.) durch e und
T bereits eindeutig bestimmt und es werde D(C,.) der Fundamentalkreis von e
beziiglich T genannt. Aber auch C, heifle ein Fundamentalkreis von T'. Ist der
Kontext unmifversténdlich, so wird auch C, fiir D(C,) geschrieben.

Es sollen nun die Fundamentalschnitte eines topologischen Spannbaums 7" von
|G| definiert werden. Ist e € T eine Kante, dann zerféllt T'\ é in genau zwei topo-
logische Wegkomponenten C und Cs. Es sei X1 := V(G)NC} und Xg := V(G)N
Cy. Dann heifle D, := E(X1, X2) der Fundamentalschnitt von e beziiglich T'. Im
kommenden Abschnitt soll gezeigt werden, dass die Fundamentalschnitte eines
topologischen Spannbaums immer endlich sind.

4.3 Die Fundamentalschnitte topologischer Spann-
biume

In diesem Abschnitt soll es nun darum gehen zu zeigen, dass die Fundamen-
talschnitte eines topologischen Spannbaums immer endlich sind. Diese Aussage
ist wichtig fiir die Rolle, die topologische Spannbdume in der Charakterisierung
des Zyklenraums spielen sollen. Dafiir werden einige Lemmata benottigt, die im
Folgenden bereitgestellt werden.

Sei zunéchst X ein topologischer Raum. Ein topologischer Strahl R C X ist ein
homo6omorphes Bild des Intervalls [0,1).* Topologische Strahlen in |G| lassen
sich zu Bogen fortsetzen:

Lemma 4.9. Ist R C |G| ein topologischer Strahl und ¢ : [0,1) — R ein ent-
sprechender Homdéomorphismus, dann ldsst sich ¢ zu einem Homdomorphismus
©* :[0,1] = A D R fortsetzen. ©*(1) ist dabei bis auf Aquivalenz eindeutig be-
stimmdt.

Beweis. Es sei R C |G| ein topologischer Strahl und ¢ : [0,1) — R ein entspre-
chender Hom6omorphismus. Es soll zunéchst gezeigt werden, dass gilt:

(1) Ist (zn)nen eine gegen 1 konvergente Folge in [0, 1), und sind z,y € |G]|
Héaufungspunkte der Folge (¢(zy,)), dann sind z und y dquivalent.

“Die in diesem Abschnitt neu eingefiihrten Begriffe eines topologischen Strahls, eines to-
pologischen Kamms und eines topologischen Sterns sind alle [5] entnommen.



o8 KAPITEL 4. HOMOLOGIE

Sei (zn)nen eine gegen 1 konvergente Folge in [0,1) und z,y € |G| Haufungs-
punkte der Folge (¢(x,)). Waren nun x und y nicht dquivalent, dann gibe es
disjunkte basis-offene Umgebungen O, und O, von z bzw. y und einen endlichen
Schnitt F' = E(X,Y), so dass V(O,) € X und V(O,) C Y gelten wiirde. Durch
Ubergang zu geegneten Teilfolgen kénnen wir dann z1 < y1 < 22 < 42 < ...
wihlen, so dass ¢(x;) € O, und p(y;) € Oy ist. Jeder Teilbogen z; Ry; durchliuft
das Innere einer Kante von F' (Lemma 4.7), was fiir n > |F| zu einem Wider-
spruch fiihrt.

Als nichstes soll die Existenz eines geeigneten Fortsetzungspunktes in |G| ge-
zeigt werden:

(2) Es gibt ein bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmtes = € |G|, so dass fiir
jede gegen 1 konvergente Folge (z,)nen in [0, 1) die Folge (p(x;)) gegen z
konvergiert.

Sei wieder (z,,) eine gegen 1 konvergente Folge in [0, 1). Da |G| kompakt ist, hat
die Folge (¢(zy,)) einen Haufungspunkt = € |G|. Ist jetzt (y,) eine weitere gegen
1 konvergente Folge in [0, 1), dann ist  auch Haufungspunkt dieser Folge, da
sonst die Folge (z,) mit 29, := z, und 22,41 := ¥y, einen Widerspuch zu (1)
darstellen wiirde. Ist nun O C |G| eine offene Umgebung von z, dann ist y,, € O
sogar flir fast alle n, da es andernfalls einen weiteren Hiaufungspunkt von vy,
auBerhalb von O gébe (mit Widerspruch zu (1)). Also konvergiert die Folge
(yn) gegen z. Dass y, gegen kein weiteres auBerhalb von 7 liegendes Element
gehen kann, ist auch klar (umgekehrt konvergiert diese Folge aber gegen jedes
Element aus 7, da diese Elemente genau dieselben Umgebungen haben).

Man wéhle jetzt ein = € |G| wie in (2) und setze ¢*(1) := = sowie

©lo1) = - Sel A:=RU {z}; es gilt:

(3) ¢*:1]0,1] — A ist bijektiv.

Fir (3) ist nur x € R zu zeigen. Wire z € R, dann wéhle man ein Intervall
(a,b) € [0,1) mit p=1(z) € (a,b) und b < 1. Dann miisste ¢((a, b)) offen in im¢p
sein. Aber nach Wahl von z mit (2) enthélt jede Umgebung von z ein ¢(y) mit
y € (b,1).

Weiter ist noch zu zeigen:

(4) * ist stetig.

Da ¢ stetig ist, brauchen wir nur noch die Stetigkeit von ¢* im Punkt x = ¢*(1)
nachzuweisen. Sei also O C |G| eine offene Umgebung von x. Dann ist zunéchst
©~1(0) offen in [0, 1). Wir wiiren fertig, wenn (a, 1) C »~1(O) fiir ein a € [0, 1)
gezeigt werden konnte. Angenommen, es gibt kein solches Element a. Dann gibt
es eine gegen 1 konvergente Folge (z,,) in [0, 1) mit z,, & »~1(O) fiir alle n € N.
Aus (2) folgt, dass die Folge (¢(x,)) gegen x geht und damit ¢(x,) € O fiir
fast alle n gilt. Also gilt erst recht x,, € ¢! fiir ein n. Widerspruch.

Wir wéren fertig, wenn wir wiiiten, dass A als Unterraum von |G| hausdorffsch
ist. Denn nach [1, p. 48] sind bijektive und stetige Funktionen aus einem kom-
pakten Raum in einen Hausdorff-Raum bereits Homdomorphismen. Es wird
daher gezeigt, dass gilt:
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(5) A ist hausdorffsch.

Klarerweise ist R C A als homéomorphes Bild des Intervalls [0, 1) hausdorffsch.
Es ist also lediglich zu zeigen, dass es kein zu = ¢*(1) dquivalentes Element
y € R gibt. Angenommen, es gibe ein solches y. Man wihle dann eine offene
Umgebung (a,b) C [0,1) von y mit b < 1. Dann ist ¢((a,b)) offen in R, d.h. es
gibt ein offenes O C |G| mit ¢((a,b)) = RNO. Dann ist aber auch € O und es
wire p*~1(0) = (a,b) U {1} nicht offen in [0, 1] im Widerspruch zur Stetigkeit
von ¢*.

O

Dass die Fundamentalschnitte eines topologischen Spannbaums immer end-
lich sind, soll mit einer topologischen Variante des schon h&ufig benutzten
Strahl/Stern-Lemmas gezeigt werden. Es setzt einige neue BegrfHlichkeiten vor-
aus.

Sei X ein topologischer Raum und ¢ : [0,1] — R € X ein Homdomorphismus
(also R ein topologischer Strahl). Ist nun (x,,),en eine Folge von paarweise ver-
schiedenen Punkten in X und sind @, fir z, ¢ R paarweise disjunkte x,—R
Boégen mit Endecken y,,, so dass die Folge der Urbilder ¢~ !(y,) zusammen mit
den x,, die auf R liegen, gegen 1 konvergiert, dann heifit R zusammen mit allen
Bogen @, ein topologischer Kamm mit Riicken R und Zihnen x,, (einschlielich
der z,, auf R). Ein topologischer Wy-Stern S ist eine Vereinigung von R Bogen,
die sich genau in ihrem Anfangspunkt treffen. Der gemeinsame Anfangspunkt
heiflt dann wieder das Zentrum von S und die Endpunkte sind seine Bldtter.
Fiir wegzusammenhéngende Hausdorff-Rdume hat man nun eine topologische
Variante des Strahl/Stern-Lemmas, das hier [5] entnommen wurde.

Lemma 4.10. Sei U eine unendliche Punktmenge in einem wegzusammen-
hingenden Hausdorff-Raum X, dann enthdlt X entweder einen topologischen
Kamm mit allen Zihnen in U oder einen topologischen Ng-Stern mit allen
Bldttern in U.

Zwar ist |G| im allgemeinen nicht hausdorffsch, aber man konnte versuchen,
das Lemma 4.10 auf den hausdorffschen Quotientenraum |G|/_ anzuwenden
und mit Lemma 4.5 zuriick nach |G| zu gehen. Diese Strategie liefert eine ganz
ahnliche Aussage, die etwas allgemeiner auch fiir Unterrdume H C |G| gezeigt
werden soll. Dabei heiflen zwei Punkte z,y in einem topologischen Raum X
trennbar, wenn sie disjunkte Umgebungen besitzen.

Lemma 4.11. Sei H C |G| ein (topologisch) wegzusammenhingender Unter-
raum und U eine Teilmenge von H, die unendlich viele paarweise in H trenn-
bare Elemente enthdlt. Dann gibt es in H einen topologischen Kamm mit allen
Zidhnen in U oder einen Ng-Stern mit allen Bldttern in U.

Beweis. Seien die Voraussetzungen des Lemmas gegeben und auch mit — die
Aquivalenzrelation auf H bezeichnet, die genau diejenigen Elemente identifi-
ziert, die dieselben Umgebungen haben sowie 7 : H — H/_ die kanonische Pro-
jektion in den entsprechenden Quotientenraum. Dann ist 7(U) unendlich, H/_
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ist hausdorffsch und mit H ist auch der Quotientenraum wegzusammenhéngend.
Also kann auf H/_ und n(U) das Lemma 4.10 angewendet werden, was entwe-
der einen topologischen Kamm K oder einen topologischen Rp-Stern S ergibt.
Nach Lemma 4.5 gibt es eine Einbettung f von H/_ in H. Ist fir T € H/_ der
Schnitt mit U nicht leer, dann wéhle f so, dass f(z) € U gilt. Jetzt ergeben
f(K) bzw. f(S) die gewiinschten Objekte in H.

O

Damit kann nun das Ziel dieses Abschnittes erreicht werden:

Satz 4.1. Die Fundamentalschnitte eines topologischen Spannbaums T von |G|
sind immer endlich.

Beweis. Sei T ein topologischer Spannbaum von |G| und e C T eine Kante von
T. Dann seien C; und Cj die beiden topologischen Wegkomponenten von T\ é,
X1 :=V(G)NC}i und Xo :=V(G) N Ch.

Angenommen, der Fundamentalschnitt D, = E(X1, X3) wére unendlich. Es sei
dann Uy := V(D) N X1 und Uz := V(D) N Xa. Es seien Uy := {1 | u € U1}
sowie Us := {@i | u € Uy} die Mengen der Aquivalenzklassen der Ecken aus
Uy bzw. Us. Die Wegkomponenten €7 und C5 sind dann abgeschlossen unter
Aquivalenz aufgrund von Bemerkung 4.2.

Es sollen jetzt zwei Fille unterschieden werden, je nachdem, ob eine der Mengen
Ui und U, unendlich~ist. B

Fall 1: Die Mengen U; und Us sind beide endlich.

Da mit D, auch V(D.) unendlich ist, gibt es dann ein v € U; U Uy, so dass
o NV (D,) unendlich ist. Es kann angenommen werden, dass v € Uy gilt. Da
auch U endlich ist, gibe es dazu ein w € U und unendlich viele v—w Kanten
in D, was © = w implizieren wiirde (sieche Lemma 2.12) im Widerspruch dazu,
dass Cy und C5 unter Aquivaleriz abgesghlossen sind.

Fall 2: Es ist eine der Mengen U; und Uz unendlich.

Es kann angenommen werden, dass dabei U; unendlich ist. Man wende nun
Lemma 4.11 auf U; und C1 an:

Ergibt es einen topologischen Ng-Stern S; C €1 mit allen Blattern in Uy, dann
sei U] C Uy die Menge der Blétter von S; und z; das Zentrum von Si.

Ergibt es einen topologischen Kamm K; C (1 mit Zéhnen in U; und Riicken
Ry, dann sei U{ C U; die Menge dieser Zihne und z; ein nach Lemma 4.9
existenter Punkt, der R; zu einem Bogen A = Ry U {2} fortsetzt. Da T ab-
geschlossen ist (und R; in 7T liegt), muss z; € T gelten. Da R; C C ist, folgt
weiter z1 € Cf.

In beiden Fillen ist die Menge D/ der Kanten aus D., die mit einer Ecke aus
U] inzidieren, immer noch unendlich. Sei jetzt U} := V(D.) N X2 die Menge der
Ecken aus X, die mit einer Kante aus D! inzidieren.

Wir betrachten jetzt gesondert die Félle, dass die Menge (75 endlich oder un-
endlich ist.

(i) Die Menge U} ist endlich. Dann gibt es ein w € U} und dazu unendlich
viele verschiedene Ecken x in U], so dass es zu x eine z—w Kante e, in D/,
gibt. Sei F, die Menge der Kanten e,. Ist e; eine Kante in F,, und A,
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der eindeutige z1—x Bogen auf S; bzw. Rp, dann ist A., := A, Ué, Uw
ein z;—w Bogen in |G|. Es gibt dann unendlich viele solcher Bogen A, .
Es soll jetzt gezeigt werden, dass dies die Aquivalenz von z; und w im-
pliziert (im Widerspruch dazu, dass C; und Cy unter Aquivalenz abge-
schlossen sind).

Angenommen also, z; und w wéren nicht dquivalent. Dann gibt es dis-
junkte offene Umgebungen O, und O,, von z; bzw. w, so dass O,, UO,, =
|G|\ {f1,..., fn} fiir endlich viele innere Punkte f; von Kanten gilt. Die
Punkte f; konnen nur auf endlich vielen Bogen A, (e, € Fy,) liegen (dies
ist klar im Falle des Sterns S7, da dann die A., bis auf w und z; disjunkt
sind; im Falle des Kamms K folgt dies daraus, dass es zu jedem Punkt y
auf R; einen Bogen A., gibt, der y vermeidet und die A., auflerhalb von
R bis auf w disjunkt sind).

Dann muss es in |G|\ {f1,..., fn} einen z;—w Bogen A., geben, was aber
wegen der disjunkten offenen Zerlegung A., = (Ae, N O,) U (Ac, N Oy)
dem Zusammenhang des Bogens A., widerspricht.

(ii) Die Menge ﬁé ist unendlich. Dann kann auf U und C das Lemma 4.11
angewendet werden.
Ergibt es einen topologischen Rg-Stern So C Cy mit allen Bléttern in UJ,
dann sei U C U) die Menge der Blétter von Sy und z2 das Zentrum
von Sz. Ergibt es einen topologischen Kamm Ky C Cy mit Zéhnen in U)
und Riicken Ry, dann sei UY C U) die Menge dieser Zihne und 25 ein
nach Lemma 4.9 existenter Punkt, der Ry zu einem Bogen A = Ry U {2z}
fortsetzt. Wie in (i) folgt z; € Cj.
Es gibt dann offenbar eine unendliche Menge F' C D, von Uj-UJ Kanten,
deren Endecken in X7 bzw. X9 paarweise verschieden sind. Ist dann d =
y1ye eine Kante aus F, y; € X; und y» € Xo, ferner A; der eindeutig
bestimmte z;—y; Bogen auf S; bzw. K; und Ay der ebenfalls eindeutig
bestimmte zo—y2 Bogen auf Sy bzw. Ko, dann ist Ay := A3 U{d} U As ein
z1—z2 Bogen in |G|. Genauso wie unter (i) argumentiert man nun, dass
die Existenz von unendlich vielen solchen Bégen die Aquivalenz von z
und 2z, impliziert, im Widerspruch dazu, dass C; und Co unter Aquivalenz
abgeschlossen sind.

Insgesamt zeigt dies, dass in allen Féllen der Fundamentalschnitt D, nicht un-
endlich sein konnte.
O

4.4 Das Existenzproblem topologischer Spannbidume

Die Existenz eines topologischen Spannbaums von |G| ist dafiir notwendig,
spater die grundlegenden Aussagen iiber den Zyklenraum von G treffen zu
konnen. Daher soll in diesem Abschnitt gezeigt werden, dass fiir jeden Gra-
phen |G| ein topologischer Spannbaum von |G| existiert.
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Im endlichen Fall findet man einen Spannbaum auch als minimal zusammen-
héngenden aufspannenden Teilgraphen von G. Eine dhnliche Strategie kann
man auch verfolgen, um die Existenz eines topologischen Spannbaums von
|G| nachzuweisen. Es wird unter den topologisch wegzusammenhéngenden und
V(G) U Q(G) aufspannenden Standardunterrdumen ein beziiglich C minimales
Element gesucht. Um die Existenz eines solchen minimal wegzusammenhéngen-
den Unterraums nachzuweisen, bietet sich das Lemma von Zorn an. Entschei-
dend dafiir ist, dass der Schnitt iiber eine absteigende Folge (topologisch) weg-
zusammenhéngender Unterrdume wieder wegzusammenhéngend ist. Die meiste
Arbeit wird im Folgenden deshalb darauf verwandt werden, ein Lemma zu zei-
gen, dass diese Aussage sichern kann.

Ein solches Lemma wird zunéchst fiir Graphen gezeigt, die keine zwei dquivalen-
te Elemente enthalten. Damit gilt es dann fiir den mit dem Quotientengraphen
assoziierten Raum |G/~ | und kann mit Hilfe der Einbettung |G/~| — |G| auf
|G| iibertragen werden.

Die Darstellung beginnt damit, ein Lemma vorzustellen, das fiir den Beweis
des zentralen Lemmas notwendig ist. Es handelt sich dabei um eine &hnliche
Aussage wie Lemma 4.8 in [5] und soll im spéiteren Beweis dieselbe Funktion
wie dieses Lemma erfiillen.

Lemma 4.12. Sei G wieder ein Graph, der keine zwei dquivalenten Ecken
enthdlt und (x,)nen eine Folge von paarweise verschiedenen Ecken in G mit
der Eigenschaft, dass je drei Folgeglieder auf einem gemeinsamen Bogen in |G|
liegen. Ist dann T ein normaler Spannbaum von G mit Wurzel r, dann gilt:

Es gibt eine Teilfolge (yn)nen von (Tn)nen, die gegen ein Ende w € Q(Q)
konvergiert und deren Folgeglieder einen beliebig grofien Abstand zu r an-
nehmen, d.h. zu jedem n € N gibt es ein y;, so dass d(y;,r) > n ist.

Beweis. Sei also G ein Graph, in dem keine zwei Ecken dquivalent sind und darin
(Zn)nen ein Folge von paarweise verschiedenen Ecken mit der Eigenschaft, dass
je drei Folgeglieder auf einem gemeinsamen Bogen in |G| liegen. Ferner sei T'
ein normaler Spannbaum von G und r seine Wurzel.

Es ist dann U := {x,|n € N} unendlich. Man wende auf U und T das Strahl/-
Stern-Lemma an. Ergibt es einen Kamm, dann sind wir offenbar fertig. Es kann
also angenommen werden, dass es einen Np-Stern S mit Zentrum s ergibt. Es
seien y1, Y2, . . . die Blitter von S, die nicht kleiner als s sind bzgl. <p (es gibt
hochstens ein solches Blatt).

Es sei v; € Np(s) die zweite Ecke auf dem s—y; Weg in T Ist jetzt w eine Ecke
mit w <r s, dann kann w nur in endlich vielen Mengen |v;] einen Nachbarn
in G haben, da andernfalls w mit s dquivalent wére. Da die Menge [s] endlich
ist, konnen wir durch Ubergang zu einer Teilfolge von (y,,) erreichen, dass kein
w € [s]| einen Nachbarn in |v, | hat.

Es soll jetzt gezeigt werden, dass dann gilt:

(1) Jeder y;—y; Bogen trifft s oder ein ggf. von s dominiertes Ende w, € Q(G).
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Angenommen, (1) wire falsch. Dann sei A ein y;—y; Bogen, der weder s noch ein
gef. von s dominiertes Ende wy trifft. Im Folgenden soll ein Widerspruch zum
Zusammenhang von A hergeleitet werden. Sei dazu X; der Untergraph G[|v;]]
zusammen mit allen Enden, die einen Strahl in |[v;] haben.

Es gilt dann:

(*) Xi;N A ist offen in A.

Sei x € X; N A. Liegt x im Innern einer Kante e, dann ist é C A offenbar eine
(sogar in |G|) offene Umgebung von z in A.

Ist x eine Ecke, dann gibt es eine basis-offene Umgebung O, von x mit O,N[s] =
(0, da = zu keiner Ecke aus [sl dquivalent ist. Wegen der Normalitdt von T ist
damit Cp, C X;, also auch Cp, C X;, und damit sogar O, N A C X;, da A
keine s—X; Kante trifft (denn sonst wiirde A nach Lemma 4.1 s oder ggf. ws
enthalten) und keine weitere [s]-X; Kante in G existiert. Also ist O N A eine
offene Umgebung von z in A.

Ist  ein Ende, dann ist x # ws nach Annahme. Also gibt es eine basis-offene
Umgebung O, von z, die s nicht enthélt. Ist R C X; ein Strahl mit z = w(R),
dann trennt offenbar s jedes w < s von R, da keine w—X; Kanten in G existieren
(und 7 normal ist). Also ist dann sogar O, N [s] = 0, damit Cp, C X; und wie
oben ist O, N A eine offen Umgebung von = in A. Insgesamt zeigt dies (*).
Um einen Widerspruch zum Zusammenhang von A herzuleiten, ist jetzt noch
zu zeigen, dass auch gilt:

(**) (|G| \ X;) N A ist offen in A.

Sei y € (|G|\ X;) N A. Liegt y im Innern einer Kante, dann ist die Aussage klar.
Ist y eine Ecke, dann ist ¥ # s nach Annahme, also gibt es eine basis-offene
Umgebung O, von y, die s nicht enthélt. Normalitét von 7" und die Tatsache,
dass fiir eine Ecke w < s keine w—X; Kanten existieren, zeigen, dass jeder y—X;
Weg die Ecke s trifft. Also ist CA’oy C (JG]\ X;) und damit auch O, C (|G| \ X3).
Die Menge O, N A ist so eine offene Umgebung von y in A.
Ist y ein Ende, dann wird y nach Annahme nicht von s dominiert. Es gibt also
wieder eine basis-offene Menge O,, die s nicht enthélt. Da T" normal ist, enthélt
T einen normalen Strahl R € y. Wegen y ¢ X; ist dieser nach Konstruktion von
X; zu X; disjunkt. Da ein Teilstrahl von R in Oy liegt, enthélt O, eine Ecke,
die nicht in X; liegt. Wie eben folgt dann O, C (|G| \ X;) und O, N A ist eine
offene Umgebung von y in A. Insgesamt ergibt dies (**).
Da y; & X; gilt, ergében (*) und (**) einen Widerspruch zum Zusammenhang
von A. Also gilt (1).
Wiéhlt man jetzt drei verschiedene y;,y;,yx und einen Bogen A, der sie (in
dieser Reihenfolge) verbindet, dann trifft nach (1) sowohl y; Ay; als auch y; Ay
die Ecke s oder das ggf. von s dominierte Ende wg, im Widerspruch dazu, dass
kein Bogen zwei dquivalente Elemente enthélt (Bemerkung 4.1). Damit kann es
keinen Stern wie angenommen geben und man ist fertig.

O

Damit nun zum zentralen Lemma:
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Lemma 4.13. Sei G ein Graph, der keine zwei dquivalenten Ecken entdlt. Fer-
ner sei (Aqg)a<~ €ine transfinite Folge von x—y Bogen, x,y € V(G)UQ(G). Dann
gibt es einen topologischen x—y Weg P und eine in P dichte Menge P* C G, so
dass fir jedes p € P* diejenigen Bogen A, mit p € Ay eine kofinale Teilfolge
bilden.

(Insbesondere bilden die Bigen A, die einen Punkt aus P treffen, der im In-
nern einer Kante e € E(G) liegt, eine kofinale Teilfolge.)

Diese Aussage ist eine Variante von Lemma 5.1 aus [5] unter einer etwas stéirke-
ren Voraussetzung an G. 5 IThr Beweis weicht nur in einigen wenigen Details von
dem Beweis in [5] ab. Daher soll im Folgenden nur aufgezeigt werden, wie der ge-
suchte Weg P definiert werden kann; fiir den Nachweis, dass P die gewiinschten
Eigenschaften hat, sei dann auf [5] verwiesen.

Beweis. Es sei G ein Graph, der keine zwei dquivalenten Ecken enthélt. Ferner
sei (Aq)a<~ eine transfinite Folge von z—y Bogen, z,y € V(G) U Q(G).

Es kann angenommen werden, dass der Graph G zusammenhéngend ist. Dann
existiert ein normaler Spannbaum 7" von G mit Wurzel r € V(G) (siehe dafiir
Lemma 2.4 in [5]). Weiter heiBe eine Kante e € E(G) gut, wenn die Folge der
A, mit é C A, eine kofinale Teilfolge bildet.

Es soll jetzt eine stetige Abbildung o : [0,1] — |G| definiert werden, so dass
P := 0([0,1]) und die Menge P* C P der Punkte auf P aus dem Innern von
Kanten die Bedingungen des Satzes erfiillen. Dafiir wird ¢ zunéchst rekursiv
fiir jedes rationale r € [0, 1] definiert. Es sei ¢(0) := = und o(1) := y sowie
r1,72,... eine Abzihlung der rationalen Zahlen in (0, 1).

Zur Definition von o auf r; betrachte man einen endlichen Kantentrenner F' C
E(G) von x und y. Da jeder Bogen A,, eine Kante aus F trifft, gibt es mindestens
eine gute Kante. Unter allen guten Kanten wéhle man eine Kante e = vw, so
dass die in T' groBere Endecke von e minimal wird. Es sei dann [z1,y1] C [0, 1]
ein Intervall mit rationalen Randpunkten, das r; enthélt. Unter den A,, die
¢é enthalten, gibt es dann eine kofinale Teilfolge X1, so dass alle A, € ¥ das
Kanteninnere é in derselben Richtung durchlaufen. Es wird dann o auf [z1, y1]
als Hom6omorphismus auf e gesetzt, so dass o die Kante e in derselben Richtung
durchlduft wie die A, € X;. Ist dabei o(x1) = = oder o(y1) = vy, so sei ggf.
x1:=0 bzw. y; := 1.

Fiir ro verfahre man dann analog. Ist beispielsweise r9 € (r1, 1) und ist o noch
nicht auf ro definiert, dann ersetze man in obiger Konstruktion r; fiir x und ro
fiir 7 und betrachte fiir A, € 31 die Folge der Teilbogen o (r1)Aqy. ©

Auf diese Weise konnen wir o induktiv auf [0,1] N Q definieren, so dass nach
dem n-ten Schritt o auf einer Menge X,, O X,,_; definiert ist, die r,, enthalt,
wobei X, die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Intervallen mit
rationalen Randpunkten zusammen mit {0, 1} ist. Dabei gibt es zu jedem n € N
eine in ¥ := (Aa)a<p kofinale Teilfolge X, der A,, so dass fiir jede Kante

®In [5] wird von G nur gefordert, dass keine zwei Ecken durch unendlich viele ecken-
disjunkte Wege miteinander verbunden sind. Ferner geht es natiirlich nicht um die Topologie
EToP, sondern um eine bestimmte Quotiententopologie (ITop) fiir die Topologie TOP.

51st dabei o(r1) ¢ Aa, dann enthélt A, anstelle dessen ein von o(r1) dominiertes Ende w
und man betrachte wAqy.
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e € E(G) mit é C o(X,,) und fiir A, € ¥,, die Inklusion ¢ C A, gilt (und alle
A, € %, die Kante e in derselben Richtung wie o durchlaufen). Ferner ist dann
o auf X :=J>7 | injektiv.
Ist nun noch p € [0,1] \ X, dann gibt es eine gegen p konvergente Folge von
rationalen Punkten ¢; < g2 < ... aus [0, 1], so dass jeweils o(g;) eine Ecke ist.
Nach Lemma 4.12 konvergiert die Folge (0(g;)) gegen ein Ende w, und man
setzt o(p) 1= wp.
Die Hauptlast des Beweises wird nun darauf verwendet, dass die so definierte
Funktion o stetig ist (hier wird dann auch von der zusétzlichen Eigenschaft,
die Lemma 4.12 sichert und der Minimalitétsforderung an die Kanten im Bild
von o Gebrauch gemacht). Da die Argumentation bis auf einige wenige Details
nahezu im Wortlaut aus dem Beweis in [5] iibernommen werden kann, wird an
dieser Stelle auf ihre Ausfithrung verzichtet.

O

Ist nun G ein beliebiger Graph, so gilt Lemma 4.13 immer fiir seinen Quotien-
tengraphen. Mit Hilfe der Einbettung von |G/~ | in |G| lasst sich dieses Lemma
auf beliebige Graphen erweitern. Dafiir werden zwei kleinere Lemmata benotigt:

Lemma 4.14. Es sei f : |G| — |G| eine Bijektion mit den folgenden Eigen-
schaften:

(i) Fliir jedes x € V(G) U Q(G) sind die Elemente x und f(zx) dquivalent.
(ii) Auf Kanten e € E(G), deren Endecken dquivalent sind, ist f die Identitdt.

(iii) Es gibt eine Permutation o von E(G), so dass fiir eine Kante e = xy €
E(G) die Kante o(e) eine -y Kante ist und ferner gilt: Ist e = xy €
E(G) eine Kante, deren Endecken nicht dquivalent sind, dann ist die
FEinschrinkung von f auf é zu einem Homdéomorphismus fe : e — o(e)
fortsetzbar, so dass wieder f.(x) mit x dquivalent ist.

Dann ist f ein Homéomorphismus.

Beweis. Sei f eine Bijektion von |G| auf |G| mit den Eigenschaften (i) bis (iii).
Da mit f offenbar auch f~! die Eigenschaften (i) bis (iii) hat, reicht es zu zeigen,
dass f offen ist. Sei also O C |G| eine offene Menge. Es kann angenommen
werden, dass O basis-offen ist. Liegt dabei O im Innern einer Kante, dann ist
wegen (ii) und (iii) f(O) wieder offen. Es kann also angenommen werden, dass
O mindestens eine Ecke enthilt.

Da offene Mengen unter Aquivalenz abgeschlossen sind, gilt fiir jedes z € V (G)U
Q(G) wegen (i):

re0«& f(x)eO.

Sei jetzt F' C E(G) eine endliche Kantenmenge, die O induziert. Ist dabei
F' C F die Menge der Kanten e = zy € F mit x € O und y ¢ O, dann ist
f(F") = F’ wegen (iii), denn mit einer Kante e = zy € F’ liegt jede -7 Kante
in F’. Die Bedingung (iii) sichert ferner, dass fiir ein halboffenes Kantenstiick
[z,y) C e € F/ mit der Ecke z € O auch f(x) in O liegt.



66 KAPITEL 4. HOMOLOGIE

Ist e € F eine Kante, deren Endecken beide in O liegen, dann liegen (wegen (ii)
und (iii)) auch die Endecken derjenigen Kante in O, die f(é) enthilt.
Zusammengenommen impliziert dies, dass f(O) wieder offen ist. Dabei wird
f(O) von F' zusammen mit F” := {e € E(G)|e 2 f(é),¢ € F\ F'} induziert.
Insbesondere enthalten O und f(O) genau dieselben Ecken und Enden. Sie
unterscheiden sich lediglich auf endlich vielen Kanten.

O

Lemma 4.15. Es sei P C |G| ein topologischer x—y Weg mit z,y € V(G) U
QG) und T # y. Ist dann Ep die Menge der Punkte aus P, die im Innern
etner Kante liegen, dann liegt Ep dicht in P.

Beweis. Sei also P C |G| ein topologischer z—y Weg, z,y € V(G)UQ(G), T #7
und Ep die Menge der Punkte aus P, die im Innern einer Kante liegen.
Angenommen, Ep lige nicht dicht in P. Dann gibt es ein z € V(G) U Q(G)
aus P und eine basis-offene Umgebung O von z, die Ep nicht trifft. Sei F' C
E(G) eine endliche Kantenmenge, die O induziert. Es konnen jetzt zwei Féllte
unterschieden werden.
Fall 1. Es liegt « oder y auBlerhalb von O. Wir kénnen annehmen, dass x ¢ O
gilt. Dann sind x und z nicht dquivalent. Also enthélt der Teilweg x Pz einen
z—z Bogen A C P (Lemma 4.6). Der Bogen A enthilt dann das Innere einer
Kante e € F' (Lemma 4.7 zusammen mit Lemma 4.1). Offenbar wére dann aber
¢ C Ep und damit wegen O Né # () auch O N Ep # () mit Widerspruch zur
Annahme.
Fall 2. Es liegen x und y beide in O. Da z und y nicht dquivalent sind, enthélt
P einen z—y Bogen A C P (Lemma 4.6). Dieser enthélt das Innere einer Kante
e = vw € E(G) (Lemma 4.1). Wegen é N O = () liegt v auBerhalb von O. Der
Bogen A enthilt dann ein vy € v, das damit auch nicht in O liegt (Lemma 4.1).
Wie im ersten Fall folgte jetzt ein Widerspruch zur Annahme O N Ep = (.

O

Korrolar 4.1. Es sei P C |G| ein topologischer x—y Weg zwischen zwei nicht
dquivalenten Elementen x,y € V(G) U Q(G). Ist dann P* C P dicht in P,
dann liegt auch die Menge Ep+ aller Punkte aus P*, die im Innern einer Kante
liegen, dicht in P.

Beweis. Sei also P C |G| ein topologischer z—y Weg zwischen zwei nicht dqui-
valenten Elementen z,y € V(G)UQ(G) und P* C P dicht in P. Sei ferner Ep«
die Menge aller Punkte aus P*, die im Innern einer Kante e € E(G) liegen.
Angenommen, es wire der Abschluss Ep« # P. Wegen Lemma 4.15 gibt es
dann einen Punkt p € P\ Ep« im Innern einer Kante e € E(G) und dazu eine
offene Umgebung O C é, die Ep+ nicht trifft. Nach Definition von Ep+ folgt
dann O N P* = (), im Widerspruch dazu, dass P* dicht in P liegt.

O
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Es kann jetzt wie angekiindig das Lemma 4.13 auf den Raum |G| fiir allgemeines
G iibertragen werden.

Lemma 4.16. Sei G ein belicbiger Graph. Ferner sei (Aq)a<y eine transfinite
Folge von z—y Bdégen, x,y € V(G) U Q(G). Dann gibt es einen topologischen
x—y Weg P und eine in P dichte Menge P*, so dass fiir jedes p € P* diejenigen
Bogen Ay mit p € A, eine kofinale Teilfolge bilden.

Beweis. Es sei (Aq)a<~ €ine transfinite Folge von z—y Bogen, z,y € V(G) U
Q(G).

Es soll zunéchst die Einbettung ¢(s, ) : |G/~ — |G| geeignet gewihlt wer-
den. An die Funktion fy, die aus jeder Aquivalenzklasse & € V(G/~) einen
Représentanten vy € ¥ auswahlt, stellen wir keine Forderung. An die Funktion
*, die jeder Kante e = 27 € E(G/~.) eine 2—y Kante in G zuordnet, wird jedoch
die folgende Bedingung gestellt:

() Ist e = 27 eine Kante im Quotientengraphen G/. und gibt es eine —j
Kante ¢’ in G, so dass die Bogen A, mit ¢’ C A, eine kofinale Teilfolge
bilden, dann bilden auch die B6gen A, mit é* C A, eine kofinale Teilfolge.

Es ist offenbar moglich, durch geeignete Wahl der Funktion  die Bedingung (7)
zu sichern. Fiir die so gewdhlte Einbettung ¢y, ) wird im Folgenden wieder
kurz ¢ geschrieben.

Es soll jetzt zu jedem Bogen A, eine Funktion f, wie in Lemma 4.14 definiert
werden mit f,(Ay) C im¢, um das Lemma 4.13 auf den Quotientengraphen
anwenden zu koénnen.

Ist 7 C V(G) U Q(G) eine Aquivalenzklasse, dann enthiilt A, hochstens ein
v € U. Da nach Lemma 2.14 Q'(G) C im¢ gilt, enthélt im¢ auch wirklich einen
Représentanten vy € . Fiir f ist in diesem Fall vy — vy zu sichern.

Ist e = xy eine Kante, deren Endecken nicht &quivalent sind mit é C A,, dann
gibt es eine 7—¢ Kante ¢’ in img. Da A, keine weitere 2—¢ Kante enthilt (Lemma
4.1), kann fiir ein o wie im Lemma 4.14 zur Definition von f die Bedingung
e — ¢ erfiillt werden.

Sei jetzt f, eine Funktion wie in Lemma 4.14, die diese Bedingungen erfiillt
(eine solche gibt es dann offenbar). Da A, nicht das Innere einer Kante enthilt,
deren Endecken dquivalent sind, gilt dann tatséchlich f,(Ay) C im¢. Da f, ein
Homoéomorphismus ist, wird f,(A4,) wieder zu einem Bogen. Sei daher A/ :=
fa(Aq) und zg, yo die Anfangs- bzw. Endelemente dieser Bogen.

Es kann jetzt auf im¢ = |G/~| (Satz 2.6) das Lemma 4.13 angewendet werden.
Dies ergibt einen topologischen xg—y9 Weg P und eine darin dichte Menge P*,
so dass fiir jedes p € P* die Bogen A, mit p € A, eine kofinale Teilfolge bilden.
Da zg zu x und yg zu y dquivalent ist, kann zg = = und yg = y erreicht werden
(P bleibt dabei ein topologischer Weg, da #quivalente Elemente genau dieselben
Umgebungen in |G| haben). Ferner kann angenommen werden, dass P* weder
Ecken noch Enden enthilt, da die Menge der Punkte aus P*, die im Innern
einer Kante liegen, ebenfalls dicht in P ist (Korrolar 4.1).

Es soll jetzt gezeigt werden, dass fiir ein p € P* auch die Folge der A, mit
p € A, kofinal ist. Sei dazu p € P* und e = vw eine Kante mit p € é. Da die
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Folge der Al, 5 p kofinal ist und die Menge der v—w Kanten endlich ist, gibt
es eine 0—w Kante €/, so dass die Folge der A, D ¢’ kofinal ist. Die Bedingung
(t) sichert nun, dass damit auch die Folge der A, O é > p kofinal ist. Damit ist
alles gezeigt.

O

Mit Hilfe dieses Lemmas lassen sich nun topologische Spannb&ume als minimale
Elemente unter den V(G) U Q(G) enthaltenden wegzusammenhéngenden Un-
terrdumen von |G| finden. Sein Beweis verlduft zwar ganz analog zu dem in [5]
gegebenen, aber aufgrund der herausgehobenen Bedeutung dieses Satzes wird
er an dieser Stelle noch einmal vorgefiihrt.

Satz 4.2. Ist G ein beliebiger zusammenhdngender Graph, dann existiert ein
topologischer Spannbaum T von |G|.

Beweis. Es sei ‘H die Menge der topologisch wegzusammenhéngenden Stan-
dardunterrdume H C |G| mit H D (V(G) US(G)). Die Menge H wird durch D
partiell geordnet. Es soll zunédchst gezeigt werden, dass es in ‘H minimale Ele-
mente 1" gibt und dann, dass ein solches 7' ein topologischer Spannbaum von
|G| ist (da umgekehrt jeder topologische Spannbaum ein minimales Element
von H ist, erweisen sich die topologischen Spannbdume so als die minimalen
(topologisch) wegzusammenhéngenden und V(G) U Q(G) aufspannenden Stan-
dardunterrdume von |G|).
Es sei (Ha)a<y eine total geordnete Familie von Elementen H, € H und
H :=(),<, Ha. Dann bleibt H offenbar ein Standardunterraum von |G|, der
V(G)UQ(G) enthélt. Nicht sofort klar ist lediglich, ob H noch topologisch weg-
zusammenhéngend ist. Dies ist offensichtlich, falls « endlich ist; im Folgenden
werde daher angenommen, dass 7 keine endliche Ordinalzahl ist.
Seien jetzt x,y zwei verschiedene Elemente aus H. Es kann angenommen wer-
den, dass = und y nicht dquivalent sind (Bemerkung 4.2) und auch, dass =,y €
V(G) UQ(G) gilt. Da jedes H, topologisch wegzusammenhéngend ist, gibt es
wegen Lemma 4.6 darin einen z—y Bogen A, . Fiir die transfinite Folge (Aq)a<y
ergibt nun Lemma 4.16 einen xz—y Weg P und eine darin dichte Teilmenge P*,
so dass fiir jedes p € P* die Folge A, > p kofinal ist. Wegen A, C H, impliziert
dies P* C H. Und da H als Standardunterraum mit H 2 (V(G)UQ(G)) abge-
schlossen ist, folgt weiter P C H. Also ist H topologisch wegzusammenhéngend.
Insgesamt zeigt dies, dass jede total geordnete Familie aus H eine untere Schran-
ke in ‘H hat. Nach dem Lemma von Zorn enthélt H dann ein minimales Element
T. Es soll jetzt gezeigt werden, dass T ein topologischer Spannbaum von |G|
ist.
Nach Definition von H ist T ein topologisch wegzusammenhéngender Standard-
unterraum, der V(G) U Q(G) enthilt. Es ist dann lediglich noch zu zeigen, dass
T keinen Kreis enthélt. Wire aber C' C T ein Kreis, dann wiirde C' nach Lemma
4.2 das Innere einer Kante e € E(G) enthalten. Dann wire aber 7'\ é immer
noch topologisch zusammenhéngend im Widerspruch zur Minimalitdt von T'.
O
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4.5 Graphentheoretische Spannbiume und topologi-
sche Spannbdume

Wir hatten bereits gesehen, dass es fiir Graphen G, die zwei dquivalente Ecken
enthalten, keinen topologischen Spannbaum 7T von |G| geben kann, dessen
Schnitt mit G graphentheoretisch zusammenhéngend ist. Fiir Graphen, die kei-
ne zwei dquivalente Ecken enthalten, kann es hingegen solche Spannb&dume ge-
ben. Es wird sich zeigen, dass in diesem Fall gerade die Abschliiss von {'-treuen
Spannbdumen topologische Spannbdume von |G| sind (als Beispiel betrachte
man die Abbildung 4.2). Im Rahmen des Metrisierbarkeitsproblems wurden

Abbildung 4.2: FEin topologischer Spannbaum T (fett), dessen Schnitt mit dem
Graphen zusammenhdngend ist.

/-treue Spannbiume bereits diskutiert. Es zeigte sich, dass sie fiir (zusam-
menhéngende) Graphen, die keine zwei dquivalente Ecken enthalten, immer
existieren. Also gibt es fiir diese Graphen immer einen topologischen Spann-
baum, dessen Schnitt mit dem Graphen zusammenhéngend ist.

Dieses Resultat hat eine interessante Konsequenz. Es ermoglicht einen alterna-
tiven Beweis dafiir, dass es fiir jedes G einen topologischen Spannbaum von |G|
gibt. Denn mit Hilfe der Einbettung |G/~ | — |G| lésst sich zeigen, dass topolo-
gische Spannb#dume im Raum |G/~ | des Quotientengraphen in einfacher Weise
einen topologischen Spannbaum im Ausgangsraum |G| induzieren. In gewisser
Weise stellt sich das Existenzproblem topologischer Spannb&ume also vornehm-
lich fiir den Quotientengraphen.

Es wird damit begonnen aufzuzeigen, wie topologische Spannbéume fiir |G/~ |
topologische Spannbdume im Ausgangsraum |G| induzieren.
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Lemma 4.17. Ist T' ein topologischer Spannbaum von |G/~|, dann ist T :=
H(T")UV(G)UQ(G) ein topologischer Spannbaum von |G| (wobei ¢ : |G/| —
|G| eine Einbettung von |G/~| in |G| ist).

Beweis. Es sei T' ein topologischer Spannbaum im Raum |G/.| des Quotien-
tengraphen von G. Mit Satz 2.6 kann eine Einbettung ¢ : |G/~| — |G| gewéhlt
werden. Nach Definition von ¢ zusammen damit, dass 7" ein Standardunter-
raum von |G/ ist, wird dann T := ¢(T")UV (G)UQ(G) ein Standardunterraum
von |G|, der offenbar V(G) U Q(G) enthiilt.
Da T" als topologischer Spannbaum von G/. die Menge V(G/.) U Q(G/.)
enthilt und ferner '(G) C ¢(2(G/~)) gilt (Lemma 2.14), enthilt ¢(7”) einen
Reprisentanten aus jeder Aquivalenzklasse Z mit 2 € V(G) U Q(G). Da ¢(T")
topologisch wegzusammenhéngend ist, folgt mit Bemerkung 4.2, dass auch T
topologisch wegzusammenhéngend ist.
Es ist jetzt nur noch zu zeigen, dass T kreisfrei ist. Angenommen also, T" enthélt
einen topologischen Kreis C. Da C' aus jeder Aquivalenzklasse T C V(G)UQ(G)
hochstens ein Element enthélt (Bemerkung 4.1) und jede solche Aquivalenzklas-
se einen Reprisentanten in ¢(7”) hat, kann mit einem geeigneten Hom&omor-
phismus f : |G| — |G| wie in Lemma 4.14 die Inklusion f(C) C ¢(T") erreicht
werden, was aber ein Widerpruch dazu wire, dass 7" als topologischer Spann-
baum von |G/~ | kreisfrei ist.

O

Nun also dazu, dass der Abschluss von €'-treuen Spannb#iumen fiir Graphen
G, die keine zwei dquivalente Ecken enthalten, einen topologischen Spannbaum
von |G| bildet.

Die (¥-treuen Spannbdume fiir Graphen, die keine zwei dquivalente Ecken ent-
halten, hatten wir bereits als diejenigen Spannbéume charakterisiert, deren Fun-
damentalschnitte alle endlich sind. Dies ist die entscheidende Eigenschaft, mit
der sich zeigen lésst, dass ein solcher Spannbaum als Abschluss einen topologi-
schen Spannbaum hat:

Lemma 4.18. Sind in G keine zwei Ecken dquivalent und ist T ein Spannbaum
von G, dessen Fundamentalschnitte alle endlich sind, dann ist der Abschluf$ von
T ein topologischer Spannbaum von |G|.

Beweis. Es sei G ein Graph, der keine zwei dquivalente Ecken enthélt und T
ein Spannbaum von G, dessen Fundamentalschnitte alle endlich sind. Offenbar
gilt fiir den Abschluss von T: T = TUQ(G). Damit ist klar, dass der Abschluss
von T ein Standardunterraum von |G| ist, der V(G) U (G) enthélt. Da jeder
Spannbaum aus einem undominierten Ende w € Q'(G) einen Strahl enthélt
(Bemerkung 2.4), ist T auch topologisch wegzusammenhiingend.

Offen bleibt daher lediglich noch, ob T kreisfrei ist. Angenommen, es gibt einen
topologischen Kreis C' C T'. Dann enthélt C nach Lemma 4.2 das Innere einer
Kante e = xzy € T. Offenbar ist dann A := C'\ é ein T—y Bogen (vgl. dafiir
wieder Lemma 4.2). Aber A trifft den nach Annahme iiber 7" endlichen Funda-

mentalschnitt D, (Lemma 4.7) auBerhalb von é im Widerspruch zu C C T.
O
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Ist umgekehrt 7" ein topologischer Spannbaum von |G| mit der Eigenschaft, dass
der Schnitt 77 := T N G (graphentheoretisch) zusammenhingend ist, dann ist
T’ ein Q'-treuer Spannbaum von G, da andernfalls T' einen Kreis enthielte. Es
sind also fiir einen Graphen G, der keine zwei dquivalente FEcken enthélt, und
einen Spannbaum 7' von G die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) T ist ein Q/-treuer Spannbaum von G.
(ii) Der Abschluss T ist ein topologischer Spannbaum von |G].

Nach dem Korrolar 2.4 aus Abschnitt 2.2 existiert fiir einen Graphen G, der
keine zwei dquivalente Ecken enthélt, immer ein Spannbaum, dessen Funda-
mentalschnitte alle endlich sind. Das Lemma 4.18 hat damit als Korrolar, dass
es fiir ein solches G immer einen topologischen Spannbaum von |G| gibt, dessen
Schnitt mit G zusammenhéingend, also ein graphentheoretischer Spannbaum
von G ist.

Korrolar 4.2. Sind in einem zusammenhdngenden Graphen G keine zwei Ecken
dquivalent, dann existiert ein Spannbaum T von G, dessen Abschluf ein topo-
logischer Spannbaum von |G| ist.

Da der Quotientengraph G/, eines beliebigen Graphen G keine zwei dquivalente
Ecken enthilt, impliziert Korrolar 4.2 zusammen mit Lemma 4.17 die Existenz
eines topologischen Spannbaums von |G|. Es wird so ein alternativer Beweis
dafiir moglich, dass es fiir jeden (zusammenhéngenden) Graphen G einen topo-
logischen Spannbaum von |G| gibt.

Ferner haben die so induzierten topologischen Spannbdume die interessante Ei-
genschaft, dass ihre Fundamentalkreise alle endlich sind. Denn sicher haben
topologische Spannbdume von |G|, deren Schnitt mit G zusammenhéngend ist,
diese Eigenschaft. Sie bleibt aber auch bei der Ubertragung mit Hilfe der Ein-
bettung von |G/~| in |G| erhalten. Korrolar 4.2 und Lemma 4.17 ergeben also
das Korrolar:

Korrolar 4.3. Es sei G ein beliebiger zusammenhdingender Graph. Dann exi-
stiert ein topologischer Spannbaum von |G|, dessen Fundamentalkreise alle end-

lich sind.

Mit Hilfe dieses Korrolars kann in Kiirze gezeigt werden, dass die endlichen
Kreise den Zyklenraum eines Graphen erzeugen.

4.6 Der Zyklenraum

Die Ergebnisse der letzten Abschnitte sollen nun zusammengefiihrt werden, um
die grundlegenden Tatsachen iiber den Zyklenraum, wie sie in THEOREM 1.1
eingangs fiir lokal-endliche Graphen formuliert wurden, auf nicht lokal-endliche
Graphen zu erweitern.” Es werden dazu zunichst die entsprechenden Begriff-
lichkeiten eingefiihrt.

"Die Topologie ITOP ermoglicht es bereits, diese Resultate auf eine bestimmte Klasse nicht
lokal-endlicher Graphen zu iibertragen, vgl. dazu [5].
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Ein topologischer Kreis C' enthélt mit einem inneren Punkt p € é einer Kan-
te e € E(G) nicht notwendig ganz e, aber immerhin das Innere é. Es wer-
de mit D(C) die Menge der Kanteninnern bezeichnet, die C' enthilt (d.h.
D(C) :={é C Cle € E(G)}). Es liegt dann D(C) dicht in C, was sich un-
mittelbar aus Lemma 4.15 ergibt:

Bemerkung 4.3. Es sei C C |G| ein topologischer Kreis. Dann liegt D(C')
dicht in C.

Dies motiviert die nachfolgende Definition des Zyklenraums von G.

Als neuen Kantenraum wihlen wir die Menge &£(@) der Teilmengen von E(G).
Offenbar wird dann &(G) isomorph zum gewdhnlichen Kantenraum £(G) von
G mit symmetrischer Differenz als Addition.

Eine Familie (D;)ic; von Mengen D; € £(G) heiBt wieder schmal, wenn kein
Kanteninneres ¢ in D; liegt fiir unendlich viele i. Ist die Familie (D;);c; schmal,
dann sei die Summe ), ; D; die Menge der Kanteninnern ¢, die in D; liegen fiir
ungerade viele ¢. In diesem Fall sprechen wir auch von einer schmalen Summe.
Nun sei der Zyklenraum C(G) der Unterraum von &(G), der aus allen Summen
von schmalen Familien (D(C}));cr besteht, wobei die C; C |G| topologische
Kreise sind. Offenbar ist dann C(G) abgeschlossen unter Addition.® Ein Element
des Zyklenraums heifle wieder ein Zyklus. Ist ferner C' C |G| ein topologischer
Kreis, dann nennen wir auch D(C') einen Kreis und schreiben dafiir ebenfalls C'.

Es kann jetzt damit begonnen werden, die grundlegenden Aussagen iiber den
Zyklenraum zu formulieren. Der Beweis des ersten Satzes (Satz 4.3) konnte da-
bei weitestgehend aus [4] iibernommen werden; er wird hier aber vollstéindig
dargestellt, da das entsprechende Resultat einen der Zielpunkte dieser Arbeit
bildet. Die Beweisidee von Satz 4.5 geht auf sein Analogon in [5] zuriick, macht
dann aber von einer speziellen unter ETOP verfiigharen Eigenschaft Gebrauch.

Satz 4.3. Sei G ein zusammenhdngender Graph. Eine Menge D C E(G) ist
genau dann Element des Zyklenraums C(G), wenn D jeden endlichen Schnitt
in einer geraden Anzahl von Kanten trifft.

Beweis. Es sei zunéchst D = ), ; C; € C(G) eine schmale Summe von Kreisen
und F' = E(X,Y) ein endlicher Schnitt. Es soll zunéchst gezeigt werden, dass
jedes C; den Schnitt F' in einer geraden Anzahl von Kanten trifft. Dies ergibt
sich aber bereits daraus, dass jeder XY Bogen das Innere einer Kante aus F
enthiilt (Lemma 4.7 und Lemma 4.1). Denn dies impliziert, dass jeder X-Y
Bogen den Schnitt F' in einer ungeraden Anzahl von Kanten trifft. Also muss
ein Kreis den Schnitt in einer geraden Anzahl von Kanten treffen.

Fir D = Zz‘e ; Ci konnen nur endlich viele C; den endlichen Schnitt F treffen,
da andernfalls die entsprechende Summe nicht schmal wére. Jedes C; trifft
aber F' in einer geraden Anzahl von Kanten. Da die symmetrische Differenz
zweier gerader Mengen wieder gerade ist, trifft D den Schnitt F' in gerade
vielen Kanten.

Sei jetzt umgekehrt D C £(G) eine Menge, die jeden endlichen Schnitt in einer

8Diese Begrifflichkeiten sind [4] entnommen.
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geraden Anzahl von Kanten trifft. Es soll dann D € C(G) gezeigt werden. Man
wéhle dazu einen nach Satz 4.2 existenten topologischen Spannbaum 7" von |G]|.
Es wird jetzt gezeigt, dass dann gilt:

D= Z C. .

eC(UDN\T

Denn ist f eine Kante, die nicht in T liegt, dann gilt offenbar
feDefed C..

Und ist f eine Kante in 7', dann betrachte man den Fundamentalschnitt Dy.
Nach Satz 4.1 ist Dy endlich. Ist nun f € D, dann ist f € C, fiir ungerade viele
Fundamentalkreise C, aus der entsprechenden Summe, da die Menge D den
endlichen Schnitt D in einer geraden Anzahl von Kanten trifft. Ist umgekehrt
f in der entsprechenden Summe ) C. enthalten, dann liegt f auf ungerade
vielen der entsprechenden Fundamentalkreise C,. Fiir diese muss dann e € Dy
gelten und da D den Schnitt Dy gerade trifft, folgt weiter f € D. Damit ist die
obige Aquivalenz auch fiir Kanten auf T' gezeigt.
Die Tatsache, dass fiir einen Fundamentalkreis C, und eine Kante f mit f €
CeNT die Kante e im Fundamentalschnitt Dy liegen muss, impliziert zusammen
damit, dass Dy endlich ist, dass die Summe ) C, schmal ist. Insgesamt folgt
so D € C(G).

O

Ein Menge von Zyklen Z C C(G) erzeugt den Zyklenraum C(G), wenn jedes
Element D € C(G) eine schmale Summe von Elementen aus Z ist. Wir kénnen
jetzt auch zeigen, dass die Fundamentalkreise eines topologischen Spannbaums
den gesamten Zyklenraum erzeugen:

Satz 4.4. Ist T ein topologischer Spannbaum von |G|, dann erzeugen die Fun-
damentalkreise von T den Zyklenraum C(G).

Beweis. Ist D € C(G) ein beliebiger Zyklus, dann wird im Beweis von Satz 4.3

durch
D= > C.
eC(UDN\T

die Menge D als schmale Summe von Fundamentalkreisen von 7' erwiesen.
O

Da nach Korrolar 4.3 immer ein topologischer Spannbaum von |G| existiert,
dessen Fundamentalkreise alle endlich sind, hat Satz 4.4 das

Korrolar 4.4. Fir einen zusammenhdngenden Graphen erzeugen die endlichen
Kreise C € C(G) den gesamten Zyklenraum.

Zum Abschluss soll jetzt noch gezeigt werden, dass jedes Element des Zyklen-
raums eine disjunkte Vereinigung von Kreisen C' € C(G) ist:
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Satz 4.5. Es sei G ein zusammenhdngender Graph und Z € C(G) nicht leer,
dann ist Z eine disjunkte Vereinigung von Kreisen C € C(G).

Beweis. Sei G zusammenhédngend. Der Satz kann auf die folgende Aussage
zuriickgefiihrt werden:

(*) Ist D eine nicht-leere Teilmenge von E(G), die jeden endlichen Schitt in
einer geraden Anzahl von Kanten trifft, dann gibt es einen topologischen
Kreis C C D.

Bevor die Aussage (*) gezeigt wird, soll zunichst darauf eingegangen werden,
wie sie die Behauptung des Satzes impliziert. Sei dazu Z € C(G) nicht leer.
Man betrachte jetzt eine maximale Vereinigung disjunkter Kreise D € C(G)
mit D C Z. Offenbar ist dann auch Z* := Z + D ein Element des Zyklenraums.
Also trifft Z* nach Satz 4.3 jeden endlichen Schnitt in einer gerade Anzahl von
Kanten. Wire jetzt Z* # (), dann impliziert (*), dass Z* einen Kreis C' € C(G)
enthilt mit Widerspruch zur Maximalitit von D. Daher muss Z* = () gelten,
was Z = D impliziert und Z als disjunkte Vereinigung von Kreisen erweist.
Jetzt also zu (*). Sei dazu D ein nicht-leere Menge von Kanteninnern, die jeden
endlichen Schnitt in einer geraden Anzahl von Kanten trifft. Ist dann e = zy
eine Kante mit é € D, dann kénnen wir annehmen, dass x und y nicht dquivalent
sind. Denn andernfalls ist bereits é ein Kreis in D.

Die Beweisstrategie stellt nun darauf ab, in |G|\ é mit Lemma 4.16 einen z—y
Bogen A zu finden, dessen Kantenmenge ganz in D liegt, so dass A U é den
gewiinschten Kreis ergibt.

Dafiir soll jetzt eine unendliche Folge (P;);en von z—y Wegen in G —e konstruiert
werden mit der Eigenschaft, dass fiir jedes ¢ € N der Weg P; keine Kante e*
benutzt, die auf einem der Wege Pi,..., P_1 liegt und fiir die é* ¢ D gilt.
Etwas formaler formuliert soll fiir alle ¢ € N gelten:

(t) Ist e* eine Kante von P; und gibt es ein j < 4, so dass e* auch eine Kante
von Pj ist, dann ist ¢* € D.

Die Folge der P; lasst sich induktiv konstruieren. Die Kante e kann = und y
nicht trennen, da sonst F' := {e} ein endlicher Schnitt wére, den D in einer
ungeraden Anzahl von Kanten trifft. Es sei P; ein beliebiger z—y Weg in G — e
(dann ist die Bedingung (1) fiir P; trivialerweise erfiillt).

Angenommen nun, die z—y Wege Py, ..., P; sind bereits in G — e konstruiert
und erfiillen die Bedingung (1). Dann sei F; die Menge der Kanten e*, die auf
einem P; liegen (j < 4) und fiir die ¢* ¢ D gilt. Es muss dann einen z—y Weg
in G — F; — e geben, da sonst die Menge F' := F; U {e} einen endlichen Schnitt
enthélt, den D in einer ungeraden Anzahl von Kanten trifft (ndmlich gerade in
e). Sei dann P;y; ein z—y Weg in G — F; — e. Nach Konstruktion erfiillt P;i
die Bedingung (1). Damit ist die gewiinschte Folge von Wegen gefunden.
Offenbar sind die Wege P; auch topologische z—y Wege. Da x und y nicht
dquivalent sind, enthalten sie nach Lemma 4.6 einen z—y Bogen A;. Man wende
auf die Folge der Bogen (A;);cny Lemma 4.16 an. Dies ergibt einen topologischen
x—y Weg P und eine darin dichte Menge P* C P, so dass fiir jedes p € P* die
Folge der A; mit p € A; kofinal ist.
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Wegen Korrolar 4.1 kénnen wir annehmen, dass P* nur innere Punkte von
Kanten enthilt. Ferner ist offenbar P* Né = ().
Ist jetzt p € P* ein Punkt und e eine Kante mit p € é. Dann gibt es ein A4; C P;
mit p € A; und ein j > i, so dass p € A; C P; gilt. Mit Bedingung (1) folgt
dann é € D.
Da P* dicht in P ist, kann es keinen inneren Punkt p € P einer Kante e geben
mit ¢ N P* = (). Insgesamt folgt also, dass P nur innere Punkte von Kanten e
mit € € D enthélt.
Man wihle nun mit Lemma 4.6 einen x—y Bogen A C P. C := AU é ist dann
ein Kreis mit D(C) C D. Damit ist (*) gezeigt und wir sind fertig.

O

Insgesamt konnen so die grundlegenden Aussagen iiber den Zyklenraum, wie sie
zu Beginn dieser Arbeit mit THEOREM 1.1 fiir lokal endliche Graphen formuliert
wurden, auch auf nicht lokal-endliche Graphen {ibertragen werden.






Schlussbetrachtung

Im Fokus dieser Arbeit stand die Topologie ETOP mit dem Ziel, grundlegen-
de Aussagen iiber den Zyklenraum nicht lokal-endlicher Graphen zu gewinnen.
Dies ist im letzten Abschnitt gelungen. Besondere Bedeutung kam dabei den
topologischen Spannbdumen zu, von denen gezeigt wurde, dass sie (fiir zusam-
menhéngendes GG) immer existieren. Damit wurde es moglich, die Elemente des
Zyklenraums als diejenigen Elemente des Kantenraums zu charakterisieren, die
jeden endlichen Schnitt in einer geraden Anzahl von Kanten treffen. Und wie fiir
endliche Graphen erzeugen die Fundamentalkreise eines topologischen Spann-
baums den Zyklenraum. Schliefflich konnte nachgewiesen werden, dass jedes
Element des Zyklenraums eine disjunkte Vereinigung von Kreisen ist.

Zu Beginn dieser Arbeit ist die Topologie ETOP niher untersucht worden. Es
zeigte sich, dass sie (fiir zusammenhéingendes G) immer einen kompakten Raum
erzeugt. Ferner wurde diskutiert, wann diese Topologie metrisierbar ist. Als sehr
wichtig erwies sich in der Folge auch der Quotientengraph G/, da sich der mit
ihm assoziierte Raum |G/~ | wieder in |G| einbetten lédsst. Im dritten Kapitel ist
der Frage nachgegangen worden, wie sich ETOP zu anderen Topologien verhélt.
Insbesondere wurde das Verhéltnis zwischen den Freudenthal-Enden eines Gra-
phen und seinen Kanten-Enden analysiert.

Es soll abschlieflend eine Einschétzung der in dieser Arbeit diskutierten To-
pologie ETOP versucht werden. Hervorzuheben ist sicherlich, dass sie die Er-
weiterung der grundlegenden Aussagen iiber den Zyklenraum fiir allgemeines
G erlaubt. Jedoch gelingt dies nur durch die Aufnahme unnatiirlicher Kreise in
den Zyklenraum: Endliche Wege zwischen zwei dquivalenten Ecken (deren in-
nere Ecken paarweise indiquivalent sind) bilden einen topologischen Kreis (man
vergleiche dazu Abbildung 1.2). Dieser Aspekt spiegelt sich topologisch darin
wieder, dass ETOP im Allgemeinen nicht hausdorffsch ist; dquivalente Elemente
haben genau dieselben Umgebungen. Dies kénnte man auch so beschreiben, dass
sich ETOP diesbeziiglich wie eine entsprechende Quotiententopologie verhilt.
Geht man nun von einem Graphen zu seinem Quotientengraphen iiber, so ver-
schwindet dieses Phinomen nahezu: Der Quotientengraph enthilt keine zwei
dquivalenten Ecken mehr. Es kann aber vorkommen, dass er einen dominierten
Strahl enthélt. Der entsprechende Raum |G/ .| auf dem Quotientengraphen zu-
sammen mit all seinen Enden ist in diesem Fall nicht hausdorffsch. Man kénnte
aber anstelle dessen nur die undominierten Enden hinzufiigen und so den Raum
(G/~) betrachten. Dieser Raum ist dann immer hausdorffsch und enthélt (wie
im {ibrigen auch |G/~.|) keine unnatiirliche Kreise (obwohl natiirlich immer noch
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ein dominierter Strahl gegen die ihn dominierende Ecke konvergiert). Er ldsst
sich auf dieselbe Weise wie |G/~ | wieder in den Ausgangsraum |G| einbetten.
Anhand der Diskussion topologischer Spannbidume erwies sich, dass topologi-
sche Spannbdume im Quotientengraphen auf einfache Weise einen topologischen
Spannbaum im Ausgangsgraphen induzieren. Dies ldsst einen vermuten, dass
sich wesentliche unter ETOP beobachtbare homologische Aspekte des Graphen
bereits im Quotientengraphen zeigen. Vielleicht spiegelt daher der Raum (G/.)
am besten die von ETOP implementierte Homologie des Graphen G wieder.
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