Optimale Steuerungsprobleme
des Operations Research
uber unendlichem Zeithorizont
Hinreichende Bedingungen

Janet Ebbing

Schwerpunkt Optimierung und Approximation
Fachbereich Mathematik
Universitat Hamburg

31. Mai 2005

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Gliederung

@ Optimalsteuerungsprobleme liber endlichem Zeithorizont
e Problemstellung
o Notwendige Bedingungen
e Hinreichende Bedingungen

@ Optimalsteuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont
e Problemstellung
o Optimalitatskriterien
e Notwendige Bedingungen
e Dualitat nach Kotzler
e Hinreichende Bedingungen
© Beispiel: Ramsey-Modell
e Problemstellung
e Notwendige Bedingungen
e Hinreichende Bedingungen

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Optimalsteuerungsprobleme tber endlichem Zeithorizoi  Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Hinreichende Bedingungen

Gliederung

@ Optimalsteuerungsprobleme liber endlichem Zeithorizont
e Problemstellung

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Optimalsteuerungsprobleme tber endlichem Zeithorizoi  Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Hinreichende Bedingungen

Optimalsteuerungsproblem (OSP)

Minimiere
T

J(x,u) = g(x +/L ))dt, T fest
0

unter den Nebenbedingungen

dz(tt) — £(t,x(t),u(t)), tel[o,T]
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Zulassiges Paar fir (OSP)

Definition

Ein Paar(x, u) von Funktionen heif3t zuléssig fiir das (OSP), falls
stiickweise stetig ist unk, u) die Nebenbedingungen des Proble
erfullt.
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Hamilton-Funktion

e Die Hamilton-Funktion lautet
H(t,x,u, \) = L(t, %, u) + ATf(t, x, )

e H: [0, T] x R?*™M _ R zweimal stetig differenzierbar
e Hyu[t] regulér fur allet € [0, T]
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Notwendige Bedingungen 1. Ordnung

Satz (Notwendige Bedingungen 1. Ordnung)

Sei(x*, u*) ein schwaches lokales Minimum des (OSP). Dann gibt es
eine absolut stetige adjungierte Funktian [0, T] — R", so dass fir
alle t € [0, T] gilt:

A1) = — H(t, X" (1), u*(1), A1) = —Hixlt]
A(T) =0
Hu[t] = 0
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Annahmen

e (X*,u*) sei ein zulassiges Paar fiir (OSP)
e U* sei stetig auf0, T]
e Separierte Restwertfunktion/Kostenfunktion:

9(x(0),X(T)) = go(X(0)) + gr(X(T))
e Es existiere eine Funktion
V(t,x) = a(t) + AT(1) (x = x*(1)) + 3 (x— x*(1))T Q(t) (x — X*(t))

e a(t), A(t) stetig differenzierbar ayb, T]

e Q(t) symmetrischa x n-Matrix, stetig und stuickweise stetig
differenzierbar aufo, T]
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Strenge Hinreichende Bedingungen fiir (OSP)

Sei(x*, u*) zulassig fur (OSP) mit'ue C|[0, T|. Es existiert eine
Multiplikatorfunktion ) : [0, T] — R", so dass fur alle € [0, T] gilt:
(i) Die notwendigen Bedingungen 1. Ordnung
(i) Huylt] > clmmitc>0
(Strikte Legendre-Clebsch-Bedingung)
(iii) Die Riccati-Gleichung
Q= _Qfx - fxTQ — Hxx + (qu + qu)(Huu)_l(Hux + fuTQ)
mit (T) < DZ (gr) hat ein Lésung.

Dann ist(x*, u*) ist ein lokales Minimum von (OSP).
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Schwache hinreichende Bedingungen

e Fur Probleme mit reinen Steuerbeschrankungen der Form
u(t) € [umin, Umay kann die Riccati-Gleichung kann auf den
Randstiicken vereinfacht werden:

Q = —Qf, — £TQ — Hyy (Modifizierte Riccati-Gleichung)
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Optimalsteuerungsproblem (OSP

Minimiere

unter den Nebenbedingungen

dx(t)
R UL ORTO)

X(0) =xo
u(t) € [Umin, Umax]
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Annahmen

e (X*,u*) sei zulassig fur (OSR)
e Fur jede beliebige zulassige Losufigu) von (OSR) und
T > 0 sei:

A(T) = Ir(x,u) — Ir(x*,u")

T T
L(t — Lt x* (1), ut(t))dt
[ wa- ]
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Globales Optimalitatskriterium

Definition (1)
Ein zulassiges Pa#&xk*, u*) heifldtoptimal beziglich der folgenden
Kriterien, wenn fur jedes zulassige Pdaru) gilt:

K 1 Overtaking Kriterium (von Weizsacker (1965)),
Es existiert einr, so das\(T) > O fur alleT > 7 gilt;

K 2 Catching Up Kriterium (Gale (1967)),
limy_ . A(T) >0,
d.h. fur jedeg > 0 existiertein, so dasfA\(T) +¢ > O furalle
T > 7 qilt;

K 3 Sporadically Catching Up Kriterium (Halkin (1974)),
d.h. fir jedeg > 0 undjedesr existiertein T > 7, so dass
A(T) +¢ > 0gilt.
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Globales Optimalitatskriterium

Definition (1)
Ein zulassiges Pa#&xk*, u*) heifldtoptimal beziglich der folgenden
Kriterien, wenn fur jedes zulassige Pdaru) gilt:

K 1 Overtaking Kriterium (von Weizsacker (1965)),
Es existiert einr, so das\(T) > O fur alleT > 7 gilt;

K 2 Catching Up Kriterium (Gale (1967)),
limy_ . A(T) >0,
d.h. fir jedeg > O existiertein 7, so das?\(T) + ¢ > O furalle
T > 7 qilt;

K 3 Sporadically Catching Up Kriterium (Halkin (1974)),
d.h. fir jedeg > 0 undjedesr existiertein T > 7, so dass
A(T) +¢ > 0gilt.

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung

Optimalitatskriterien
Optimalsteuerungsprobleme tber unendlichem Zeithorizo  Notwendige Bedingungen

Dualitat nach Kotzler

Hinreichende Bedingungen

K1: Overtaking Kriterium
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K3: Sporadically Catching Up Kriterium
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Lokale Optimalitatskriterien (1)

Definition (2)
Ein zulassiges Pa&x*, u*) heifldtgleichmafig(unabhangig voiT)
stark lokal optimal beziglich der folgenden Kriterien, wenn fir
jedes zulassige Pagx, u) mit [|X — X*||cojo,00) < 0 (flr €ind > 0
unabhangig von) gilt:
K 1 : Es existiert einr, so das\(T) > O fur alleT > 7 gilt;
K2 :limr_  A(T) >0,
d.h. fir jedes > 0 existiertein 7, so dass\(T) + ¢ > O furaalle
T > 7 qilt;
K3 :limt_A(T) >0,
d.h. fir jedes > 0 undjedesr existiertein T > 7, so dass
A(T) +¢e > 0gilt.
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Lokale Optimalitatskriterien (2)

Definition (3)

Ein zuléssiges Pa#x*, u*) hei3tstark lokal (vont abhéngig)

optimal bezlglich der folgenden Kriterien, wenn fir jedes zulassige

Paar(x, u): Vt ||x(t) — x*(t)|| < d(t) (6(t) > O) gilt:

K 1 : Es existiert einr gibt, so das€\(T) > O fur alleT > 7 gilt;

K2 :limy_ A(T) > 0, d.h. fir jedes > 0O existiertein 7, so dass
A(T)+e>0furalleT > 7 gilt;

K3 :limt_A(T) > 0, d.h. fir jedes > 0 undjedesr existiertein
T > 7,s0das?\(T) + ¢ > 0 gilt.
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Hamilton-Funktion

e Hamilton-Funktion fir das zu (OSE gehdrende
Maximierungsproblem:
o H(t,x,u,\) = —L(t,x,u) + ATf(t, x, u)
o H(t,X,A\) = SURic[upmumeg H(t:X: U, A)
e Fir den unendlichen Zeithorizont gelten die Ublichen
notwendigen Bedingungen, allerdings ohne die
Grenztransversalitatsbedingungen
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Notwendige Bedingungen 1. Ordnung (Maximumprinzip

Sei(x*(t), u*(t)) ein Minimum von (OSR). Dann gibt es eine stetig
adjungierte Funktion\ : [0, 00) — R", so dass fast Uberall aj, ~)
gilt:

D

At) = — Hyt]
Hu[t] = 0

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Optimalitatskriterien
Optimalsteuerungsprobleme tber unendlichem Zeithorizo  Notwendige Bedingungen
Dualitat nach Koétzler
Hinreichende Bedingungen

Gliederung

@ Optimalsteuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont

e Dualitat nach Kotzler

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendli



Problemstellung
Optimalitatskriterien

Optimalsteuerungsprobleme tber unendlichem Zeithorizo  Notwendige Bedingungen

Dualitat nach Koétzler
Hinreichende Bedingungen

Allgemeiner Dualitatsbegriff

Gegeben seieh: X — R = RU {—o00,00} undg: Y — R mit
beliebigen MengeiX undY.
e Primale Aufgabe:

(PA) Inf T(x)

e Zuséatzliche Aufgabe:

(DA) sup g(y)
yeY

e (DA) heil’t genau dann duales Problem zum (PA), wenn gilt:

i >
inf fx) = supg(y)
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Herleitung der dualen Aufgabe (1)

zum Problem (OSR)

e Primale Aufgabe:

|nf Joo(x u) = xlen>]:0 (32\[{) d(X, u,V))

d(x,u,V) =
TI|m (fL (t, x(t), u(t)) + VT (t, x(1)) [x(t) — f(t,x(t), u(t)] dt)
e Y Menge aller stiickweise stetig differenzierbaren Funktiovien

e WahleX = Xg N X1 (Menge der zulassigen Paare()):

Xo = {Xu)‘ 0)_X07 () [umimumax]}
X1 = {(x,u)| x(t) — f(t,x,u) = 0}
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Herleitung der dualen Aufgabe (2)

zum Problem (OSR)

e Esqilt:
inf Jo(x,u)= inf |sup d(x,u,V
(xu)ex (.u) (xu)eXo [VG\EJ ( )]
> su inf  d(x,u,V
7Ve\r() [(X:U)Gxo ( )}
= supg(y)
vey
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Herleitung der dualen Aufgabe (3)

zum Problem (OSR)

Wahle untere SchrankgV) vong(V):

(V) = inf o(x,u*,V)
xeX

mit
o Ve Ve Alt,x(t)) = Vi(t, x(t) + H(t, x(t), Vi(t, x(t)) < 0
(Defekt der Hamilton-Funktion)
eYCY
o X = {x x(0) =x0}
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Duale Aufgabe (Q.) zu (OSR,)

max g(V) = in[{ lim V(T,x(T))—V(O,x(O))
veY xeX

+Z (t . x(t) (tr,x(ti)))}

unter den Nebenbedingungen
o limy_ V(T,x(T)) existiert
o A(t,x(1)) = Va(t, X(1)) + H(t, X(t), Vu(t, X(1)) < O
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Optimalsteuerungsprobleme Gber unendlichem Zeithorizo

\Voraussetzungen

@ Sei(x,u) ein zuléssiges Paar fur (OSpund
V(t,x(1)) = a(t) + A1) T (x—x" (1)) + 3 (x—x"(1)) TQ(t) (x—x(t))

o Qe M™N([0, o)) symmetrisch mit stetigen und stiickweise
stetig differenzierbaren Komponenten

o A\ € C%Y([0,0))

e ac CY(]0,)).

@ H(t,,-) € CYN(t,e,8)), H(L,X(t), A(1)) < oo,

H(t, -, -), Ha(t, -, ) stiickweiseC(N(t, g, 6)) mit
N(ta&f;) {(xA) e R" X R [Ix = x*(1)[| <&, A = A(t)]] < 6}

Janet Ebbing
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Defekt der Hamilton-Funktioi(t, x)

o A(t,X(1)) = VA(t, x(t)) + H(t, X(t), Vx(t, X(1)))
o Ax(t,X(1))
= A1) + Hx(t, X(1), A1) — Q(E) [X(t) — Ha(t, x(1), A())]

e Riccati-Gleichung:

At X(1)) = Q(1) + Ha(t, X, A1) + QD) (X — X' (1))
+ Hua (1 A1) + Q) (x — x*(1)))Q(t)
+ QO H(t, % A1) + Q1) (x — x'(1)))
+ QT Han(t, X, A(t) + Qt)(x — X
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Ubereinstimmungen mit den endlichen Zeithorizont

Firx = x*(t) gilt:
o Ax(t,x*(1)) = A(t) + Hylt]
o AL, X5 (1)) =
(Q+ Qf + £ Q + Hyx — (Hxu + Qfu)(Huw) "X (Hux + £ Q)) [t]
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Kriterium K1

Satz (Hinreichende Bedingungen im Sinne von K1)

(x*, u*) sei zulassig fur (OSP) und erfille Voraussetzungen 1 und|2.
Falls fur jedes T> 7 (7 hinr. groR3) ein \{t, x) existiert, das aufo, T]
den Bedingungen

M) = —Ht] (& AL X (1) = 0)

A(T) =0

Huytf =0

Axx(t,X*)  negativ definit (Riccati-Gleichung)
Q(T) positiv definit

genigt, dann ist das Pagx*, u*) ein starkes lokales Minimum fir
(OSP,) im Sinne von K 1 nach Definition (3).

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Optimalitatskriterien
Optimalsteuerungsprobleme tber unendlichem Zeithorizo  Notwendige Bedingungen
Dualitat nach Kotzler
Hinreichende Bedingungen

Kriterium K2

Satz (Hinreichende Bedingungen im Sinne von K2)

(x*, u*) sei zulassig fur (OSR) und erfille Voraussetzungen 1 und|2.
Weiter existiere ein {t, x) das den Bedingungen:

Ax(t,x*(t)) =0
YtV x mit]|x — x*(t)|| <eo(e0>0): A(t,x) <c<O
Ve>03d7VT>71: Fr(X,u") <or(V) +¢

genlgt. Dann ist das Padx*, u*) ein starkes lokales Minimum fur
(OSE,) im Sinne von Definition (2) fur das Kriterium K 2.
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Kriterium K3

Satz (Hinreichende Bedingungen im Sinne von K3)

(x*, u*) sei zulassig fur (OSR) und erfille Voraussetzungen 1 und|2.
Weiter existiere ein {t, x) das den Bedingungen:

Ax(t,x*(t)) =0
YtV x mit]|x — x*(t)|| <eo(e0>0): A(t,x) <c<O
Ve>0Vr3T>71: Fr(X,u") <or(V) +¢

genlgt. Dann ist das Padx*, u*) ein starkes lokales Minimum fur
(OSE,) im Sinne von Definition (2) fur das Kriterium K 2.
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Zielsetzung

e Erwirtschaftetes Einkommen soll konsumiert, investiert oder
durch eine gemischte Politik genutzt werden

e Ziel: Nutzenmaximierung
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Bezeichnungen

t Zeit (in Jahren)

K(t) Kapitalstock als einziger Produktionsfaktor (Zustand)

u(t) Investitionsrate (Steuerung)

f(K)  Produktionsfunktion, auk(t) resultierender Output

C Konsum:C = (1 — u(t))f(K(t))
Investition:u(t)f (K(t))

U(C) Nutzen, welcher durch den Konsum v@rentsteht
(AnnahmeU’(C) > 0,U”(C) < 0 firC > 0)
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Problemstellung: Ramsey-Modell

Endlicher Zeithorizont

Minimiere

unter den Nebenbedingungen
K(t) = u(t)f(K(t)) (Anderung des Kapitalstocks),

K(0) = Ko > 0, K(T) frei,
0<u(t) <1
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Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Problemstellung OSP
(Spezielle Variante des Ramsey-Modells)

Endlicher Zeithorizont

Minimiere

T

/ (14 e KO ar T=10
0

unter den Nebenbedingungen
K(t) = u(t)K (1),

K(0) =05, K(T)frei,
0<u(t) <1l

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Problemstellung OSP
(Spezielle Variante des Ramsey-Modells)

Unendlicher Zeithorizont

Minimiere
/ <_1 n e—(l—u(t))K(t))dL
0

unter den Nebenbedingungen

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Gliederung

© Beispiel: Ramsey-Modell

e Notwendige Bedingungen

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Hamilton-Funktion und notwendige Bedingungen

e Hamilton-Funktion fur daslinimierungsproblem:
H(K (1), u(t), (1), t) = —1 + e~ A7UODKO L \yu(t)K (1)

o A(t) = (1— u(t))e" (UKW — \(tyu(t)

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Ldsen mittels BNDSCO

e BNDSCO: Indirektes Verfahren zum Lésen von
Optimalsteuerungsaufgaben

Die L6sung erfolgt Giber eine Mehrpunkt-Randwertaufgabe
Steuerstruktur muss bekannt sein
Bendtigt werden zusatzliche Startschatzungen

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Randwertaufgabe fir BNDSCO

Endlicher Zeithorizont

K(t) = u(t)K(t)
At) = (1 — u(t))e” UKD _ x(t)u(t)
Randbedingungen

K(0) =0.5

A(10) =0

Schaltbedingungen (fir die Schaltstruktur dge - 0)
AMm) =1

A(r) = e K(™)

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Randwertaufgabe fir BNDSCO

Endlicher Zeithorizont

K(t) = u(t)K(t)
At) = (1 — u(t))e” UKD _ x(t)u(t)
Randbedingungen

K(0) =0.5

A(10) =0

Schaltbedingungen (fir die Schaltstruktur dge - 0)
AMm) =1

A(r) = e K(™)

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Asymptotische Randbedingung fir den unendlichen
Zeithorizont

StattA(T) = 0 bendtigt man lim.,o, A(t) = 0
o Wahle\(t) = ag
o A(T)+pu\T) =0
e Nach Einsetzen der SteuerungA\(T) + uA\(T) =0
e Furu = 1 keine zusétzlichen Informationen
e Firp # 1: \(T) = 0 zu ungenau
= Wahlep = 1 und—A(T) + AgppdT) =0

® AapplT) ist die Startschatzung fik(T) nach dem ersten
BNDSCO-Aufruf (gute Naherung)

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Randwertaufgabe fir BNDSCO

Unendlicher Zeithorizont

K(t) = u(t)K(t)

A(t) = (1 — u(t))e FUORO _ \(tyu(t)
Randbedingungen

K(0) =05

— AMT) + Aapp(T) =0 (Asymptotische Randbedingujg
Schaltbedingungen (fir die Schaltstruktur dg;)

M7o) =1

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Startschatzungen fiur BNDSCO

Startschatzungen fiir den endlichen Zeithorizont:
e Kj = 0.5 fur alle Mehrzielknoten
e )\j = —2.0 fur alle Mehrzielknoten
e 71 = 0.7 (1. Schaltpunkt)
e 7 = 8.5 (2. Schaltpunkt)
Startschatzungen fir den unendlichen Zeithorizont:
e K; = 0.5 fur alle Mehrzielknoten
e )\ = —2.0 fur alle Mehrzielknoten

@ T =0.7

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Lésung fur die Schaltpunkte

e Schaltpunkte fiir den endlichen Zeithorizont:
71 = 0.6929,7, =9

e Schaltpunkte fiir den unendlichen Zeithorizont:
Too = 0.69314718

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

LAsung fur die optimale Steuerung

; |
0.8f 1
EL
{2
=
3
[
304t
(]
0.2
O,

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

LAsung fur die optimale Steuerung

12 .

Zustand K(t)
@

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Ldsung fur die adjungierte Variable

\

6 6

~ N

:
L

-0.6-
.8 -0.8¢ R

LA
AN oA
:
‘

Adjungierte Variablei(t)

1.6t J
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N
:
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~
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o
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Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Probleme

e Man bendtigt sehr genaue Startschatzungen

e \or allem bei unendlichen Zeithorizont: Asymptotische
Randbedingung abhéangig von der Startschatzung(fiy

e Wahlt man\(0) = —1.9 oderA(0) = —2.02 statt\(0) = —2.0:
Ldsung enthélt Singularitat bzw. Steuerbeschréankung nicht
erfullt

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Gliederung

© Beispiel: Ramsey-Modell

e Hinreichende Bedingungen

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen

Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Endlicher Zeithorizont

Janet Ebbing imale Steuerungsprobleme tber unendlichem Zei



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Riccati-Gleichung (1)

Endlicher Zeithorizont

e Auf [0, 7]

Qu(t) = — 2Qu(t), Qu(0) = -2
Ar(t) == 1(t),  A1(0) = A(0)
Ki(t) =Ku(t),  Ky(0) = Ko

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Riccati-Gleichung (2)

Endlicher Zeithorizont

o Auf (71, 72):

2
Qult) = - 2Qu(t) - . Qelr) = Qu()

Aa(t) = — Xa(t), A2(71) = Ma(71)
Ka(t) = In(=A2(t)) + Ka(t), Ka(m1) = Ki(m1)

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Riccati-Gleichung (3)

Endlicher Zeithorizont

o Auf (7, TJ:

Qs(t) =67, Q3(72) = Qo(2)
As(t) =e70 A3(72) = Aa(72)
Ks(t) =0, Ka(72) = Ka(72)

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Hinreichende Bedingungen

Beispiel: Ramsey-Modell

Riccati-Gleichung (4)
Endlicher Zeithorizont
e Riccati-Gleichung (mifQ3(10) = —0.0000000203049% 0)

05+

e

Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont

Janet Ebbing




Problemstellung
Notwendige Bedingungen

Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Unendlicher Zeithorizont

Janet Ebbing imale Steuerungsprobleme tber unendlichem Zei



Beispiel: Ramsey-Modell

Overtaking Kriterium (K1)

Unendlicher Zeithorizont

Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Hinreichende Bedingungen

e Nicht erfullt
o limi_o A(t) = 0 gefordert
e A\(T) = 0 zu ungenau

Janet Ebbing

Optimale Steuerungsprobleme uiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen

Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Catching Up Kriterium (K2) (1)

Unendlicher Zeithorizont

o Auf [0, 7o)

=+ 2120 1) + (L 20) 4,
Qu(0) = 2.75

M) =— (), A1(0) = Ag°(0)

Ki(t) = Ka(t), K1(0) = Ko

Janet Ebbing

Optimale Steuerungsprobleme uber unendlichem Zeithorizont




Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Catching Up Kriterium (K2) (2)

Unendlicher Zeithorizont

o AUf (7o, 00):

2
Qult) =~ 2l - T +e2 Q) = Qi)

}\z(t) =— (1), A2(Too) = M(To0)
Ka(t) = In(=A2(1)) + Ka(t), K2(Too) = K1(7o0)

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Catching Up Kriterium (K2) (3)

Unendlicher Zeithorizont

e Riccati-Gleichung (mifQ(10) = 1.43846530 1076 > 0):

3

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

BedingungF(K*, u*) — gr(V) < e

Catching Up Kriterium
oeVedrVT >r: FT(K*,U*) —QT(V) =

0.9t 1
0.8t 1
07t
0.6+ 1

S 05 1

(=21

L 0.4\ 1

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Sporadically Catching Up Kriterium (K3)

Unendlicher Zeithorizont

e Erfillt, da die hinreichenden Bedingungen im Sinne von
Kriterium K2 gelten

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Probleme

Unendlicher Zeithorizont

e Verfahren reagiert sehr empfindlich auf die Wahl¢ur

e Betrachtung vomyx(t, X) = ¢ < 0 stattAy(t,x) < ¢ < 0
schrankt die moglichen Lésungen stark ein

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen
Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Zusammenfassung

e Fur dienotwenigen Bedingungesind — vor allem bei
Betrachtung des unendlichen Zeithorizonts — sehr genaue
Startschatzungen notig

e Fur diehinreichenden Bedingungést der Erfolg des Verfahrens
Uber unendlichem Zeithorizont sehr stark von der Wahl der
Konstanterc abhéngig

e Ausblick:
e Probleme mit Endbedingungen fir den Zustand oder gemischten
Zustand- und Steuerbeschrankungen untersuchen
o Die Ungleichungh\x(t,x) < ¢ < 0 numerisch umsetzen

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont



Problemstellung
Notwendige Bedingungen

Beispiel: Ramsey-Modell Hinreichende Bedingungen

Viele Dank fur Ihre/Eure Aufmerksamkeit!

Janet Ebbing Optimale Steuerungsprobleme tiber unendlichem Zeithorizont
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