Differentialgleichungen Il

Sommer 2018

Kal Rothe

Greensche Funktion



Erinnerung

Definition: (Greensche Funktion)
Sei U C R™ offen und ®*(y) die Losung des Dirichlet-Problems

AP = inU
¥ = @y —x) auf AU

Dann ist die Greensche Funktion G' auf U gegeben durch

G(x,y) = 0(y —x) - 2"(y) x,yelUx#y.

Satz: (Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung)
Sei u € C?{U) eine Lésung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung. Dann
ldsst sich w in der Form

ul) = [ o312 (x,y) dSty) + ] J)Gxy) dy (xeT)
Jou on v

darstellen. f und g sind die rechte Seite, bzw. Randbedingung des Dirichlet-
Problems.

Bemerkungen: (Eigenschaften der Greenschen Funktion G(x,y})
1. G(x,y) ist bis auf den Punkt y = x harmonisch in y.
2. G(x,y) erfiillt homogene Randbedingungen:

Gix,y)=0 ¥YyedlUxelU

3. G(x,y) ist eindeutig bestimmt

4. G(x,y) ist symmetrisch:

Glx,y) = Gly.x) (1)



Erinnerung

Definition: (Greensche Funktion)
Sei U C R" offen und ®*(y) die Losung des Dirichlet-Problems

AT = in U
¢* = P(y —x) auf oU.

Dann ist die Greensche Funktion G auf U gegeben durch

Gx,y) =2y —x)—-2(y) x,yeUx#y.



Satz: (Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung)

Sei u € C?(U) eine Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung. Dann
lasst sich u in der Form

U(X)=LUg(y)g—i(x,y /f G(x,y)dy (xe€U)

darstellen. f und g sind die rechte Seite, bzw. Randbedingung des Dirichlet-
Problems.

Bemerkungen: (Eigenschaften der Greenschen Funktion G(x,y))



Bemerkungen: (Eigenschaften der Greenschen Funktion G(x,y))
1. G(x,y) ist bis auf den Punkt y = x harmonisch in y.

2. G(x,y) erfullt homogene Randbedingungen:

G(x,y) =0 VyedU,xeU

3. G(x,y) ist eindeutig bestimmt

4. G(x,y) ist symmetrisch:

G(x,y) = G(y,x)



Greensche Funktion und
Poissonkern fir Halbraum R’y

Definition: (Poissonkern)

Die Funktion
2z, 1

na(n) |x —y["’

mit x € R", y € OR" heiBt Poissonkern von R .

K(x,y) =

Satz: (Dirichlet-Problem fiir die Laplace Gleichung)
Sei das Randwertproblem

Au=0 in R}
u=yg auf OR? ={x=(21,....2)7 2, = 0}

gegeben. Dann ist die Losung gegeben durch die Poissonsche Integralformel

2x
'U-(X) = ..Tn qu) T
na(n) kD [x — ¥

dy.
Insbesondere ist die Losung u(x) wegen

/ Kx,y)dy =1
Jomw

"
beschrankt, falls g beschrankt ist. Weiter kann man zeigen,
dass u unendlich oft differenzierbar ist.



Definition: (Poissonkern)

Die Funktion
22, 1

na(n) [x —y[™

K(x,y) :=

mit x € R?, y € OR" heiBt Poissonkern von R} .

Satz: (Dirichlet-Problem fiir die Laplace Gleichung)



Satz: (Dirichlet-Problem fiir die Laplace Gleichung)
Sei das Randwertproblem

Au=0 in R
u=g auf OR" ={x=(z1,...,2s)" 2, =0}

gegeben. Dann ist die Losung gegeben durch die Poissonsche Integralformel

) — 2T 9(y)
(x) —/8 ———— dy.

~ na(n) Jopn [x— yI"

Insbesondere ist die Losung u(x) wegen

K(X, Y) dy =1
R

beschrankt, falls g beschrankt ist. Weiter kann man zeigen,
dass u unendlich oft differenzierbar ist.



Greensche Funktion und
Poissonkern fiir Einheitskreis

Satz: (Dirichlet-Problem fiir die Laplace Gleichung auf der Einheitskugel)
Sei das Randwertproblem

Au=0 in {xek":|x| <1}
u=g auf {xecR":|x|=1}
gegeben. Dann ist die Lésung gegeben durch die Poissonsche Integralformel

1-|x? aly)

dS(y).
naln) Sy x—y" )

u(x) =

Der Poissonkern fiir die Einheitskugel lautet also

Kix.y)

fir x| < L und |y| =1

Brgriinding:

® Selx = B0} Darn bezsicknet

el

den dualen Punat von x bezuglich des Randes der Einhe tskuge! 280, 11

Kareaicpronlems

o Dam't iz dic | xung

[ Anr ( n iin, 1 x I

e Iy —x; Ju LY=ILUS W

zegeuen durch
Ay = Iy — A

» Crkalte ciz Groeascae Funkzar fir 4 e Cinaeitskgel

Cxyi=y —x; = "1|x 1y =X}

Firx,y < 0L 7y

Bemerkung: Mit der Transformaton

dsst sicn eichl eine Darste lurg fur die K vl={x: x| v} herdeien,




Satz: (Dirichlet-Problem fiir die Laplace Gleichung auf der Einheitskugel)
Sei das Randwertproblem

Au=0 in {xeR":|x|<1}
u=g¢9 auf {xeR":|x|=1}

gegeben. Dann ist die Losung gegeben durch die Poissonsche Integralformel

. 1 - |X|2 g(Y) dS(y)

) = am) Sy k=7

Der Poissonkern fur die Einheitskugel lautet also

1—|x[2 1
na(n) [x -yl

K(X7y) —

fur x| <1 und |y| = 1.



Begrundung:
e Sei x € R\{0}. Dann bezeichnet

- X
X=—-
x|

den dualen Punkt von x beziiglich des Randes der Einheitskugel 0B(0,1).

e Damit ist die Losung des Korrekturproblems

AP* = 0 in  B(0,1) ={xeR":|x| <1}
¢ = P(y —x) auf 0B(0,1)

gegeben durch
% (y) = @(|x[(y —x)).

e Erhalte die Greensche Funktion fiir die Einheitskugel
G(x,y) = ®(y —x) — (|x|(y — %))

fur x,y € B(0,1), z # v.



fur x,y € B(0,1), x # .

Bemerkung: Mit der Transformation
u(x) = u(rx)

lasst sich leicht eine Darstellung fur die Kugel B(0,7) = {x : |x| < r} herleiten.



Warmeleitungsgleichung

Problemstellung: (Wairmeleitungsgleichung)
Gesucht sind explizite Losungen der Warmeleitungsgleichung

wg = Agu.
e t > 0 ist die Zeitvariable

e x &€ U, U C IR™ offen, ist die Ortsvariable

Anfangswertproblem: (Cauchy-Problem)

Sei ' = RB™:
w= Agun in  E"x]0.7]
u= g auf ™ x {t =0}

Anfangs-Randwertproblem:
Sei I/ ¢ [&™ beschrinkt:

we = Agw in Up:
w= g auf DI'p:=Up\Up

Zusameentassueg (Produst-Ansatz)

o Gegeben das encimessionale Aafan g2 Rantwertgooti om

[

o Wanle Produstareanz filr die Losing

ll0, () =

ul.t) = (1) pix)

o Erhalte zwe gewobnl che Oifferertali sichangen.

o Lossngailavems ahingig ven &




irmeleitungsgleichu

Problemstellung: (Warmeleitungsgleichung)
Gesucht sind explizite Losungen der Warmeleitungsgleichung

U — Awu
e ¢t > 0 ist die Zeitvariable

e x ¢ U, U C R"™ offen, ist die Ortsvariable

Anfangswertproblem: (Cauchy-Problem)
Sei U = R™:



Anfangswertproblem: (Cauchy-Problem)

Sei U = R":
w= Agu in R"x]0,T]
U= g auf R™ x {t =0}

Anfangs-Randwertproblem:
Sei U C R"™ beschrankt:

uy = AL u in Up ::B]O,T]
u= g auf T'p:=Ur\Ur



Zusammenfassung: (Produkt-Ansatz)

e Gegeben das eindimensionale Anfangs-Randwertproblem

Up = Uge fir 0<i<m 0<t<T
u(z,0) = sinz fur 0<z <
u(0,t) = u(m,t) = 0 fur 0<t<T

e Wahle Produktansatz fiir die Losung;:
u(z,t) = q(t) - p(z).
e Erhalte zwei gewohnliche Differentialgleichungen:
q(t) +dq(t) = 0,
P'()+op(a) = 0.
e Losungsklassen abhangig von ¢:
u(z,t) = coe” - (12 + ¢2)
u(z,t) = coe % (cle_\/m’" + (:ge\/m"”)
u(z,t) = coe % - (1 sin(Voz) + ¢z cos(Voz))
e Parameter {cg, ¢y, ¢2,0} i.A. nicht allein mit vorgegebenen Anfangs-Randbedingungen

bestimmbar.



Fundamentallosung der
Warmeleitungsgleichung

Definition: (Fund llosung der Warmeler leichung) Die Funktion

. 1 -4t =Rt >0
®(x, ) ::{ ;.m)ér (x€R"t )
(xR, t<0)

heiBt Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.
Bemerkungen:
e Inshesondere ist die Fundamentallésung normiert, d.h. fiir alle ¢ = 0

/ Pix.d)dx — L

e Die Fundamentallosung besitzt fiir ¢ = 0 und & = 0 Singularitaten

Bemerkungen: (Losung fur das Cauchy-Problem)
Mit Hilfe von @(x,t) lasst sich fir das Cauchy-Problem

u—Au=0 in R"x]0,00(
u=g auf R"x {0}

eine Losungsdarstellung in der Form eines Faltungsintegrals angeben:

u(x,t) = A b(x —y,t)gly) dy

1 _lxy?
= Gt b aly) dy.



Definition: (Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung) Die Funktion

2

1 —% n
(I)(x,t):z{ er i (xeR%1>0)

(47rt)%
0 (x e R",t < 0)

heiBt Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.
Bemerkungen:

e Insbesondere ist die Fundamentallosung normiert, d.h. fur alle ¢ > 0O:
/ d(x,t) dx = 1.

e Die Fundamentallosung besitzt fur ¢ = 0 und = = 0 Singularitaten.



Bemerkungen: (Losung fir das Cauchy-Problem)
Mit Hilfe von ®(x,1) lasst sich fiir das Cauchy-Problem

ug —Au=0 in R"x]0,o00]
u=g¢g auf R"x {0}

eine Losungsdarstellung in der Form eines Faltungsintegrals angeben:

u(x,t)

/n d(x —y,t)g9(y) dy

1 _x—y|?

— (47’('15)% /}Rne 4t g(Y) dy .




Erinnerung Greensche Funktion und Greensche Funktion und
Poissonkern fir Halbraum R Polssonkern t0r Einheitskreis
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Fundamentallosung der
Wirmeleitungsgleichung




