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Einleitung

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts fand Hermann Amandus Schwarz unter Ver-
wendung des Poissonintegrals eine alternative Lösung zum Dirichlet Problem.
Dieses, nach dem deutschen Mathematiker Johann Peter Gustav Lejeune Di-
richlet benannte Problem, ist ein bekanntes Problem aus dem 19. Jahrhundert,
welches sich wie folgt formulieren lässt.

Zu gegebener offener Menge Ω ∈ Rn, deren Rand nichtleer ist, und einer
stetigen Funktion f ∈ C(∂Ω) sucht man eine stetige Fortsetzung von f auf
den Abschluss von Ω, welche auf Ω harmonisch ist. Im Falle der komplexen
Einheitskreisscheibe D ⊂ C bildet das Poisson-Integral

P [f ](z) =

∫
∂D

1− |z|2

|1− zζ|
dσ(ζ) , (z ∈ D, f ∈ C(∂D))

die eindeutig bestimmte, stetige Fortsetzung von f auf die kompakte Ein-
heitskreisscheibe D, die auf dem Inneren harmonisch ist. Hierbei sei σ =
( 1

2πλ2|[−π,π])
α das Bildmaß des zweidimensionalen Lebesguemaßes auf [−π, π]

bezüglich der durch t 7→ eit definierten Funktion α : [−π, π] → C. Wir wol-
len dieses Problem im Folgenden nicht näher betrachten, es gibt uns lediglich
den Anlass Poisson-Integrale von einem anderen Standpunkt aus zu betrach-
ten. Einen Überblick über das Dirichlet Problem findet man in [4]. Weitere
historische Anmerkungen findet man in [5].

In dieser Arbeit lassen wir die Forderung nach der Stetigkeit der Funktion
f fallen und werden allgemein das Randverhalten von Poissonintegralen von
Funktionen f ∈ L1(∂D, σ) untersuchen. Hierbei betrachten wir den allgemei-
neren Fall im n-dimensionalen komplexen Raum Cn, n ∈ N, dass heißt wir
definieren das Poisson-Integral auf der offenen Einheitskugel B ⊂ Cn als para-
meterabhängiges Integral über der Sphäre ∂B bezüglich dem Oberflächenmaß
σ auf ∂B. Letzteres behandeln wir im ersten Kapitel dieser Arbeit. Speziell
werden wir es mit dem 2n-dimensionalen Lebesguemaß in Beziehung setzen
und einige für spätere Abschnitte wichtige Integralidentitäten herleiten. Im
zweiten Teil dieses Kapitels erinnern wir an einige Resultate zur Automor-
phismengruppe Aut (B) der biholomorphen Abbildungen B→ B.

Mit Hilfe dieser Ergebnisse werden wir im zweiten Kapitel die Identität

f |B = P [f ]

für Funktionen f aus der Ball-Algebra A (B) zeigen.

1



Einleitung

Es folgt des Hauptthema dieser Arbeit, die Untersuchung des Randverhal-
tens von Poisson-Integralen von Funktionen f ∈ L1(∂B, σ). Genauer untersu-
chen wir, ob für eine Folge (zk)k≥1 aus B, die gegen einen Punkt ζ auf dem
Rand von B konvergiert auch der Grenzwert limk→∞ P [f ](zk) existiert. Unter
gewissen Einschränkungen an die Folge (zk)k≥1 zeigte Adam Korányi im Jahr
1969, dass dieser Grenzwert in σ-fast allen Punkten aus ∂B existiert. Korányi
formulierte sein Ergebnis in [6, Theorem 4] folgendermaßen (mit B = ∂B):

”
Let f ∈ Lp(B) (p ≥ 1) and let F be its Poisson integral.

Then F converges to f admissibly almost everywhere.“

In den letzten beiden Abschnitten dieser Arbeit wird diese Aussage erklärt
und bewiesen für den Fall p = 1. Hierzu beweisen wir eine Version der Hardy-
Littlewood’schen Ungleichung für Maximalfunktionen um damit anschließend
Ableitungen komplexer Borelmaße bezüglich dem Oberflächenmaß σ zu be-
stimmen. Unter Verwendung dieser Resultate werden wir obige Aussage sinn-
gemäß auch für Poisson-Integrale von regulären, komplexen Borelmaßen auf
∂B zeigen. Ist µ ein solches Maß, so stimmt der Grenzwert des Poissonintegrals
in µ-fast allen Punkten ζ ∈ ∂B mit der Ableitung des Maßes µ bezüglich dem
Oberflächenmaß im Punkt ζ überein.

Wir folgen in der gesamten Arbeit dem Argument Walter Rudins, welches er
in seinem Buch ’Function Theory in the Unit Ball of Cn’([7]) darlegt. Speziell
umfasst die vorliegende Arbeit Ergebnisse aus den Abschnitten 1.1 bis 1.4,
2.1, 2.2, 3.1 bis 3.3 und aus den ersten vier Abschnitten des fünften Kapitels
obigen Buches.

Zum Abschluss dieser Einleitung möchte ich die Gelegenheit nutzen und ein
paar Worte des Dankes aussprechen. Als erstes möchte ich mich bei Herrn Prof.
Dr. Eschmeier für die Vergabe des lehrreichen und interessanten Themas, die
hervorragende Betreuung und die zahlreichen Anregungen während der Ent-
stehung dieser Arbeit bedanken. Mein Dank gilt außerdem Herrn Dipl.-Math.
Kevin Everard für die Hilfestellung bei einigen Fragen und allen Kommilito-
nen, die mir in den letzten Monaten mit Rat zur Seite standen. Ein besonderer
Dank gilt meiner Familie, die mich im Verlaufe meines bisherigen Studiums
auf vielfältige Weise unterstützt und entlastet hat, sodass besonders die vor-
liegende Arbeit in ihrer jetzigen Form entstehen konnte.

Saarbrücken, im November 2012
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1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel präsentieren wir einige allgemeine Resultate, derer wir uns
im Hauptteil dieser Arbeit bedienen werden um Poisson-Integrale zu untersu-
chen.

1.1 Das Oberflächenmaß auf der Sphäre

In diesem Abschnitt wollen wir zunächst einige Beziehungen des mehrdimen-
sionalen Lebesguemaßes zum Oberflächenmaß auf der entsprechenden Ein-
heitskugel im Cn darlegen. Hierbei sei n stets eine positive, natürliche Zahl.
Mit λn bezeichnen wir das Lebesguemaß auf Rn und

νn =
n!

πn
λ2n (1.1)

sei das Lebesguemaß auf Cn = R2n für das νn (Bn) = 1 gilt, wobei

Bn = {z ∈ Cn | |z| < 1}

die Einheitskugel in Cn sei. Im speziellen Fall n = 1 schreiben wir D an der
Stelle von B1. Ferner schreiben wir Br(w) = {z ∈ Cn | |w − z| < r} für die
Kugel um w ∈ Cn mit Radius r > 0. Desweiteren sei σn das normierte Ober-
flächenmaß auf Sn = ∂Bn. Dieses auf Sn definierte Maß ist rotationsinvariant
in folgendem Sinne:

1.1 Bemerkung (Rotationsinvarianz von σ). Sei O (2n) die Menge aller Iso-
metrien R2n −→ R2n. Dann gilt

σ (ρA) = σ (A)

für jede Borelmenge A ⊂ S und alle ρ ∈ O (2n).

Man kann zeigen, dass σ das einzige normierte, positive Borelmaß Maß auf
Sn ist, das diese Eigenschaft besitzt. Zur Vereinfachung der Notation werden
wir auch ν statt νn beziehungsweise σ statt σn schreiben, sofern die Dimension
aus dem Zusammenhang klar hervorgeht. Gleiches gilt für Bn beziehungsweise
Sn. Im Folgenden bezeichnen wir mit U ⊂ O(2n) die Menge aller unitären
Operatoren Cn −→ Cn und mit L1(X,µ) sei die Menge aller bezüglich dem
Maß µ integrierbaren Funktionen f : X → C bezeichnet.
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1 Vorbemerkungen

Ist f ∈ L1(Cn, ν), so ist die Polarkoordinatenformel∫
Cn
f(z)dν(z) = 2n

∫ ∞
0

r2n−1

∫
S
f(rζ)dσ(ζ) dr (1.2)

bekannt.
Im folgenden sei P die orthogonale Projektion von Cn = Ck×Cn−k auf Ck.

Ist X ein Hausdorffscher topologischer Raum, so seien M(X) die Menge der
regulären, komplexen Borelmaße auf X und M+(X) die Menge der regulären,
positiven Borelmaße auf X.

1.2 Lemma. Es seien 1 ≤ k < n und f ∈ L1(Bk, νk). Dann ist
(f ◦ P ) ∈ L1(S, σ) und es gilt∫

S
(f ◦ P ) (ζ) dσ(ζ) =

(
n− 1

k

)∫
Bk

(1− |w|2)n−k−1f(w) dνk(w) . (1.3)

Hierbei sei f ◦ P trivial fortgesetzt auf S.

Beweis. Sei 1 ≤ k < n. Wir zeigen die Aussage im ersten Schritt für stetige
Funktionen f : Bk → C mit kompaktem Träger. Sei f eine solche Funktion,
deren Träger noch komplett in r0Bk = {z ∈ Bk| |z| < r0} für ein r0 < 1 liegt.
Durch triviales Fortsetzen wird f zu einer stetigen Funktion auf ganz Ck, deren
Träger in r0Bk enthalten ist. Insbesondere ist f ◦ P : rBn → C als beschränkt
messbare Funktion integrierbar bezüglich dem endlichen Maß νn|rBn für jede
positive Zahl r > 0. Somit ist die Funktion

I : (0,∞) −→ R, r 7−→
∫
rBn

(f ◦ P ) (z) dνn(z)

wohldefiniert und Formel (1.2) liefert

I(r) =

∫
Cn

((f ◦ P ) · χrBn)(z) dνn(z)

= 2n

∫ ∞
0
t2n−1

∫
S

((f ◦ P ) · χrBn)(tζ) dσ(ζ) dt

= 2n

∫ r

0
t2n−1

∫
S

(f ◦ P )(tζ) dσ(ζ) dt.

Die durch die Formel F (t, ζ) = (f ◦ P ) (tζ) definierte Funktion [0,∞)×S −→ R
ist offenbar stetig und daher ist F (t, ·) beschränkt auf der kompakten Menge
S für jedes t ∈ [0,∞). Hieraus und aus der Endlichkeit des Maßes σ folgt
F (t, ·) ∈ L1(S, σ) für jedes t ∈ [0,∞). Da die Funktionen |F (t, ·)| gleichmäßig
in allen t ∈ [0,∞) majorisiert werden durch eine Konstante, folgt aus der
Endlichkeit des Maßes σ auch, dass die Integrale

∫
S (f ◦ P ) (tζ) dσ(ζ) stetig
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1.1 Das Oberflächenmaß auf der Sphäre

von dem Parameter t abhängen (siehe etwa Satz A.1). Der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung liefert somit

dI

dr
(1) = 2n

∫
S

(f ◦ P )(ζ) dσ(ζ) . (1.4)

Andererseits gilt dem Satz von Fubini zufolge

I(r) =
n!

πn

∫
rBn

(f ◦ P )(z) dλ2n(z)

=
n (n− 1) · . . . · (k + 1)

πn−k

∫
rBk

∫
Bv

(f ◦ P )(v, w) dλ2(n−k)(w) dνk(v) (1.5)

wobei z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, v = (z1, . . . , zk), w = (zk+1, . . . , zn) und
Bv = {w ∈ Cn−k| |w| <

√
r2 − |v|2}. In beiden Schritt in (1.5) wurde (1.1)

verwendet. Offenbar ist (f ◦ P )(v, w) = f(v) für alle (v, w) ∈ Cn und daher
ist das innere Integral in (1.5) für jedes v ∈ rBk das Lebesguemaß der Kugel
Bv ⊂ Cn−k bis auf den Faktor f(v). Eine weitere Rechnung liefert schließlich
für r > r0

I(r) =

(
n

k

)∫
Bk

(
r2 − |v|2

)n−k
f(v) dνk(v) , (1.6)

wobei wir wegen supp(f) ⊂ r0Bk in (1.6) über Bk anstatt rBk integrieren

können. Nun ist die durch die Formel g(t, w) =
(
t2 − |w|2

)n−k
f(w) definierte

Funktion [0,∞) × Bk −→ R offenbar an jeder Stelle (t0, w0) ∈ [0,∞) × Bk
bezüglich t partiell differenzierbar mit Ableitung

∂g

∂t
(t, w) = 2t (n− k)

(
t2 − |w|2

)n−k−1
f(w).

Für jedes feste w ∈ Bk ist ∂g
∂t (·, w) offenbar stetig und für jeden Punkt t0 ∈

[0,∞) gilt

|∂g
∂t

(t, w)| ≤ 2(t0 + 1)(n− k)(t20 + 2t0 + 2)n−k−1|f(w)|

für alle w ∈ Bk und alle t ∈ (t0−1, t0+1)∩[0,∞). Ferner gilt g(t, ·) ∈ L1 (Bk, νk)
für jedes t ∈ [1,∞). Der Bemerkung zu Satz A.2 in Anhang A zufolge ist also
die rechte Seite von Gleichung (1.6) bezüglich r differenzierbar und daher folgt

dI

dr
(1) = 2

(
n

k

)
(n− k)

∫
Bk

(
1− |w|2

)n−k−1
f(w) dνk(w) . (1.7)

Der Vergleich von (1.4) und (1.7) liefert zuletzt∫
S

(f ◦ P )(ζ) dσ(ζ) =

(
n

k

)
(n− k)

n

∫
Bk

(
1− |w|2

)n−k−1
f(w) dνk(w)

=

(
n− 1

k

)∫
Bk

(1− |w|2)n−k−1f(w) dνk(w) .

(1.8)
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1 Vorbemerkungen

Hiermit ist die Behauptung für alle f ∈ Cc(Bk) gezeigt. Im allgemeinen Fall
bemerken wir zunächst, dass die Projektion

P : Sn −→ Bk, (z′, z′′) 7−→ z′

als stetige Funktion Borel-messbar ist. Sei σP ∈ M+(Bk) das Bildmaß von σ
unter P. Wegen

σP (Sk) = σ(P−1(Sk)) = σ(Sk × {0}) = 0

erhält man für f ∈ Cc(Bk) mit Hilfe der Transformationsformel für Bildmaße∫
Bk
f(z) d(σP |Bk)(z) =

∫
Bk
f(z) dσP (z)

=

∫
Sn

(f ◦ P )(ζ)dσ(ζ)

=

∫
Bk
f(z′) d(

(
n−1
k

)
(1− |z′|2)n−k−1νk)(z

′) .

Im letzten Schritt wurde die bereits gezeigte Identität (1.8) verwendet. Da
die beiden Maße σP |Bk und

(
n−1
k

)
(1− |z′|2)n−k−1νk nach Proposition B.5 aus

Anhang B reguläre Maße auf dem lokalkompakten Hausdorffraum Bk sind,
folgt aus dem Eindeutigkeitsteil des Rieszschen Darstellungssatzes B.6 aus
Anhang B, dass die beiden Maße gleich sind. Ist nun f ∈ L1(Bk, νk), so ist(
n−1
k

)
(1− |z′|2)n−k−1f ∈ L1(Bk, νk) und daher

f ∈ L1
(
Bk,
(
n−1
k

)
(1− |z′|2)n−k−1νk

)
= L1

(
Bk, σP |Bk

) ∼= L1
(
Bk, σP

)
.

Hierbei ist die letzte Isomorphie durch triviales Fortsetzen gegeben. Damit ist
nach der Transformationsformel für Bildmaße auch f ◦P ∈ L1(Sn, σ) und man
erhält ∫

Sn

(f ◦ P )(ζ)dσ(ζ) =

∫
Bk
f(z) dσP (z)

=

∫
Bk
f(z) d(σP |Bk)(z)

=

∫
Bk
f d
((

n−1
k

)
(1− |z′|2)n−k−1νk

)
=

(
n− 1

k

)∫
Bk

(1− |z′|2)n−k−1f(z′)dνk
(
z′
)
.

Somit ist alles gezeigt.

8



1.1 Das Oberflächenmaß auf der Sphäre

Als direkte Folgerung aus Lemma 1.2 erhalten wir:

1.3 Korollar. Sei f ∈ L1(D, ν1) eine Funktion in einer komplexen Variablen.
Dann gilt für jedes η ∈ Sn = S∫

S
f(〈ζ, η〉) dσ(ζ) =

n− 1

π

∫ 2π

0

∫ 1

0
(1− r2)n−2f(reiθ)rdrdθ. (1.9)

Beweis. Wähle eine unitäre Matrix U ∈ Cn×n so, dass Uη = e1. Aus der
Rotationsinvarianz des Maßes σ und Lemma 1.2, wobei in diesem Fall P =
〈·, e1〉 die orthogonale Projektion Cn −→ C auf die erste Variable sei, ergibt
sich ∫

S
f(〈ζ, η〉) dσ(ζ) =

∫
S
f(〈Uζ, Uη〉) dσ(ζ)

=

∫
S
f(〈ζ, e1〉) dσ(ζ)

=

(
n− 1

1

)∫
D

(
1− |w|2

)n−2
f(w) dν1(w)

=
n− 1

π

∫
D

(
1− |w|2

)n−2
f(w) dλ2(w) .

Schreiben wir w in Polarkoordinaten, so folgt die Behauptung.

Mit Hilfe von Lemma 1.2 können wir abschließend noch zwei weitere Inte-
gralidentitäten folgern, die wir im Laufe der Arbeit verwenden werden.

1.4 Lemma. Es sei f ∈ L1(Sn, σn). Dann gilt∫
Sn

f(ζ) dσn(ζ) =

∫
Sn

1

2π

∫ π

−π
f(eiθζ) dθ dσn(ζ) . (1.10)

Ist n > 1, so gilt außerdem∫
Sn

f(ζ) dσn(ζ) =

∫
Bn−1

1

2π

∫ π

−π
f(ζ ′, eiθ

√
1− |ζ ′|2)) dθ dνn−1

(
ζ ′
)
. (1.11)

Beweis. Wir zeigen zuerst Formel (1.11). Seien dazu n > 1 und f ∈ L1(Sn, σn).
Wir schreiben wieder σ = σn und S = Sn. Für jedes θ ∈ R ist die Abbildung

Uθ : Cn −→ Cn, (z′, zn) 7−→ (z′, eiθzn)

unitär. Also gilt für θ ∈ R∫
S
f(ζ ′, eiθζn)dσ(ζ) =

∫
S
(f ◦ Uθ)(ζ)dσ(ζ) =

∫
S
f(ζ)dσ(ζ) . (1.12)
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1 Vorbemerkungen

Proposition B.1 aus Anhang B zufolge ist die Funktion

F : [−π, π]× S −→ C, (θ, ζ) 7−→ f(ζ ′, eiθζn)

B([−π, π]× S) = B([−π, π])× B(S)-messbar. Gleichung (1.12) mit |f | statt f
liefert ∫ π

−π

∫
S
|f(ζ ′, eiθζn)|dσ(ζ) dθ = 2π

∫
S
|f(ζ)|dσ(ζ) <∞

und daher ist nach dem Satz von Fubini F ∈ L1([−π, π]× S,m× σ). Hierbei
sei m = λ1|[−π,π]. Außerdem ist die Menge

N = {ζ ∈ S | F (·, ζ) ist nicht m-integrabel} ∈ B(S)

eine σ-Nullmenge, die Funktion

I : S −→ C, I(ζ) =

{
1

2π

∫ π
−πF (·, ζ) dθ ; ζ ∈ S \N

0 ; sonst

ist σ-integrabel und es gilt∫
S
I(ζ)dσ(ζ) =

1

2π

∫
[−π,π]×S

F (θ, ζ) d(m× σ)(θ, ζ)

=
1

2π

∫ π

−π

∫
S
f(ζ ′, eiθζn)dσ(ζ) dθ

=

∫
S
f(ζ)dσ(ζ) .

(1.13)

Im letzten Schritt wurde wieder Gleichung (1.12) verwendet. Für festes ζ ′ ∈
Bn−1 sei nun Sζ′ = {z ∈ C | (ζ ′, z) ∈ S}. Offensichtlich ist

Sζ′ = {eit
√

1− |ζ ′|2 | t ∈ R}.

Da die durch θ 7→ f(ζ ′, eiθ
√

1− |ζ ′|2) definierte Funktion R → C Borel-
messbar und 2π-periodisch ist, ist für festes ζ ′ ∈ Bn−1 die Integrierbarkeit
und der Wert des Integrals der Funktionen

[−π, π] −→ C, θ 7−→ f(ζ ′, eiθζn)

unabhängig von ζn ∈ Sζ′ . Also definiert

g : Bn−1 −→ C, ζ ′ 7−→ I(ζ ′,
√

1− |ζ ′|2)

eine messbare Funktion so, dass für alle (ζ ′, ζn) ∈ S gilt

(g ◦ P )(ζ ′, ζn) = g(ζ ′) = I(ζ ′,
√

1− |ζ ′|2) = I(ζ ′, ζn).

10



1.1 Das Oberflächenmaß auf der Sphäre

Hierbei sei P : Cn → Cn−1 die Projektion auf die ersten (n− 1)-Koordinaten.
Da I σ-integrabel ist und g ◦P = I gilt, folgt wie im letzten Teil des Beweises
von Lemma 1.2 (mit k = n− 1), dass g|Bn−1 ∈ L1(Bn−1, νn−1) ist und dass∫

S
(g ◦ P )(ζ)dσ(ζ) =

∫
Bn−1

g(z)dνn−1(z) .

Hieraus erhält man nun zusammen mit (1.13) die gewünschte Formel∫
S
f(ζ)dσ(ζ) =

∫
S
I(ζ)dσ(ζ)

=

∫
S
(g ◦ P )(ζ)dσ(ζ)

=

∫
Bn−1

g(ζ)dνn−1(ζ)

=

∫
Bn−1

I(ζ ′,
√

1− |ζ ′|2)dνn−1

(
ζ ′
)

=

∫
Bn−1

1

2π

∫ π

−π
f(ζ ′, eiθ

√
1− |ζ ′|2) dθ dνn−1

(
ζ ′
)
.

Beachte, dass das letzte innere Integral als Null zu lesen ist für alle z′ ∈ Bn−1,
für die der Integrand nicht in L1([−π, π],m) liegt. Damit ist die Formel (1.11)
gezeigt.

Sei wieder f ∈ L1(S, σ) gegeben. Indem man die Invarianz von σ unter den
unitären Abbildungen

Vθ : Cn −→ Cn, z 7−→ eiθz (θ ∈ R)

benutzt, erhält man genau wie im Beweis von Formel (1.11) die Identität∫ π

−π

∫
S
|f(eiθζ)|dσ(ζ) dθ = 2π

∫
S
|f(ζ)|dσ(ζ) .

Wie oben liefert die Anwendung des Satzes von Fubini die (m×σ)-Integrabili-
tät der Funktion

G : [−π, π]× S −→ C, (θ, ζ) 7−→ f(eiθζ)

und die Gültigkeit der Formel∫
S

∫ π

−π
f(eiθζ) dθ dσ(ζ) = 2π

∫
S
f(ζ)dσ(ζ) =

∫ π

−π

∫
S
f(eiθζ)dσ(ζ) dθ .

Auch hier existiert das innere Integral auf der linken Seite für σ-fast alle ζ ∈ S.
Für die übrigen ζ ist das innere Integral als Null zu lesen.
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1 Vorbemerkungen

Setzt man in Lemma 1.4 f als stetige Abbildung auf S voraus, so existieren
die inneren Integrale in beiden Formeln für jedes ζ ∈ S beziehungsweise jedes
ζ ′ ∈ Bn−1.

12
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1.2 Automorphismen von B

In dieser Arbeit werden holomorphe Funktionen Ω −→ Cn, Ω ⊂ Cn offen, eine
tragende Rolle spielen. Aus diesem Grund werden wir in diesem Abschnitt
zunächst grundlegende Eigenschaften solcher Abbildungen formulieren und
die nötige Notation einführen, um anschließend biholomorphe Abbildungen
B −→ B - auch Automorphismen von B genannt - angeben und untersuchen
zu können. Diese Gruppe der Automorphismen werden wir mit Aut (B) be-
zeichnen. Die Bezeichnung dieser Menge als Gruppe wird im laufe des Kapitels
gerechtfertigt werden.

Wir beginnen mit einem Resultat über die Determinante einer komplexen
Matrix.

1.5 Lemma. Sei A ∈ Cn×n eine komplexe Matrix mit Einträgen ajk = bjk +
icjk, wobei bjk, cjk ∈ R für j, k = 1, . . . , n sind. Setzen wir B = (bjk)1≤j,k≤n
und C = (cjk)1≤j,k≤n und betrachten die reelle Matrix

Ã =

(
B −C
C B

)
∈ R2n×2n,

so gilt det Ã = |detCA|2.

Beweis. Seien A und Ã wie oben beschrieben. Durch elementare Zeilen- und
Spaltenumformungen beziehungsweise Rechenregeln für die Determinante von
Blockmatrizen folgt

det Ã = det

(
B −C
C B

)
= detC

(
B + iC iB − C
C B

)
= detC

(
B + iC 0

C B − iC

)
= detC(B + iC)detC(B + iC)

= detC(B + iC)detC(B + iC)

= |detC(B + iC)|2

= |detCA|2

13



1 Vorbemerkungen

Wir identifizieren wie üblich Cn ∼= R2n vermöge der Abbildung

R2n −→ Cn, (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) 7−→ (x1 + iy1, . . . , xn + iyn).

Ist Ω ⊆ Cn offen, so bezeichnen wir mit O(Ω) die Menge aller holomorphen
Funktionen Ω −→ C. Ist f ∈ C1(Ω), so schreiben wir Dj f beziehungsweise
Djf für die partiellen Pompeiu-Wirtinger-Ableitungen

∂f

∂zj
=

1

2

(
∂f

∂xj
− i ∂f

∂yj

)
∂f

∂zj
=

1

2

(
∂f

∂xj
+ i

∂f

∂yj

)
von f nach zj (1 ≤ j ≤ n). Ist f ∈ O(Ω), so gilt

Dj f(z) = lim
h→0

f(z + hej)− f(z)

h

für z ∈ Ω und j = 1, . . . , n. Ist f ∈ C1(Ω) stetig partiell differenzierbar als
Funktion der reellen Variablen x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, so ist f holomorph genau
dann, wenn Djf(z) = 0 ist für alle z ∈ Ω und j = 1, . . . , n. Für m ∈ N sei
mit Dm

j die m-te partielle Pompeiu-Wirtinger-Ableitung nach zj bezeichnet.
Ist w ∈ Ω und Br(w) ⊂ Ω, r > 0, eine Kugel und ist f ∈ O(Ω), so existieren
alle komplexen partiellen Ableitungen Dα f = Dα1

1 Dα2
2 . . .Dαn

n f (α ∈ N) auf
Ω, es gilt

f(z) =
∑
α∈Nn

(Dαf)(w)

α!
(z − w)α (1.14)

für alle z ∈ Br(w) und die Reihe konvergiert auf Br(w) kompakt gleichmäßig.
Ist F eine Funktion Ω −→ Cn mit holomorphen Komponentenfunktionen
f1, . . . , fn, so nennen wir F holomorph. Ihre Ableitung in einem Punkt z ∈ Ω
ist definitionsgemäß die (n × n)-Matrix mit Einträgen ajk = (Dk fj)(z) für
j, k = 1, . . . , n, die wir mit DF(z) bezeichnen.

Schreiben wir die Komponentenfunktionen als fj = uj + ivj , so können
wir F als Funktion in den Variablen x1, . . . , xn, y1, . . . , yn mit Werten im R2n

auffassen. Da alle Komponentenfunktionen fj holomorph sind, ist F auf Ω ⊂
R2n total differenzierbar. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
liefern weiter

Dkfj =
1

2

(
∂f

∂xk
− i ∂f

∂yk

)
=
∂uj
∂xk
− i∂uj

∂yk

=
∂vj
∂yk

+ i
∂vj
∂xk
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für j, k = 1, . . . , n.
Setzen wir B = (∂uj/∂xk)1≤j,k≤n und C = (∂vj/∂xk)1≤j,k≤n, so hat die reelle
Jakobi-Matrix DRF von F die Form

DRF =

(
B −C
C B

)
.

Insgesamt liefert Lemma 1.5 für z ∈ Ω also

det DRF(z) = |det DF(z)|2. (1.15)

Wir werden dieses Ergebnis am Ende dieses Abschnitts verwenden, um die De-
terminante der Jakobi-Matrix einer Abbildung ψ ∈ Aut (B) im Punkt ψ−1 (0)
zu bestimmen. An dieser Stelle wollen wir noch die Mittelwerteigenschaft ho-
lomorpher Funktionen aus L1(B, ν) und zwei allgemeine Resultate von Henri
Cartan zu vektorwertigen holomorphen Funktionen präsentieren.

1.6 Lemma (Mittelwerteigenschaft für O(B)). Sei f ∈ L1(B, ν) eine holo-
morphe Funktion B −→ C und z ∈ B. Dann gilt

f (z) = r−2n

∫
Br(z)

f(w)dν(w)

für jedes r < 1− |z|.

Beweis. Fixiere z ∈ B und r < 1 − |z|. Sei ζ ∈ S. Auf jeder Kreisscheibe
r′D ⊂ C um den Nullpunkt mit r < r′ < 1− |z| ist die durch λ 7−→ f (z + λζ)
definierte Funktion holomorph. Sie ist daher stetig auf rD und harmonisch auf
rD. Die eindimensionale Mittelwerteigenschaft für harmonische Funktionen
liefert demnach

f (z) =
1

2π

∫ π

−π
f(z + reiθζ) dθ .

Integrieren wir diese Gleichung über ζ ∈ S bezüglich des Maßes σ, so gilt nach
Formel (1.10) in Lemma 1.4

f(z) =

∫
S
f(z + rζ)dσ(ζ) .

Für jedes t ∈ [0, 1] erhalten wir hieraus

2nt2n−1f (z) = 2nt2n−1

∫
S
f(z + rtζ)dσ(ζ)

und Integration über [0,1] liefert zusammen mit Formel (1.2) angewendet auf
die Funktion v 7→ f(z + rv)χB(v) die Identität

f (z) = 2n

∫ 1

0
t2n−1

∫
S
f(z + rtζ)dσ(ζ) dt =

∫
B
f(z + rv)dν(v) .

15



1 Vorbemerkungen

Substituiert man nun w = z + rv, so gilt schließlich

f (z) = r−2n

∫
Br(z)

f(w)dν(w) (1.16)

und der Beweis ist abgeschlossen.

Im Folgenden sei mit I die Einheitsmatrix in Cn×n bezeichnet.

1.7 Satz (Eindeutigkeitssatz von Cartan). Sei Ω ⊂ Cn ein beschränkes Gebiet
mit 0 ∈ Ω und F eine holomorphe Funktion Ω −→ Ω mit F (0) = 0 und
DF (0) = I. Dann gilt schon F = idΩ.

Wir verzichten an dieser Stelle auf die Ausführung des aufwändigen Beweises
dieses Satzes. Ein ausführlicher Beweis wird im Vorlesungsskript [3, Satz 2.16]
von Prof. Eschmeier zur Funktionentheorie mehrerer Veränderlicher gegeben.
Eine etwas allgemeinere Version wird in [7, Satz 2.1.1] gezeigt. Wir beweisen
stattdessen eine Folgerung aus diesem Satz.

1.8 Korollar. Es seien Ω1 und Ω2 Gebiete in Cn, die den Nullpunkt enthalten
und zusätzlich kreisförmig sind, dass heißt für jedes zi ∈ Ωi (i = 1, 2) und jedes
θ ∈ R gilt auch eiθzi ∈ Ωi. Ist F eine biholomorphe Abbildung Ω1 −→ Ω2 mit
F (0) = 0 und ist Ω1 beschränkt, so ist F eine lineare Transformation.

Beweis. Sei F eine Abbildung mit den obigen Eigenschaften. Dann ist offenbar
D(F−1 ◦F)(0) = I und daher D(F−1)(0) = (D F(0))−1. Für θ ∈ R ist die durch

H (z) = F−1(e−iθF(eiθz))

definierte Funktion Ω1 −→ Ω1 wohldefiniert, da Ω1 und Ω2 kreisförmig sind.
Da F biholomorph ist, ist H auch holomorph und erfüllt insbesondere H (0) = 0
und DH(0) = I. Somit erfüllt H alle Voraussetzungen des Cartanschen Ein-
deutigkeitssatzes und desshalb ist H (z) = z für alle z ∈ Ω1. Durch Anwendung
von F auf diese Gleichung und anschließende Multiplikation mit dem Faktor
eiθ erhalten wir

F(eiθz) = eiθF (z) (1.17)

für z ∈ Ω1, θ ∈ R. Entwickeln wir nun F um 0 in ihre Potenzreihe, so hat F
die Darstellung

F (z) =

∞∑
i=1

Fk (z)

mit Abbildungen Fk : Cn −→ Cn, deren Komponentenfunktionen homogene
Polynome Cn −→ C vom Grad k sind (siehe etwa [3, Satz 2.15]). Wegen
Gleichung (1.17) und der Eindeutigkeit der homogenen Entwicklung von F im

16
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Nullpunkt muss aber schon Fk ≡ 0 für alle k ≥ 2 gelten, sodass F eine lineare
Transformation ist.

Wir kommen nun zur Automorphismengruppe Aut (B). Für z0 ∈ B geben
wir zunächst eine biholomorphe Funktion ϕz0 : B −→ B an, die 0 und z0

vertauscht, das heißt sie erfüllt ϕz0(z0) = 0 und ϕz0(0) = z0.

Hierzu sei für z0 6= 0

Pz0 : Cn −→ LH{z0}, w 7−→ 〈w, z0〉
〈z0, z0〉

z0

die orthogonale Projektion von Cn auf den von z0 erzeugten Unterraum
LH{z0} ⊂ Cn. Ist z0 = 0, so setzen wir Pz0 (w) = 0 für w ∈ B. Weiter definiere
sz0 = (1− |z0|2)1/2 und Qz0 = idCn − Pz0 . Für w ∈ {z ∈ Cn | 〈z, z0〉 6= 1} sei

ϕz0 (w) =
z0 − Pz0(w)− sz0Qz0(w)

1− 〈w, z0〉
. (1.18)

Aus der Voraussetzung |z0| < 1 schließen wir B ⊂ {z ∈ Cn | 〈z, z0〉 6= 1} und
erhalten folgendes Resultat.

1.9 Lemma. Für z0 ∈ B ist die Funktion

ϕz0 : B −→ B, w 7−→ ϕz0 (w)

ein wohldefinierter Automorphismus von B mit folgenden Eigenschaften:

(i) ϕz0 (0) = z0 und ϕz0 (z0) = 0,

(ii) Dϕz0 (0) = −s2
z0Pz0 − sz0Qz0 und Dϕz0 (z0) = −Pz0/s2

z0 −Qz0/sz0,

(iii) ϕz0 ist eine Involution, dass heißt (ϕz0)−1 = ϕz0.

Beweis. Sei z0 ∈ B. Zur Vereinfachung der Notation setze P = Pz0 , Q =
Qz0 und s = sz0 und schreibe Pz für P (z) beziehungsweise Qz für Q (z).
Wie zeigen zuerst, dass ϕz0 wohldefiniert ist. Man rechnet leicht nach, dass
〈z0 − Pz, sQz〉 = −〈sQz, z0 − Pz〉 = 0 ist für z ∈ B. Hiermit folgt

1− |ϕz0(z)|2 = 1− 〈ϕz0(z) , ϕz0(z)〉

= 1− |z0 − Pz|2 + s2|Qz|2

(1− 〈z, z0〉) (1− 〈z0, z〉)
.

(1.19)

Beachten wir die Beziehungen |Pz|2 = 〈Pz, z〉 = 〈z, Pz〉, |Qz|2 = 〈Qz, z〉 =
〈z,Qz〉 und 〈z, z0〉〈z0, z〉 = |z0|2〈Pz, z〉, so ergibt sich aus Gleichung (1.19)
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1 Vorbemerkungen

weiter

1− |ϕz0(z)|2 =
1− 〈z0, z0〉 − 〈z, z〉+ 〈z0, z0〉〈z, z〉

|1− 〈z, z0〉|2

=

(
1− |z0|2

) (
1− |z|2

)
|1− 〈z, z0〉|2

.

(1.20)

Aus dieser Gleichung entnehmen wir direkt, dass |ϕz0(z)| < 1 genau dann
gilt, wenn |z| < 1 ist. Also ist ϕz0 eine wohldefinierte Abbildung B −→ B.
Dass ϕz0 holomorph ist, folgt genau wie (i) aus der Definition von ϕz0 . Für
(ii) entwickeln wir die Funktion ϕz0 im Punkt 0 in ihre Potenzreihe. Hierzu
bemerken wir, dass |〈z, z0〉| < 1 für z ∈ B gilt. Wir erhalten also

ϕz0 (z) = (z0 − Pz − sQz)
∞∑
k=0

〈z, z0〉k

= ϕz0 (0) + |z0|2Pz − (P + sQ) z +R (z) ,

(1.21)

wobei R (z) = −〈z, z0〉 (P + sQ) z+ (z0 − Pz − sQz)
∑∞

k=2〈z, z0〉k ist und we-
gen |〈z, z0〉 (P + sQ) z| ≤ (1 + |s|) |z0||z|2 können wir (1.21) in der Form

ϕz0 (z) = ϕz0 (0) + |z0|2Pz − (P + sQ) z +O(|z|2)

schreiben. Für die Koordinatenfunktionen Ri von R gilt also mit einer geeig-
neten Konstante c > 0

|Ri(z)| ≤ c|z|2

für alle z ∈ B. Somit ist für j = 1, . . . , n∣∣∣∣Ri(tej)−Ri(0)

t

∣∣∣∣ =
|Ri(tej)|
|t|

≤ c|t| t→0−−→ 0.

Dies zeigt, dass DR(0) = (∂Ri∂zj
(0))1≤i,j≤n = 0. Schließlich berechnen wir hier-

mit

lim
t→0

ϕz0(tej)− ϕz0(0)

t
= |z0|2Pej − (P + sQ)ej

und erkennen, dass Dϕz0 (0) die darstellende Matrix von −s2P − sQ ist. Um
Dϕz0 (z0) zu bestimmen, bemerken wir

ϕz0 (z0 + h) =
z0 − Pz0 − Ph− sQz0 − sQh

1− |z0|2 − 〈h, z0〉

=
−Ph− sQh
s2 − 〈h, z0〉

(1.22)

und berechnen

lim
t→0

ϕz0(z0 + tej)− ϕz0(z0)

t
= lim

t→0

−Pej − sQej
s2 − t〈ej , z0〉

= −Pej
s2
− Qej

s
.
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Also ist Dϕz0(z0) die darstellende Matrix der Abbildung −s−2P − s−1Q. Es
bleibt (iii) zu zeigen. Da ϕz0 holomorph ist, ist die durch ψ = ϕz0◦ϕz0 definierte
Abbildung B −→ B ebenfalls holomorph mit ψ(0) = 0. Aus (ii) und den
Identitäten P 2 = P , Q2 = Q, QP = PQ = 0 folgt weiter

Dψ(0) = Dϕz0(z0) Dϕz0(0)

= P 2 + sQP + s−1PQ+Q2

= P +Q

= I.

Dem Eindeutigkeitssatz von Cartan zufolge ist also ψ(z) = z für alle z ∈ B.
Schließlich folgt hieraus nun (ϕz0)−1 = ϕz0 . Somit ist ϕz0 ∈ Aut (B) gezeigt.

Das folgende Ergebnis zeigt, dass die Abbildungen ϕz mit z ∈ B bis auf
Rotationen alle Automorphismen der Einheitskugel sind.

1.10 Lemma. Sind ψ ∈ Aut (B) und z0 = ψ−1(0), so gibt es eine eindeutige
unitäre Abbildung U ∈ U , sodass sich ψ in der Form ψ = Uϕz0 darstellen
lässt.

Beweis. Seien ψ ∈ Aut (B) und z0 = ψ−1(0). Offenbar ist ψ ◦ ϕz0 ∈ Aut (B)
mit (ψ ◦ ϕz0)(0) = 0. Da B ein kreisförmiges, beschänktes Gebiet ist, ist ψ◦ϕz0
Korollar 1.8 zufolge eine lineare Transformation. Da die unitären Transforma-
tionen die einzigen linearen Transformationen sind, die B auf B abbilden, gibt
es ein U ∈ U mit ψ◦ϕz0 = U . Mit Hilfe der Identität (ϕz0)−1 = ϕz0 aus Lemma
1.9 ergibt sich ψ = Uϕz0 . Die Eindeutigkeit der Abbildung U ist offensichtlich.

Offenbar ist die Verkettung ψ1◦ψ2 zweier Automorphismen ψ1, ψ2 ∈ Aut (B)
wieder ein Automorphismus von B. Die Menge Aut (B) bildet also zusammen
mit der Kompositionsoperation ◦ eine Gruppe. An dieser Stelle können wir
dem Beweis von Lemma 1.9 noch folgendes Resultat entnehmen:

1.11 Proposition. Es sei ψ ∈ Aut (B). Setzen wir v = ψ−1(0), so gilt

1− 〈ψ(z) , ψ(w)〉 =
(1− 〈v, v〉) (1− 〈z, w〉)
(1− 〈z, v〉) (1− 〈v, w〉)

für alle z, w ∈ B.

Beweis. Seien ψ ∈ Aut (B) und v = ψ−1(0). Nach Lemma 1.10 gibt es ein
eindeutiges U ∈ U , sodass ψ = Uϕv gilt. Beachten wir, dass

〈Uϕv(z) , Uϕv(w)〉 = 〈ϕv(z) , ϕv(w)〉
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für z, w ∈ B gilt, so erhalten wir entsprechend zu Gleichung (1.19) aus dem
Beweis von Lemma 1.9 unter Beachtung, dass 〈v−Pvz, svQvw〉 = −〈svQvz, v−
Pvw〉 = 0 ist

1− 〈ψ(z) , ψ(w)〉 = 1− 〈v − Pvz, v − Pvw〉+ s2
v〈Qvz,Qvw〉

(1− 〈z, v〉) (1− 〈v, w〉)
.

Hieraus erhalten wir wie im Beweis von Lemma 1.9 das Analogon zu Gleichung
(1.20) und dies ist die Behauptung.

Abschließend können wir für einen beliebigen Punkt z ∈ B die Determinante
det(DR ψ)(z) abhängig von z und ψ ∈ Aut (B) angeben.

1.12 Lemma. Sei ψ ∈ Aut (B). Dann gilt für z ∈ B

det(DR ψ)(z) =

(
1− |ψ−1(0)|2

|1− 〈z, ψ−1(0)〉|2

)n+1

.

Beweis. Seien ψ ∈ Aut (B) und z ∈ B. Setzen wir w = ψ(z), so ist die Ab-
bildung ϕw ◦ ψ ◦ ϕz ein Automorphismus B −→ B mit (ϕw ◦ ψ ◦ ϕz)(0) =
ϕw(ψ(z)) = 0. Wie im Beweis von Lemma 1.10 liefert die Anwendung von
Korollar 1.8 auf die Abbildung ϕw ◦ ψ ◦ ϕz die Linearität jener Funktion und
folglich ist ϕw ◦ψ ◦ϕz auch unitär. Es gibt also ein U ∈ U mit ϕw ◦ψ ◦ϕz = U .
Da ϕw und ϕz Lemma 1.9 (iii) zufolge Involutionen sind folgt wiederum die
Identität

ψ = ϕwUϕz.

Bilden wir nun die Ableitung von ψ im Punkt z, so liefert die Kettenregel
unter Berücksichtigung, dass DU(v) = U für alle v ∈ B gilt,

Dψ(z) = Dϕw(Uϕz(z)) ·DU(ϕz(z)) ·Dϕz(z)

= Dϕw(0) ·DU(0) ·Dϕz(z)

= Dϕw(0) · U ·Dϕz(z) .

(1.23)

Wir bestimmen nun det DR ϕw(0). Hierfür ergänzen wir {w} zu einer Ortho-
gonalbasis {w,w2, . . . , wn} des Cn. Wegen Pww = w ist aus Lemma 1.9 (ii)
ersichtlich, dass −s2 ein Eigenwert von Dϕw(0) mit Eigenvektor w ist. Hier-
bei ist s =

√
1− |w|2. Aus der Orthogonalität der Basisvektoren sehen wir

weiter Pwi = 0 und eine einfache Rechnung liefert Dϕw(0)wi = −swi für
2 ≤ i ≤ n. Somit ist −s ebenfalls ein Eigenwert von Dϕz0(0) mit Eigenvek-
toren w2, . . . , wn. Die Determinante von Dϕw(0) ist gleich der Determinante
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der darstellenden Matrix bezüglich der Basis {w,w2, . . . , wn} und daher gilt
det Dϕw(0) = (−1)n sn+1. Mit Hilfe der Identität (1.15) berechnen wir

det DR ϕw(0) = |det Dϕw(0)|2

= |(−1)n sn+1|2

=
(
1− |w|2

)n+1
.

(1.24)

Verfahren wir nun analog, um det Dϕz(z) zu bestimmen, so ist aus der, eben-
falls in Lemma 1.9 (ii) berechneten, Identität Dϕz0 (z0) = −Pz0/s2 − Qz0/s
(wobei s =

√
1− |z0|2) ersichtlich, dass −s−2 und −s−1 die Eigenwerte von

Dϕz0(z0) sind mit dim Eig
(
Dϕz0(z0) ,−s−2

)
= 1 und

dim Eig
(
Dϕz0(z0) ,−s−1

)
= n− 1. Wieder berechnen wir mit Hilfe von Glei-

chung (1.15)

det DR ϕz(z) =
(
1− |z|2

)−n−1
. (1.25)

Mit Proposition 1.11, wobei wir w = z setzen, und unter Berücksichtigung,
dass detR U = 1 gilt, liefert (1.23) zusammen mit (1.24) und (1.25) schließlich

det DR ψ(z) = det DR ϕw(0) detU det DR ϕz(z)

=

(
1− |ψ(z)|2

1− |z|2

)n+1

=

( (
1− |ψ−1(0)|2

) (
1− |z|2

)
(1− |z|2) |1− 〈z, ψ−1(0)〉|2

)n+1

=

(
1− |ψ−1(0)|2

|1− 〈z, ψ−1(0)〉|2

)n+1

.
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2 Poisson-Integrale über der
Einheitskugel

Wir werden im Folgenden das Poisson-Integral über der Einheitskugel im Cn
einführen und uns genauer mit seinen Eigenschaften beschäftigen. Im ersten
Abschnitt präsentieren wir die Cauchysche Integralformel für Funktionen aus
der Ball-Algebra A (B) = {f ∈ C(B) | f |B ∈ O(B)}. Mit diesem Ergebnis
sind wir anschließend in der Lage, eine nützliche Eigenschaft des Poisson-
Integrals von Funktionen aus A (B) zu folgern. Unter Zuhilfenahme der im
zweiten Abschnitt erarbeiteten Ergebnisse über Maximalfunktionen wenden
wir uns im letzten Teil dieses Kapitels dem Hauptthema dieser Arbeit, den
sogenannten Korányi-Limiten, zu.

2.1 Die Cauchysche Integralformel auf B

Wir beginnen mit der Definition des Poissonkerns.

2.1 Definition. Die Funktion

P : B× S −→ R, (z, ζ) 7−→
(
1− |z|2

)n
|1− 〈z, ζ〉|2n

heißt Poissonkern über B.

Offenbar ist P eine positive und stetige Funktion. Man sieht auch leicht,
dass P (z, ·) ∈ L1(B, µ) für jedes µ ∈M(S) und jedes z ∈ B gilt.

2.2 Lemma. Der Poissonkern besitzt folgende Eigenschaften:

(i) Für jedes µ ∈M(S) und jedes z ∈ B ist P (z, ·) ∈ L1 (µ) .

(ii) Für jedes ζ0 ∈ S und jedes δ > 0 gilt

lim
z→ζ0

sup
ζ∈A

P (z, ζ) = 0,

wobei A = {ζ ∈ S | |ζ − ζ0| ≥ δ} sei.

(iii) Für η, ζ ∈ S und r ∈ [0, 1) gilt P (rη, ζ) = P (rζ, η).
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2 Poisson-Integrale über der Einheitskugel

Beweis. Teil (i) folgt direkt, da die Funktion P (z, ·) für festes z ∈ B stetig
und beschränkt ist. Zum Beweis von (ii) fixieren wir ζ0 ∈ S und δ > 0. Setze

m = inf{|1− 〈ζ0, ζ〉| | ζ ∈ A}.

Da die Menge A = {ζ ∈ S | |ζ − ζ0| ≥ δ} kompakt ist und da stetige, reell-
wertige Funktionen auf Kompakta ihr Minimum annehmen, gibt es ein ζ ∈ A
mit

m = |1− 〈ζ0, ζ〉|.
Wäre m = 0, so gäbe es wegen 1 = |〈ζ0, ζ〉| ≤ |ζ0||ζ| = 1 ein t ∈ R mit
ζ0 = eitζ. Dann wäre aber 1 = 〈ζ, ζ0〉 = eit und daher ζ0 = ζ im Widerspruch
zur Definition von A. Also ist m > 0.
Für z ∈ B, wobei ohne Einschränkung |z − ζ0| < m gelte, und ζ ∈ A ist

|〈ζ0 − z, ζ〉| ≤ |ζ0 − z| < m ≤ |1− 〈ζ0, ζ〉|

und daher

P (z, ζ) =
((1− |z|) (1 + |z|))n

|1− 〈ζ0, ζ〉+ 〈ζ0 − z, ζ〉|2n

≤ 2n|ζ0 − z|n

(|1− 〈ζ0, ζ〉| − |〈ζ0 − z, ζ〉|)2n

≤ 2n|ζ0 − z|n

(m− |ζ0 − z|)2n

z→ζ0−−−→ 0.

Damit folgt (ii). Für (iii) seien η, ζ ∈ S und r ∈ [0, 1).
Es gilt

P (rη, ζ) =

(
1− |rη|2

)n
|1− 〈rη, ζ〉|2n

=

(
1− |rζ|2

)n
|1− r〈ζ, η〉|2n

=

(
1− |rζ|2

)n
|1− 〈rζ, η〉|2n

= P (rζ, η) .

Somit können wir nun das Poisson-Integral über B definieren.

2.3 Definition. Für f ∈ L1(S, σ) und µ ∈M(S) nennt man die Funktionen

P [f ] : B −→ C , z 7−→
∫
S
P (z, ζ) f(ζ) dσ(ζ) , (2.1)

P [µ] : B −→ C , z 7−→
∫
S
P (z, ζ) dµ (ζ) (2.2)

das Poisson-Integral von f beziehungsweise µ.
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2.1 Die Cauchysche Integralformel auf B

Ist z0 ∈ B so wissen wir nach Lemma 2.2(i) bereits, dass die Abbildung
P (z0, ·) für jedes µ ∈ M(S) in L1 (S, µ) liegt. Betrachten wir die Umgebung

U = {z ∈ B | |z − z0| < 1−|z0|
2 } des Punktes z0, so gilt für jedes z ∈ U

|z| < 1
2(1 + |z0|) ≤ 1

und daher 1− |z| > 1−|z0|
2 und

|P (z, ζ)| ≤
(
1− |z|2

)n
(1− |z|)2n =

(1 + |z|)n

(1− |z|)n
≤ 22n

(1− |z0|)n
, ζ ∈ S.

Somit ist das Poisson-Integral des Maßes µ Satz A.1 zufolge stetig. Betrachten
wir nun für f ∈ L1 (S, σ) das durch die Formel σf (A) =

∫
A f(ζ) dσ(ζ) auf

der Borelschen σ-Algebra von S definierte Maß, so sehen wir die Gleichheit
P [f ] = P [σf ] und folglich ist auch P [f ] stetig.

Als Hauptergebnis dieses Abschnitts wollen wir nun zeigen, dass das Poisson-
Integral Funktionen aus der Ball-Algebra reproduziert, das heißt für jedes
f ∈ A (B) gilt f |B = P [f ]. Wir werden diese Eigenschaft hierzu im ersten
Schritt für den Bergman-Kern herleiten.

2.4 Definition. Die Funktion

K : B× B −→ C, (z, w) 7−→ (1− 〈z, w〉)−n−1 (2.3)

heißt Bergman-Kern über B.

Wir sehen sofort, dass der Bergmankern K(z, w) holomorph in z bei festem
w ∈ B und antiholomorph in w bei festem z ∈ B ist und dass K(z, w) =
K(w, z) gilt. Für festes z0 ∈ B gilt weiter |K(z0, w)| ≤ (1− |z0|)−n−1 so-
dass wir in Analogie zum Poisson-Integral das Bergman-Integral für ein f ∈
L1(B, ν) durch

K[f ] : B −→ R, z 7−→
∫
B
K(z, w) f(w) dν(w) (2.4)

definieren können.

2.5 Lemma. Für jedes f ∈ L1(B, ν) ist das Bergman-Integral K[f ] holo-
morph.

Beweis. Sei f ∈ L1(B, ν). Dann ist K(z, ·) f ∈ L1(B, ν) für z ∈ B und
K(·, w) f(w) ∈ O(B) für w ∈ B.
Für z0 ∈ B und z ∈ {v ∈ B | |v − z0| < (1− |z0|)/2} ist 1− |z| ≥ (1− |z0|)/2
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2 Poisson-Integrale über der Einheitskugel

und daher

|K(z, w) f(w)| = |f(w)|
|1− 〈z, w〉|n+1

≤ |f(w)|
(1− |z|)n+1

≤ 2n+1|f(w)|
(1− |z0|)n+1

Nach Satz A.4 ist K[f ] partiell holomorph und damit holomorph.

Wir können nun zeigen, dass das Bergman-Integral holomorphe Funktionen
aus L1(B, ν) reproduziert.

2.6 Lemma. Sei f ∈ L1(B, ν) holomorph. Dann ist f = K[f ].

Beweis. Seien f ∈ L1(B, ν) holomorph und a ∈ B. Wir betrachten die Abbil-
dung

g : B −→ C, z 7−→ K(a, a)

K(z, a)
f(z) ,

welche wegen

|g(z)| =
∣∣∣∣1− 〈z, a〉1− |a|2

∣∣∣∣n+1

|f(z)| ≤ (1− |a|)−n−1 |f(z)|

in L1(B, ν) liegt. Nach der Transformationsformel ist (g ◦ ϕa)|det DR ϕa| ∈
L1(B, ν). Da |det DR ϕa| : B → B messbar ist und da man aus Lemma 1.12
durch eine einfache Abschätzung eine Konstante c > 0 mit

c ≤ |det DR ϕa|

auf B erhält, ist auch g ◦ ϕa ∈ L1(B, ν). Da K(·, a) und f holomorph sind,
ist auch g holomorph und weil ϕa nach Lemma 1.9 holomorph ist, gilt dies
auch für g ◦ ϕa. Insgesamt ist g ◦ ϕa ∈ L1(B, ν) ∩O(B). Lemma 1.6 mit z = 0
angewendet auf die Abbildung g ◦ ϕa liefert durch Übergang zum Grenzwert
r ↑ 1

(g ◦ ϕa)(0) =

∫
B

(g ◦ ϕa)(u) dν(u) . (2.5)

Substituieren wir u = ϕa(w) in (2.5), so erhalten wir

f(a) = g(a) = (g ◦ ϕa)(0) =

∫
B
g(w) |det (DR ϕa) (w)|dν(w) . (2.6)
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2.1 Die Cauchysche Integralformel auf B

Mit Lemma 1.12 folgt

det (DR ϕa) (w) =

(
1− |a|2

|1− 〈w, a〉|2

)n+1

=
K(a,w)K(w, a)

K(a, a)
. (2.7)

Setzen wir (2.7) in (2.6) ein und beachten wir die Definition von g, so erhalten
wir f(a) = K[f ](a).

Mit Hilfe des letzten Ergebnisses können wir nun im nächsten Schritt die
Cauchysche Integralformel auf der Einheitskreisscheibe in C auf die Einheits-
kugel B ⊂ Cn verallgemeinern. Diese Formel wird es uns ermöglichen zu zeigen,
dass das Poisson-Integral Funktionen aus der Ball-Algebra reproduziert. Wir
führen zuerst den Cauchy-Kern ein.

2.7 Definition. Die Funktion

C : (B× S) \M −→ C, (z, ζ) 7−→ (1− 〈z, ζ〉)−n , (2.8)

wobei M = {(z, ζ) ∈ B× S | 〈z, ζ〉 = 1} sei, heißt Cauchy-Kern über B.

Der Cauchy-Kern ist offenbar holomorph in z ∈ B bei jedem festen ζ ∈ S.
Für festes z ∈ B ist die Abbildung C(z, ·) als stetige Funktion auf S beschränkt
messbar und daher über S integrierbar bezüglich jedem Maß µ ∈ M(S). Wir
können also genau wie beim Poissonkern für f ∈ L1(S, σ) beziehungsweise
µ ∈M(S) die Cauchy-Integrale

C[f ] : B −→ C, z 7−→
∫
S
C(z, ζ) f(ζ) dσ(ζ) (2.9)

beziehungsweise

C[µ] : B −→ C, z 7−→
∫
S
C(z, ζ) dµ (ζ) (2.10)

definieren. Wie beim Bergman-Integral kann man zeigen, dass C[f ] und C[µ]
auf B holomorph sind. Wir können den Poissonkern in Termen des Cauchy-
kerns ausdrücken, wie die folgende Proposition zeigt.

2.8 Proposition. Für z ∈ B und ζ ∈ S gilt

P (z, ζ) =
C(z, ζ)C(ζ, z)

C(z, z)
.
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2 Poisson-Integrale über der Einheitskugel

Beweis. Seien z ∈ B und ζ ∈ S. Es gilt

C(z, ζ)C(ζ, z)

C(z, z)
=

(
1− |z|2

)n
(1− 〈z, ζ〉)n (1− 〈ζ, z〉)n

=

(
1− |z|2

)n
(1− 〈z, ζ〉)n (1− 〈z, ζ〉)n

=

(
1− |z|2

)n
|1− 〈z, ζ〉|2n

= P (z, ζ)

Das nächste Lemma zeigt, dass das Cauchyintegral mit unitären Abbildungen
Cn −→ Cn kommutiert.

2.9 Lemma. Seien U ∈ U eine unitäre Abbildung und f ∈ L1(S, σ), dann gilt

C[f ◦ U ] = C[f ] ◦ U.

Beweis. Seien U ∈ U und f ∈ L1(S, σ). Wir bemerken dass C
(
z, U−1ζ

)
=

C(Uz, ζ) ist. Hieraus und aus der Rotationsinvarianz des Maßes σ folgt für
z ∈ B

C[f ◦ U ] (z) =

∫
S
C(z, ζ) f(Uζ) dσ(ζ)

=

∫
S
C(Uz, ζ) f(ζ) dσ(ζ)

= (C[f ] ◦ U)(z) .

Wir zeigen nun die Cauchysche Integralformel für Funktionen aus der Ball-
Algebra A (B).

2.10 Satz (Die Cauchysche Integralformel auf B). Sei f ∈ A (B). Dann gilt

f(z) =

∫
S

f(ζ)

(1− 〈z, ζ〉)n
dσ(ζ)

für jedes z ∈ B.
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2.1 Die Cauchysche Integralformel auf B

Beweis. Seien f ∈ A (B) und z ∈ B. Benutzen wir die Definition des Cauchy-
integrals, so besagt die Cauchysche Integralformel, dass f |B = C[f ]. Wir be-
trachten zuerst den Fall n = 1. Es seien z ∈ D = B1 und |z| < r < 1. Als
stetige Funktion auf dem Kompaktum D ist f beschränkt messbar und daher
f ∈ L1(S1, σ1). Nach Voraussetzung ist die durch die Vorschrift v 7→ f(rv)
definierte Abbildung auf einer echten offenen Obermenge von D holomorph
und daher gilt wegen der gewöhnlichen Cauchyschen Integralformel

f(rz) =
1

2πi

∫
S1

f(rζ)

ζ − z
dζ

=
1

2π

∫ π

−π

f(reit)

1− ze−it
dλ1(t),

(2.11)

hierbei ist das erste Integral als Kurvenintegral zu lesen.
Schreiben wir

(
λ1|[−π,π]

)α
für das Bildmaß von λ1|[−π,π] unter der durch t 7→ eit

definierten Borel-messbaren Abbildung α : [−π, π]→ S1, so gilt

σ1 = 1
2π

(
λ1|[−π,π]

)α
.

Daher folgt aus (2.11) mit Hilfe der Transformationsformel für Bildmaße

f(rz) =
1

2π

∫ π

−π

f(reit)

1− zeit
dλ1(t) =

∫
S1

f(rζ)

1− zζ
dσ1(ζ) . (2.12)

Als stetige Funktion auf der kompakten Menge D ist f schon gleichmäßig
stetig und somit erhält man aus (2.12) durch den Grenzübergang r ↑ 1 die
Behauptung.

Sei n > 1 und z = (z1, . . . , zn) ∈ B. Wir dürfen ohne Beschränkung der
Allgemeinheit annehmen, dass zn = 0 ist. Denn ist die Aussage für alle z ∈ B
mit zn = 0 schon gezeigt, so wählen wir eine unitäre Abbildung U ∈ U so,
dass Uz = (v, 0) gilt für ein v ∈ Cn−1 mit |v| < 1. Lemma 2.9 liefert somit

C[f ](z) = C[f ]
(
U−1 (v, 0)

)
= C

[
f ◦ U−1

]
(v, 0)

= f
(
U−1 (v, 0)

)
= f(z) .

Schreibe also z = (z′, 0) mit z′ = (z1, . . . , zn−1). Gleichermaßen werden wir
u ∈ Cn in der Form u = (u′, un) schreiben, wobei u′ = (u1, . . . , un−1) ∈ Cn−1

und un ∈ C sind. Da |z| < 1 ist, ist die durch die Formel g(w) = C(z, w) f(w)
definierte Funktion B −→ C wohldefiniert und für jedes ζ = (ζ ′, ζn) ∈ S ist die
Abbildung D → C, u 7→ g(ζ ′, uζn) stetig auf D und holomorph auf D. Somit
liefert der Fall n = 1

g
(
ζ ′, 0

)
=

1

2π

∫ π

−π
g(ζ ′, eiθζn) dθ (2.13)
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2 Poisson-Integrale über der Einheitskugel

Da g|S stetig ist, folgt mit Formel (1.11) aus Lemma 1.4, dass∫
Bn−1

1

2π

∫ π

−π
g(ζ ′, eiθζn) dθ dνn−1

(
ζ ′
)

=

∫
S
g(ζ) dσ(ζ) = C[f ](z) . (2.14)

Dabei ist auf der linken Seite ζn =
√

1− |ζ ′| für jedes ζ ′ ∈ Bn−1. Weiter
bemerken wir, dass C(z, w) = K(z′, w′) für jedes w ∈ B gilt, wobei K der
Bergman-Kern in Bn−1 sei. Satz 2.6 liefert für die linke Seite von Gleichung
(2.13) schließlich∫

Bn−1

g
(
ζ ′, 0

)
dνn−1

(
ζ ′
)

=

∫
Bn−1

K
(
z′, ζ ′

)
f
(
ζ ′, 0

)
dνn−1

(
ζ ′
)

= f
(
z′, 0

)
= f(z) .

(2.15)

Die Formeln (2.14) und (2.15) liefern nun die Behauptung.

Als direkte Folgerung aus dem letzten Ergebnis erhalten wir:

2.11 Satz. Sei f ∈ A (B). Dann gilt f(z) = P [f ](z) für jedes z ∈ B.

Beweis. Seien f ∈ A (B) und z ∈ B. Wegen |z| < 1 ist C(·, z) ∈ A (B) und da-
her ist die durch die Formel g(w) = (C(w, z) /C(z, z))f(w) deinierte Funktion
B −→ C ebenfalls in A (B) enthalten. Weiter gilt offenbar g(z) = f(z). Wenden
wir nun die Cauchysche Integralformel auf g an, so erhalten wir zusammen mit
Proposition 2.8

f(z) =

∫
S
C(z, ζ) g(ζ) dσ(ζ)

=

∫
S

C(z, ζ)C(ζ, z)

C(z, z)
f(ζ) dσ(ζ)

=

∫
S
P (z, ζ) f(ζ) dσ(ζ)

= P [f ](z) .

Hieraus ergibt sich abschließend:

2.12 Korollar. Es sei 0 ≤ r < 1. Dann gilt∫
S
P (rη, ζ) dσ(ζ) = 1
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2.1 Die Cauchysche Integralformel auf B

für jedes feste η ∈ S und ∫
S
P (rη, ζ) dσ(η) = 1

für jedes feste ζ ∈ S.

Proof. Sei 0 ≤ r < 1. Offenbar ist die konstante Funktion f ≡ 1 Element der
Menge A (B). Für festes η ∈ S liefert die Anwendung von Satz 2.11 auf die
Funktion f an der Stelle z = rη

1 = f(rη) =

∫
S
P (rη, ζ) dσ(ζ) .

Weiter liefert Lemma 2.2(iii) zusammen mit obiger Gleichung

1 =

∫
S
P (rη, ζ) dσ(ζ) =

∫
S
P (rζ, η) dσ(ζ) .

Damit ist alles gezeigt.
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2 Poisson-Integrale über der Einheitskugel

2.2 Maximalfunktionen

Die Maximalfunktion Mµ bezüglich eines Maßes µ ∈ M(S) ist eine nach un-
ten halbstetige Funktion S −→ [0,∞]. Wir werden sie im zweiten Teil dieses
Abschnitts definieren und im Anschluss daran Maximalfunktionen für Funk-
tionen B −→ C einführen. Im folgenden definieren wir zunächst eine Metrik
auf S, welche für die Definition der Funktion Mµ benötigt wird.

2.13 Lemma. Für die durch

d : B× B −→ [0,∞) , (u, v) 7−→ |1− 〈u, v〉|
1
2

definierte Abbildung und für u, v, w ∈ B, U ∈ U gilt:

(i) 0 ≤ d(u, v) ≤
√

2,

(ii) d(u, v) = d(v, u),

(iii) d(Uu,Uv) = d(u, v),

(iv) d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v),

(v) d|S×S definiert eine Metrik, die die übliche Topologie (Relativtopologie
von Cn) auf S induziert. Für ζ, η ∈ S gilt

1√
2
|ζ − η| ≤ d(ζ, η) ≤ |ζ − η|1/2.

Beweis. Die Punkte (ii) und (iii) folgen direkt aus der Definition der Funktion

d, und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert

0 ≤ |1− 〈u, v〉| ≤ 1 + |u||v| ≤ 2

für u, v ∈ B, sodass (i) gezeigt ist. Seien nun u, v, w ∈ B mit Komponenten
ui, vi, wi ∈ C, i = 1, . . . , n. Um (iv) zu zeigen, können wir wegen Punkt (iii)
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annhemen, dass w = re1 ist für ein
r ∈ [0, 1], denn sonst wählen wir U ∈ U mit Uw = |w|e1 und es folgt

d(u, v) = d(Uu,Uv) ≤ d(Uu,Uw) + d(Uw,Uv) = d(u,w) + d(w, v).

Es bleibt also

|1− 〈u, v〉| ≤ (|1− ru1|
1
2 + |1− rv1|

1
2 )2 (2.16)

zu zeigen. Schreiben wir u′ = u − u1e1 beziehungsweise v′ = v − v1e1, so gilt
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung zufolge

|1− 〈u, v〉| = |1− 〈u′ + u1e1, v
′ + v1e1〉|

= |1− u1v1 + 〈u′, v′〉|
≤ |1− u1v1|+ |u′||v′|.

(2.17)
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Wir wollen nun die Ungleichung |r − v1| ≤ |1− rv1| einsehen. Für rv1 = 1 ist
r = 1 = v1 und die Ungleichung ist klar. Auch für r = 1 ist nichts zu zeigen. Ist
r ∈ [0, 1) so ist aus der Funktionentheorie wohlbekannt, dass |r− z| ≤ |1− rz|
für alle z ∈ D gilt. Also gilt die gewünschte Ungleichung. Mit Hilfe dieser
Ungleichung gilt außerdem

|1− u1v1| = |1− ru1 + u1(r − v1)|
≤ |1− ru1|+ |r − v1|
≤ |1− ru1|+ |1− rv1|
= |1− ru1|+ |1− rv1|

(2.18)

und aus |u|2 = u1u1 + |u′|2 ≤ 1 folgt

|u′|2 ≤ 1− |u1|2

≤ 1− |ru1|2

= (1− |ru1|)(1 + |ru1|)
≤ 2(1− |ru1|)
≤ 2|1− ru1|.

(2.19)

Eine analoge Rechnung liefert |v′|2 ≤ 2|1 − rv1|. Mit (2.18) und (2.19) erhält
man aus (2.17)

|1− 〈u, v〉| ≤ |1− ru1|+ |1− rv1|+ 2|1− ru1|
1
2 |1− rv1|

1
2

= (|1− ru1|
1
2 + |1− rv1|

1
2 )2.

Somit erfüllt d die Dreiecksungleichung. Sind ζ, η ∈ S, so sieht man leicht,
dass d(ζ, η) = 0 ist genau dann, wenn ζ = η gilt. Somit definiert d|S×S eine
Metrik auf S. Es ist zu beachten, dass d keine Metrik auf B definiert, denn für
w ∈ B gilt d(w,w) = (1− |w|2)1/2 > 0. Es bleibt zu zeigen, dass d die übliche
Topologie auf S induziert. Hierfür seien τ die übliche Topologie auf S und τd
die von d induzierte Topologie auf S. Für alle ζ, η ∈ S gilt

|ζ − η| = (1− 〈ζ, η〉 − 〈η, ζ〉+ 1)
1
2

≤ (|1− 〈ζ, η〉|+ |1− 〈η, ζ〉|)
1
2

=
√

2 d(ζ, η)

und daher ist τ ⊂ τd. Andererseits liefert die Abschätzung

d(ζ, η) = |〈ζ, ζ〉 − 〈ζ, η〉|
1
2 ≤ |ζ − η|

1
2

für ζ, η ∈ S die umgekehrte Inklusion, sodass τ = τd. Somit ist alles gezeigt.
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2 Poisson-Integrale über der Einheitskugel

Im Folgenden schreiben wir wieder d, wenn wir von der Metrik d |S×S spre-
chen. Mit Kε(ζ) = {η ∈ S | d(η, ζ) < ε} bezeichnen wir die Kugel bezüglich d
um den Punkt ζ ∈ S mit Radius ε > 0. Wegen Punkt (i) aus Lemma 2.13 gilt
offenbar Kε(ζ) = S für jedes ε >

√
2. Ist U ∈ U , so folgt aus Punkt (iii) aus

Lemma 2.13 unmittelbar

U Kε(ζ) = Kε(Uζ). (2.20)

Das folgende Ergebnis wird bei der Untersuchung von Maximalfunktionen von
Poisson-Integralen am Ende dieses Abschnitts äußerst hilfreich sein.

2.14 Lemma. Schreiben wir e1 = (1, 0, . . . ) für den ersten Einheitsvektor in
Cn, so gilt

sup
ε>0

σ1(Kε(e1))

ε2
=

1

2
, inf

ε∈(0,
√

2]

σ1(Kε(e1))

ε2
=

1

π

für n = 1 und

sup
ε>0

σn(Kε(e1))

ε2n
<∞, inf

ε∈(0,
√

2]

σn(Kε(e1))

ε2n
=

1

2n

für n > 1.

Beweis. Wir zeigen zunächst den Fall n = 1. In diesem Fall ist e1 = 1. Ist
ε >
√

2, so folgt σ(Kε(1)) = σ(S) = 1 und daher gilt

σ(Kε(1))

ε2
≤ 1

2

für alle ε >
√

2. Sei nun ε ∈ (0,
√

2]. Man sieht leicht, dass Kε(1) = {ζ ∈
S | |1− ζ| < ε2} die euklidische Kugel um 1 mit Radius ε2 ist. Abhängig von
ε gibt es θ = θ(ε) ∈ (0, π) mit

ε4 = sin2(θ) + (1− cos(θ))2

= 2(1− cos(θ))

= 2(1− (cos2( θ2)− sin2( θ2)))

= 4 sin2( θ2)

gilt. Hieraus folgt mit dem Satz von Pythagoras

σ(Kε(1))

ε2
=

2θ

2πε2
=

θ

πε2
=

θ

2π sin( θ2)
. (2.21)
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2.2 Maximalfunktionen

Die rechte Seite von Gleichung (2.21) ist monoton wachsend in θ ∈ (0, π] und
daher ist die linke Seite jener Gleichung monoton wachsend in ε ∈ (0,

√
2].

Insgesamt folgt also

inf
ε∈(0,

√
2]

σ1(Kε(1))

ε2
= lim

ε→0

σ1(Kε(1))

ε2

= lim
θ→0

θ

2π sin( θ2)

=
1

π

und

sup
ε>0

σ1(Kε(1))

ε2
= lim

ε→
√

2

σ1(Kε(1))

ε2

= lim
θ→π

θ

2π sin( θ2)

=
1

2
.

Sei nun n > 1. Für beliebiges ε > 0 und jedes ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ S gilt
offenbar χKε(e1)(ζ) = χBε2 (1)(ζ1), wobei Bε2(1) = {η ∈ D | |1 − η| < ε2} ist.
Diese Identität und eine Anwendung von Korollar 1.3 - mit η = e1 - auf die
Funktion χBε2 (1) liefern

σ(Kε(e1)) =

∫
S
χBε2 (1)(ζ1)dσ(ζ)

=

∫
S
χBε2 (1)(〈ζ, e1〉)dσ(ζ)

=
n− 1

π

∫ 1

0

∫ 2π

0
(1− r2)n−2χBε2 (1)(re

iθ)r dθ dr

=
n− 1

π

∫
Eε

(1− |z|2)n−2dλ2(z) ,

(2.22)

wobei Eε = {z ∈ C | |z| < 1 und |1− z| < ε2} = Bε2(1) ist. Man prüft leicht,
dass die durch die Formel F (z) = ε2/(1 − z), z ∈ Eε, definierte Funktion
ein Diffeomorphismus Eε −→ F (Eε) ist mit Umkehrabbildung F−1(w) = 1−
ε2/w und det DR F

−1(w) = ε4/|w|4. Substituiert man in der rechten Seite von
Gleichung (2.22) w = F (z) und schreibt w = x + iy mit x, y ∈ R, so folgt
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durch eine weitere Rechnung

σ(Kε(e1)) =
n− 1

π

∫
F (Eε)

(1− |1− ε2/w|2)n−2(ε/|w|)4dλ2(w)

=
n− 1

π

∫
F (Eε)

(2x− ε2)n−2(ε/|w|)2(n−2)(ε/|w|)4dλ2(w)

=
(n− 1)ε2n

π

∫
F (Eε)

(2x− ε2)n−2|w|−2ndλ2(w)

und somit

σ(Kε(e1))

ε2n
=
n− 1

π

∫
F (Eε)

(2x− ε2)n−2|w|−2ndλ2(w) . (2.23)

Für das Bild von F gilt

F (Eε) = {w ∈ C∗ | |1− ε2/w| < 1 und |1− (1− ε2/w)| < ε2}
= {w ∈ C | |w − ε2| < |w| und |w| > 1}
= {w ∈ C | 2Rew > ε2 und |w| > 1}.

Man erkennt hieraus, dass für δ, γ > 0 mit δ < γ offenbar die Inklusion
F (Eγ) ⊂ F (Eδ) gilt und daher ist∫

F (Eγ)
(2x− γ2)n−2|w|−2n dλ2(w) ≤

∫
F (Eγ)

(2x− δ2)n−2|w|−2n dλ2(w)

≤
∫
F (Eδ)

(2x− δ2)n−2|w|−2n dλ2(w) .

Es folgt

inf
ε∈(0,

√
2]

σ(Kε(e1))

ε2n
=

1

2n
.

Andersherum betrachtet bilden die durch die Formeln

fk(w) = (2x− ε2
k)
n−2|w|−2nχF (Eεk )(w)

definierten messbaren Funktionen C −→ R+ wegen der obigen Ausführungen
für jede streng monoton fallende Nullfolge (εk)k≥1 eine punktweise monoton
wachsende Folge von Funktionen. Dem Satz von der monotonen Konvergenz
zufolge gilt also

lim
k→∞

∫
C

(2x− ε2
k)
n−2|w|−2nχF (Eεk )(w)dλ2(w) = 2n−2

∫
E
xn−2|w|−2ndλ2(w)
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für jede streng monoton fallende Nullfolge (εk)k≥1, wobei

E = {w = x+ iy ∈ C | x > 0 und |w| > 1}

sei. Aus dieser Argumentation und Gleichung (2.23) folgt nun

sup
ε>0

σ(Kε(e1))

ε2n
= lim

ε→0

σ(Kε(e1))

ε2n

=
2n−2(n− 1)

π

∫
E
xn−2|w|−2ndλ2(w) .

(2.24)

Schreiben wir w in Polarkoordinaten, so erhalten wir aus (2.24) für
supε>0 σ(Kε(e1))/ε2n die explizite Darstellung

sup
ε>0

σ(Kε(e1))

ε2n
=

2n−2(n− 1)

π

∫ ∞
1

∫ π/2

−π/2
(r cos θ)n−2r−2nr dθ dr

=
2n−2(n− 1)

π

∫ ∞
1

r−n−1 dr

∫ π/2

−π/2
(cos θ)n−2 dθ

=
2n−2(n− 1)

πn

∫ π/2

−π/2
(cos θ)n−2 dθ

<∞.

Da Kε(e1) = S ist für alle ε >
√

2, folgt aus Lemma 2.14 unmittelbar

sup
ε>0

σn(K3ε(e1))

σn(Kε(e1))
= sup

0<ε≤
√

2

σn(K3ε(e1))

σn(Kε(e1))

= 32n sup
0<ε≤

√
2

σn(K3ε(e1))ε2n

(3ε)2nσn(Kε(e1))

≤ 32n sup
0<ε≤

√
2

σn(K3ε(e1))

(3ε)2n
· inf

0<ε≤
√

2

σn(Kε(e1))

ε2n

<∞

(2.25)

für alle n ≥ 1. Man beachte, dass die erste Identität in (2.25) wegen

σn(K3
√

2(e1))

σn(K√2(e1))
=

1

σn(S \ {−e1})
= 1

gilt. Diese Betrachtung liefert folgende Version des Überdeckungssatzes von
Vitali.
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2.15 Lemma. Sei E die Vereinigung eines endlichen Systems M von Kugeln
Kr(ζ) ⊆ S, r > 0, ζ ∈ S. Dann gibt es eine Menge D aus paarweise disjunkten
Kugeln Kri(ζi) (1 ≤ i ≤ m) aus M mit

E ⊆
n⋃
i=1

K3ri(ζi)

und

σ(E) ≤ A
n∑
i=1

σ(Kri(ζi)).

Hierbei ist A = sup
r>0

σ(K3r(e1))/σ(Kr(e1)) <∞.

Beweis. Sei M = {Ki = Kri(ζi) | i = 1, . . . , s} ein endliches System von
Kugeln und E =

⋃s
i=1Ki. Wir können annehmen, dass ri ≥ ri+1 gilt für

i = 1, . . . , s− 1.

Setze i1 = 1 und verfahre induktiv wie folgt:
Sind die Indizes 1 ≤ i1 < . . . < ik < s mit Kij ∩ Kil = φ für alle j 6= l ∈
{1, . . . , k} schon gewählt, so setze

ik+1 = min{j ∈ {1, . . . , s} | j > ik und Kj ∩ (Ki1 ∪ . . . ∪Kik) = φ},

sofern ein solches Minimum existiert. Ansonsten breche ab. Da die Menge
M endlich ist, bricht das Verfahren im m-ten Schritt für ein m ∈ N mit
m ≤ s ab. Wir definieren D = {Ki1 , . . . ,Kim}, sodass D ⊆ M eine Menge
paarweise disjunkter Kugeln ist. Für jede Kugel Ki ∈ M gibt es einen Index
j ∈ {i1, . . . , im} so, dass Ki ∩Kj 6= φ und j ≤ i, denn sonst wäre ik0 < i <
ik0+1 für k0 = max{l ∈ {1, . . . ,m} | 1 ≤ il ≤ i} im Widerspruch zu obiger
Konstruktion der Menge D.

Sind nun, für i, j wie oben, ζ ∈ Ki und η ∈ Ki ∩ Kj , so gilt wegen j ≤ i
offenbar d(ζ, η) < 2ri ≤ 2rj und daher d(ζ, ζj) ≤ d(ζ, η) + d(η, ζj) < 3rj .
Hieraus folgt Ki ⊂ K3rj (ζj) und somit erhält man

E ⊆
m⋃
j=1

K3rij
(ζij ).

Wählt man für jedes j ∈ {1, . . . ,m} ein Uj ∈ U so, dass Ujζij = e1 und
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2.2 Maximalfunktionen

beachtet man Gleichung (2.20), so gilt schließlich

σ(E) ≤
m∑
j=1

σ(K3rij
(ζij ))

=
m∑
j=1

σ(K3rij
(ζij ))

σ(Kij )
σ(Kij )

≤ A
m∑
j=1

σ(Kij ).

Wir definieren nun, was man unter einer Maximalfunktion bezüglich eines
Maßes µ ∈M(S) versteht.

2.16 Definition. Sei µ ∈ M(S) und sei |µ| die Variation des Maßes µ. Die
Funktion

Mµ : S −→ [0,∞], ζ 7−→ sup
ε>0

|µ|(Kε(ζ))

σ(Kε(ζ))

heißt Maximalfunktion zum Maß µ.

Unter Beachtung von (2.20) und der Rotationsinvarianz von σ ist

Mµ(ζ) = sup
ε>0
|µ|(Kε(ζ))/σ(Kε(e1)). (2.26)

Wir hätten Mµ also auch durch die Formel (2.26) definieren können. Es sei
an dieser Stelle angemerkt, dass das Supremum in der Definition der Maxi-
malfunktion zum Maß µ nicht endlich sein muss. Wir rechtfertigen nun mit
dem Beweis der folgenden Proposition eine bereits zu Anfang des Abschnitts
aufgestellte Behauptung.

2.17 Proposition. Für jedes µ ∈M(S) ist Mµ nach unten halbstetig.

Beweis. Es sei µ ∈M(S). Es genügt zu zeigen, dass die durch ζ 7−→ |µ|(Kε(ζ))
definierte Abbildung hε : S −→ [0,∞] für jedes ε > 0 nach unten halbstetig ist,
denn dann ist (hε/σ(Kε(e1)))ε>0 eine Familie nach unten halbstetiger Funk-
tionen und somit ist Mµ als punktweise gebildetes Supremum obiger Familie
wieder nach unten halbstetig. Sei also ε > 0. Weiter seien ζ0 ∈ S und t0 ∈ R
mit |µ|(Kε(ζ0)) > t0. Da |µ| ein reguläres Maß ist, gibt es eine kompakte Men-
ge K ⊂ Kε(ζ0) so, dass |µ|(K) > t0 gilt. Aus der Kompaktheit von K und der
Stetigkeit der Abbildung d(·, ζ0) folgt sofort supζ∈K d(ζ, ζ0) < ε. Bezeichnen
wir mit εK dieses Supremum, dann gilt für ζ ∈ S mit d(ζ, ζ0) < ε − εK und
η ∈ K

d(ζ, η) ≤ d(ζ, ζ0) + d(ζ0, η) < ε− εK + εK = ε,
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2 Poisson-Integrale über der Einheitskugel

das heißt K ⊂ Kε(ζ). Also gilt für alle ζ ∈ Kε−εK (ζ0)

|µ|(Kε(ζ)) ≥ |µ|(K) > t0,

sodass die Menge {ζ ∈ S | |µ|(Kε(ζ)) > t0} offen und daher insgesamt Mµ

nach unten halbstetig ist.

Im nächsten Lemma wollen wir für t > 0 eine obere Schranke für den Aus-
druck σ({ζ ∈ S | Mµ(ζ) > t}) angeben. Hierbei taucht erneut die Konstante
A, wie sie in Lemma 2.15 definiert ist, auf. Bemerkenswert ist, dass diese
Schranke weiter nur noch von der Norm ‖µ‖ = |µ|(S) und der Zahl t abhängt.
Es handelt sich hierbei um die in der Einleitung dieser Arbeit erwähnte Un-
gleichung für Maximalfunktionen von Maßen von Hardy und Littlewood.

2.18 Lemma. Sei µ ∈M(S). Dann gilt

σ({ζ ∈ S | Mµ(ζ) > t}) ≤ A‖µ‖
t

für alle t > 0.

Beweis. Seien µ ∈ M(S) und t > 0. Proposition 2.17 zufolge ist die Menge
Ut = {ζ ∈ S | Mµ(ζ) > t} offen. Da σ regulär ist, genügt es, die Ungleichung

σ(C) ≤ A‖µ‖
t

(2.27)

für jede kompakte Menge C ⊂ Ut zu zeigen.
Sei also C ⊂ Ut kompakt. Aus der Definition von Mµ folgt für jedes ζ ∈ C

die Existenz einer Kugel Kζ = Kε(ζ), ε > 0, mit

|µ|(Kζ) > tσ(Kζ) (2.28)

Da C kompakt ist, gibt es ζ1, . . . , ζr ∈ S so, dass C ⊆
⋃r
i=1Kζi . Die Anwen-

dung von Lemma 2.15 auf die Menge M = {Kζi | i = 1, . . . , r} liefert m ≤ r
paarweise disjunkte Kugeln Kε1(η1), . . . ,Kεm(ηm) ∈M mit C ⊂

⋃m
i=1 K3εi(ηi).

Wegen Ungleichung (2.28) gilt

σ(C) ≤ A
m∑
i=1

σ(Kεi(ηi))

≤ A
m∑
i=1

|µ|(Kεi(ηi))

t

= At−1 |µ|(
⋃m

i=1
Kεi(ηi))

≤ A‖µ‖
t
,

sodass (2.27) gezeigt ist.
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Das letzte Ergebnis wird im nächsten Abschnitt bei der Untersuchung von
Ableitungen von Maßen Anwendung finden.

Die Maximalfunktion MαF zu einer Abbildung F : B −→ C wird über die
Supremumsnorm von F auf einer von der Konstanten α > 1 abhängigen Menge
definiert. Wir wollen zuerst diese Mengen einführen. Sie werden auch bei der
Definition der Korányi-Limiten im nächsten Abschnitt verwendet. Für α > 0
und ζ ∈ S setze

Dα(ζ) = {z ∈ Cn | |1− 〈z, ζ〉| < α
2 (1− |z|2)}.

Man erkennt direkt, dass Dα(ζ) ⊂ B ist für jede Wahl von ζ ∈ S und α > 0. Ist
U ∈ U , so sieht man der Definition von Dα(ζ) außerdem direkt die Eigenschaft

U Dα(ζ) = Dα(Uζ) (2.29)

an. Die Abschätzung |1 − 〈z, ζ〉| ≥ 1 − |z| ≥ 1
2(1 − |z|2) zeigt Dα(ζ) = φ für

jedes α ≤ 1 und daher können wir uns auf den Fall α > 1 beschränken. Wir
können nun die oben angesprochenen Maximalfunktionen definieren.

2.19 Definition. Sei F eine Funktion B −→ C. Für α > 1 heißt die Abbildung

MαF : S −→ [0,∞], ζ 7−→ sup
z∈Dα(ζ)

|F (z)|

die Maximalfunktion zu F bezüglich α.

Auch diese Maximalfunktion ist nach unten halbstetig.

2.20 Proposition. Es seien F eine Funktion B −→ C und α > 1. Dann ist
die Maximalfunktion MαF nach unten halbstetig.

Beweis. Seien t ∈ R und ζ ∈ S mit MαF (ζ) > t. Dann gibt es ein z ∈ Dα(ζ)
mit |F (z)| > t. Anhand der Definition von Dα(ζ) sieht man leicht, dass die
Menge M = {η ∈ S | z ∈ Dα(η)} offen ist. Demnach existiert ein ε > 0 so,
dass Kε(ζ) ⊂ M gilt. Für jedes η ∈ Kε(ζ) ist also z ∈ Dα(η) und daher ist
MαF (η) > t. Somit haben wir gezeigt, dass die Menge {η ∈ S | MαF (η) > t}
offen und damit MαF nach unten halbstetig ist.

Bevor wir zum Hauptergebnis dieses Abschnitts kommen, notieren wir noch
eine elementare Proposition, die den Beweis des folgenden Satzes vereinfacht.

2.21 Proposition. Für η, ζ ∈ S und z ∈ Dα(ζ) gilt

|1− 〈ζ, η〉| < 4α|1− 〈z, η〉|

und

P (z, η) <
(32α2(1− |z|))n

|1− 〈ζ, η〉|2n
. (2.30)
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Beweis. Es seien η, ζ ∈ S und z ∈ Dα(ζ). Es gilt

|1− 〈z, ζ〉| < α
2 (1− |z|2)

≤ α(1− |z|)
≤ α|1− 〈z, η〉|

und daher ist d(z, ζ) <
√
αd(z, η). Hieraus folgt weiter

d(ζ, η) ≤ d(ζ, z) + d(z, η) < (1 +
√
α) d(z, η)

und schließlich
|1− 〈ζ, η〉| < 4α|1− 〈z, η〉|. (2.31)

Für die Abschätzung des Poissonkerns verwenden wir Ungleichung (2.31) und
berechnen

P (z, η) =
(1− |z|2)n

|1− 〈z, η〉|2n

<
(2(1− |z|))n

(4α)−2n|1− 〈ζ, η〉|2n

=
(32α2(1− |z|))n

|1− 〈ζ, η〉|2n
.

Wir wollen abschließend ein Theorem von Adam Korányi aus dem Jahre
1969 präsentieren.

2.22 Satz. Zu jeder Zahl α > 1 gibt es eine, nur von α abhängige, Konstante
Aα <∞, sodass die Ungleichung

MαP [µ](ζ) ≤ AαMµ(ζ)

für alle ζ ∈ S und jedes Maß µ ∈M(S) gilt.

Beweis. Seien α > 1 und µ ∈ M(S). Wir dürfen ohne Beschränkung der
Allgemeinheit annehmen, dass µ ein positives Maß ist, denn sonst gilt wegen
den offensichtlichen Beziehungen Mµ = M|µ| und |P [µ](z)| ≤ P [|µ|](z), z ∈ B,
auch

MαP [µ](η) ≤MαP [|µ|](η)

≤ AαM|µ|(η)

= AαMµ(η)

42



2.2 Maximalfunktionen

für alle η ∈ S. Desweiteren genügt es, die Ungleichung für den Fall ζ = e1 zu
zeigen, denn andernfalls wählen wir U ∈ U so, dass Ue1 = ζ. Dann gilt unter
Verwendung von (2.29)

MαP [µ](ζ) = sup
z∈Dα(ζ)

|P [µ](z)|

= sup
z∈UDα(e1)

|P [µ](z)|

= sup
z∈Dα(e1)

|P [µ](Uz)|

= sup
z∈Dα(e1)

|P [µU
−1

](z)|

= MαP [µU
−1

](e1)

≤ AαMµU−1 (e1)

= Aα sup
ε>0

µU
−1

(Kε(e1))/σ(Kε(e1))

= AαMµ(ζ)

und somit ist die Ungleichung für alle ζ ∈ S gezeigt. Im letzten Schritt obiger
Rechnung wurde insbesondere (2.20) verwendet.

Sei also ζ = e1 und µ ein positives Maß. Nach Lemma 2.14 gibt es eine
Konstante A0 <∞ so, dass

σ(Kε(e1)) ≤ A0ε
2n (2.32)

für alle ε > 0 gilt. Fixiere z ∈ Dα(e1) und setze r = |z| und t = 8α(1 − r).
Wegen t > 0 gibt es ein k0 ∈ N mit 2k0t > 2. Die durch

V0 = {η ∈ S | |1− η1| < t} = K√t(e1)

beziehungsweise

Vk = {η ∈ S | 2k−1t ≤ |1− η1| < 2kt}, k = 1, . . . , k0

definierten Mengen Vi ⊂ S, i = 0, . . . , k0, bilden eine disjunkte Überdeckung
von S, denn es gilt 2k0t > 2 und |1 − η1| ≤ 2 für alle η ∈ S Mit Hilfe dieser
Überdeckung können wir P [µ](z) in die Summe

P [µ](z) =

∫
V0

P (z, η) dµ(η) +

k0∑
k=1

∫
Vk

P (z, η) dµ(η)
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zerlegen. Wir schätzen zuerst das Integral über V0 ab. Hierzu beachten wir,
dass für jedes η ∈ S die Ungleichung

P (z, η) ≤ (1− r2)n

(1− r)2n

=
(1 + r)n

(1− r)n

≤ 2n(1− r)−n

gilt. Da µ positiv ist, erhält man hieraus zusammen mit Ungleichung (2.32)

∫
V0

P (z, η) dµ(η) ≤ 2n(1− r)−n µ(V0)

= 2n(1− r)−n
µ(V0)

σ(V0)
σ(V0)

≤ 2n(1− r)−nA0t
nMµ(e1)

=

(
2t

1− r

)n
A0Mµ(e1).

Die Definition von t liefert schließlich die Abschätzung

∫
V0

P (z, η) dµ(η) ≤ (16α)nA0Mµ(e1). (2.33)

Wir widmen uns nun den Integralen über Vk für k = 1, . . . , k0. Die Ungleichung
(2.30) aus Proposition 2.21 mit ζ = e1 liefert

P (z, η) <
(32α2(1− r))n

|1− η1|2n

=
(4αt)n

|1− η1|2n

≤ (4αt)n

(2k−1t)2n

=

(
16α

4kt

)n
(2.34)

für jedes η ∈ Vk und k = 1, . . . , k0. Berücksichtigt man Vk ⊆ K√
2kt

(e1), so
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folgt mit (2.34)∫
Vk

P (z, η) dµ(η) ≤
(

16α

4kt

)n
µ(Vk)

≤
(

16α

4kt

)n µ(K√
2kt

(e1))

σ(K√
2kt

(e1))
σ(K√

2kt
(e1))

≤
(

16α

4kt

)n
Mµ(e1)(2kt)nA0

= (16α)nA02−nkMµ(e1).

(2.35)

Bei der letzten Abschätzung wurde Ungleichung (2.32) mit ε =
√

2kt verwen-
det. Aus den Abschätzungen (2.33) und (2.35) ergibt sich nun

P [µ](z) ≤ (16α)nA0Mµ(e1) +

k0∑
k=1

(16α)nA02−nkMµ(e1)

= (1 +

k0∑
k=1

2−nk)(16α)nA0Mµ(e1)

≤ 2(16α)nA0Mµ(e1)

für alle z ∈ Dα(e1). Die Behauptung folgt aus der letzten Ungleichung, wenn
man Aα = 2(16α)nA0 setzt.

Aus dem Beweis ist ersichtlich, dass die Konstante Aα nicht ideal ist. Für
die folgenden Betrachtungen genügt die Existenz einer Konstante Aα wie in
Lemma 2.22.
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2 Poisson-Integrale über der Einheitskugel

2.3 Korányi-Limiten Poissonscher Interale

Im letzten Abschnitt hatten wir für α > 1 und ζ ∈ S die Gebiete Dα(ζ)
eingeführt. Wir halten zunächst fest, was wir damit meinen, dass eine Funktion
F : B −→ C den Korányi-Limes λ ∈ C im Punkt ζ ∈ S besitzt.

2.23 Definition. Seien F : B −→ C eine Funktion und ζ ∈ S. Wir sagen F
hat den Korányi-Limes λ ∈ C im Punkt ζ und schreiben

K-lim
z→ζ

F (z) = λ,

wenn die folgende Aussage wahr ist:

Für jede Zahl α > 0 und jede gegen ζ konvergente Folge
(zi)i≥1 in Dα(ζ) konvergiert F (zi) gegen λ für i −→∞.

Mit Hilfe der in den vorigen Abschnitten geleisteten Vorarbeit sind wir nun
in der Lage uns mit den Randwerten eines Poisson-Integrals zu einem Maß
µ ∈M(S) zu befassen. Es wird sich zeigen, dass ein solches Poisson-Integral in
fast jedem Punkt ζ ∈ M(S) einen Korányi-Limes besitzt. Wir können diesen
Grenzwert auch angeben. Es handelt sich um die Ableitung des Maßes µ im
Punkt ζ ∈ S. Um diese Aussage zu präzisieren, befassen wir uns zunächst mit
Ableitungen von Maßen. Als erstes beweisen wir zwei Hilfsresultate.

2.24 Lemma. Für f ∈ L1(S, σ) sei Tf : S −→ [0,∞] definiert durch

Tf (ζ) = lim
ε↓0

sup
0<δ≤ε

1

σ(Kδ(ζ))

∫
Kδ(ζ)

|f(η)− f(ζ)|dσ(η) .

Sind f, f1, f2 ∈ L1(S, σ) und g ∈ C(S) so gilt:

(i) Tf1+f2(ζ) ≤ Tf1(ζ) + Tf2(ζ),

(ii) Tf (ζ) ≤ |f(ζ)|+Mσf (ζ),

(iii) Tg(ζ) = 0

für alle ζ ∈ S.

Beweis. Seien f1, f2 ∈ L1(S, σ), ζ, η ∈ S und ε > 0. (i) folgt aus der Positivität
des Maßes σ und der Ungleichung |(f1+f2)(η)−(f1+f2)(ζ)| ≤ |f1(η)−f1(ζ)|+
|f2(η)− f2(ζ)|. Ist 0 < δ ≤ ε, so gilt

1

σ(Kδ(ζ))

∫
Kδ(ζ)

|f(η)− f(ζ)|dσ(η) ≤ 1

σ(Kδ(ζ))

∫
Kδ(ζ)

|f(η)|dσ(η) + |f(ζ)|

=
σ|f |(Kδ(ζ))

σ(Kδ(ζ))
+ |f(ζ)|

=
|σf |(Kδ(ζ))

σ(Kδ(ζ))
+ |f(ζ)|

≤Mσf (ζ) + |f(ζ)|
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2.3 Korányi-Limiten Poissonscher Interale

und daher
Tf (ζ) ≤Mσf (ζ) + |f(ζ)|,

sodass (ii) gezeigt ist. Für (iii) seien g ∈ C(S), ζ ∈ S und ε > 0. Da d die
übliche Topologie auf S induziert, ist auch g : (S, d) −→ C stetig. Wir wählen
δ > 0 so, dass

|g(η)− g(ζ)| < ε

für alle η ∈ S mit d(η, ζ) < δ ist. Hiermit gilt

1

σ(Kγ(ζ))

∫
Kγ(ζ)

|g(η)− g(ζ)|dσ(η) ≤ ε

für alle 0 < γ < δ. Da ε > 0 beliebig war, folgt (iii).

Aus dem letzten Lemma können wir das folgende Resultat folgern.

2.25 Lemma. Sei f ∈ L1(S, σ). Dann gibt es eine σ-Nullmenge N ⊂ S so,
dass

lim
δ↓0

1

σ(Kδ(ζ))

∫
Kδ(ζ)

|f(η)− f(ζ)|dσ(η) = 0 (2.36)

ist für alle ζ ∈ S \N .

Beweis. Seien f ∈ L1(S, σ) und ε > 0. Ist Tf wie in Lemma 2.24 definiert, so
reicht es zu zeigen, dass Tf (ζ) = 0 ist für σ-fast alle ζ ∈ S. Da C(S) in L1(S, σ)
dicht liegt, gibt es h ∈ C(S) so, dass ‖f − h‖1 < ε ist. Setzen wir g = f − h,
so gilt offenbar g ∈ L1(S, σ) mit ‖g‖1 < ε. Aus der Stetigkeit der Funktion h
folgt mit Lemma 2.24

Tf (ζ) ≤ Tg(ζ) + Th(ζ) ≤ |g(ζ)|+Mσg(ζ) (2.37)

für alle ζ ∈ S.
Für t ∈ (0,∞) setzen wir

At = {ζ ∈ S | Tf (ζ) > t}

und
Et = {ζ ∈ S | |g(ζ)| > t/2} ∪ {ζ ∈ S | Mσg(ζ) > t/2}.

Wegen (2.37) gilt offenbar At ⊂ Et. Aus der Tschebyscheffschen Ungleichung
und Lemma 2.18 folgt weiter

σ(Et) ≤ σ({ζ ∈ S | |g(ζ)| > t/2}) + σ({ζ ∈ S | Mσg(ζ) > t/2})
≤ 2

t ‖g‖1 + 2
tA‖σg‖

und aus ‖σg‖ = ‖g‖1 < ε ergibt sich schließlich

σ(Et) ≤ 2
t (1 +A)ε.
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2 Poisson-Integrale über der Einheitskugel

Da ε > 0 beliebig vorgegeben war, ist At also in messbaren Mengen Mk ∈ B(S),
k ≥ 1, mit σ(Mk) < 1/k enthalten. Es ist

⋂
k≥1Mk ∈ B(S) offenbar eine σ-

Nullmenge mit

At ⊂
⋂
k≥1

Mk.

Die obige Konstruktion liefert also für jedes k ≥ 1 eine σ-Nulmenge Nk ∈ B(S)
mit A1/k ⊂ Nk. Somit ist N =

⋃
k≥1Nk als abzählbare Vereinigung von σ-

Nullmengen ebenfalls eine σ-Nullmenge. Man sieht, dass S\N ⊂ (
⋃
k≥1A1/k)

c

ist und insgesamt gilt also Tf (ζ) = 0 für jedes ζ ∈ S\N , sodass die Behauptung
gezeigt ist.

Diejenigen Punkte ζ ∈ S, für die Gleichung (2.36) aus Lemma 2.25 gilt,
nennt man Lebesgue-Punkte für f . Das letzte Resultat liefert unmittelbar
folgendes Korollar:

2.26 Korollar. Sei f ∈ L1(S, σ). Dann gilt

f(ζ) = lim
δ↓0

1

σ(Kδ(ζ))

∫
Kδ(ζ)

f(η)dσ(η)

für σ-fast alle ζ ∈ S.

Beweis. Für f ∈ L1(S, σ) wähle N ⊂ S wie in Lemma 2.25. Ist ζ ∈ S \N , so
gilt

0 ≤

∣∣∣∣∣f(ζ)− 1

σ(Kδ(ζ))

∫
Kδ(ζ)

f(η)dσ(η)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

σ(Kδ(ζ))

∫
Kδ(ζ)

f(ζ)− f(η)dσ(η)

∣∣∣∣∣
≤ 1

σ(Kδ(ζ))

∫
Kδ(ζ)

|f(ζ)− f(η)|dσ(η)

δ↓0−−→ 0.

Wir definieren im folgenden, was wir unter der Ableitung eines Maßes µ ∈
M(S) bezüglich σ verstehen.

2.27 Definition. Ist µ ∈M(S), so heißt der Grenzwert

Dµ(ζ) = lim
δ↓0

µ(Kδ(ζ))

σ(Kδ(ζ))

die Ableitung von µ im Punkt ζ ∈ S, sofern dieser existiert.

48



2.3 Korányi-Limiten Poissonscher Interale

Wir werden sehen, dass diese Ableitung σ-fast überall existiert. Ist speziell
µ ∈M(S) singulär bezüglich σ(schreibe: µ ⊥ σ), so ist Dµ fast überall 0. Wir
rechtfertigen dies in folgendem Lemma.

2.28 Lemma. Ist µ ∈M(S) mit µ ⊥ σ, so gibt es eine σ-Nullmenge N ∈ B(S)
derart, dass

Dµ(ζ) = 0

ist für alle ζ ∈ S \N .

Beweis. Sei µ ∈ M(S) mit µ ⊥ σ. Wir dürfen ohne Beschränkung der All-
gemeinheit annehmen, dass µ ein positives Maß ist. Ansonsten betrachte das
positive Maß |µ| und beachte, dass

0 ≤
∣∣∣∣µ(Kδ(ζ))

σ(Kδ(ζ))

∣∣∣∣ ≤ |µ|(Kδ(ζ))

σ(Kδ(ζ))

für jedes δ > 0 und jedes ζ ∈ S gilt. Es sei ε > 0. Da µ ⊥ σ ist, gibt es
M ∈ B(S) mit µ(M c) = 0 und σ(M) = 0. Da µ regulär ist, gibt es Lemma
B.4 zufolge eine kompakte Menge Kε ⊂M , die

µ(Kε) > µ(M)− ε (2.38)

erfüllt. Definiere positive Maße µε1, µ
ε
2 ∈M(S) durch

µε1(B) = µ(B ∩Kε)

beziehungsweise

µε2 = µ(B ∩Kc
ε)

Es gilt 0 ≤ σ(Kε) ≤ σ(M) = 0, also σ(Kε) = 0, und

µε2(S) = µ(S ∩Kc
ε)

= µ(M ∩Kc
ε) + µ(M c ∩Kc

ε)︸ ︷︷ ︸
=0= µ(M)− µ(Kε)

< ε.

Also ist ‖µε2‖ < ε. Für ζ ∈ S und jedes positive Maß ν ∈M(S) definieren wir

Dν(ζ) = lim
δ↓0

sup
0<γ<δ

ν(Kγ(ζ))

σ(Kγ(ζ))

und bemerken Dν(ζ) ≤Mν(ζ).
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2 Poisson-Integrale über der Einheitskugel

Wir zeigen nun, das Dµ σ-fast überall auf S verschwindet. Damit ist der
Beweis abgeschlossen. Für ζ ∈ S \ Kε wähle δ0 > 0 so, dass Kδ0(ζ) ⊂ Kc

ε .
Dann gilt

sup
0<γ<δ

µ(Kγ(ζ))

σ(Kγ(ζ))
= sup

0<γ<δ

µ(Kγ(ζ) ∩Kε) + µ(Kγ(ζ) ∩Kc
ε)

σ(Kγ(ζ))

= sup
0<γ<δ

µε2(Kγ(ζ))

σ(Kγ(ζ))

für alle 0 < δ < δ0 und daher Dµ(ζ) = Dµε2
(ζ).

Setzen wir At = {ζ ∈ S | Dµ(ζ) > t}, t > 0, so folgt aus der obigen Argumen-
tation

At ⊂ Kε ∪ {ζ ∈ S | Mµε2
(ζ) > t} = Et.

Ähnlich zur Vorgehensweise im Beweis von Lemma 2.25 berechnet man

σ(Et) ≤ σ(Kε) + σ({ζ ∈ S | Mµε2
(ζ) > t})

≤ At−1‖µε2‖
< At−1ε.

Da ε beliebig vorgegeben war, ist At in messbaren Mengen Mk ∈ B(S) mit
σ(Mk) < 1/k enthalten. Für jedes k ≥ 1 ist also A1/k enthalten in einer
σ-Nullmenge Nk ∈ B(S). Insgesamt folgt

Dµ(ζ) = 0

für alle ζ ∈ S \ (
⋃
k≥1Nk). Somit ist alles gezeigt.

Den allgemeinen Fall erhalten wir durch Anwendung der Lemmata 2.25 und
2.28. Hierzu greifen wir auf den ’Lebesgueschen Zerlegungssatz’ wie er in Satz
B.2 in Anhang B formuliert ist, zurück.

2.29 Korollar. Es sei µ ∈M(S) ein Maß mit Lebesguezerlegung µ = σf +µs,
wobei f ∈ L1(S, σ) und µs ⊥ σ ist. Dann gibt es eine σ-Nullmenge N ∈ B(S)
derart, dass

Dµ(ζ) = f(ζ)

ist für alle ζ ∈ S \N .

Beweis. Sei µ ein Maß wie in der Formulierung des Korollars. Dem Korollar
zu Lemma 2.25 zufolge gibt es eine σ-Nullmenge N1 ∈ B(S) so, dass

f(ζ) = lim
δ↓0

1

σ(Kδ(ζ))

∫
Kδ(ζ)

f(η)dσ(η)
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2.3 Korányi-Limiten Poissonscher Interale

für alle ζ ∈ S \ N1 gilt. Weiter erfüllt das Maß µs alle Voraussetzungen von
Lemma 2.28. Es gibt also eine weitere σ-Nullmenge N2 ∈ B(S) mit

Dµs(ζ) = 0

für ζ ∈ S \N2. Setzt man N = N1 ∪N2 so gilt für ζ ∈ S \N

Dµ(ζ) = lim
δ↓0

µs(Kδ(ζ))

σ(Kδ(ζ))
+
σf (Kδ(ζ))

σ(Kδ(ζ))

= lim
δ↓0

1

σ(Kδ(ζ))

∫
Kδ(ζ)

f(η)dσ(η)

= f(ζ).

Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir nun, dass das Poisson-Integral
P [µ] eines Maßes µ ∈ M(S) für σ-fast alle ζ ∈ S einen Korányi-Limes besitzt
und dass dieser überein stimmt mit der Ableitung von µ im Punkt ζ. Wie bei
der Bestimmung der Ableitung eines Maßes zeigen wir die Aussage zuerst für
Maße µ ∈M(S), die zusätzliche Eigenschaften haben. Im Beweis des folgenden
Satzes fließt insbesondere das Hauptergebnis des letzten Abschnitts, Satz 2.22,
ein.

2.30 Satz. Es seien µ ∈ M(S) ein positives Maß und ζ ∈ S mit der Eigen-
schaft Dµ(ζ) = 0. Dann gilt

K-lim
z→ζ

P [µ](z) = 0.

Beweis. Es seien α > 1 und (zk)k≥1 eine konvergente Folge in Dα(ζ) mit
Grenzwert ζ. Sei ε > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein δε > 0 so, dass

µ(Kδ(ζ))

σ(Kδ(ζ))
< ε (2.39)

für alle 0 < δ ≤ δε. Definiere positive Maße µ1, µ2 ∈M(S) durch

µ1(A) = µ(A ∩Kδε(ζ))

beziehungsweise

µ2(A) = µ2(A ∩ (Kδε(ζ))c),

für A ∈ B(S), sodass µ = µ1 + µ2. Verwendet man Eigenschaft (ii) des Pois-
sonkerns aus Lemma 2.2 und beachtet man die Ungleichung in Punkt (v) aus
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2 Poisson-Integrale über der Einheitskugel

Lemma 2.13, so gilt

P [µ2](zk) =

∫
(Kδε (ζ))c

P (zk, η) dµ2(η)

≤ sup
η∈S

|η−ζ|≥δ2ε

P (zk, η) · µ(Kδε(ζ))
k→∞−−−→ 0.

Hieraus erhalten wir zusammen mit Satz 2.22

lim sup
k→∞

P [µ](zk) = lim sup
k→∞

P [µ1](zk)

≤MαP [µ1](ζ)

≤ AαMµ1(ζ)

= Aα sup
δ>0

µ1(Kδ(ζ))

σ(Kδ(ζ))

≤ Aα sup
δ>0

µ(Kδ(ζ) ∩Kδε(ζ))

σ(Kδ(ζ) ∩Kδε(ζ))

= Aα sup
δ∈(0,δε]

µ(Kδ(ζ))

σ(Kδ(ζ))

≤ Aαε.

In der letzten Abschätzung wurde (2.39) verwendet. Damit gilt

lim
k→∞

P [µ](zk) = 0

und daher

K-lim
z→ζ

P [µ](z) = 0.

Die beiden letzten Ergebnisse sind Korollare aus Satz 2.30.

2.31 Korollar. Sei f ∈ L1(S, σ). Dann gilt

K-lim
z→ζ

P [f ](z) = f(ζ)

für jeden Lebesgue-Punkt ζ ∈ S von f .
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2.3 Korányi-Limiten Poissonscher Interale

Beweis. Es seien f ∈ L1(S, σ) und ζ ∈ S ein Lebesgue-Punkt von f . Das durch
µ = σ|f−f(ζ)| definierte Maß µ ∈M(S) ist positiv und, da ζ ein Lebesgue-Punkt
von f ist, gilt

Dµ(ζ) = lim
δ↓0

µ(Kδ(ζ))

σ(Kδ(ζ))

= lim
δ↓0

1

σ(Kδ(ζ))

∫
Kδ(ζ)

|f(η)− f(ζ)|dσ(η)

= 0.

Somit liefert Satz 2.30 angewendet auf µ

K-lim
z→ζ

P [µ](z) = 0. (2.40)

Verwenden wir für z ∈ B die Identität
∫
S P (z, ζ) dσ(ζ) = 1, welche unmittelbar

aus Satz 2.11 mit f ≡ 1 folgt, so gilt weiter

|P [f ](z)− f(ζ)| ≤
∫
S
P (z, η) |f(η)− f(ζ)|dσ(η)

= P [σ|f−f(ζ)|](z)

= P [µ](z)

(2.41)

für jedes z ∈ B. Mit (2.40) und (2.41) folgt nun die Behauptung.

2.32 Korollar. Sei µ ∈ M(S) mit Lebesgue-Zerlegung µ = σf + µs, wobei
f ∈ L1(S, σ) und µs ⊥ σ seien. Dann gibt es eine σ-Nullmenge N ∈ B(S) so,
dass

K-lim
z→ζ

P [µ](z) = f(ζ)

ist für alle ζ ∈ S \N .

Beweis. Sei µ wie im Korollar beschrieben. Da µs ⊥ σ ist auch |µs| ⊥ σ.
Zu |µs| gibt es nach Lemma 2.28 eine σ-Nullmenge Ns ∈ B(S) derart, dass
D|µs|(ζ) = 0 ist für alle ζ ∈ S \Ns. Es folgt mit Satz 2.30

K-lim
z→ζ

P [|µs|](z) = 0

für alle ζ ∈ S \Ns. Aus der Ungleichung |P [µs](z)| ≤ P [|µs|](z), z ∈ B, erhält
man weiter

K-lim
z→ζ

P [µs](z) = 0
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2 Poisson-Integrale über der Einheitskugel

für alle ζ ∈ S \ Ns. Lemma 2.25 zeigt, dass es eine σ-Nullmenge Nf ∈ B(S)
gibt derart, dass jedes ζ ∈ S\Nf Lebesgue-Punkt für f ist. Nach Korollar 2.31
gilt daher für ζ ∈ S \Nf

K-lim
z→ζ

P [σf ](z) = K-lim
z→ζ

P [f ](z) = f(ζ).

Somit gilt die Behauptung für alle ζ ∈ Ns ∪Nf .

Dem Beweis von Korollar 2.29 entnehmen wir noch, dass

Dµ(ζ) = f(ζ) = K-lim
z→ζ

P [µ](z)

für jedes ζ ∈ Ns∪Nf gilt. Hierbei seien die Mengen Ns und Nf wie im Beweis
von Korollar 2.32 gewählt. Das letzte Korollar ist eine mögliche Formulierung
von Korányi’s Theorem 4 in [6].

In dieser Arbeit haben wir einen relativ speziellen Fall von Poisson-Integralen
untersucht. Man kann Poisson-Integrale um einiges allgemeiner definieren als
wir es hier getan haben (siehe hierzu etwa [8]). Interessant ist auch die Frage
nach einer Charakterisierung derjenigen Metriken d(vergleiche Lemma 2.13),
für die die Argumente in den Abschnitten 2.2 und 2.3 dieser Arbeit übertrag-
bar sind. Besonders die Endlichkeit der Konstante A wie sie in Lemma 2.15
definiert ist, ist für die dargelegte Argumentation entscheidend.
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Anhang A

Parameterabhängige Integrale

Im Folgenden zitieren wir einige Sätze über parameterabhängige Integrale.
Die Ergebnisse sind dem Buch [2] von Jürgen Elstrodt entnommen und sind
im wesentlichen Folgerungen aus dem Satz von der majorisierte Konvergenz.
Wir verzichten auf die Ausführung der Beweise und verweisen auf die Sätze
IV.5.6, IV.5.7 und IV.5.8(in dieser Reihenfolge) aus dem Buch von Elstrodt.
Für diesen Abschnitt sei (X,U , µ) ein Maßraum mit der auf X definierten
σ-Algebra U und dem Maß µ.

A.1 Satz (Stetige Abhängigkeit des Integrals von einem Parameter).
Es seien T ein metrischer Raum, t0 ∈ T und f : T × X → C eine Funktion
mit folgenden Eigenschaften:

(i) für alle t ∈ T ist f(t, ·) ∈ L1(X,µ),

(ii) für µ-fast alle x ∈ X ist die Funktion f(·, x) : T → C stetig im Punkt t0,

(iii) es gibt eine Umgebung U des Punktes t0 und eine nichtnegative Funktion
g ∈ L1(X,µ) so, dass für alle t ∈ U die Ungleichung |f(t, x)| ≤ g(x) für
µ- fast alle x ∈ X gilt.

Dann ist die durch

F (t) =

∫
X
f(t, x) dµ(x)

definierte Funktion F : T → C stetig im Punkt t0 ∈ T .

A.2 Satz (Differentiation unter dem Integralzeichen). Es seien I ⊂ R
ein Intervall, t0 ∈ I und f : I ×X → C eine Funktion mit den Eigenschaften

(i) für alle t ∈ I ist f(t, ·) ∈ L1(X,µ),

(ii) die partielle Ableitung ∂f
∂t (t0, x) existiert für alle x ∈ X,

(iii) es gibt eine Umgebung U von t0 und eine nicht-negative Funktion g ∈
L1(X,µ) derart, dass für alle t ∈ U ∩ I mit t 6= t0 die Ungleichung∣∣∣∣f(t, x)− f(t0, x)

t− t0

∣∣∣∣ ≤ g(x)

für µ-fast alle x ∈ X gilt.
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Dann ist die durch

F (t) =

∫
X
f(t, x) dµ(x)

definierte Funktion F : I → C im Punkt t0 differenzierbar, die partielle Ablei-
tung ∂f

∂t (t0, ·) ist integrierbar und es gilt

∂F

∂t
(t0) =

∫
X

∂f

∂t
(t0, x) dµ(x) .

A.3 Bemerkung. Ersetzt man die Voraussetzungen (ii) und (iii) durch

(ii*) es existiert ein ε > 0 so, dass die partielle Ableitung ∂f
∂t (t, x), x ∈ X, für

alle t ∈ (t0 − ε, t0 + ε) ∩ I existiert,

(iii*) es gibt eine nicht-negative Funktion g ∈ L1(X,µ) derart, dass für alle
t ∈ (t0 − ε, t0 + ε) ∩ I und alle x ∈ X∣∣∣∣∂f∂t (t, x)

∣∣∣∣ ≤ g(x)

gilt,

so bleibt die Aussage des Satzes erhalten.

A.4 Satz (Holomorphe Abhängigkeit des Integrals von einem kom-
plexen Parameter). Sind G ⊂ C offen und f : G × X → C eine Funktion
mit den Eigenschaften

(i) f(z, ·) ∈ L1(X,µ) für alle z ∈ G,

(ii) für alle x ∈ X ist f(·, x) : G→ C holomorph und

(iii) zu jeder kompakten Kreisscheibe K ⊂ G gibt es eine nicht-negative Funk-
tion gK ∈ L1(X,µ) so, dass für alle z ∈ K die Ungleichung |f(z, x)| ≤
gK(x) für µ-fast alle x ∈ X gilt,

so ist die durch

F (z) =

∫
X
f(z, x) dµ(x)

definierte Funktion F : G→ C holomorph.
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Anhang B

Maßtheorie

In diesem Abschnitt geben wir einige allgemeine Resultate der Maßtheorie wie-
der. Als erstes formulieren wir den Lebesgueschen Zerlegungssatz für komplexe
Maße bevor wir uns anschließend Maßen auf lokal-kompakten Hausdorffschen
topologischen Räumen widmen. Im Folgenden sei stets X ein lokal-kompakter
Hausdorffscher topologischer Raum und B(X) die von den offenen Mengen von
X erzeugte σ-Algebra auf X, die Borelsche σ-Algebra auf X. Auf der Menge

B(X) definierte Maße heißen Borelmaße. An dieser Stelle erinnern wir noch an
ein Resultat zur Gestalt der borelschen σ-Algebra von Produktmaßen (siehe
hierzu [1, Proposition 7.6.2]).

B.1 Proposition. Es sei Y ein lokal-kompakter Hausdorffraum. Besitzen X
als auch Y abzählbare Basen ihrer Topologie, so ist B(X×Y ) = B(X)×B(Y ).

Der Beweis der folgenden Version des Zerlegungssatzes von Lebesgue kann
in [1, Proposition 4.3.1] nachgelesen werden.

B.2 Satz (Zerlegungssatz von Lebesgue). Sind µ : B(X) → [0,∞] ein
positives und ν : B(X) → C ein komplexes Borelmaß, so gibt es eindeutig
bestimmte komplexe Borelmaße νa und νs so, dass

(i) νa absolut stetig ist bezüglich µ,

(ii) νs singulär ist bezüglich µ und

(iii) ν = νa + νs

gilt. Die Zerlegung ν = νa + νs nennt man Lebesgue-Zerlegung. Hierbei be-
zeichnet man νa als absolut stetigen und νs als singulären Teil des Maßes ν.

Ist µ zusätzlich σ-endlich, das heißt, gibt es eine Folge (Ak)k≥1 von Mengen
aus B(X) mit µ(Ak) < ∞ und X =

⋃
k≥1Ak, so erhält man durch den Satz

von Radon-Nikodym, wie er beispielsweise in [1, Theorem 4.2.3] formuliert ist,
eine µ-fast überall eindeutig bestimmte Funktion f ∈ L1(X,µ) derart, dass
sich νa in der Form

νa(A) =

∫
A
f(x) dµ(x), A ∈ B(X),
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schreiben lässt. Aus diesem Grund schreibt man für νa auch µf .
Wir wollen nun den Darstellungssatz von F.Riesz für Maße aus dem Jahre

1909 formulieren. Der Vollständigkeit halber halten wir zunächst noch einige
Definitionen fest.

B.3 Definition. Ein positives Borelmaß µ auf X heißt regulär, wenn die fol-
genden Bedingungen erfüllt sind:

(i) Für jede kompakte Menge K ⊂ X gilt µ(K) <∞.

(ii) Für jede Menge A ∈ B(X) gilt

µ(A) = inf{µ(U) | U ⊂ Xist offen undA ⊂ U}.

(iii) Für jede offene Menge U ⊂ X gilt

µ(U) = sup{µ(K) | K ⊂ Xist kompakt undK ⊂ U}.

Ist µ ein komplexes Borelmaß, so heißt µ regulär, falls |µ| regulär ist im
Sinne obiger Definition. An dieser Stelle zitieren wir noch Proposition 7.2.6
aus [1], welche zeigt, dass Eigenschaft (iii) aus Definition B.3 nicht nur für
offene Mengen U ⊂ X gilt.

B.4 Proposition. Sind µ ein reguläres Borelmaß und A ∈ B(X) eine Menge
mit der Eigenschaft, dass eine Folge (Ak)k≥1 von Mengen aus B(X) existiert
mit A =

⋃
k≥1Ak und µ(Ak) <∞, so gilt

µ(A) = sup{µ(K) | K ⊂ Xist kompakt undK ⊂ A}.
Bevor wir den Rieszschen Darstellungssatz für Maße formulieren, geben wir

noch ein hinreichendes Kriterium für die Regularität eines Borelmaßes µ auf X
an. Ein Beweis dieses Resultats kann in [1, Proposition 7.2.3] nachgeschlagen
werden.

B.5 Proposition. Besitzt der lokal-kompakte Hausdorffraum X eine abzähl-
bare Basis und ist µ ein Borelmaß mit der Eigenschaft, dass µ|K endlich ist
für jede kompakte Menge K ⊂ X, so ist µ regulär.

Es sei Cc(X) die Menge aller stetigen Funktionen f : X −→ C mit kompak-
tem Träger.

B.6 Satz (Rieszscher Darstellungssatz für Maße). Ist λ : Cc(X) −→ C
eine positive Linearform, dass heißt λ(f) ∈ R+

0 für alle f ≥ 0, so existiert
genau ein positives, reguläres Borelmaß µ : B(X) −→ [0,∞] mit

λ(f) =

∫
X
f(x) dµ(x)

für alle f ∈ Cc(X).

Diese Version des Darstellungssatzes von F.Riesz für positive Linearformen
auf Cc(X) ist [2] entnommen und wird dort in VIII.2.5 bewiesen.
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