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Aufgabe 31

Es sei V = IR[z] der reelle Vektorraum aller Polynome in z (die Elemente von V moégen
auch als Funktionen IR — IR aufgefafit werden). f,, € V sei induktiv definiert durch
fo(z) =1 und f,41(z) = (x — n) fr(z) fir alle n € IN. Man zeige:
1. Die Familie (f,)nen ist linear unabhéngig in V.
2. Die Familie (f,)nen ist ein Erzeugendensystem von V. [Hinweis: Induktion nach
dem Grad des als Linearkombination darzustellenden Polynoms.|

Aufgabe 32

Es sei V = IR[z] wie oben. Man zeige:
1. Fiir jedes a € IR definieren

eq(f) :== f(a), 8.(f) :== f'(a) (Ableitung von f in a)

Linearformen ¢,,46, € V*.

2. Die (iiberabzihlbare) Familie (g,)4er ist linear unabhéngig in V*. [Hinweis: Wen-
de Linearkombinationen der €, an auf Polynome der Form f(z) = (z — a1)(z —
ag) -+ (¢ — ar).]

Aufgabe 33

Sei V ein IK-Vektorraum. Jeder Untervektorraum H C V der Codimension 1 heif}t eine
Hyperebene in V. Man zeige:
1. Zu jeder Hyperebene H C V und jedem z € V\H gibt es genau ein ¢ € V* mit
o(H) = {0} und o(z) = 1.
2. H C V ist genau dann eine Hyperebene in V', wenn ein ¢ € V*\{0} existiert mit
H = Ker(p).
3. Fiir je zwei Linearformen ¢, € V* gilt

Ker(p) = Ker(y)) <= ¢ =Apfiirein A€ IK mit A #0.



