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Aufgabe 1

a)

Die charakteristischen Polynome sind:

xa(t) =1 -t)*d—1), xs(t)=01-t)*4-1)
d.h. A, B haben die Eigenwerte {1,4} mit gleicher algebraischer Vielfachheit.

Wir berechnen zunéchst den Eigenraum zum Eigenwert 4:

-3 0 1 0
ker(A—4-Eg)=ker| 6 0 4 =span{| 1 |}
0 0 -3 0

Wir setzen b; := (0,1,0)7. Als nichstes berechnen wir den Eigenraum zum Eigenwert 1:

1 -1
4>=span{< 2 )}
0 0

d.h. der Eigenraum ist 1-dimensional, also stimmen geometrische und algebraische Vielfach-
heit nicht iiberein. Es gibt also ein Jordankéstchen der Liange 2. Um eine Jordanbasis zu
bestimmen, wihlen wir ein bz € ker(A — E3)? \ ker(A — E3):

0 0 O -1 1
ker(A—E3)*=ker | 18 9 18 | =span{|[ 2 |, 0 |}
0 0 O 0 -1

Wiihle also bz := (1,0, —1)T und setze by := (4 — Eg)(b3) = (—1,2,0)T. Also ist {b1,b2,b3}
eine Jordanbasis von A und

410 0 011
ST'AS=["0]1 1 mit S = {bifbalbs} = | 1| 2 | 0
0lo 1 0] 0 ]-1

B ist eine symmetrische Matrix, also existiert nach dem Spektralsatz ein S € O(3), so dass
S~1AS eine Diagonalmatrixs ist. Insbesondere realisiert dann S—!AS die Jordansche Nor-
malform von B. Somit stimmen die Jordanschen Normalformen von A und B nicht {iberein,
d.h. A und B sind nicht dquivalent, also existiert kein 7" mit T-'AT = B.

o W o

0
ker(A — E3) = ker ( 6
0



Aufgabe 2

a) Seiv = E;‘Zl A;jb; die (eindeutige) Basisdarstellung von v. Dann gilt:
b (0) = b (D Ajby) = D AbH(by) = A
Jj=1 j=1
und sei w = Z?Zl u;b? die (eindeutige) Basisdarstellung von w. Dann gilt:
w(b) = O pib?)(bi) =D pib? (bi) = i
j=1 j=1
b) Nach Aufgabenteil a) gilt:

4
tr =" tr(b)b’ =b" +b* + 2b*
i=1

Aufgabe 3

a) Wir berechnen die Hauptminore:

5 1 2 1 -1
Dy =2>0, Ds=det =1>0, ,Ds=det| 1 1 0 |=1>0
L -1 0 2

Also ist nach dem Hurwitz-Kriterium (Blatt 5, Aufgabe 2) die Bilinearform f(z,y) = 7 Ay
positiv definit (die Bilinearitét folgt sofort aus der Distributivitit der Matrixmultiplikation,
brauchte aber nicht nochmal extra erwidhnt werden).

b) Das orthogonale Komplement von z = (1,0,0)7 bestimmt sich aus der Gleichung:

rt = {ye R |f(:v,y) =0} = ker(z? A) = ker(2,1,—1) = span{by, by}

Zur Bestimmung einer orthogonalen Basis {v1,v2} geniigt es das Gram-Schmidt-Verfahren
auf die Basis {b1, b2} von 21 anzuwenden. Es gilt:

f(b1,b1) =2, f(b1,ba) =2, f(ba,ba) =3
also
f(b2ab)

1 T
T2 )y — by = (1,-1,1
floy) 2 ( )

’171 = b1, 172 = bz -

und Normierung ergibt:

V2

A 1 [ 5 1
N=——on—==——= 2 |, m=—=-=
V f(01,71) \/5( 0 ) [ (D2, 2) ( 1 )



Aufgabe 4

a)

c)

f ist nicht notwendig positiv definit, wie folgendes Beispiel zeigt:

1 -+ 1
Gs(f)=| : © | € M(n,R)
1 - 1

Dann ist f(z,z) = 2TGs(f)z = 0 fiir z = (1,—1,0,...,0)7 # 0, also ist f nicht positiv
definit, obwohl f(e;,e;) = 1.

Wiihle eine Basis {u,v} von U C R® und ergiinze diese durch w € R?® \ U zu einer Basis B
des R3. Dann hat die Gramsche Matrix die Gestalt:

0 0=
GBm:(ow)

Insbesondere ist also det(Gg(f)) =0, d.h. f ist immer ausgeartet.
Alternativ: wihle w € R® \ U wie oben und betrachte

z:= flu,w)v — flo,w)u = f(z,u) = f(z,v) = f(z,w) = [ ausgeartet

Bemerkung: Fiir n > 3 stimmt das nicht mehr notwendiger weiser:

0 0|1 0
0 0|0 1
1 0(0 O
Hier ist f(u,v) =0 fiir alle u,v € span{e1,ex} aber det(Gg(f)) = 1.

Sei z € R™ ein Eigenvektor von A4, d.h. A(z) = A- . Dann folgt f(z,2) = 27 Az = ATz > 0
nach Voraussetzung. Also A > 0.

Betrachte R versehen mit dem Standard-Skalarprodukt (z,y) = z7y. Da A symmetrisch
ist, existiert eine ONB {b;} bestehend aus Eigenvektoren von A (Spektralsatz), d.h.

bib; =6ij, A(b) = Aib;
Nach Voraussetzung gilt A; > 0. Also folgt fiir alle z = 3" | z;b; € R™ :
f(:c,a:) = Z Z;Tj f(bi,bj) = Z TiTj bZTAbj = Zmiz)\i Z 0
i,j=1 i,j=1 i=1

und f(z,z) = 0 genau dann wenn z = 0.

Alternativ mit Hauptachsentransformation: Sei S € O(n) mit STAS = S~1AS = diag(\y, - ..
Dann sind die A; die Eigenwerte von A und es gilt

() & zTAx>0,Vr#0
& (Sz)TA(Sz) >0, Vo #0

& Y z’Ai>0,Vz £0

i=1
&S AM>0,V
& (i)

s An)-



Achtung:

e Durch symmetrischen Gauss erhalten wir zwar eine Matrix R mit RT AR = diag(p1, . . . , fin),
aber die p; sind im allgemeinen nicht die Eigenwerte von A!

e Genauso findet man mittels Jordanscher Normalform eine Matrix R mit R~'AR =
diag(\i, ..., \n). Hier sind die \; zwar die Eigenwerte, aber f(Rz,Rz) = 2T RT ATz
lasst sich nicht kontrollieren.

e Wir brauchen also wirklich eine Matrix R mit R~! = RT, d.h. R € O(n), die A diago-
nalisiert. Diese liefert der Spektralsatz oder die Hauptachsentrnasformation.

Aufgabe 5

(0) Bringe P(z,y) in die Form

P(a:,y)z(rc,y)A( g ) —|—2aT( ;’ ) +b

:(m,y)((l) é>(§)+2(1,1)(§>+1

(i) Hauptachsentransformation: Die Eigenwerte von A = ( (1) (1) ) sind {1,—1} und die nor-

B S
mierten Eigenvektoren sind (\/Li’ %)T und (—\/_, \/LE)T, d.h. mit H = f f ) gilt
V2 V2

Pu(a,y') == (Po H)(&,y') = («,y/)HT AH ( ;”f ) +2aTH< ;f )
)

1 0 z!
~@a) (o &) (5 ) +avmo
=$'2—y'2+2\/§.’1:'—|-1

(ii) Quadratische Ergénzung:
Py(a'y') = (¢’ +V2)* =y —1
also mit v = (—/2,0):

Pnormal(x”ay”) = (P oHo Tv)(.'li'”,y”) — ;L,IIZ _ yll2 -1



(iii) Veranschaulichung von Q(Ppormal):
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(iv) Veranschaulichung von Q(P):

Asymptoten

QP

Normal)

1: Moglichkeit: Man hat Q(Pxormal) = (T, ' o H~1)Q(P), also

Q(P) = (H o T,)) Q(PNormat) = (Th(v) © H)Q(PNormar)

und H(v) = (-=1,—-1)T7. D.h. Q(P) entsteht aus Q(Pxormal) durch Drehung um 45° und

Verschiebung um den Vektor (—1,-1)T.

2: Moglichkeit: Das Koordinatensystem (z",y") ergibt sich aus (z',y

eine Drehung um 45°.
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Asymptoten

durch Verschiebung
um den Vektor (v/2,0)7. Ferner erhilt man das Koordinaten system (z',y') aus (x,y) durch




