
Definition innerer direkter Produkte

Definition (8.1)

Sei G eine Gruppe, und seien U,N Untergruppen von G .

Wir bezeichnen G als inneres direktes Produkt von U und N,
wenn U und N beides Normalteiler von G sind und G = UN
sowie U ∩ N = {e} gilt.

Ist lediglich N eine Normalteiler von G , aber nicht
notwendigerweise die Untergruppe U, dann spricht man von
einem inneren semidirekten Produkt.



Innere und äußere direkte Produkte

Proposition (8.2)

Sei G eine Gruppe und inneres direktes Produkt ihrer
Untergruppen U und N. Dann gilt

G ∼= U × N.

Man nennt U × N auch das äußere direkte Produkt von U und N.



Definition der Torsionsuntergruppen

Definition (8.4)

Sei G eine abelsche Gruppe und m ∈ N.

(i) Man nennt G [m] = {g ∈ G | mg = 0G} die
m-Torsionsuntergruppe von G .

(ii) Die Teilmenge Tor(G ) =
⋃

n∈N G [n] wird die
Torsionsuntergruppe von G genannt.



Zerlegung in Torsionsanteil und freien Anteil

Satz (8.7)

Ist G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, dann gibt es ein
r ∈ N0 mit G ∼= Zr × Tor(G ). Darüber hinaus ist Tor(G ) eine
endliche abelsche Gruppe.



Die Fp-Vektorraumstruktur auf p-Torsionsgruppen

Lemma (8.8)

(i) Sei G eine abelsche Gruppe, seien s ∈ N0, m1, ...,ms ∈ N
und g1, ..., gs ∈ G mit ord(gi ) | mi für 1 ≤ i ≤ s. Sei
U = 〈g1, ..., gs〉. Dann gibt es einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus φ : Z/m1Z× ...×Z/msZ→ U
mit

φ(ā1, ..., ās) = a1g1+...+asgs für alle a1, ..., as ∈ Z.

(ii) Ist G eine abelsche Gruppe mit G [p] = G , dann gibt es eine
Abbildung · : Fp × G → G mit ā · g = ag für alle a ∈ Z und
g ∈ G . Mit dieser Abbildung wird auf G die Struktur eines
Fp-Vektorraums definiert.

















Zerlegung der Torsionsgruppen

Satz (8.9)

Sei G eine abelsche Gruppe.

(i) Sind m, n ∈ N teilerfremd, dann gilt G [mn] ∼= G [m]× G [n].

(ii) Sei n ∈ N mit G [n] = G , und sei n =
∏r

i=1 p
ei
i die

Primfaktorzerlegung von n, mit r ∈ N0, Primzahlen p1, ..., pr
und Exponenten e1, ..., er ∈ N. Dann ist
G ∼= G [pe11 ]× ...× G [perr ].







Der Chinesische Restsatz

Satz (8.10)

Sind m, n ∈ N teilerfremd, dann existiert ein Isomorphismus
Z/(mn)Z ∼= Z/mZ×Z/nZ abelscher Gruppen.



Zerlegung einer endlichen abelschen Gruppe in zyklische
Grupen

Satz (8.11)

Sei e ∈ N0, p eine Primzahl und G eine endliche abelsche Gruppe
mit G [pe ] = G . Dann gibt es ein r ∈ N0 und n1, ..., nr ∈ N, so dass

G ∼= Z/pn1Z×Z/pn2Z× ...×Z/pnrZ gilt.









Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppe

Satz (8.12)

Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es
r , s ∈ N0 und d1, ..., ds ∈ N mit

G ∼= Zr ×Z/d1Z× ...×Z/dsZ.

Dabei können die Zahlen di so gewählt werden, dass sie entweder

(i) alle Primzahlpotenzen sind oder

(ii) di | di+1 für 1 ≤ i < s erfüllt ist.

Im Fall (ii) gezeichnet man die Zahlen di als Elementarteiler der
abelschen Gruppe.






