
Definition der Kommutatorgruppe

Definition (9.7)

Sei G eine Gruppe. Für beliebige g , h ∈ G bezeichnet man das
Element [g , h] = ghg−1h−1 als den Kommutator von g und h.
Bezeichnet S = {[g , h] | g , h ∈ G} die Menge aller Kommutoren in
G , so wird die Untergruppe

G ′ = 〈S〉

die Kommutatorgruppe von G genannt.



Eigenschaften der Kommutatorgruppe

Satz (9.8)

Sei G eine Gruppe.

(i) Die Kommutatorgruppe G ′ ist ein Normalteiler von G .

(ii) Für einen beliebigen Normalteiler N von G gilt N ⊇ G ′

genau dann, wenn die Faktorgruppe G/N abelsch ist.

Also ist G/G ′ die größte abelsche Faktorgruppe von G .



Höhere Kommutatorgruppen und Auflösbarkeit

rekursive Definition der höheren Kommutatorgrupen:

G (0) = G und G (n+1) = (G (n))′

Definition (9.9)

Eine Gruppe G wird auflösbar genannt, wenn G (n) = {e} für ein
n ∈ N0 gilt.

Zum Beispiel sind abelsche Gruppen auflösbar.

In den Übungen wird gezeigt:

Die Gruppen Sn und An sind auflösbar für n ≤ 4.

Die Gruppen Sn und An sind nicht auflösbar für n ≥ 5.

Wie wir später sehen werden, ist das der Grund dafür, dass
Polynomgleichungen vom Grad ≤ 4 eine Lösungsformel besitzen,
Gleichungen höheren Grades aber nicht.



Definition der Normalreihen

Definition (9.10)

Eine Normalreihe für eine Gruppe G ist eine Folge von
Untergruppen der Form

G = N0 ⊇ N1 ⊇ ... ⊇ Nr = {e}

mit r ∈ N0, wobei für 0 ≤ k < r jeweils Nk+1 E Nk gilt. Die
Faktorgruppen Nk/Nk+1 bezeichnet man als Faktoren der
Normalreihe. Sind alle Faktoren abelsch, dann spricht man von
einer abelschen Normalreihe.



Normalreihen abelscher Gruppen

Proposition (9.11)

Jede endliche abelsche Gruppe besitzt eine Normalreihe mit
zyklischen Faktoren von Primzahlordnung.



Charakterisierung der Auflösbarkeit durch Normalreihen

Satz (9.12)

Für eine endliche Gruppe G sind die folgenden Eigenschaften
äquivalent.

(i) Die Gruppe G ist auflösbar.

(ii) Sie besitzt eine abelsche Normalreihe.

(iii) Sie hat eine Normalreihe mit zyklischen Faktoren von
Primzahlordnung.

Dabei ist die Äquivalenz
”
(i) ⇔ (ii)“ auch für unendliche Gruppen

gültig.















Weitere Auflösbarkeitskriterien

Satz (9.13)

(i) Jede Untergruppe einer auflösbaren Gruppe ist auflösbar.

(ii) Sei G eine Gruppe und N E G . Unter diesen
Voraussetzungen ist G auflösbar genau dann, wenn N und
G/N beide auflösbar sind.















Definition der Gruppenoperationen

Definition (10.1)

Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Gruppenoperation von
G auf X ist eine Abbildung α : G × X −→ X mit den
Eigenschaften

α(eG , x) = x und α(g , α(h, x)) = α(gh, x)

für alle g , h ∈ G und x ∈ X , wobei eG das Neutralelement der
Gruppe bezeichnet.

An Stelle von α(g , x) verwendet man häufig auch die
Infix-Schreibweise g · x , wobei · das Symbol für die
Gruppenoperation ist.






