Definition der irreduziblen Elemente

Definition (11.16)

Sei R ein Ring. Ein Element p € R wird irreduzibel genannt, wenn
p weder eine Einheit noch Null ist und die Implikation

p=ab = a€ R oder be R*

fiir alle a, b € R erfiillt ist. Nichteinheiten ungleich Null, die nicht
irreduzibel sind, bezeichnen wir als reduzible Ringelemente.




Definition der Primelemente

Definition (11.17)
Sei R ein Ring. Ein Element p € R heiBt Primelement, wenn p
weder eine Einheit noch Null ist und auBerdem die Implikation

pl(ab) = pla oder p|b fiir alle a, b € R erfiillt ist.

In einem Integritdtsbereich ist jedes Primelement irreduzibel.




Primelemente in Hauptidealringen

Satz (11.24)

Sei R ein Hauptidealring, aber kein Korper, und p € R. Dann sind
die folgenden Aussagen dquvialent.

(i) Das Element p ist prim.
(ii

) Das Element p ist irreduzibel.
(iii) Das Ideal (p) ist maximal.
)

(iv) Das Ideal (p) ist ein Primideal, und es gilt p # Og.




Definition der faktoriellen Ringe

Definition (11.25)

Ein faktorieller Ring ist ein Integritdtsbereich R mit der
Eigenschaft, dass jedes Element r € R, das weder gleich Null noch
eine Einheit ist, als Produkt von Primelementen dargestellt werden
kann. Dies bedeutet: Es gibt ein n € IN und Primelemente

P, ..., Pn € R, so dass

r = p1-p2-...-pn gilt.




Charakterisierung der faktoriellen Ringe (Vorb.)

Lemma (11.26)
Sei R ein Integritdtsbereich.

(i) Seien a,a’, b, b’ € R, wobei a ~ a’, b~ b’ und a|b gilt.
Dann gilt auch 2&'|b'.
(ii) Jedes Element in R, das eine Einheit teilt, ist eine Einheit.

(iii) Ein Element, das von einem Primelement geteilt wird, ist
keine Einheit.

Proposition (11.27)

In einem faktoriellen Ring R ist jedes irreduzible Element ein
Primelement.
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Charakterisierung der faktoriellen Ringe

Satz (11.28)
Sei R ein Integritatsbereich. Dann sind dquivalent
(i) R ist ein faktorieller Ring.

(ii) Jedes Element r € R, dass weder gleich Null noch eine
Einheit ist, kann als Produkt von Elementen
dargestellt werden, und diese Darstellung ist im wesentlichen
eindeutig. Dies bedeutet genau: Sind m, n € IN und

PL*wPm = T = Qq1°...-qp

zwei Darstellungen von r als Produkt irreduzibler Elemente
pi, qj, dann gilt m = n, und nach eventueller Umnummerie-

rung p; ~ q; fir 1 <i < m.
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Reprasentantensysteme der Primelemente

Definition (11.29)
Sei R ein Integritatsbereich und P C R eine Teilmenge bestehend
aus Primelementen. Wir nennen P ein Reprasentantensystem der
Primelemente in R, wenn jedes Primelement g € R zu

p € P assoziiert ist.




Eindeutige Darstellung als Produkt von Primelementen

Folgerung (11.30)

Sei R ein faktorieller Ring und P C R ein Reprdsentantensystem
der Primelemente. Dann gibt es fiir jedes Element Og # f € R eine

Familie (v(f))pep von Zahlen v,(f) € INg
und eine eindeutig bestimmte Einheit ¢ € R*, so dass

f = ¢ H p""(f) erfiillt ist.
peP

Dabei gilt v,(f) = 0 fiir alle bis auf endlich viele Elemente p € P.

v
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Teilerrelation und Exponenten der Produktdarstellung

Sei R ein faktorieller Ring, P C R ein Reprasentantensystem der
Primelemente, und seien f, g € R mit f, g # Og. Dann gilt f|g
genau dann, wenn v,(f) < v,(g) fiir alle p € P erfiillt ist.




Darstellung von ggT und kgV durch die Exponenten

Satz (11.33)

Sei R ein faktorieller Ring, und sei P C R ein
Reprasentantensystem der Primelemente in R. Seien f1,....,f, € R
beliebige Elemente ungleich Null. Fiir jedes p € P definieren wir

up = min{vp(f;) | 1 < i< m}und wp, = max{vp(fi) |1 <i< m}.

Dann ist f = HpeP pUr ein ggT und g = HpEP p*? ein kgV der
Elemente fi, ..., f.

Dies zeigt also insbesondere, dass in einem faktoriellen Ring fiir
beliebige endliche Mengen von Elementen jeweils ein kgV und ein
ggT existieren.
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