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Thema Nr. I
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zubearbeiten.

Vorbemerkung: Auf jede Aufgabe werden maximal 6 Punhe vergeben; die höchste erreichbare
Punktzahl betrdgt 30 Punkte. Alle Antworten und Zwischenbehauptungen müssen begründetwerden.

Aufgabe 1:

Sei ,S, die symmetrische Gruppe aller Permutationen von {1,...,7}.

a) Gibt es einen injekliven Homomoqphismus Z lrcV, -+ S, ?

a 
b) Gibt es einen injektiven Homomorphismus V,/82 +,t' ?

Aufgabe 2:

Sei K : Q(n der Körper der rationalen Funktionen in einer Unbestimmten über Q, und sei f das
Polynom

f(y):t+xy+ (xy)z + (xni + (xy)a + (xy)s + (xy)6

in XlYl.Ist / ineduzibelindemRing t<lVlt

Aufgabe 3:

Sei Keine algebraische Erweiterung des Körpers ftundR ein Ring mit k c R c K. Folgt dann, dassR

a 
ein Körper ist?

Aufgabe 4:

Sei / ein Polynom vom Grad n mit Koeffizienten in einem Körper k Der ZerfällrxtgskörperK von f
über /c habe den Grad n! über k Zeigen Sie, dass f ineduzibel ist, und dass die Galoisgruppe von /
über fr die symmetrische Gruppe ̂ 1, ist.

Aufgabe 5:

Sei Co eine zyklische Gruppe der Ordnung p. Bestimmen Sie die Anzahl der Automorphismen der
Gruppe C, xCo x Co.

-J-
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Thema Nr. 2

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe z.ubearbeiten.

Vorbemerkung: Auf jede Aufgabe werden maximal 6 Punkte vergeben; die höchste erreichbare
Punhzahl beträgt 24 Punfue. Begründen Sie alle Schlussweisen und Rechenschritte durch einen kurzen
Text.

Aufgabe 1:

Seip eine Pimzahl mit p : 1 mod 4. Zeigenlie:

a) Es gibt eine natürliche Zahl x mit x2 : -: I modp.

b) p ist kein Primelement im Hauptidealring Z,[i] der ganzen Gaußschen Zahlen.

c) Es gibt nattirliche Zahlen x, y mit p : x2 + y2 .

Aufgabe 2:

Zeigen Sie (2.8. mit Hilfe der Zykeldarstellung von Permutationen):

a) Die alternierende Gruppe An hatkeine Untergruppe der Ordnung 6.

b) Die symmetrische Gruppe ,S, hat ein triviales Zentrum.

Aufgabe 3:

Geben Sie drei Körper mit verschiedenen Charakteristiken an, Iiir die die binomische Formel

(a+ b)5 = a5 + b5

für alle Körperelemente a, b gilt.

Aufgabe 4:

Sei x eine komplexe Zahl mit ,u + 67 5: 0. Zeigen Sie:

a) Es ist J= € Q(").

b) Der Körper Q(x) ist eine normale Erweiterung von Q.

c) Das Polynom X6 + 675 hateine zu ,S, isomorphe Galoisgruppe über Q.

-4-
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Vorbemerkung: Auf jed.e Aufgabe werden maximal 6 Pun&e vergeben; die höchste erceichbare

Punldzahl betrögt 30 Punhe. Begründen Sie alle Schlussweisen und Rechenschritte durch einen latrzen

Text.

Aufgabe L:

Zeigensie, dass jede Gruppe. der Ordnung255 zyklisch ist!

o
Aufgabe 2:

Sei K ein Körper mit vier Elementen.

Bestimmen Sie eine Additions- und eine Multiplikationstafel von K.

Aufgabe 3:
DieElementedesRestklassenkörpers]F, =Zl5Z seienmit0,l,2,3, bezeichnet.BestimmenSiezu

dem Polynom

f(x)=x7 +2X5 +3X4 +x+4 €F' [X]

ein Polynom g € F'r[X] vom Grad S 3 mit

g(i) = f(i) für i -1,2,3,4.

o
Aufgabe 4:

sei K ein Körper und rR die Menge aller 2 x Z-Mafrzen der t"r* [i 1l *t, a,b,c e K.
\o c)

Bestimmen Sie alle nichthivialen zweiseitigen Ideale.Ides Ringes R.

Aufgabe 5:

Sei R :=Z+iZ der Ring der ganzen Gaußschen Zahlenmiti2: -l und a:=l + 2t . Zeigen Sie, dass

der Faktorring NaR ein Körper mit fünf Elementen ist!
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Herbst 2003 Einzelprüfungsnummer: 6391 I Seite: 2

Thema Nr. I
(AufgabengruPpe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Vorbemerkung: Auf jede Aufgabe werden maxima,l 6 Punhe vergeben; die höchste erreichbare
punktzahl betrigt 2i punkte. Eigründen Sie alle Schlussweisen und die entscheidenden Rechenschrit-

te durch einen kurzen Text.

Aufgabe 1:

Sei G eine Gruppe der Ordnvngn. Zeigen Sie:
a) G ist isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe ^9r, '

b) Ist n :2u mit ungeradem ,r, so hat G einen Normalteiler vom lndex 2.

I
Aufgabe 2:

Beweisen Sie
2tr  J5-t

cos-:  - ,
54

Aufgabe 3:

Begründen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

a) Ist p einePrimzahl,sind 1 <i< 7 natürlicheZahlen,sindKb;zw.LKörpermit p'bzw. pr Ele-

menten, so ist K zu einem Teilkörper von Z isomorph.
b) Für jede Primzahl p und jede nattirliche Zahl a gSlt:

I 
Ist X2 : a mod p lösbar inZ, so auch Xa : o mod p.

c) Die Zahl (r, - 
"2rilL3 

ist mit Zirkelund Lineal konstruierbar'

d) Seien a.,a2€C algebraische Zahlen,sei Ko: Q (o,) für i : 1,2, sei l : Q(o'ar) und es gelte

Kra K2: Q, Dann gi l t

[r: Q] teilt [Kr: Q]'tKz: Ql.

Aufgabe 4:

Sei K ein Kcirper mit 81 Elementen, sei G die Gruppe aller Automorphismen von K. Bestimmen Sie:

a) die Längen der Bahnen der Operation von G auf K, sowie

b) die Anzahl derBahnen gegebenerLänge.

-3-
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Thema Nr.2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zn bearbeiten.

Vorbemerkung: Auf jede Adgabe werden maximal 6 Punkte vergeben; die höchste erreichbare
Punktzahl betrögt 30 Punhe. Begründen Sie alle Schlussweisen und die entscheidenden Rechenschrit-
te durch einen kurzen Text.

Aufgabe 1:

a) Definieren Sie die altemierende Gruppe A..
b) Warum ist A- für rz ) 2 eine Untergruppe vom Index 2 in Sn?
c) Zeigen Sie, dass die Gruppe ,9, auflösbar ist.

Aufgabe 2:

Sei Kein Teilkörper von C, der über Q von endlichem Grad n ist. Zeigen Sie: Ist n ungerade und K

normal über Q, so gilt K c IR. .

Aufgabe 3:

Es seienp und q Primzahlen. Warum zerfülltdas Polynom

^a
f (X):  XP'  -  X

über dem Körper WomitpElementen inp verschiedene Faktoren vom Grad I und in Pn - P
q

verschiedene irreduzible Faktoren von Grad g ?

[Hinweis: Die Faktoren müssen nicht angegeben werdent. Zum Einstieg in die Aufgabe überlege man,
dass die Nullstellen von / einen Körper bilden.l

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 4:

SeiÄ :Z*Zi derHauptidealringder ganzenGaußschen Zahlenmit' i2 --1, seiN:R* Z die

komplexe Norm N(a + bi) : a2 + b2.

a) Zeigen Sie, dass 11 ein Primelement und 13 kein Primelement in R ist.

b) Zeigensie, dass 1lR ein maximales Ideal in Ä ist, turd zerlegen Sie 13R in ein Produkt von zwei

maximalen Idealen.

c) Welche Ordnung und welche Struktur hat die Gruppe (NllR)" der teilerfremden Restklassen mo-

dulo l l  inÄ?

d) Welche Ordnung und w'elche Struktur hat die Gruppe (R/13^R)t der teilerfremden Restklassen mo-

dulo 13 inR?

[Hinweis: Der Chinesische Restsatz karm nützlich sein.]

Aufgabe 5:

Zeigen Sie die Irreduzibilitat der folgenden Polynome f über Z:

a) f  :xP+pX-1 für jedePimzahlp

b) f  :  x4 -42x2 +t

-5-
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Thema Nr.3
(Aufgabenguppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengrup pe n)bearbeiten.

Vorbemerkung: Auf jede Adgabe werden maximal 6 Punlae vergeben; die höchste emeichbare

Punhzahl betrdgtr 24 Punkte. Begründen Sie alle Schlussweisen und die entscheidenden Rechenschrit-
te durch einen kurzen Text.

Aufgabe l:

Sei GeineendlicheGruppederOrdnungn> l,  sei pderkleinstePrimtei ler vonnundPeinezykli-
sche, normale p-Sylowgruppe von G.

a) ZeigenSie: Istp" die Ordnung von P, so ist p*-r(p - 1) die Ordnung der Automorphismengrup-

pe Aut(P) von P.

b) Die Konjugation von G aff P liefert einen Homomorphismus

a:G ---+ Aut(P) ,  a(g):nä grg-r

f i i rgeGundx€P.

Zeigensie: Der lndex [G : Kern cr ] ist ein Teiler von p*-'(p - L) und nicht durchp teilbar.

c) ZeigenSie, dass P imZentrum von G enthalten ist.

Aufgabe 2:

Sei Ä der Unterring des Matrizenringes Q2t2, der aus den Matriztt 
[;

besteht.

a) Zeigen Sie, dass jedes Primideal von R die Elemente

(o a)

[o o, |  
*a€Q

enthält, und dass diese Elemente ein Ideal N von R bilden, für das R/N = Z gilt.

b) Bestimmen Sie alle Primideale von R.

a)

, )^"  
2 €z,  o € Q

Fortsetzung nächste Seite !
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Aufgabe 3:

Sei F der Körper mit zwei Elementen. Zeigen Sie:
a) Istn> l einenatüfliche,Zahl,ist2" -L einePrimzahlundist / e .F[X] einirreduziblesPolynom

vom Grad n, dawr erzeugl die Restklasse X + (f) die multiplikative Gruppe des Körpers
Flx)I(f)

b)FürB:X4+X3+X2+X+l€FlXl  is tK:F[X]/(g)einKörper,unddieRestklasseX+(g) in

K* hatdie Ordnung 5.

Aufgabe 4:

Gegeben sei das Element z : X2 + X-2 des rationalen Funktionenkörpers A(X).

a) Zeigen Sie, dass A(X) über Q(z) endlich vom Grad < 4 ist.

b) Bestimmen Sie die Gruppe aller Automorphismen von Q(X) , die z festlassen.
c) Zeigen Sie, dass A(X) über Q(z) galoissch ist und geben Sie alle Körper zwischen Q(X) und

Q(z) an.
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Thema Nr.l

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

vorbemerkung: Auf iede Atfgabe werden maximal 6 Punlae vergeben; die höchste erreichbare

punktzahl beträgt 30 punhe. Begründen sie alle Antworten und versehen sie Rechnungen mit einem

kurzen Text.

Aufgabe 1:

Sei G eine endliche Gruppe der ordnung n, sei n: a'b eine zetlegungin teilerfremde Faktoren

a,b ) 1". Zeigen Sie:

a a) Es gibt einen minimalen Normalteiler N in G mit zu b teilerfremdem Index [G : N]'

b) DerNormalteiler in a) ist die von der Teilmenge {g"; g € G} erzettgte Untergruppe von G'

c) Es gibt eine endliche Gruppe 11 und einen Homomorphismus u: G 't H mitden folgenden

Eigenschaften:
i. Die Ordnung von .ly' ist teilerfremdzu b'

i i 'JederGruppenhomomorphismus/:G--+,4ineineendl icheGruppeAmitzubtei |er f rem.
der Ordnung faklorisiert eindeutig über u, d.h, ist von der Gestalt f : h o u mit einem

wohlbestimmtenHomomorphismus h : H * A'

Aufgabe 2:

Zeigensie: Sind a,b,'c€Z vngetade, soistdasPolynom aXa +bX'*c irreduzibelin AtX]'

O nutgaoe 5:

Sei k ein Körper, der keine Galois-Erweiterung vom Grad 3 hat. Kann k dann eine Galois-

Erweiterung vom Gtad225 haben?

Aufgabe 4:

Sei Klk eine Galois-Erweiterung, deren Galoisgruppe isomorph zur symmetrischen Gruppe S" ist'

Zeigen Sie:

a) K enthält n zueinander konjugierte Zwischenkörper vom Grad n, über k, die zusammen K über

k erzetgen.
b) Ir ist der Zerf?illungskörper eines Polynoms vom Grad rz aus /c [x] über k'

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 5:

sei n > 2 und ( eine primitive n-te Einheitswurzel über e. Zeigen sie

[q(e +C-') ,QJ : tl@),
wobei f die Eulersche l-Funktion bezeichnet.

o

o

-4-
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Thema *r:

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe rubearbeiten.

Vorbemerkung: Auf jede Aufgabe werden maximal 6 Punkte vergeben; die höchste erreichbare
Punktzahl betrcigt 24 Punkte. Begründen Sie alle Antworten und versehen Sie Rechnungen mit einem
kurzen Text.

Aufgabe 1:

Geben Sie eine Untergruppe der Ordnung 21 in der symmetrischen Gruppe S, an.

o
Aufgabe 2:

Der Ring R : {" * mJ4; n,m e Z,} istbekanntlich ein euklidischer Ring bezüglich der Norm

N(n+ *J4):n '+2m'.
a) Zeigen Sie, dass 1l ein zerlegbares und 13 ein unzerlegbares Element in ,R ist.
b) Zeigen Sie, dass der Restklassenring R /l3R ein Körper ist. Aus wie viel Elementen besteht er?
c) Verwenden Sie den Chinesischen Restsatz, um den Restklassenring ,R /LlR als direktes Produkt

von zwei Körpem darzustellen.

Aufgabe 3:

a) Geben Sie die Anzahl und die Grade der normierten irreduziblen Teiler des Polvnoms Xab - 1 im

O Polynomring Z,lXl an. Wie lautet der irreduzible Teiler vom Grad 6 ?
b) Die Einheitswurzeln { : e'"'/n bz$r. o,: e'"u/t erzeugendie Körper Kr: Q(€) U"w.

K, : Q(*). Geben Sie die Bahn von { unter den Galoisgruppen G : Gal (4 lO; U"*.

.[/ : Gal(",1",) *
c) Geben Sie die Zerlegangdes Polynoms X6 + X3 + 1 in irreduzible Faktoren im Polynomring

K,[X] an.

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 4:

Ftir Primzahlpote,nzen q bezeichne I den Körper aus g Elernenten

a) Bestimmen sie die kleinst eZweierpotenz q - 2-, so dass der Körper I eine primitive 17te Ein-

heitswurzel enthält.

b) Sei a einerzeugendesElementdermultiplikativenGruppedesKörpers $*. WelchenGradhat

das Minimalpolynom / von a über $? Welche Poteruen von d sind Nullstellen von / ? i

c) Sei a wie in b). Zeigen Sie unter Benutzung von Galois-Theorie, dass das Pollmom

e s: (x) - (x - "xx - o')(x - a'u)(x - .,un)

Koeffizienten in Q hat.

-  6.-

a



Frühjahr 2004 Einzelprüfungsnummer : 63911 Seite: 6

Thema Nr.3

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Vorbemerkung: Auf jede Aufgabe werden maximal 6 PunWe vergeben; die höchste erreichbare
punlazahl betrigl 2i punfue. Begründen Sie alle Antworten und versehen Sie Rechnungen mit einem

kurzen Text.

Aufgabe 1:

a) Sei K : Fz der Körper mit 2 Elementen. Finden Sie ein Polynom f e K [c], das die Kongruenz

O (rn + ns + n2 + 1). /  :  n '  +t  mod(r '  + 1)

in K[r] erfüllt.

b) Sei K-4 derKörpermit3Elementen.Gibtesdannzujedem g€K[r] ein f eKfrl,

so dass die Kongruenz

(* '+t) . f  =o moa(r '+ l )  (*)

erfüllt ist?

c) Finden Sie in der Kongruenz (*) für g : 1 eine Lösung / e \ tzJ .

O Aufeabe 2:

Sei K:$ und f :ro +ru +r '+n+1€ Kl*\ .BestimmenSiedieGaloisgruppevon f nber K.

Aufgabe 3:

Die Diedergruppe Q, .also die Symmehiegruppe des regulären Sechsecks, und die alternierende

Gruppe Auhabenbeide 12 Elemente.

a) Zeigensie, dass die Gruppen Q und ,4n nicht isomorph sind'

b) Geben Sie eine weitere nichtabelsohe Gruppe der Ordnun g 12 an, die zuden beiden genannten

Gruppen nicht isomorPh ist.

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 4:

FäreinreellesPolynom / e R[r] bezeichne f' dteAbleitung. Seien a1t...r@,. € IR verschiedene

reelle Zahlen,und sei -I die Menge aller Polynome .f e lR [r] mit

f (o,)  -  f '  (o,)  -  g für ' i ,  :  L, . . . ,n

Zeigen-Sie

a) / ist ein Ideal im Polynomring R [r] .

b) / wird erzetglvondemPolynom n(" -or)'
. i:l

c) Wie viele Ideale besitzt.der Faktorring R. [c]/ / ?

c

a
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Thema Nr. L

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Vorbemerkung: Auf iede Aufgabe werden maximal 6 Punkte vergeben; die höchste er-
teichbare Punktzahl beträgt 30 Punkte. Begründen Sie alle Antworten und versehen Sie
Rechnungen mit einem kurzen Text.

: Aufgabe l-:

Bestimmen Sie je eine 2 -Sylowgruppe in

i ") 
der symmetrischen Gruppe ,ga,

I  .  . .  .
, b) der alternierenden Gruppe ,45 ,
i

i ") 
der alternierenden Gruppe ,4.6.

Aufgabe 2:

, Bestimmen Sie alle natürlichen zahlen n im Intervall 0 ( n ( ggg mit

n2 :500 mod 1000

' Aufgabe 3:

I Bestimmen Sie im Polynomring Q [Xl den größten gemeinsamen Teiler der beiden polynome

f  (x) :  xs -  x3 -  x2 + 1 und g(x):  x4 -zx3 +2x -r

Aufgabe 4:

Bestimmen Sie die Ordnung der Galoisgruppe des polynoms

x4 -4x3 +4x2 -2

über Q . [Hinweis: Beseitigen Sie durch geeignete Substitution den Term dritter Ordnung.j

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 5:

Sei K:4" der Körper mit 27 Elementen.

a) Was ist die Ordnung der Galoisgruppg G : Gal(KlF, ) ? In wie viele und wie lange
Bahnen zerfällt K unter der Operation von G?

b) Wieviele normierte Polynome vom Grad 3 in IF, [Xl sind irreduzibel?

c) Zeigen Sie: Das Polynom Xs +aXz'+bX +c ist genau dann irreduzibel, wenn das Polynom
X3 - aXz +bX - c irreduzibel ist.

I d) Zerlegen Sie das Polynom
p(x):x26-1 €Fs[x]

in irreduzible Faktoren im Ring F, txl

Seite: 3

I

-4-



Herbst 2004 Einzelprüfungsnummer : 63911 Seite: 4

Thema Nr. 2

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Vorbemerkung: Auf jetde Aufgabe werden maximal 6 Punkte vergeben; die höchste er-

reichbare Punktzahl beträgt 30 Punkte. Begründen Sie alle Antworten und vercehen Sie

Rechnungen mit einem kurzen Text,

Aufgabe 1:

Seien p,q Primzahlen mit p < q.Zeigen Sie:

i u) Im Fall p | (q - 1) ist jede Gruppe der Ordnung pg abelsch.

b) Jede abelsche Gruppe der Ordnung pg ist zyklisch.

, c) Im Fall pl(q- 1) gibt es eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung pq.

i

Aufgabe 2:

Gegeben ist der Ring ,R : Z * V,ut:5. Zeigen Sie:

a) 11 sind die einzigen Einheiten in R.

: U) 2 ist ein irreduzibles Element in A aber kein Primelement.

c) .R ist kein faktorieller Ring.

; Aufgabe 3:

a Zeigen Sie, daqs die folgenden Polynome irreduzibel sind:v ,
a) 5X3 + 63X2 + 168 in ZlXl.

b)  X4+X+I intrr [X] .

c)  Xe -r  XY7 +Y in ZlX,Yl .
;

i
Aufgabe 4:

Seien p, q verschiedene Primzahlen.

a) Zeigen Sie, dass die Körper A(.p) und Q(.fi) nicht isomorph sind.

b) Zeigen Sie, dass der Körper Q(\F,Jd) uo Grad 4 über Q ist.

: c) Bestirnmen Sie das Minimalpolynom von o : JF+.fr über Q.

Fortsetzung nächste Seite!



Herbst 2004 Einzelprüfungsnummer: 6391 I

Aufgabe 5:

Sei p eine Primzahl und (o eine primitive p-te Einheitswurzel. Zeigen Sie:

a) Ztjedem natürlichen Teiler von p - 1 gibt es genau einen Teilkörper K," von Q ((p) mit

[K' ' Q] : ",

b) Der einzige über Q quadratische Teilkörper von Q (G) ist Q (/5)

Seite: 5

o

-6-



Herbst 2004 ' Einzelprüfungsnummer: 63911

Thema Nr. 3

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Vorbemerkung: Auf jede Aufgabe werden maximal 6 Punkte vergebenl die höchste er-

reichbare Punktzahl beträgt 30 Punkte. Begründen Sie alle Antworten und vercehen Sie

Rechnungen mit einern kurzen Text.

Aufgabe 1:

Sei G eine Gruppe der Ordnrrng p2q, wobei p und g Primzahlen bezeichnen. Zeigen Sie,

dass G einen nichttrivialen Normalteiler hat.

I j Aufgabe 2:

a) Sei p einePrimzahlund a,be Z mit pla. ZeigenSie, dass die Kongruenz

r '  -  aA' :  b mod P

eine Lösung in ganzen Zablen r,U e Z hat.

[Hinweis: Zählen Sie die Elemente der Form ay2 + b i" p, .]

b) Beweisen Sie, dass die Gleichung

x2 - 43y2 :29

keine Lösung in ganzen Zahlen r,A €Z hat.

Aufgabe 3:

Bestimmen Sie den Isomorphietyp der Galoisgruppe des Polynoms /(X) = X5 -4X*2 über

a.

Aufgabe 4:

Sei K eine Galoiserweiterung von k und a € K ein Element, fiir das o(a) * a für alle

Automorphismen o + | der Galoisgruppe von K über k gilt. Zeigen Sie, dass K : k(a)

gilt.

Aufgabe 5:

Bestimmen Sie alle Zwischenkörper der Erweiterung A (i6) von Q .

Seite: 6
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Erste Staatsprüfung für ein Lehramt an öffentlichen Schulen
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o
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Frütrjahr 2005 Einzelprüfungsnummer: 6391 1 Seite: 2

Thema Nr. 1

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Vorbemerkung: Auf die einzelnen Aufgaben wird jeweils maximal die in Klammern angegebene
Punhzahl vergeben; die höchste erreichbare Punlazahl beträgt 30 Punkte. Begründen Sie alle Ant-
wofren und versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text.

Aufgabe I (3 Punkte):

Beweisen oder widerlegen Sie: Eine natürliche Zahl der Gestalt 4n * 3 mit n e N besitzt keine
Darstellung als Summe von zwei Quadraten ganzer Zahlen.

o
Aufgabe 2 (6 Punkte):

Sei A ein Integritätsring. Für Ideale o, b in .B definiert man

o -  b : (*  Es gibt  a,0 eA\{0i  mit  o 'a:  0-b.

ZeigenSie:

a) Die Relation - ist eine Aquivalenzrelation, und es gilt
o,  -  b i l  e2 -  bz *  or  .a,  -  br .b,

b) Genau dann gilt o - b, wenn o und b als ,R-Moduln isomorph sind.

Aufgabe 3 (6 Punkte):

Bestimmen Sie einen größten gemeinsamen Teiler von 26 + 13? und 14 - 52 im Ring Z[z] der
Gaußschen ganzen Zahlen.

Aufeabe 4 (6 Punkte):

Untersuchen Sie (mit Beweis) auf Irreduzibilität:

a)  f  (X):  X4 * X3 -gX2 +4X *2 und

s(x):  x4 +2x3 + x2 +2x *1 in Atxl .

b) f  (x,Y):Y6 + xY| +2xY3 +2x2Y2 -  x\Y +x2 +x in Q[x,Y]
Fortsetzune nächste Seite!
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Aufgabe 5 (9 Punkte):

sei  k einKörpermitcharf t  *2,sei  f  ek[x]  e inPolynor4vomGrade n]2,  sei  K einzer-
füllungskörpervon / über ft, und f habe n verschiedeneNullstellen .-1t...t.-, in K.
Das Element A e K sei definiert durch

A': .  
- l l  ( " ,  -  

"o) 'l< i<j<n

Dann heißt D :: A2 die Diskriminante von /.

a) Zeigen Sie: K ist galoissch über k und es ist D e k.

O b) Sei G:: Gar (Klk) die Galoisgruppe von K über fr. Zeigen sie:

a e k <+ Jedes o € G definiert eine gerade permutation der a, ,...,en.

c) sei / :: x4 * 2aX2 + 0 € Atx] irreduzibel. Bestimmen sie die Diskriminante von / und
zeigen Sie:

Jb eQ eG-Z, l2Z,xZ/22.

o

-4-
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Thema Nr.2

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Vorbemerkung: Auf die einzelnen Aufgaben wird jeweils maximal die in Klammern angegebene
Punktzahl vergeben; die höchste erreichbare punhzahl betrögt 30 punkte. Begründen Sie alle Ant-
worten und versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text.

Aufeabe I (4 Punkte):

Beweisen sie den satz von Lagrange: Ist G eine endliche Gruppe und 11 ( G eine untergruppe, so
ist lHl ein Teiler von lGl.

Aufeabe 2 (8 Punkte):

a) Zeigen Sie, dass eine nichtabelsche einfache Untergruppe der symmetrischen Gruppe ,gu bereits
in der alternierenden Gruppe ,4u liegt.

b) zeigensie, dass es keine einfache Gruppe der ordnung 120 gibt.

Aufeabe 3 (5 Punkte):

Seien Ä und ̂ 9 Ringe (mit 1). Zeigen Sie, dass die (zweiseitigen) Ideale des direkten produktes
RxS dieForm IxJ habenmit ldealenl  bzw. J von Rbzw. S.

Aufgabe 4 (6 Punkte):

Es seien p und q Primzahlen. Bestimmen Sie die Anzahl der irreduziblen normierten Polvnome
vom Grad q über dem Körper Fr.

Aufgabe 5 (7 Punkte):

Beweisen Sie mit Mitteln der Algebra, dass das regelmäßige Fünfeck mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar ist, das regelmäßige Siebeneck aber nicht.

-5-
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Thema Nr. 3

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Vorbemerkung: Auf die einzelnen Aufgtaben wird jeweik mascimal die in Klammern angegebene
Punktzahl vergeben; die höchste erreichbare Punktzahl beträgt 30 Punkte. Begründen Sie alle Ant-
worten und versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text.

Aufgabe 1 (3 Punkte):

Zeigen Sie: Jede endliche Körperweiterung ,L über K ist algebraisch.

o
Aufsabe 2 (6 Punkte):

a) Geben Sie eine Gruppe mit genau 16 Untergruppen an.

b) Geben Sie einen Körper mit genau 16 Teilkörpern an.

Aufgabe 3 (7 Punkte):

Geben Sie explizit einen Ring-Isomorphismus

p :  Z lL000Z --  7Z I  8Z xZ I  r25Z

O und seme Umkehrun g g ' an.

Aufgabe 4 (6 Punkte):

Hat die Gleichung

12 +9!y:5

eine garuzahlige Lösung? Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufggrbe 5 (8 Punkte):

Sei / : Xn - a ein über Q irreduzibles Polynom mit abelscher Galoisgruppe Gal (/ |Q)
Zeigen Sie, dass n eine Potenz von 2 ist.

lHinweis: Zeigen Sie zunächst, dass G*l (/la) nichtabelsch ist, wenn n eine ungerade Primzaht ist.l
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Thema Nr. I

(AufgabengruPPe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe ztr'bearbeiten'

vorbemerkung: Bei den forgenden Aufgaben sind aile schlussfolgerungen und nichttrivialen Rech-

nungen mit einem erkltirenden Text zu begründen'

Aufgabe L (6 Punkte):

Beweisen Sie oder widerlegen Sie:

a) r/95 itt irrational.

b) Es gibt unendlich viele Primzahlen'

c)Fürunendl ichvieleganzeZahlenrr ,s inddiebeidenZahlenTTn*1und143rr ,*2nicht

teilerfremd.

Aufgabe 2 (B Punkte):

Sei n ) 2 eine natürliche ZahI und sei ,Sn die Gruppe der Permutationen von {1' 2' " ' 'n} 
'

Esbezeichne a den n-Zyklus (L,Z,. . . ,n) und I /  dievon o erzeugteuntergruppein '5,r ,

ferner sei
G:{o €,5,oi  o(n):n}

Zeigen Sie:

a) Die MultiPlikationsabbildung

H x G -+ Sn , (ot,o) '+ 
azo

ist bijektiv.

I b) Für n, 2 4 ist I{ kein Normalteiier von S" '

c) zu jedem o e G und jedem L mit L < (. sru existiert ein p € G mit odr : a"u) p'

Aufgabe 3 (8 Punkte):

SeipeinePrimzahl ,sei( : "*pTundseiRderkleinsteUnterr ingvono,derv 'und(

enthält. Zeigen Sie:

a) ! ,C,(2, . . . ,eo- '  is t  e ine V'-Basisvon ß'

b) Sei a e V.. Dann gibt es einen Ringisomorphismus

" l ( i " t )  
-=-+ nt@- e)

t :0

c) 2 - ( ist genau dann Primelement in R 
' 

wenn 2p - 1' Primzahl ist'

Fortsetzung nächste Seite!
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I Aufgabe 4 (8 Punkte):

i^
r Sei L C n) der Zerfällungskörper des Polynoms X7 + 1- i über Q(z), wobei 'i2 : -l sei.
i -

Für natürliche Zahlen n, sei (,, - exp ff . Zeigen Sie

:  a)  Q((z, i )  :  Q((5) und [Q((t , , )  '  Q( i ) ]  :6.

b) [r  ,  Q u)] :  +z
I

, ") -L ist abgeschlossen unter der komplexen Konjugation.

d) "L ist Galoiserweiterung von Q .

Seite: 3
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Thema Nr.2

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe z\bearbeiten.

Vorbemerkungz Bei den folgenden Aufgaben sind alle Schlussfolgerungen und nichttrivialen Rech-

nungen mit einem erklörenden Text zu begründen.

Aufgabe 1 (6 Punkte):

Zeigen Sie, dass es zwei nichtisomorphe nichtabelsche Gruppen der Ordnung 20 gibt!

Aufgabe 2 (6 Punkte):

Sei G eine endliche Gruppe. Zeigen Sie:

a) Ist Aut(G) zyklisch, so ist G abelsch.

b) Ist lAut(G)l :2, so isi G zyktisch der Ordnung 3,4 oder 6'

Aufgabe 3 (6 Punkte):

Sei J? ein (nullteilerfreier, kommutativer) Hauptidealring und ,[: Ra ein von {0} verschie-

denes Ideal von R. Zeigen Sie, dass 1 nur in endlich vielen Idealen von R enthalten ist!

Aufgabe 4 (6 Punkte):

Zeigen Sie, dass das Polynom

/ (x)  = x3+x2-2x-L

in Q [X] irreduzibel ist, und bestimmen Sie den Isomorphie-Typ seiner Galoisgruppe!

Aufgabe 5 (6 Punkte):

Sei K ein endlicher Körper und .LlK eine endliche Erweiterung mit Galoisgruppe G. Zeigen

Sie, dass LIK eine Normalbasis besitzt, d.h. zeigen Sie die Existenz eines o € ,L mit

* \ - - -
L:  L t {o\a)

o€G

-5-
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Thema Nr.3

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengru ppe 
^rbearbeiten.

Vorbemerkung: Bei den folgenden Aufgaben sind alle Schlussfolgerungen und nichttrivialen Rech-
nungen mit einem erklörenden Text zu begyünden.

j I Aufgabe 1 (7 Punkte):
: :
: ; a) Bestimmen Sie alle Isomorphietypen abelscher Gruppen mit 56 Elementen!

i I b) Zeigen Sie: Jede Gruppe mit 56 Elementen enthält eine normale Sylowuntergruppe f 1.

c) Zeigensie: Enthält eine solche Gruppe G mit 56 Elementen eine nicht-normale 7-Sylow-

untergruppe .ä und bezeichnet K die 2- Sylowuntergruppe in G, so ist

K =Zl2V,xZlzZxZl2V' .

[Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass der Zentralisator von K in ]1 trivial ist und
folgern Sie daraus, dass I/ auf derr Elementen I 1 von K transitiv operiert.]

o

Aufgabe 2 (9 Punkte):

Es sei R : V,lrtl : {a + brt; a,b e Z} . Zeigen Sie:

a) Die Abbildung

l{ :  R-+IR>o ,  a*bJzr+laz-2U21

ist multiplikativ.

b) ^R ist ein euklidischer Ring bezüglich lü.

c) Ein Element r e R ist genau dann eine Einheit, wenn lf (r) : 1 ist.

d) R besitzt unendlich viele Einheiten.

e) Zerlegen Sie das Element 2l in R in Primfaktoren.

Aufgabe 3 (7 Punkte):

Geben Sie alle Lösungen X der Gleictrung

X7:ns

in der Gruppe GLs(Q) an (mit Begründung).

Aufgabe 4 (7 Punkte):

a) Geben Sie ein Verfahren an' um rnit Zirkel und Lineal zu einem gegebenerr Dreieck ein

Quadrat mit gleichem Flächeninhalt zu konstruieren!

b) Sei a eine algebraische Zahl vom Grad 4 über Q und -l[ der normale Abschluss von

Q (o) . Zeigen Sie: Wenn Gal(.nf l Q ) isomorph zur alternierenden Gruppe Äa ist, kann a
nicht mit Zirkel urrd Lineal konstruiert werden.


