KAPITEL 11
Natiirliche Zahlen

1. Die natiirlichen Zahlen

und die vollstdndige Induktion

Wie am Anfang der Mengenlehre eine axiomatische Einfithrung
stand, so sollen jetzt die natiirlichen Zahlen axiomatisch ein-
gefithrt werden. Dabei steht der Prozefl des gewo6hnlichen Zah-
lens zunéchst im Vordergrund. Die heute iibliche Begriindung
der natiirlichen Zahlen basiert auf Axiomen, die von Peano 1889

verdffentlicht wurden, die aber auch Dedekind 1888 schon be-
kannt waren.

Wir werden einige einfache Eigenschaften der natiirlichen Zahlen
in der folgenden Definition festlegen. Dabei werden wir neben-
einander eine mathematisch prazise Formulierung, die wir in der
Sprache der Mengenlehre geben kénnen, und die umgangssprach-
liche Formulierung der gewiinschten Figenschaften fiir natiirliche
Zahlen angeben. Diese Eigenschaften nennt man auch die Peano-
Axiome.

Die Existenz einzelner natiirlicher Zahlen (z.B. zwei oder drei) ist
in den logischen Grundlagen, die wir hier verwenden, enthalten,
weil man einzelne Objekte nebeneinander stellen kann und sie
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60 II. NATURLICHE ZAHLEN

damit abzdhlen kann. Die Existenz der Menge aller natiirlichen
Zahlen ist dadurch jedoch nicht gegeben. Das ist ndmlich eine
Menge mit unendlich vielen Elementen. Wir wissen bisher nicht
einmal, ob es iiberhaupt irgendeine Menge mit unendlich vielen
Elementen gibt. Daher miissen wir die Existenz der Menge al-
ler natiirlichen Zahlen zusétzlich durch ein mengentheoretisches
Axiom fordern.

Das Rechnen mit natiirlichen Zahlen ist ein wesentlich komplexe-
rer Vorgang. Bevor wir iiberhaupt die Addition von natiirlichen
Zahlen einfithren kénnen, was erst im Abschnitt 3 geschehen
wird, miissen wir starke Hilfsmittel iiber Rekursion und Induk-
tion bereitstellen.

Definition 1.1. Ein Tripel (I, 1, i) bestehend aus einer Menge
N, einem Element 1 € N und einer Abbildung ¢ : N — N,
genannt Nachfolgerfunktion, heifit (eine) Menge der natirlichen
Zahlen, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:
(P1) 1 €M, (,,1 ist eine natiirliche Zahl®),
(P2) 4 : N — N ist eine Abbildung, (,jede natiirliche Zahl
besitzt einen eindeutig bestimmten Nachfolger*),
(P3) ¥n € N[u(n) # 1], (,1 ist kein Nachfolger einer natiir-
lichen Zahl®),
(P4) u ist injektiv, (,natiirliche Zahlen mit gleichen Nachfol-
gern sind gleich*),
(P5) (Prinzip der vollstandigen Induktion)

VE CN[(l € EAYn € Elu(n) € E]) = E =1],

(neine Eigenschaft, die der 1 zukommt und mit einer be-
liebigen natiirlichen Zahl auch ihrem Nachfolger, kommt
allen natiirlichen Zahlen zu*).

Wir schreiben mit der Nachfolgerfunktion ¢ und n € N haufig
n+1:=pun).
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Axiom 6. (Existenz der Menge der natiirlichen Zahlen)
Es existiert eine Menge der natiirlichen Zahlen (IN, 1, ).

Wie wichtig die Forderung nach der Existenz einer Menge der
natiirlichen Zahlen ist, ersieht man aus dem folgenden Satz. Nur
wenn es eine Menge der natiirlichen Zahlen gibt, kann es iiber-
haupt auch andere unendliche Mengen geben. Die Menge der
natiirlichen Zahlen kann man als den kleinsten Prototyp einer
unendlichen Menge auffassen. Weiter kann man in jeder unend-
lichen Menge ein Modell fiir eine Menge von natiirlichen Zahlen
finden. Wir erinnern noch einmal an unsere Definition einer un-
endlichen Menge M (Kap.l. 2.29 und Kap.1.2.31). Es muf zu ihr
eine (Selbst-)Abbildung A : M — M geben, die injektiv aber

nicht surjektiv ist.

Zum Beweis des folgenden Satzes benétigen wir zunéchst ein
Lemma.

Lemma 1.2. Seien M eine Menge, A : M — M eine Abbil-
dung und m € M ein Element. Dann gibt es in M eine kleinste
Teilmenge N mit A\(N) C N und m € N.

BEWEIS. Wir betrachten die Menge M aller Teilmengen A C
M, fir die gilt AM(A) C A und m € A. Diese Menge enthalt
sicherlich M als Element. Nun bilden wir den Durchschnitt iiber
alle so gefundenen Teilmengen

N:=({{AC MNA) C A,me A}

Offenbar ist dann m € N. Fiir n € N ist n in allen genannten
Teilmengen A enthalten, also auch A(n). Damit ist auch A(n) €
N. N ist daher die kleinste Teilmenge von M mit m € N und
A(N) C N.

Insbesondere ist diese kleinste Teilmenge N in M mit A(N) C N
und m € N eindeutig bestimmt. []
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Man kann sich diese kleinste Teilmenge N in M vorstellen als die
Menge der Elemente, die man aus m durch beliebig hdufige An-
wendung von A erhélt, also die Menge {m, A(m), A(A(m)),...}.
Leider ist es recht schwierig, diese Menge formal richtig anzu-
geben, dashalb haben wir den unanschaulichen, aber mathe-
matisch bequemen Weg der Durchschnittsbildung eingeschlagen.
Wir werden diese Mothode bei den algebraischen Strukturen in
Kapitel 4 hdufig verwenden.

Satz 1.3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) FEs existiert eine Menge der natirlichen Zahlen.
(2) FEs existiert eine unendliche Menge.

BEWEIS. Wenn es eine Menge der natiirlichen Zahlen (I, 1, 1)

gibt, so ist g nach (P4) injektiv und nach (P3) nicht surjektiv.
Also ist N eine unendliche Menge.
Sei umgekehrt M eine unendliche Menge und X eine injektive
und nicht surjektive Abbildung von M in M. Dann gibt es ein
Element m € M, das nicht im Bild von A liegt. Wir betrachten
jetzt die kleinste Teilmenge N C M mit A(N) C N und m € N.
Sei v : N — N die Einschrankung von A auf die Teilmenge
N. Wir zeigen, daf} fiir (N, m,v) die Peano-Axiome erfiillt sind.
Offenbar ist v als Einschrankung von A wieder injektiv, und es
gilt ¥n € N[v(n) # m], da m nicht im Bild von A liegt. Es bleibt
nur die Giiltigkeit des Prinzips der vollstandigen Induktion fiir
(N,m,v) zu zeigen. Ist £ C N mit m € E und ¥n € F[v(n) €
E], dann gilt fir £ auch die Bedingung v(E) C £ baw. A(E) C
E. Weil N die kleinste solche Menge ist und £ C N gilt, folgt
FE = N. Damit ist die Giiltigkeit des Prinzips der vollstandigen
Induktion (P5) bewiesen. O

Die Konstruktion einer Menge der natiirlichen Zahlen in einer
beliebigen unendlichen Menge kann zu recht tiberraschenden Bei-
spielen fithren. Die Abbildung f : R* > z — 2?2 +1 € Bt von
den positiven rellen Zahlen in sich ist bekanntlich injektiv und
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es gilt 1 ¢ f(RY). Eine Menge der natiirlichen Zahlen in RT ist
dann N ={1,2,5,26,... }.

Aus den vielen wichtigen Eigenschaften, die eine Menge von
natiirlichen Zahlen besitzt, ist das Zahlenrechnen in N hervor-
zuheben. Bevor wir aber die einfachsten Rechenoperationen ein-
fiihren kénnen, miissen wir eines der wichtigsten Beweisprinzipi-
en studieren, den Beweis durch vollstdndige Induktion. Es gibt
dazu viele Varianten. Wir wollen lediglich zwei davon angeben.
Sie alle bauen auf dem Peano-Axion (P5) auf. Weiter bendtigen
wir ein vor allem in der Informatik und mathematischen Logik
wichtiges Hilfsmittel, die Definition von Abbildungen durch pri-
mitive Rekursion, bevor wir die einfachsten Rechenoperationen
in der Menge der natiirlichen Zahlen einfithren kénnen. Dieses
Hilfmittel werden wir im nachsten Paragraphen beprechen.

Satz 1.4. (iber den Beweis durch vollstindige Induktion):

Fiir jede natirliche Zahln € N sei eine Aussage U(n) formuliert.
Dafiir gelte

Induktionsanfang: — A(1) ist richtig (wahr) und
Induktionsannahme: aus der Richtigkeit von 2(n)
Induktionsschluf: folgt die Richtigkeit von %(n + 1).

Dann ist A(n) fir alle n € N richtig.

(Formal: (A(1) A Vn € N[U(n) = A(n + 1)]) = Vn € N[A(n)])

BEWEIS. Sei £ := {n € N|A(n)}. Es gilt 1 € £ und Vn €
Eln + 1 € E] wegen der Induktionsvoraussetzungen. Nach (P5)
ist £ =N, also Yn € N[2(n)]. O

Varianten dieses Satzes sind vor allem Induktionsaussagen, die
erst von einer vorgegebenen Zahl ny € N an gelten:

A(ng) AVn € Nn > ng AU(n) = A(n + 1)])
= Vn € N[n > ng = A(n)].

Diese Aussage werden wir an dieser Stelle nicht beweisen, zumal
wir die Ordnung m < n auf den natiirlichen Zahlen noch gar
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nicht kennen. Die Aussage ergibt sich spéter aber ganz leicht
aus dem Beispiel einer Menge von natiirlichen Zahlen, die eine
Teilmenge T von N ist mit derselben Nachfolgerabbildung, dem
Anfangselement ng, und deren Elemente gerade diejenigen n € I
sind, fiir die ng < n gilt, also ({n € N|ng < n},ng,pn). (vgl
Beispiel 3.8 (2)).

Fiir den nachsten Satz setzen wir voraus, dafl die Ordnung von
N schon bekannt ist. Diese Ordnung wird zwar erst in 3.3 ein-
gefithrt werden. Der Satz gehort jedoch systematisch in diesen
Abschnitt tber vollstandige Induktion. Er wird zur Herleitung
des Ordnungsbegriffes in IV auch nicht verwendet.

Satz 1.5. (iber die starke vollstindige Induktion)
Fiir jede natirliche Zahln € N sei eine Aussage U(n) formuliert.
Dafiir gelte
Induktionsanfang:  2A4(1),
Induktionsannahme: aus Vi < n[2%(z
A1), ..U
Induktionsschluf: folgt Ql(n +1).
Dann gilt A(n) fir alle n € M.

)], d.h. aus
1), AU n),

BEWEIS. Wir definieren B(n) <= Vi € N1 < n = A(1)].
Dann gelten %(1) und Vn € N[B(n) = B(n + 1)]. Also ist
Vn € N[B(n)] und damit auch ¥n € N[2(n)]. O

2. Primitive Rekursion

Wir wollen eine Abbildung ¢ : X — X iterieren, also ¢* := @,
@™t = " bilden. Diese zunichst ganz einfach erscheinende
Bildung bringt eine grundlegende Schwierigkeit mit sich. Wir
wissen nicht, ob ¢" fiir alle n € N mit den gewiinschten Ei-
genschaften definiert ist. Dabei hilft zunédchst auch noch nicht
das Prinzip der vollstdndigen Induktion. Deswegen beschrianken
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wir uns zunéchst darauf, fiir ein Element ¢ € X die Elemente

©"(c) € X zu definieren, genau eine Abbildung
a:N3nm—'(c)e X

zu definieren. Das geschieht in dem folgenden Satz.

Satz 2.1. (iber die einfache Rekursion): Sei X eine Menge,

c € X ein Flement und ¢ : X — X eine Abbildung. Dann g¢ibt
es genau eine Abbildung o : N — X mut

(1) a(l) =,
(2) Vn e Nla(n +1) = ¢(a(n))],
d.h. so daf$ das Diagramm

Y N
e

(1 o la
}

N———X

kommutiert, wobei y(1) = ¢, «(1) = 1.

BEWEIS. Quelle und Ziel fiir die gesuchte Abbildung « stehen
fest. Wir suchen den Graphen von «. Dazu betrachten wir die
Abbildung (¢ x ¢) :Nx X 3 (n,x) — (u(n),p(x)) € Wx X und
das Element (1,¢) € N x X. Nach Lemma 1.2 sei ¢ die kleinste
Teilmenge von N x X mit (1 x ¢)(G) C G und (1,¢) € G.

1) Es ist (m, ) € G <= ((m,) = (1,¢) V 3(n,2) € Gl(m,y) =
(n+1,p(x))]. Hierbei gilt ,,<—=* wegen der Definition von (. Die
Richtung ,=—=* erhélt man aus der folgenden Argumentation:
Angenommen, die Folgerung gilt nicht. Dann gibt es ein (m,y) €
G mit (m,y) # (1,¢) und V(n,z) € G[(m,y) # (n + 1,¢(z))].
Dann gilt (4 < )(G\ {(m,y)}) C G\ {(m,y)} und (1,¢) €
G\ {(m,y)}. Das kann aber nicht sein, weil ¢ die kleinste Menge
mit diesen Eigenschaften ist.

2) (¢ ist Graph einer Abbildung von N nach X. Wir zeigen durch
vollstandige Induktion ¥n € N3z € X[(n,z) € G]. Sei also 2(n)
die Induktionsaussage Jx € X[(n,z) € GI.

Induktionsanfang: 2(1) gilt wegen (1,¢) € G.
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Induktionsannahme: Gelte 2(n), d.h. 3= € X|[(n,z) € G].
Induktionsschlufl: Wegen (n 4 1,¢(x)) € G gilt A(n + 1).
Damit folgt die Behauptung.

Weiter zeigen wir durch vollstdndige Induktion: Vn € N Va,y €
X[(n,z) € GA(ny) € G = x =yl. Sei Un) die Induktions-
aussage Y,y € X[(n,z) € GA(n,y) € G = x =y].
Induktionsanfang: Sei (1,2) € G und (1,¢) € G. Angenommen
x # ¢. Wegen 1) gibt es (n,z) € G[(1,2) = (n + 1,¢(z2))], also
I =n+ 1 im Widerspruch zu (P3). Also ist @ = ¢. Daraus folgt
A(1).

Induktionsannahme: Gelte 2(n), d.h. Yo,y € X[(n,z) € G A
(n,y) € G=a =yl

InduktionsschluB: Seien x,y € X gegeben mit (n+1,2) € GG und
(n+ 1,y) € G. Da n durch n + 1 eindeutig festgelegt ist (p ist
injektiv), gibt es (nach 1)) u,v € G mit (n,u) € G, (n,v) € G
und ¢(u) = x und ¢(v) =y, wegen (n+1,p(u)) = (n+1,2) und
(n+1,0(v)) = (n + 1,y). Nach Induktionsannahme ist v = v,
also x = p(u) = p(v) =y.

Also ist a := (N, X, () eine Abbildung.

3) «a erfiillt die Bedingungen a(1) = ¢ und ¥n € N[ja(n + 1) =
e(a(n))], denn (n,2) € G und (n + 1,p(x)) € G implizieren
a(n) =z und a(n + 1) = p(x) = pa(n).

4) Es bleibt zu zeigen, dafl o eindeutig bestimmt ist. Sei also
BN — Xmit (1) = cund Vn € N[B(n+1) = pB(n)] gegeben.
Wir zeigen durch vollstdndige Induktion Vn € N[a(n) = B(n)].
Sei A(n) die Induktionsaussage a(n) = B(n).

Induktionsanfang: Es ist a(1) = ¢ = (1), also gilt 2(1).
Induktionsannahme: Sei a(n) = B(n).

Induktionsschluf: Dann ist a(n + 1) = ¢(a(n)) = ¢(F(n)) =
Bn+1).

Damit gilt a = 5. O

In diesem Satz ist das Hilfsmittel der vollstandigen Induktion
gleich mehrfach angewendet worden. Damit haben wir jetzt aber
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auch die Moglichkeit, die Funktion ¢™ fiir alle n € zu definieren.
Wir schreiben einfach ¢'(c) = ¢ und ¢"™'(c) = ¢(¢"(c)). Fiir
festgewéhltes ¢ € X gibt es damit eine Abbildung ¢()(¢) : N —
X gegeben, wobei ¢(n)(c) = ¢™(c) gelte. Da damit der Wert fiir
jedes ¢ € X eindeutig festgelegt ist, haben wir auch die Abbil-
dungen ¢" : X — X fiir alle n € N definiert. Haufig braucht
man zur rekursiven Definition von Abbildungen etwas kompli-
ziertere Bedingungen an die Rekursion. Der einfachste Fall ist

der

Satz 2.2. (iber die primitive Rekursion): Sei X eine Menge,
c € X ein Flement und p : N x X — X eine Abbildung. Dann
gibt es genau eine Abbildung o : N — X mit

(1) a(1) = ¢,

(2) ¥n € Na(n +1) = ¢(n, a(n))],
d.h. so daf$ das Diagramm

. N— N
7
{1 l 1d oz la
>~
N x X —@>X
kommutiert, wobei v(1) = (1,¢), «(1) = 1 und (id ,a)(n) =

(n, a(n)).

BEWEIS. Wir wenden 2.1 an auf N x X, (1,¢) € ¥ x X und
P Nx X — Nx X, ¢(n,z):= (n—l—l,c,o(n x)). Dann gibt es
genau eine Abblldung f:N — Nx X mit 3(1) = (1,¢) und

B(n+1)=¢(B(n)) fir alle n € N:
Y N

e
{1} lﬁ lﬁ

P
N><X—>N><X

I

Durch § werden eindeutig Abbildungen p : N — N und o :
N — X definiert mit 3(n) = (p(n), a(n)). Fir diese Abbildun-
gen gilt p(1) =1, a(l) = cund (p(n+1),a(n+1))=F(n+1) =
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B(B()) = Blp(n),a(n) = (p(n) + L plp(n), a(n)), also st
pn+1)=pn)+1und a(n 4+ 1) = ¢(p(n),a(n)). Da die Ab-
bildung p aber p(1) =1 und p(n+ 1) = p(n) + 1 = pup(n) erfilllt
und ebenso id (1) =1 undid (n+1) =pid (n) g 11t ist p =id
nach 2.1, also ist a(n + 1) = p(n, a(n)).
Ist o : N — X gegeben mit &/(1) = ¢ und o(n + 1)
e(n,a'(n)) fir alle n € N, so erfillt f/ : N — N x X m
f'(n) = (n,d/(n)) die Bedmgungen g'(1) = (1,a(1)) = (1
wnd Fn 1) = (0 + La(n+ 1)) = (n+1,p(n, /()
a'(n)) = ¢(F'(n)), also ist = " und damit o = /. O

II\_/,\-r Il

Wir kommen jetzt zu den Grundlagen der natiirlichen Zahlen
zurlick. Wir hatten schon gefordert, dafl eine Menge der natiirli-
chen Zahlen existieren soll. Es ist aber zunéchst nicht klar, ob es
hier verschiedene Wahlmaoglichkeiten fiir diese Menge gibt. Wir
werden in Beispiel 3.8 tatsdchlich verschiedene Mengen ange-
ben, die die Peano- Axiome erfiillen und damit als Mengen der
natiirlichen Zahlen in Frage kommen. Damit wére es moglich,
daf} spiteres Rechnen mit natiirlichen Zahlen von der Wahl der
Menge abhéngt, was natiirlich recht unsinnig wéare. Deswegen ist
der folgende Satz wichtig.

Satz 2.3. (von der Findeutigkeit der Menge der natirlichen
Zahlen):  Seien (N, 1,u) und (A,a,v) Mengen der natirlichen
Zahlen. Dann gibt es genau eine Abbildung o : N — A mit
a(l) = a und ap = va, und diese Abbildung ist bijektiv.

BEWEIS. : Nach 2.1 folgt Existenz und Eindeutigkeit von « :
N— Amit a(l) = a, a(n+1) = v(a(n)). Ebenso gibt es genau
ein #: A — N, so da} das Diagramm

A = A
{a}i lﬁ lﬁ
N .
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kommutiert. Insgesamt haben wir fa(l) = f(a) = 1 =id (1)
und Vn € N[fa(n+ 1) = fra(n) = pBa(n)] und ¥n € N[id (n +
1) = wid (n)]. Wegen der Eindeutigkeit in 2.1 folgt fa = id .
Analog sieht man a3 =ids. O

Bemerkung 2.4. Wir bemerken, daf} o die gesamte bisher be-
kannte ., Struktur® von N erhélt wegen a(1) = a und au = vo (es
ist gleichgiiltig, ob man erst den Nachfolger in N bildet und dann
nach A geht, oder gleich nach A geht und dann dort den Nachfol-
ger bildet). Man kennt den ,Nachfolger” in A wegen v = aua™".
Ebenso kennt man die ,Eins“ in A : a(1) = a. Wir wahlen daher
eine Menge der natiirlichen Zahlen (I, 1, i) fest aus und bezeich-
nen sie fortan als die Menge der natirlichen Zahlen. Nach der
vorhergehenden Bemerkung ist das keine Finschriankung. In je-
der anderen Menge der natiirlichen Zahlen kénnte die Theorie
genauso aufgebaut werden und ergébe iiber die bijektive Ab-
bildung o dieselben Resultate (dieselben Primzahlen, dieselbe

Primzahlzerlegung etc.).

3. Die Strukturen auf den natiirlichen Zahlen

Wir wollen in diesem Abschnitt die iiblichen Regeln des Rech-
nens mit den natiirlichen Zahlen entwickeln. Dabei werden wir
uns auf die einfache Rekursion stiitzen und mit ihr zunachst Ad-
dition und Multiplikation von natiirlichen Zahlen definieren. Mit
Hilfe der primitiven Rekursion kann man dann auch das Poten-
zieren von natiirlichen Zahlen einfiihren.

Definition und Lemma 3.1. (1) Sei m € N. Wir definie-
ren die Abbildung «,, : N — N durch die Bedingungen
an(l) =m+1,
Vn € Na,(n + 1) = o (n) + 1]
(beziiglich m + 1 = pu(m) € N, p : W — N, p(n) = u(n)).
Wir kiirzen a,,(n) =: m 4+ n ab. Die Abbildung N x IV 3
(m,n) — m +n € N heifit Addition.
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(2) Sei m € N. Wir definieren die Abbildung p,, : N — N
durch die Bedingungen
/“Lm(l) =m,
Yn € N[pm(n +1) = pm(n) +m]
(beziiglichm € N, p : N — N, p(n) = n+m). Wir kiirzen
fm(n) =: m-n ab. Die Abbildung NXN 3 (m,n) — m-n €
N heifit Multiplikation.
(3) Sei m € N. Wir definieren die Abbildung p,, : N — N
durch die Bedingungen
pm(l) =m,
Yn € N[pm(n + 1) = pm(n) - m]
(beziiglich m € N, p(n) = n - m). Wir kiirzen p,,(n) =:
m™ ab. Die Abbildung W x N 3 (m,n) — m” € N heifit
Potenzieren.

BEWEIS. In allen drei Féllen existieren die Abbildungen und
sind eindeutig bestimmt wegen 2.1 ay(n) = n + 1 und u(n) =
n+1 konnen tatsdchlich indentifiziert werden wegen a4 (1) = (1)
und ¥ € N[on((n)) = plaa(n))] und ¥ € N p(n) = p ()],
also wegen oy = . O

Man muf sich die Bedeutung der Rekursionsformeln klar ma-
chen, um zu verstehen, dafl mit diesen Konstruktionen etwas
ganz Alltédgliches gemeint ist. Die Rekursionsformel fiir die Ad-
dition ist gegeben durch m + (n+1) = (m +n) + 1, also einfach
durch einen Spezialfall des Assoziativgesetzes fiir die Addition.
Bei der Multiplikation ist die Bedingung m-(n+1) = (m-n)+m,
also ein einfacher Fall des Distributivgesetzes. Schliefllich fordern
wir fiir das Potenzieren m”™ = m™ - m. Daher sind einige ein-
fache Falle der Rechenregeln fiir natiirliche Zahlen schon in der
Definition angelegt. Die anderen Rechenregeln mufi man aller-
dings beweisen.

Satz 3.2. (Rechengesetz fiir natirliche Zahlen):
Fiir alle m,n,t € N gilt:
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(1) m+n=n+m; m-n=mn-m;

(2) (m4+n)+t=m+(n+1) (m-n)-t=m-(n-t);

B)t+m=t+n= m=n; t-m=1-n= m=n;
(Kiirzungsgesetz)

4 m-(n+t)=m-n+m-t;

(5) 1-n=n.

BEWEIS. Zunéchst weisen wir die Rechnengesetze fiir die Ad-
dition nach.
(1) i) Wir wissen schon m + (n + 1) = (m + n) + 1. Durch
Induktion nach m beweisen wir zunachst 1 + m = m + 1. Es ist
41 =1+1.1Ist 1+m=m+1,s0ist auch 1 + (m + 1) =
(I+m)+1 = (m+1)+1. Also folgt die Behauptung. Jetzt zeigen
wirm+(n+1)=(m+n)+1=(m+1)+n durch Induktion
nach n. Wir brauchen nur die letzte Gleichung zu zeigen. Es ist
(m+1)+1=(m+1)+1.Ist (m+n)+1=(m+1)+n,soist
(mt (b 1)+ 1= (ot m) b 1)+ 1= (mt 1) 40) 1=
(m+ 1) + (n 4+ 1), also folgt die Behauptung. Jetzt kommen
wir endlich zum Kommutativgesetz der Addition, das wir wieder
durch Induktion nach n zeigen. Es ist m + 1 = 1 4+ m, wie oben
gezeigt. Ist m4+n=n+m,sofolgt m+(n+1)=(m+n)+1=
(n+m)+1=(n+1)+m nach dem vorher Gezeigten, und wir
sind fertig.
(2) 1) Das Assoziativgesetz weisen wir durch Induktion nach ¢
nach. Es ist (m 4+ n) +1 = m + (n 4+ 1) nach Definition. Gilt
(m+n)+t=m+(n+t),sofolgt (m+n)+(t+1)=((m+n)+
H+l=m+nm+t)+l=m+((n+t)+1)=m+n+({t+1)).
(3) 1) Induktion nach ¢: Ist 1 +m = 1+4n, so ist nach (P4) m = n.
Folgt aus t+m = t+n fiir jede Wahl von m und n immer m = n,
sofolgt (t+1)+m=(t+1)+n=14+(t+m)=1+(t+n) =
t+m=t4+n—m=n.
Wir kommen nun zu den Rechengesetzen der Multiplikation.
Nach Definition gilt m-1=m und m-(n+1) = (m-n) + m.
(5) Aus der Definition folgt 1-1 = 1. Wenn 1-n = n gilt, so folgt
L-(n+1)=10-n)+1=n+1.
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(1) ii) Wir zeigen zunéchst (n+1)-m = n-m-+m durch Induktion
nach m. Esist (n+1)-1=n+1=n-141. Wenn (n+1)-m =
n-m+mgilt,soist (n+1)-(m+1)=m+1)- m+(n+1)=
n-m4+mtn+l=n-m+n+m+l=n-(m+1)+(m+1).
Weiter ist nach (5) 1-m =m =m-1. Wenn n-m =m - n gilt,
soist(n+1)-m=n-m4+m=m-n+m=m-(n+1).

(4) Esist m-(n+1) =m-n+m =m-n+m-1. Wenn
m-(n+1t)=m-n+m-tgilt, so folgt m-(n+(t+1)) =
m-((n+t)+1) = m-(n+t)+m = m-n+m-t+m = m-n+m-(t+1).
(2)ii) Esist (m-n)-1=m-n=m-(n-1). Ist (m-n)-t =m-(n-1),
so folgt (m-n)-(t+1)=(m-n)-t+m-n=m-(n-t)+m-n=
m-((n-t)+n)=m-(n-(t+1)).

(3) ii) Diesen Beweis stellen wir bis zum Beweis des Satzes 3.5
zuriick. [

Die natiirlichen Zahlen tragen noch eine weitere interessante
Struktur. Sie bilden eine total geordnete Menge. Die Eigenschaf-
ten dieser Ordnung untersuchen wir im folgenden. Insbesondere
wird sich herausstellen, daf} diese Ordnung zusétzliche wichtige
Eigenschaften hat, sie ist eine Wohlordnung. Zunéchst definieren
wir diese Ordnung auf .

Definition und Satz 3.3. Auf N ist eine totale Ordnung gege-
ben durch m < n :<= (m =nV dp € N[p+ m = n]).

BEWEIS. Die Reflexivitat ist unmittelbar klar. Fiir den Beweis
der Transitivitiat sei « < b und b < ¢. Wenn in einem der beiden
Fille Gleichheit gilt, so folgt unmittelbar a < c. Sei also a+s = b
und b+ ¢ = ¢. Dann folgt a + s+ ¢ = ¢, also a < ¢. Sei a < b,
b < aund ¢ # b. Dann gilt a + s = b und b+t = a, also
a+s+t+1=a+1,nach 3.2 (3)i)alsos+t+1=11im
Widerspruch zu (P3). Damit gilt auch die Antisymmetrie. Die
Eigenschaft der totalen Ordnung folgt aus der Wohlordnung der
natiirlichen Zahlen, die wir sogleich zeigen werden. []
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Definition 3.4. Eine Ordnung auf einer Menge A heifit Wohl-
ordnung, wenn jede nichtleere Teilmenge von A ein kleinstes Fle-
ment besitzt.

Satz 3.5. (1) Vm,n,peNm<n<=p+m<p+n],

(2) Vm,n,peNm<n=p-m<p-n],

(3) Yn e N[1 < n],

(4) Yn € N[n # n + 1],

(B){menn<mAm<n+1}={n,n+1},

(6) N mit < ist wohlgeordnet.

BEWEIS. (1) Gelte m < n. Wenn m = n gilt, dann ist nichts
zu zeigen. Sei m +t = n. Dann folgt p+ m +¢ = p + n, also
p+ m < p+ n. Sei umgekehrt p+m < p+n. Wenn m < n
ist, ist nichts zu zeigen. Wenn jedoch m > n gilt, dann ist nach
dem ersten Teil der Aussage p + m > p + n, zusammen mit
der anderen Ungleichung erhalt man p 4+ m = p + n. Nach dem
Kiirzungsgesetzt ergibt sich m = n.

(2) Gelte m < n. Dann folgt p-n=p-(m+t)=p-m+p-t,
alsop-m <p-n.

(3) Es ist 1 < 1. Weiter folgt aus 1 < n und 1 4+ ¢ = n sofort
l+t4+1=n+1,alsol <n+1.Ist jedoch1l <nund 1 =n, so
folgt 1+ 1=n+1, also wieder 1 < n + 1.

(4) Sei £ ={n € Njn #n+1}. 1 € F wegen (P3). Sei n €
EF=n#n+1= pun)#pun+l) =n+le k= £ =N
(5) Offenbar erfilllen m = n und m = n + 1 die Bedingungen
n < mund m < n+1. Seijetzt m #nund n < mund m < n+1.
Dannist m =n+tfireint € Nyalson+t <n+1. Wegen 1 < ¢
gilt auch n+1 <n+tund damit m =n+¢t=n+ 1. Also sind
die beiden angegebenen Mengen gleich.

(6) Sei I C N, 1 # 0. Sei A :={n € N|Vi € I[n <]} Wir
wollen zeigen, dal A N[ # (). Wenn namlich dann r € AN 1,
dann gilt Vi € I[r <1i], d.h. r € [ ist das kleinste Element von
I. Wir nehmen jetzt an, daf AN 7 = 0. Nach (3) ist 1 € A.
Sein € A und sei i € [. Wegen ANT = (ist n ¢ I, also
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n # 1. Weiter ist n < ¢, also existiert ein t € N mit n + ¢ = 1.
Wegen 1 < tist n+1 < n+t =1, alsoist auchn+1 € A.
Nach Induktionsprinzip ist daher A = N und [ C N = A, ein
Widerspruch zu ANIT=0. O

BEWEIS. von 3.2 (3) ii) Aus 1 - m = 1-n folgt m = n. Wenn
aus t -m = t - n die Gleichung m = n folgt, so schlieflen wir
wie folgt. Sei (t +1)-m = (t +1)-n. Wenn m = n, dann
sind wir schon fertig. Sonst gilt n < m oder m < n. Bis auf
Umbenennung kénnen wir n < m mit n + s = m annehmen.
Dannist t-n4+n+1=({+1)-n+1=0+1)-m+1=
(t+1)-(n+s)+1=t-n+n+t-s+1,nach 3.2 (3) i) also
1 =t-s41 im Widerspruch zu (P3). Also kann n+ s = m nicht
eintreten. Es gilt daher n =m. O

Bemerkung 3.6. Die letzte Aussage des Satzes ist ein wichtiges
mathematisches Beweismittel, das man auch die ,,Jagd nach dem
kleinsten Verbrecher nennt. Wenn man eine Aussage 2(n) fiir
alle n € N beweisen will und eine vollstandige Induktion kom-
pliziert wird, so hilft hdufig die folgende Argumentation. Man
nimmt an, daf es Elemente r € IV gibt, fiir die die Aussage 2(n)
falsch ist. Dann gibt es nach Teil (4) des Satzes auch ein kleinstes
solches ng € N, fiir das A(ng) falsch ist. Das Element ng nennt
man oft auch den kleinsten ,, Verbrecher*. Man zeigt dann, daf}
diese Bedingung zu einem Widerspruch fiithrt. Es gibt also keine
Elemente n € N, fiir die die Aussage falsch ist. Sie ist daher fir
alle n € N richtig.

Der Begriff der Wohlordnung hat eine weitere ungemein wich-
tige Bedeutung in der Mengenlehre. Es gibt namlich ein wei-
teres Axiom der Mengenlehre iiber die Wohlordnung. Fiir vie-
le Anwendungen sind die dazu &dquivalenten (und damit auch
als Axiome der Mengenlehre verwendbaren) Aussagen ebenso
wichtig. Wir kénnen sie hier nur fiir spatere Anwendungen for-
mulieren, aber ihre Aquivalenz nicht beweisen.
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Axiom 7. Jede Menge kann wohlgeordnet werden, d.h. auf jeder
Menge gibt es eine Wohlordnung.

Satz 3.7. Unter den ibrigen Aziomen der Mengenlehre sind
dquivalent:

(1) (Wohlordnungsaxiom) Jede Menge kann wohlgeordnet
werden.

(2) (Zornsches Lemma) Besitzt in einer geordneten Menge
A jede total geordnete Teilmenge eine obere Schranke, so
besitzt A ein mazimales Element.

(3) (Auswahlaziom) Zu jeder Menge M # O gibt es eine Ab-
bildung f : P(M) — M mit der Eigenschaft

VU € P(M)\A{D}f(U) € U].

LFEs gibt eine Abbildung f, die aus jeder nichtleeren Teil-
menge U von M eines ihrer FElemente, naimlich f(U),
auswdhlt. “

Bevor wir weitere Eigenschaften der natiirlichen Zahlen studie-
ren, wollen wir einige Beispiele fiir Mengen der natiirlichen Zah-
len anfithren und erinnern dazu nochmals an den Satz 2.3.

Beispiele 3.8. (1) Ein durch Axiom 6 gegebenes Tripel
(I, 1, i) ist eine Menge der natiirlichen Zahlen.
(2) Seing € N eine natiirliche Zahl. Dann ist die Menge N :=
{n € N|ng < n} zusammen mit ng und der Einschrankung
pln von poals plny : N — N eine Menge der natiirlichen
Zahlen.
(3) No:=NU {0} zusammen mit 0 und g’ mit

w(n), fiir n € N,
1, fir n =0,

ist eine Menge der natiirlichen Zahlen.
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(4) Ng X Ng zusammen mit (0,0) und v : Ng x Ng — Ng X Ny
mit

( ) (m+1,n—1), falls n > 0,
vim,n) =
7 (0,m + 1), falls n = 0,

ist eine Menge der natiirlichen Zahlen.

Das letzte Beispiel ist etwas komplizierter und zeigt, dafl es
haufig nicht sofort ersichtlich ist, ob man ein Modell fiir eine
Menge der natiirlichen Zahlen vor sich hat. Dabei gibt es einen
einfachen Trick, neue Modelle zu konstruieren. Dazu gehen wir
noch einmal auf 2.3 zurtick. Wenn man zwei Mengen der natiirli-
chen Zahlen (N, 1, ) und (A, a,v) hat, dann gibt es eine bijekti-
ve Abbildung o : N — A, die die gegebenen Strukturen erhélt.
Hat man nun nur eine Menge A und eine bijektive Abbildung
a N — A, so kann man auf A eine Struktur einer Menge von
natiirlichen Zahlen immer einfiihren. Man definiert die ,Eins“ in
A durch «o(1) und die Nachfolgerabbildung v : A — A durch
v := apa~'. Dann kann man leicht nachpriifen, dafl (A, a, ) eine
Menge der natiirlichen Zahlen ist. So ist auch unser Beispiel (4)
entstanden. Der Leser mag versuchen, die bijektive Abbildung
o : N — Ng X Ng zu finden.

Man nennt eine Menge A abzihlbar unendlich, wenn es eine bi-
jektive Abbildung o : N — A gibt. Die Abbildung wird dann
auch eine Abzihlung von A genannt. Offenbar kann man jede
abzdhlbar unendliche Menge mit der Struktur einer Menge der
natiirlichen Zahlen versehen. Abz&dhlbar unendliche Mengen sind
Z,7 X Z,Q,Q x QxQ, Q" und viele andere mehr. Die jeweils
induzierte Struktur einer Menge der natiirlichen Zahlen auf den
genannten Mengen héngt selbstverstiandlich von der gewéhlten
Abzahlung ab. Selbst auf N mit 1 € N kann man verschiedene
Nachfolgerfunktionen g, : N — N angeben, mit denen (N, 1, ;)
eine Menge der natiirlichen Zahlen wird. Man kann also sehr
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exotische Beispiele fiir Mengen der natiirlichen Zahlen finden.
Beispiele fiir unendliche Mengen, die nicht abzéhlbar sind, sind
R, C und Abb(R,R) = R , die Menge der reellen Funktionen.
Diese Uberlegungen fithren jetzt aber schon in das Gebiet der
Kardinalzahlen, die wir nicht weiter betrachten wollen.

Eine der wichtigen Rechenregeln in den natiirlichen Zahlen ist
die Division mit Rest, die in der Zahlentheorie eine grundlegende
Bedeutung hat. Wir beweisen sie hier vor allem, um in der Folge-
rung eine Aussage iiber die Darstellung des grofiten gemeinsamen
Teilers zweier Zahlen zu erhalten. Der dort angegebene Algorith-
mus ist Grundlage vieler zahlentheoretischer Programmpakete
auf Computern.

Wir geben die Division mit Rest gleich fiir die Menge der ganzen
Zahlen an, weil sie in dieser Menge ihre volle Niitzlichkeit ent-
wickelt. Man kann auch leicht die Division mit Rest fiir natiirli-
che Zahlen formulieren und beweisen. Wie man formal die Menge
der ganzen Zahlen Z einfiithrt, werden wir erst im 5. Abschnitt
dieses Kapitels diskutieren.

Satz 3.9. (Division mit Rest) Fs gilt
Ve eZ,n€eNIgE Z,r ENolr =gn+rAr<n-—1],

und in dieser Darstellung sind ¢ und v durch x und n eindeutig
bestimmdt.

BEWEIS. Sei M := {x —pn|p € ZA0 < x — pn}. Dann gilt
M C Nound M # (). Denn fir # > 0 ist € M und fiir < 0
ist e —an=2(1—-n)=(—z)(n—1) >0, also x —an € M. Da
N und damit auch Ny wohlgeordnet sind, existiert ein kleinstes
Element r € M mit x — gn = r oder x = gn +r. Wenn r > n,
dannist r —n>0und x —gn—n=a — (¢+ 1)n =r —n, also
r—n € M im Widerspruch dazu, dafl » minimal in M gewéahlt
ist. Damit ist » < n — 1. Um nun die Eindeutigkeit von ¢ und r
zu zeigen, gelte auch @ = gn4+r = ¢n+r' mit v’ <n—1,r" € Ny
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und ¢’ € Z. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann r </
angenommen werden. Dann ist 0 < ' —r = gn—¢n = (¢—¢')n.
Damit ist auch ¢g—¢’ > 0. Ware nun g—¢' > 1, so wére (¢—¢')n >
n im Widerspruch zu (¢—¢')n = ' —r < n—1. Daher muf} ¢ = ¢’
und dann auch r = 2 —gn = x — ¢'n = 1’ gelten. O

Folgerung 3.10. Seien m,n € Z nicht beide 0, und sei t € N
grofiter gemeinsamer Teiler von m und n. Dann gibt es a,b € Z
mit am + bn = t.

BEWEIS. Sei ¢ kleinstes Element in der Menge M := {am +
bnla,b € Z A am + bn > 0}. Da die Menge offenbar nicht leer
ist und in N liegt, existiert ¢, und es ist ¢ = agm + byn. Die
Division mit Rest ergibt m = ¢t + r mit 0 < r < {. Wegen
r=m—qt=m— qagm — gbon = (1 — qag)m — gbon ist r € M
oder r = 0. Weil ¢ in M minimal ist und r < ¢ gilt, mufl r =0
gelten. Also ist m = ¢t. Ebenso erhdlt man n = pt. Also ist
t ein gemeinsamer Teiler von m und n. Ist d € N ein weiterer
gemeinsamer Teiler von m und n, so gilt *d = m und yd = n,
also t = aprd + boyd = (apx + boy)d. Damit ist d ein Teiler von
t und t grofiter gemeinsamer Teiler von m und n. [

Bemerkung 3.11. Einen Algorithmus zur Bestimmung von ¢,
ap und by aus m und n # 0 erhdlt man so:

1. Schritt: man fithre eine Division mit Rest aus: m = ¢-n—+r und
0 < r < n. Das kann man z.B. mit den in Computersprachen
vorhandenen Operationen ¢ = div(m,n) und r = mod(m,n)
durchfiihren.

2. Schritt: man iteriere den 1. Schritt, indem man m durch n, n
durch r ersetzt, bis r = 0 eintritt.

mo 1= 1m, Ng 1= n, mo = qono + 10, 0 <19 < ng,
my 1= No, ny = ro, my = qni +ri, 0<r; <,

mg = Ng—1, Nk :=Tk-1, ME = qghg.
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Dann ist n; der grofite gemeinsame Teiler von m und n, denn
ni = rr_y1 teilt myp = nx_y und wegen mp_; = qr_1np_1 + Tr_1
auch my_;. Nach endlich vielen Schritten ist dann 7, ein Teiler
von m und n. Weiter ist r¢ = m — gon und vy = m; — @y =
n—q(m—qm) = —gm+ (1 4+ g)n. Ist r; = a;m + bn und
Tig1 = @i + biyan, so ist ripe = Miye — GipaNipr = 15 —
Giv2Tig1 = a;m +bin — gipa(aipim + biyin) = (a; — Giyaai41)m +
(bi — qiy2biy1)n. Also sind alle Reste, insbesondere aber r;_; von
der Form r;_y = am + bn. Also ist jeder gemeinsame Teiler von
m und n auch Teiler von ri_y, d.h. r;_; ist grofiter gemeinsamer
Teiler. Die obige Berechnung der Faktoren ¢ und b durch den

Ubergang
di Gitr) it G0 Gig2dip
b bita bit1 bi — Gip2biyy
in jedem Schritt des Algorithmus ergibt mit dem Anfangswert

01
Anfangswert ist dadurch zu erklaren, dal man den gegebenen Al-
gorithmus eventuell durch Umbenennung mit m > n durchfithrt
(der Fall m = n ist trivial) und ihn noch um eine Zeile nach oben
hin erweitert, ndmlich

(1 0) die gewiinschte Darstellung ggT(m,n) = am + bn. Der

m_y:=n, ny:=m, m_1=0-n14+r_q, 0<r_ 1 <n_q.

Damit hat manr_s :=n_1=m=1-m+0-nund r_; =n =
0-m+ 1-n. Dann kann man die iterative Anwendung der Di-
vision mit Rest in jedem Schritt begleiten von der angegebenen
Umschreibung der Paare (a;,b;) und (a;11,biy1). Wenn der Algo-
rithmus dann abbricht, hat man insbesondere die Koeffizienten
der Darstellung rp_; = am + bn erhalten.

4. Anzahlaussagen

Nachdem in Kapitel I in Definition 2.29 eine abstrakte Definiti-
on von endlichen Mengen ohne Riickgriff auf natiirliche Zahlen



80 II. NATURLICHE ZAHLEN

gegeben wurde und jetzt die natiirlichen Zahlen mit vielen ih-
rer Eigenschaften auch zur Verfiigung stehen, kénnen wir auch
die viel anschaulichere Beschreibung endlicher Mengen geben,
namlich mit Hilfe der endlichen durch eine natiirliche Zahl fest-
gelegten Anzahl der Elemente in einer Menge. Wir werden da-
nach in diesem Abschnitt fiir eine Reihe von Mengen die Anzahl
ihrer Elemente genau bestimmen.

Satz 4.1. Die Menge {1,... ,n} :={i € N|1 < < n} ist end-
lich.

BEWEIS. Sei o : {1,...,n} — {1,...,n} injektiv. Es ist
nach Kapitel I 2.30 zu zeigen, dafl « surjektiv ist. Wir beweisen
das durch vollstandige Induktion nach n. Die Behauptung ist
klar fiir n = 1. Sei a : {1,... ,n+ 1} — {1,... ,n+ 1} eine
injektive Abbildung und o' : {1,... ,n} — {1,... ,;n+ 1} die
Einschrénkung von «.

L. Fall: Bi(e/) C {1,... ,n}. Dann ist o/ injektiv und nach Induk-
tionsannahme damit auch surjektiv, also bijektiv. Da «a injektiv
ist, ist a(n +1) ¢ {1,... ,n},also a(n 4+ 1) =n + 1. Damit ist
a surjektiv.

2. Fall: Wenn Bi(a/) ¢ {1,...,n}, dann gibt es genau ein i
mit o’'(1) = n 4+ 1 = a(i). Da o injektiv ist, gibt es auch ein
JeA{l,....,n}t mit a(n +1) = j. Sei nun 5 : {1,... ,n} —
{1,...,n} definiert durch

Bm) = {a<m>, i,

7, m = 1.

a injektiv = 3 surjektiv = alle Zahlen {1,... ;n+1}\{j,n+
1} kommen in Bi(a) vor, aber auch n + 1 und j, also ist «
surjektiv. O

Satz 4.2. Seien m,n natirliche Zahlen.

(1) Es gibt dann und nur dann eine injektive Abbildung
a:{l,... m} —A{l,... ;n}, wenn m < n gilt.
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(2) Es gibt dann und nur dann eine surjektive Abbildung

a:{l,... m} —A{l,... ;n}, wenn m > n gilt.
(3) Es gibt dann und nur dann eine bijektive Abbildung
a:{l,... m} —A{l,... ,n}, wenn m = n gilt.

BEWEIS. (1) Wenn m < n, dann ist die Inklusionsabbildung
eine injektive Abbildung. Wenn m > n ist, dann ist die Komposi-
tion {1,... ,m}—{1,...,n} = {1,...,m} ebenfalls injektiv,
also nach 4.1 surjektiv, aber m ist nicht nur im Bild dieser Ab-
bildung wegen m > n. Widerspruch. Damit ist m < n.

(2) Sei m > n. Dann ist

oz(i):{i 1<i<n

I n<i1<m

eine surjektive Abbildung o : {1,... ,m} — {1,... ,n}.

Sei « surjektiv. Sei g : {l,... ,n} — {1,...,m},g(i) = klein-
stes 7 : a(y) = 1.

Damit ist 3 eine Abbildung und injektiv. = (nach Teil (1))
n < m.

(3) Wenn n = m ist, dann ist die identische Abbildung eine bi-
jektive Abbildung. Wenn o : {1,... ,m} — {1,... ,n} bijektiv
ist, dann ist m < n nach Teil 1 und m > n nach Teil 2, also
m=n. []

Jetzt haben wir die Hilfsmittel zur Verfiigung, um zu zeigen,
dafl die Endlichkeit einer Menge damit zusammenfallt, dafl sie
mit den natiirlichen Zahlen bis zu einer bestimmten Zahl n ab-
gezahlt werden kann. Der Beweis des folgenden Satzes wird auch
ergeben, dafl die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge von
der Wahl der Abzéhlung, d.h. von der Reihenfolge, wie die Ele-
mente abgezéhlt werden, unabhéangig ist. Die zunéchst so selbst-
verstdndlich erscheinende Tatsache, dafl jede Abzahlung einer
endlichen Menge zu derselben Anzahl von Elementen fiihrt, hat
einen recht komplizierten Beweis, den wir auch als Beweis (mit
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einem Stern) markiert haben, der in der Vorlesung ausgelassen
werden kann.

Satz 4.3. Fine Menge A # () ist genau dann endlich, wenn es
ein m € N und eine bijektive Abbildung (5 : {1,... ,m} —
A gibt. m ist durch A eindeutig bestimmt und wird Anzahl der
Elemente von A genannt.

BEWEIS*. Die eine Richtung des Beweises ist recht einfach. Sei
B:{l,...,m} — A eine bijektive Abbildung. Sei v: A — A
injektiv. Dann ist auch S~'v3 : {1,... ,m} — {1,...,m} in-
jektiv, also auch surjektiv. Damit wird dann auch v = 387 1y337}
surjektiv, also ist A endlich.

Die andere Richtung des Beweises ist die eigentlich wichtige Aus-
sage des Satzes. Wir erlautern zunachst die Idee dieses langeren
Beweises. Wir wollen die vorgegebene Menge so abzahlen wie wir
es uns naiv vorstellen. Dazu benétigen wir eine Abzahlabbildung
von N in A. Wir hoffen, dafl wir nicht alle natiirlichen Zahlen
benétigen, aber ob das geht, werden wir erst spater feststellen
kénnen. Eine Abbildung N — A kann mit einfacher Rekursi-
on definiert werden. Der Anfang ist leicht: wir wihlen irgendein
Element von A, das wir als erstes abzidhlen. Die Fortsetzung der
Abzahlung ist komplizierter. Wenn wir schon n Elemente aus
A abgezéhlt haben, dann miissen wir das néchste abzuzahlen-
de Element angeben. Es darf nicht unter den schon abgezéhlten
Elementen vorkommen. Deshalb geniigt es fiir die einfache Re-
kursion nicht, lediglich das letzte abgezdhlte Element zu kennen,
man muf die Teilmenge U aller bisher abgezahlten Elemente ken-
nen. Dann kann man daraus das néchste abzuzéhlende Element
festlegen, indem man ein Element aus dem Komplement von U
in A wahlt. Es kommt also eine Variante des Auswahlaxioms mit
ins Spiel, weil wir zu jeder Teilmenge U ein Element auflerhalb
wahlen miissen. Diese formulieren wir zunéchst.

Sei also A # () endlich. Wir benutzen eine Auswahlabbildung
fPAN{0} — A (vgl. 3.7) mit f(U) € U fiir alle Teilmengen
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U # () von A. Weiter sei g : P(A) \ {A} — A die Abbildung
g(U) := f(A\U). Dann gilt g(U) ¢ U fiir alle Teilmengen U # A
von A.

Sei X :={(a,U)]a € U,U € P(A)} C A x P(A). Wir definieren
eine Abbildung ¢ : X — X durch

) eU), UU{g(U)}) fix U # A,
Pla,U) = {(a,A) fiir U = A.

Weiter legen wir ein Element a; € A und damit ein Element

(a1,Uy) € X mit Uy := {a,} fest.

Nach Satz 2.1 gibt es genau eine Abbildung, d.h. eine Folge,
a N — X mit a(l) = (a1,U;) und a(r + 1) = @(a(r)).
Wir schreiben (a,,U,) := a(r) und erhalten so (a,41,U,41) =
ola,. ), also

{g(Ur), wenn U, # A,
Ary1 =

ay, wenn U, = A,

U.U{ars1}, wenn U, # A,
Ur—l—l =
A, wenn U, = A.

Wir kénnen uns U, als die Menge {aq,...,a.} = {a;]1 <i<r}
vorstellen, jedoch ist nicht klar, daf3 U, tatsdchlich diese Form
hat.

Im Falle U, # A ist nun a,41 = g(U,) ¢ U,, also U, ; Uryq. Im
Falle U, = Aist U, C U,41. Sei r < s und U, # A. Dann ist
U, ; U,qq. Ist U, ; U,yt, so ist dann U,y C U,y4a1, also auch
U, ; U,yty1. Damit ist mit vollstdndiger Induktion U, ; U1t
fiir alle ¢t € N, insbesondere also U, ; Us.

Sei r < s und U, # A. Wir zeigen jetzt, dafl dann a, # a; gilt.
Fir s = r + 1 haben wir a5 = a,41 ¢ U, und wegen a, € U,
gilt as # a,. Ist s = r +t und a,4; # a,, so gibt es zwei Falle.
Ist Us = A, so ist apq141 = a5q1 = a5 # a,. Ist Ug #£ A, so ist
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Aryrr1 = asp1 & Us, also auch a,1441 ¢ U, und damit a, 4441 #
a,. Die Behauptung a, # a,4; gilt also fiir alle ¢ € IN.

Wir betrachten die Menge B := {a;|i € N} C A. Wenn fiir alle
r # s gilt a, # a5, dann ist die Abbildung N > ¢ — a; € B
bijektiv. Wir koénnen damit die Abbildung B > a; — a;41 €
B konstruieren, die injektiv ist, aber nicht surjektiv. B ist als
Teilmenge von A aber ebenfalls endlich, ein Widerspruch.

Daher gibt es r < s mit a, = a,. Nach der vorhergehenden
Uberlegung ist dann U, = A. Sei m € N die kleinste solche Zahl,
d.h. die kleinste Zahl in {s € N|U, = A}. Wir zeigen jetzt, daf die
Abbildung 5 : {1,... ,m} — A mit 8(¢) = a,; bijektiv ist. Fiir
alle r < m ist U; # A und daher sind alle a, fir r € {1,... ,m}
paarweise verschieden, d.h. 3 ist injektiv. Sei nun ¢ € A und
a ¢ Bi(#). Dann ist a # ay und daher a ¢ Uy. Ist a ¢ U,, so ist
a ¢ U U{f(r+1)} =U, U{ars1} = U,41, also ist a ¢ U, fir
alle n € N. Das ist ein Widerspruch wegen U,, = A. Daher ist
auch surjektiv.

Die Eindeutigkeit von m folgt nun unmittelbar aus Satz 4.2. O

Folgerung 4.4. (1) (Dirichletsches Schubficherprinzip):
Wenn man n Objekte auf m Schubficher verteidt und
n > m ist, dann gibt es mindestens ein Schubfach, das
mehrere Objekte enthdlt.
(2) Wenn man n Objekte auf m Schubficher verteilt und
n < m ist, dann gibt es mindestens ein leeres Schubfach.

BeEwels. (1) a: {1,... ,n} — {1,... ,m} und n > m impli-
ziert, dafl a nicht injektiv ist. Also existiert ein Schubfach 5 und
Objekte 11,12 mit a(i1) = afiz) = J.

(2) a:{l,...,n} — {1,... ,m} und n < m impliziert, daf «
nicht surjektiv ist. Also existiert ein Schubfach j mit a™!(j) =
0. O

Definition 4.5. Wir bezeichnen mit Ng 2 n — n! € N die ein-
deutig bestimmte Abbildung mit 0! := 1,1! =1 und (n + 1)! =
nl-(n+1).(2.2)
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Satz 4.6. Es gibt n! verschiedene bijektive Abbildungen
a:{l,...,n} —{l,... ,n}
Diese Abbildungen heiffen Permutationen.

BEWEIS. (durch vollstandige Induktion) Wir beweisen allge-
meiner: Sind A, B Mengen mit je n Elementen, dann gibt es ge-
nau n! Bijektionen von A nach B. Ist n = 1, so ist das klar. Sei
die Behauptung fiir Mengen mit n Elementen richtig. Seien A =
{ay...,ay41} und B = {by,... ,b,11 Mengen mit n+ 1 Elemen-
ten. Wir definieren A; := A\{«;}, B; := B\{b;}. Seia: A — B
eine Bijektion mit a(a,q1) = b;. Dann ist o' @ A, — B; wie-
der bijektiv mit o/(a;) = a(a;). Umgekehrt kann jede Bijektion
o : A, — B; zu einer Bijektion o : A — B fortgesetzt

, .
werden durch a(a;) = o’'(a;) J sn . Nach Induktionsan-
b; j=n+1
nahme gibt es n! bijektive o : A, — B;, also auch n! bijektive
Abbildungen o : A — B mit a(a,,) = b;. Es gibt n+ 1 Moglich-
keiten fiir die Wahl von b;, also insgesamt n!- (n +1) = (n 4 1)!
bijektive Abbildungen o- A — B. O

Satz 4.7. Seien A = {a1,... ;an} und B =A{by,... ,b,} endli-
che Mengen mit m bzw. n Elementen. Dann gibt es n™ Abbil-
dungen von A nach B.

BEWEIS. Durch Induktion nach m: Fiir m = 1 gibt es offenbar
n = n' Abbildungen a(a;) = b;. Sei die Behauptung fiir m und
alle n € W wahr und sei A = {ay,...,ans1}. Dann 148t sich jede
Abbildung o : {ay,... ,am} —> {b1,... ,b,} fortsetzen zu einer
Abbildung a : A — B durch die Festsetzung a(agm + 1) := b,
(und a(a;) = o(a;) fir 1 < J < m) und jede Abbildung « :
A — B kommt auf diese Weise vor. Also gibt es n™ - n = n™*!
Abbildungen von A nach B. O

Definition und Lemma 4.8. Sei B C A eine Teilmenge. Die
charakteristische Funktion xp von B ist die Abbildung yp :
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A — {0,1} mit

wio={? 20

Dann ist P(A) > B ~ yp € Abb(A,{0,1}) = {0,1}* eine
bijektive Abbildung.

BEWEIS. Die Umkehrabbildung ist o — B := {a € Ala(a) =
l=a"'(1). O

Folgerung 4.9. Sei A eine endliche Menge mit n Elementen.
Dann besitzt A genau 2™ Teilmengen, d.h. die Potenzmenge P(A)
besitzt genau 2" FElemente.

BEWEIS. P(A) und {1,2}4 haben gleich viele, also 2" Ele-

mente. []

Definition 4.10. Der Binomialkoeffizient ") ist die Anzahl
r

der r-elementigen Teilmengen einer Menge A mit n Elementen

fir 0 < r < n. Wir definieren fiir r > 0: (n) := 0, und fir

—r
n
m > n: ( ) =0.
m
Beachte: (n) (n) = 1.
0 n

Folgerung 4.11. >~ (n) = 2".
r

BEWEIS. Durch Abzéhlen der r-elementigen Teilmengen fiir
alle r. [

Satz 4.12. Fiir alle n € Ng und 0 < r <n gilt

()=
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BEWEIS. Bezeichne |B| die Anzahl der Elemente von B. Sei
A eine Menge mit n+ 1 Elementen und sei a € A, A" := A\ {a}.
Dann ist

(") = ‘{U c AllU] =1}

r

= [{v caloev A =rjo{v c Alag v A = 1)

_ {U C A\av CAU=VUHa} AN|V|=1r— 1]}U
(v e aoi=r)

={vecav|=r-1}0{U ca

= () +6):

Folgerung 4.13. (Pascalsches Dreieck fir Binomialkoeffizien-
ten): Man erhdlt das Pascalsche Dreieck, indem man die beiden
Seiten des Dreiecks mit Finsen besetzt und das Innere dadurch
ausfillt, daf$ man je zwei nebeneinander stehende Zahlen addiert
und darunter zwischen ihnen notiert:

G

(;) o

O e ()0
(2) 13 3 1 ("j)
(T) 146 4

Jeder Eintrag dieses Dreiecks in der n-ten Zeile an der r-ten

Stelle enthdlt dann den Wert (n)

U] =r}

7
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!
Satz 4.14. Fir0<r <n git || = ———
r rl(n —r)!

BEWEIS. Durch vollstdndige Induktion nach n beweisen wir

Ql(n):<:>‘v’r€N[0§r§n:> (:) :r’(nnilr)’]

: .1 1! 1 1!
Induktionsanfang: Es ist =1=——und =1= .
0 0!- 1 10!

Induktionsannahme: Sei 2(n) wahr.

Induktionsschluf:
n+1 n n n! n!
r r—1 r (r—Dln—r+1)  rlln—r)
_nlbertnln41—r) (n+1)!
B rln+1—r)! ol ((n 1) =)
firl <r <n.
|
Fir r = 0 ist ntl zlzmundﬁirr:n—l—list
0 0l(n + 1)!
ntl) o et DD
n—+1 (n+ 1)!0!

Satz 4.15. (Die binomische Formel) Fir alle a,b € R undn € N
qilt

s =3 (o

r=0

BEWEIS. Beim Ausmultiplizieren kommt a” so oft vor, wie
n

man r Faktoren aus n Faktoren auswéhlen kann, also ( ) mal.
r

Die restlichen n — r Faktoren ergeben b"~". [
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5. Ein kurzer Aufbau des Zahlensystems

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir andeuten, wie man nun
mit den fiir die natiirlichen Zahlen gewonnenen Eigenschaften
das weitere Zahlsystem entwickelt werden kann. Wir geben le-
diglich die Konstruktionen der Mengen der ganzen Zahlen, der
rationalen Zahlen, der reellen Zahlen und der komplexen Zahlen
an, ohne jeweils die Rechengesetze herzuleiten. Lediglich fiir die
komplexen Zahlen definieren wir die Addition und die Multipli-
kation.

Definition 5.1. Die Menge der ganzen Zahlen Z wird wie folgt
definiert. Auf N x IV bildet man eine Aquivalenzrelation ~ durch

(a,b) ~ (¢c,d) <= a+d=b+c

Die Menge der Aquivalenzklassen N x N/ ~ ist dann Z.
Man fasse die Klasse (a,b) als ¢ — b auf.

Definition 5.2. Die Menge der rationalen Zahlen Q wird wie
folgt definiert. Auf Z x (Z\ {0}) bildet man eine Aquivalenzre-
lation ~ durch

(a,b) ~ (¢,d) <= ad = cb.

Dann definiert man Q := Z x (Z\{0})/ ~ und kiirzt (a,b) durch
7 ab.

Definition 5.3. Die Menge der reellen Zahlen R wird wie folgt
definiert. Eine Teilmenge ¢ C Q heifit Dedekindscher Schnitt,
wenn

(1) a0 Na#Q,

(2) Ve € aVy € Qe <y =y € 4],

(3) a enthélt kein kleinstes Element (bzgl. der Ordnung von

Q).

Die Menge R der reellen Zahlen ist die Menge der Dedekindschen
Schnitte. Eine reelle Zahl ist also ein Dedekindscher Schnitt.
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Nach FEinfiihrung der Ordnung in der Mange der reellen Zah-
len und der Identifizierung der rationalen Zahlen mit speziellen
reellen Zahlen stellt sich dann heraus, daf} der zugehorige Dede-
kindsche Schnitt fiir eine reelle Zahl r aus allen rationalen Zahlen
x mit r < = besteht.

Definition 5.4. Die Menge der komplexen Zahlen C ist B x R

mit den Rechenoperationen (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b 4+ d) und
(a,b)- (¢,d) = (ac —bd,ad + be). Es ist ¢ := (0, 1).



