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4.1

4.2

4.3

4.4

Lineare Algebra und analytische Geometrie 4

(Friihjahr 2007, Thema 1, Aufgabe 1)

Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Unterrdume des R? iibereinstimmen:

1 3 4 6
U:<2,2>, vz<5,5>.
3 1 6 4

(Friihjahr 2001, Thema 2, Aufgabe 1)
Gegeben seien die folgenden Unterrdume des R3:
1 1 1 1
U := span 21, |1 , V := span 51, {0
3 1 6 1

Bestimmen Sie eine Basis von U N V.

(Friihjahr 2000, Thema 2, Aufgabe 1)

Gegeben seien die beiden Unterrdume

1 1
U=R-[2]+R-[1 und Vi=R-
3 0
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im R?. Bestimmen Sie eine Basis des Unterraums U N V.

(Friihjahr 2011, Thema 2, Aufgabe 1)
Es sei V € R* der von den Vektoren

1 2
2
3]
4

V1 = Vo = V3 = Vg4 =

W Ut W
== =

3
4 )
1
erzeugte Unterraum. Zeigen Sie, dass V' den Vektor

3

— —3

enthalt und bestimmen Sie die Dimension von V.



4.5 (Frihjahr 2000, Thema 3, Aufgabe 1)

Gegeben seien die Vektoren
1 1

u = v = , W=

0
1] 1
0

a) Zeigen Sie, dass u, v, w und x in einem Untervektorraum U C R*, U # R?,
enthalten sind.

b) Geben Sie eine lineare Gleichung an, deren Losungsmenge der Untervektor-
raum U ist.

4.6 (Herbst 2013, Thema 1, Aufgabe 5)

Es sei a € R gegeben. Weiter sei U, der von den folgenden Vektoren aufgespannte
Untervektorraum von R?:

1
-1

Y

— = O = =
O OO N =

0
0
1

a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a eine Basis von U,,.

b) Erginzen Sie jeweils die Basis von U, aus a) zu einer Basis von R®.

4.7 (Herbst 2002, Thema 1, Aufgabe 2)
1 -1
Gegeben seien die Vektoren u; = (1) des R*.

, Ug = , U3 =

NN

2
0
0 1

U sei der von u, us und uz aufgespannte Unterraum des R*. W C R* sei die
Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

o — I3 + 71’4 =0
r1 — 21‘2 — 41‘4 =0
a) Bestimmen Sie eine Basis By von U und eine Basis By von W.
b) Bestimmen Sie die Dimension von U N W und von U + W.

c) Ergénzen Sie By zu einer Basis von U + W.

4.8 (Frihjahr 2011, Thema 1, Aufgabe 5)
Im Vektorraum der reellen Polynome seien die folgenden Teilmengen gegeben:
U = {P:P(x):ax2+bx+c mit a,b,cER},
Uy, = {P:P(x)=az’+bx mit a, beR},
U3 = {P:P(x)=0 oder Grad(P) > 2},
Uy = {P:P(x)=az’+bx+c mit a,b,c€R und c¢#0}.

Uberpriifen Sie, welche dieser Teilmengen einen linearen Unterraum bilden.



4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

(Herbst 2009, Thema 2, Aufgabe 2)

Es sei V' der R—Vektorraum aller reellen Polynome vom Grad < 2. Die Teilmenge
Uw={peV|px)=pl-2)}
ist ein linearer Unterraum von V.

a) Bestimmen Sie eine Basis von U.

b) Erginzen Sie die Basis von U aus a) zu einer Basis von V.

(Friihjahr 2015, Thema 1, Aufgabe 2)

Sei Py = {p=uayp+ a1 X +axX?+a3X?: ap,a;,az,a3 € R} der reelle Vektor-
raum aller reellen Polynome vom Grad hochstens 3.

a) Zeigen Sie: U = {p € P5 : p(1) = 0} ist ein Untervektorraum von Ps.
b) Zeigen Sie: B = {X —1,X? — 1, X3 — 1} ist eine Basis von U.

c) Geben Sie die Abbildungsvorschrift des durch die (angeordnete) Basis B aus
Teil b) gegebenen Vektorraumisomorphismus ¢z : R — U an.

(Herbst 2015, Thema 2, Aufgabe 1)

Im R-Vektorraum V' aller reellen Polynome p mit Grad(p) < 3 betrachte man
den von

p=X>—X2 p=X-X, p3=X>-X und ps=X>-1
erzeugten Untervektorraum U von V.

a) Man zeige: U ist die Menge aller Polynome p € V, die eine Nullstelle bei 1
besitzen.

b) Man wihle aus py, p2, ps3, p4 eine Basis von U aus und ergénze diese zu einer
Basis von V.

(Herbst 2011, Thema 1, Aufgabe 1)
Im R-Vektorraum V aller Polynome mit reellen Koeffizienten seien
uw = X2+ X2, Uy =X24+X und u3=X+1

sowie

w=X>-X?24X und wy=X* -X+1

gegeben; ferner seien U = (uj,ug,usz) und W = (wy,wy) die von uy, ug, ug
bzw. von wy, ws erzeugten Unterrdume von V. Man bestimme eine Basis des
Unterraums U N W.

(Herbst 2005, Thema 2, Aufgabe 3)

Im reellen Vektorraum R3*3 sei
U={AeR” | A" = A4 und Spur(4) =0}.

a) Zeigen Sie, dass U ein Untervektorraum von R3*3 ist.

b) Bestimmen Sie die Dimension von U.



4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

c) Zeigen Sie, dass
1 0
Air=10 -1
0 0

und Ay, =|—-1 0

o O O

in U liegen und linear unabhéngig sind. Ergénzen Sie { A1, A3} zu einer Basis
von U.

(Herbst 2008, Thema 1, Aufgabe 2)

a) Es seien Wy und Wy Untervektorrdume eines reellen Vektorraums V. Wie
lautet die Dimensionsformel fiir Summe W5+ W5 und Durchschnitt W;NW,?7

b) Welche Dimension kann W; N W5 haben, wenn dim W, = dim W5 = 3 und
V = R® ist? Belegen Sie jeden méglichen Wert von dim (W N W3) durch ein
Beispiel.

(Friihjahr 2003, Thema 1, Aufgabe 1)

Welche Dimension kann der Durchschnitt eines dreidimensionalen und eines vier-

dimensionalen Untervektorraums in einem sechsdimensionalen Vektorraum ha-
ben?

(Herbst 2009, Thema 3, Aufgabe 2)

Es seien v und w linear unabhéngige Vektoren in einem R—-Vektorraum V', sowie «
und [ zwei reelle Zahlen. Zeigen Sie: Die Vektoren z = av+ fw und y = fv+aw
sind genau dann linear abhéngig, wenn o = 8 oder a = —f.

(Friihjahr 1999, Thema 1, Aufgabe 1)

Es sei {by, by, b3, by} eine Basis des Vektorraums V' iiber dem Korper R. Weiter
seien Vektoren a; € V' gegeben durch

a; =by+ B b3, as=by+ [y-bs, az=P3-by+bs, as= P4 by+ by,

wobei (1, B2, B3 und By feste reelle Zahlen sind. Zeigen Sie, dass {a1, as, as, a4}
genau dann eine Basis von V' ist, wenn

(1 =51 83) (1 = p24) #0.

(Friihjahr 2009, Thema 2, Aufgabe 1)

Es sei B = {by, bs, b3, bs} eine Basis des R—Vektorraums V. Ferner seien
a1:2bl—b2, &2:b2+b3+b4, &3:b3—b4

und U = span {aq, as, az} der von ay, as, ag aufgespannte Unterraum.

a) Zeigen Sie, dass A = {ay, as, a3} eine Basis von U ist.

b) Zeigen Sie, dass x = 6b; — 5by — 4by in U liegt und bestimmen Sie die
Koordinaten von x beziiglich A.

c) Ergénzen Sie A zu einer Basis von V.
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(Frihjahr 2006, Thema 3, Aufgabe 2)

Es seien vy, vo, v3, v4 vier linear unabhéngige Vektoren in einem R—Vektorraum.
Weiter sei U der von

Uy = V1 + V2, U=V + V3, U3:=7V3+ Uy
aufgespannte Untervektorraum und W der von
Wy ‘= V1 — Vo, Wy = Vg — V3

aufgespannte Untervektorraum. Bestimmen Sie die Dimensionen der Untervek-
torrdume U, W, U N W und geben Sie eine Basis von U N W an.

(Friihjahr 2002, Thema 3, Aufgabe 1)

Es seien a, b, c und d linear unabhéngige Vektoren in einem reellen Vektorraum.
Man bestimme die Dimension des von den Vektoren

vw=a+b+c+d, vo=b+c, wvs=c+d, vi=a+Db
aufgespannten Unterraums.

(Herbst 2000, Thema 1, Aufgabe 1)

V sei ein reeller Vektorraum und B = (vy, ve, v3,v4) eine Basis von V. Der Unter-
raum U C V werde von den Vektoren uq, us und uz aufgespannt, der Unterraum
W C V von w; und w,y, wobei

Ul = V1 + Vg — VU3 — Uy, U9 :2U2+3U3, Uz = —U1+U2+4U4,
w1 = 2U2+’U3+U4, Wy = —2U1 +3U3+2U4.

a) Untersuchen Sie, ob x = vy + v9 + v3 + v4 in U liegt.

b) Bestimmen Sie eine Basis von U N W.

(Friihjahr 2000, Thema 1, Aufgabe 1)
Seien a, b und ¢ Vektoren eines R—Vektorraums V. Zeigen Sie:
a) Die Vektoren v; = a+b+c¢, v = a+2b+ 3¢, v3 = 2a + 3b+ ¢ und
vy = 3a+ b+ 2c sind linear abhéngig.
b) Sind {a,b,c} eine Basis von V, so sind die Vektoren vy, vy, v3 linear un-
abhéngig.
(Herbst 2007, Thema 1, Aufgabe 5)
Es sei M eine reelle n x n—-Matrix mit M? = M. Weiter sei U C R" der Losungs-
raum des linearen Gleichungssystems M -z = 0 und S C R" der von den Spalten
der Matrix M erzeugte Untervektorraum. Zeigen Sie:
a) FiraleveR"istv—M-veU,
b) R*"=U& S (direkte Summe).



4.24 (Friihjahr 2013, Thema 3, Aufgabe 1)

i

a) Firn € N mit n > 3 sei die Matrix A = (a;;);; € R™" mit
fiir © = 7,
firi=7+1,

, firte=1und j =n,

S Q = =

, sonst.

mit einem Parameter a € R gegeben; zu betrachten ist also

10 0 ... 0 a
1 1 0 0
01 1 .
A=|. € R
: .. .. .0
0 .10
Oo0 ... 0 1 1

Man zeige det(A) =1+ (—1)""'a etwa unter Verwendung des Laplace-
schen Determinantenentwicklungssatzes.

b) Sei V' ein R-Vektorraum mit dim(V) = n > 3 sowie by, ...,b, eine Basis
von V; ferner werden die Vektoren v; = b;+0b;44 fiir j € {1,...,n — 1}, also

v = by +ba, ..., V1 = by + by,

sowie v, = b, + by betrachtet. Man zeige etwa mit Hilfe von a), dass

e die Vektoren vy, ..., v, 1 linear unabhéngig sind,

e die Vektoren vy, ..., v,_1,v, genau dann eine Basis von V' sind, wenn n
ungerade ist.

4.25 (Herbst 2014, Thema 2, Aufgabe 1)

Fir n € N mit n > 2 seien die n — 1 Vektoren
S1y.vvySp_1 €ER"
fest gewéhlt; es bezeichne
U={(s1,...,5,-1) CR"

den von si,...,s,_ 1 erzeugten Untervektorraum von R"™. Ferner betrachte man
die lineare Abbildung

fR*" =R, f(z)=det(s1,...,8-1,2);

die Linearitdt von f ergibt sich direkt aus den Eigenschaften der Determinante
und muss hier nicht nachgepriift werden.

a) Man zeige U C Kern(f).
b) Man bestimme dimKern(f) in Abhéngigkeit von dim(U).



