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Ubungen zum Staatsexamen: Analysis

Aufgabe 21: (H19T3A2) Gegeben sei die Abbildung f:R? — R? .

a) Zeigen Sie, dass f den Streifen S :=|0, 00[x]0, 1| diffeomorph auf den ersten Qua-
dranten @ :=]0, co[? abbildet (dh. f bildet S bijektiv auf Q ab und f : S — Q sowie
die Umkehrabbildung f~! : Q — S sind stetig differenzierbar.)

b) Wir identifizieren nun R? in kanonischer Weise mit C und fassen f als Funktion
C — C auf. Bildet dann f den Streifen S = {z € C: Re(z) > 0,0 < Im (2) < 1}
konform (dh. biholomorph) auf den ersten Quadranten @ = {w € C : Re (w) > 0,
Im (w) > 0} ab? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 22: (F02T2A1) Gegeben seien die Funktionen

u:R? - R und v:R* — R
(x,y) — e ¥(xcos(r)— ysin(z)) (x,y) +— e Y(ycos(x)+ xsin(x))

a) Zeigen Sie, dafi diese Funktionen die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen erfiillen,
und dafl deswegen die Funktion f:C —- C holomorph ist.
z=x+iy — ulx,y)+iw(z,y)

b) Zeigen Sie fiir z =iy mit y € R, daf}
f(z) = ze®
ist und folgern Sie daraus f(z) = ze® fiir alle 2z € C.

Aufgabe 23: (FO1T3A1)
Essei E = {2z € C: |zl < 1} und f : E — C eine holomorphe Funktion mit der
Eigenschaft f(z) = f(2?) fiir alle z € E. Zeigen Sie, dafl f konstant ist.

Aufgabe 24: (F17T2A4)
Sei D:={zeC:|z| <1}

a) Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen f: D — C mit

f(0)=1und f'(2) = (f(2))? fiir alle z € D

b) Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen g = u+iv : D — C, u und v reellwertig
mit

u(0) = v(0) = 0 und sinu(z) + iv(z) cosv(z) = 0 fiir alle z € D



Aufgabe 25: (F14T2A3)

Berechnen Sie fir v:[0,27] — C  und 75:[0,27r] — C die Kurvenintegra-
t o 2e% t = ite®
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Aufgabe 26: (F14T1A5)

Berechnen Sie unter Benutzung von / e dr = /7 fiir A > 0 das Integral
/e‘”2 cos(Az)dz.
0

Hinweis: Wenden Sie fiir reelles R > 0 den Cauchy-Integralsatz auf das Rechteck mit den
Ecken +R, +R + z% an und betrachten Sie R — oc.

Aufgabe 27: (HO6T3A3)

1
Gegeben sei die Funktion f(z) =

(z—=1)(z—2)

a) Bestimmen Sie die Laurententwicklung von f auf A:={z € C:0 < |z —1| < 1}
und B:={z€C:0< |z —2| < 1}.

b) Berechnen Sie fur ~:[0,1] — C das Integral /f(z)dz
t — et :

Aufgabe 28: (H19T2A3) Auf dem Gebiet

Q={z=24+iwyeC:zeR, —7m1<y<2n}

ef—e %

5 1st.

betrachten wir die meromorphe Funktion f(z) := , wobei sinh(z) =

S S
z sinh(z)
a) Bestimmen Sie alle Singularitéiten von f und deren Typ.

)

b) Berechnen Sie die Residuen von f in allen Polstellen.

c¢) Besitzt die Funktion f eine Stammfunktion in Q7
)

d) Bestimmen Sie ¢ € C, so daB die Funktion z — f(z) +c=— auf Q eine Stammfunk-
tion besitzt.



