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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Abstract

Durch iterierte Funktionensysteme erzeugte Fraktale ermoglichen in vielen Féllen nicht nur eine
handhabbare Berechnung der Hausdorffdimension, sie besitzen auch Verbindungen zu dynamischen
Systemen und kénnen so mit invarianten Maflen versehen werden. Diese beiden Aspekte weisen eine
Uberschneidung auf, die ich in Bezug auf eine neuere Versffentlichung darstellen mochte.

Im ersten Abschnitt meiner Arbeit behandele ich die Konstruktion von fraktalen Atraktoren aus ite-
rierten Funktionensystemen und die dadurch ermdglichte Darstellung des Atraktors als Folgenraum.
Mit Hilfe dieser symbolischen Darstellung des Atraktors kann man die Iteration des Funktionen-
systems auf dem Atraktor als dynamisches System auffassen. Dies erméglicht es die Dynamik unter
maftheoretischen Gesichtspunkten zu betrachten. Mit dem chaos game erhdlt man daraus eine
Methode zur Visualisierung fraktaler Atraktoren. Im Weiteren werde ich die Hausdorffdimension
einfithren und fiir mehrere Fille Satze behandeln, die die Berechnung der Hausdorffdimension aus
den Eigenschaften des erzeugenden iterierten Funktionensystems ermoglichen. Dies fithrt zuletzt
mit der Erweiterung der Hausdorffdimension auf Mafle zu einer Kombination der beiden Themen.
Die Arbeit soll dabei die Grundlagen einer Versffentlichung [DS17] zu diesem Thema aufarbeiten
und das Ergebnis dieser nachvollziehbar machen.

Fractals produced by iterated function systems not only enable a calculation of the hausdorff dimen-
sion, they also posses connections to dynamical systems that allow for an invariant measure to be
constructed. I am going to consider these two aspects in relation to a recent research publication.
In the first section I'm going to introduce the construction of fractals via iterated function sys-
tems and the related symbolic representation. From here, I'm going to use this representation to
consider measure theoretic dynamics. This will lead to a visual representation of fractals via the
chaos game. In the following, I am going to introduce the hausdorff dimension and proof multiple
methods of calculation in relation to the construction in different cases. I am going to conclude
with a generalization of the hausdorff dimension to measures, combining both topics. This will lead
to understanding the preliminaries of the recent publication [DS17].
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1.2 Einleitung

Eine typische Eigenschaft von Fraktalen besteht in der Selbstdhnlichkeit, also der Eigenschaft,
kleinere Kopien ihrer selbst zu enthalten, hin zu einer unendlich feinen Struktur. Solche Objekte
sind in der Regel das Ergebnis eines Grenzwertprozesses. Dabei konnen solche Prozesse verschie-
dene Formen annehmen und die finale Menge unterschiedlich definiert sein, man denke etwa an
die Mandelbrot- oder Julia-Mengen. Um fraktale Objekte eingebettet in den R™ mit einer grofien
Vielfalt von Formen und Eigenschaften zu erzeugen verwendet man aber hdufig die Iteration einer
als @ bezeichneten Menge von Funktionen ¢; auf einer bestimmten Startmenge D in R™. In dieser
Arbeit betrachte ich solche, durch sogenannte iterierte Funktionensysteme erzeugt Fraktale. Da das
iterierte Funktionensystem genutzt werden kann, um eine Koordinatenabbildung auf den Atraktor
zu konstruieren, ist es moglich, auf solchen Objekten auch Mafle zu definieren und die Dynamik
der Iteration elegant zu beschreiben. Aber auch die Hausdorffdimension des Atraktors lésst sich auf
Basis der erzeugenden iterierten Funktionensystems in vielen Fillen berechnen.

Iterierte Funktionensysteme sind Familien von Funktionen auf R™, die als Kontraktion wirken, also
den Abstand zweier Punkte verringern.

Definition 1.1 (Tterierte Funktionensysteme). Eine endliche Familie von Kontraktionen ® =
{1, ...y G} mit m > 2 auf einer kompakten Menge D C R? heifit iteriertes Funktionensystem.

Indem man nun jeweils das vereinigte Bild einer kompakten Startmenge all dieser Funktionen
betrachtet und diesen Prozess iterativ wiederholt, erhélt man im Grenzwert eine invariante Menge
A, den Atraktor

U ¢i(A) = A.

Ein wesentliches Ergebnis des ersten Kapitels wird sein, die Existenz und Eindeutigkeit eines solchen
Atraktors zu zeigen.

Satz 1.2. Der Atraktor A eines IFS ® ist eindeutig, geschlossen und nicht leer.

Iterierte Funktionensysteme kann man dabei fiir mehr nutzen, als nur ein fraktales Objekt zu defi-
nieren. Mit fraktalen Teilmengen des R™ direkt zu arbeiten kann durch ihre unendlich feine Struktur
und das haufige Fehlen ’glatter’ Abschnitte sehr schwierig werden. Ist ein solches Objekt aber durch
ein iteriertes Funktionensystem erzeugt, kann man es nutzen, um eine ’Koordinatenabbildung’ in
eine Teilmenge des Folgenraums NN zu konstruieren.

Da der Atraktor selbst per Definition abgeschlossen unter der Iteration des erzeugenden Funktio-
nensystems ist, lisst sich dies als dynamisches System auffassen. In der Theorie der dynamischen
Systeme ist es eine iibliche Vorgehensweise, den eigentlichen Phasenraum mit einem als Symboli-
schen Raum bezeichneten Folgenraum zu verkniipfen, um die Dynamik handhabbarer darstellen zu
konnen. Diese Konstruktion erlaubt es auch, unter der Iteration invariante Mafle auf dem Atraktor
zu definieren. Hier werde ich vor allem mit dem Bernoullimaf$ arbeiten, dass jeder Funktion des
iterierten Funktionensystems eine feste Wahrscheinlichkeit zuordnet und dadurch ein Maf} auf dem
Atraktor definiert. Mithilfe der Ergodentheorie werden wir so die Dynamik auf dem Atraktor auch
in Bezug auf Mafle untersuchen und daraus mit dem chaos game einen Algorithmus fiir die gra-
phische Darstellung von Atraktoren gewinnen. Das chaos game basiert darauf, dass man in jedem
Iterationsschritt eine zufillig gewéhlte Funktion ¢; aus dem iterierten Funktionensystem auf einen
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einzelnen Punkt anwendet. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf dem Atraktor wirkt sich hier auf die
Wahrscheinlichkeit aus, mit der eine der Funktionen gew#hlt wird. Ein Ergebnis dieser Arbeit wird
sein, dass die Punkte der Iteration im Grenzwert den Atraktor approximieren und die mittlere
Dichte der so erzeugten Punkte der Dichte des verwendeten Mafles auf dem Atraktor entspricht.
Der so validierte Algorithmus ldsst sich am Computer implementierten und zu Visualisierung von
entsprechenden Fraktalen nutzen.

Fraktale sind oft dadurch charakterisiert, dass sie im Allgemeinen keine ganzzahlige Dimension
besitzen wie gewohnlichere geometrische Objekte. Gemeint ist in der Regel die Hausdorffdimensi-
on dimpy, ein verallgemeinerter Dimensionsbergiff, der in Kapitel 5 der Arbeit eingefiihrt wird. Die
Hausdorffdimension ist eine der entscheidenden geometrischen Eigenschaften eines fraktalen Objekts
und oft von groflem Interesse. Sie ist der Exponent, mit dem eine dem Volumen oder Fléche ver-
gleichbarer Grofie eines fraktalen Objekts skaliert und daher n6tig, um von derartigen geometrischen
Begriffen im Kontext von Fraktalen sprechen zu kénnen. Beschrieben wird dieses verallgemeinerte
Volumen durch das Hausdorff-Maf§ H?. Thre Bestimmung ist jedoch im Allgemeinen schwierig, fiir
einige Klassen von Fraktalen, die durch selbstaffine oder selbstdhnliche Funktionensysteme erzeugt
wurden oder deren Bilder in bestimmter Weise angeordnet sind, lassen sich hingegen Formeln fiir
die Dimension finden. Hier werde ich selbtsaffine und selbstdhnliche Mengen sowie Sierpinski- und
Baranskischwéimme betrachten. Dies wird Gegenstand des sechsten Kapitels sein.

Zuletzt mochte ich in Anlehnung an eine neuere Arbeit von Tushar Das und David Simmons [DS17]
die Verbindung der Hausdorffdimension eines Atraktors und den darauf definierten invarianten
Maflen betrachten. Indem man bei der Berechnung der Dimension Nullmengen des zu betrachtenden
Mafles vernachléssigt, kann man die Hausdorffdimension eines Mafles definieren, die immer kleiner-
gleich der Dimension des Atraktors ist. Die Autoren geben auch eine Methode der Berechnung,
die ich an einigen Beispielen nachvollziehen méchte. Das Supremum der Hausdorffdimension aller
invarianten Mafle wird als dynamische Dimension bezeichnet. Diese ist, wie man leicht sieht kleiner-
gleich der Hausdorffdimension, doch in vielen Fillen gilt Gleichheit. Das Ergebnis des erwahnten
Papers ist, dass in manchen Féllen die Dimensionen auch ungleich sind. Dies wird durch eine
Methode erreicht, sowohl die Hausdorff- als auch die dynamische Dimension iiber die Dimension
verschiedener Klassen von Maflen abzuschitzen. Um dieses Ergebnis der Arbeit nachvollziehbar zu
machen, moéchte ich die dafiir nétigen Grundlagen darstellen und mit Beispielen und Graphiken
aufbereiten.
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Konstruktion

2.1 Iterierte Funktionensysteme

Die bekannte Cantormenge erhilt man, indem man zunéchst das anfingliche Intervall [0, 1] auf die
beiden Intervalle [0, 1] und [2, 1] projiziert, also die beiden Funktionen

» 3
1
h1: x> 3% (2.1)
1 2

auf das Intervall anwendet. Wendet man diese Funktionen iterativ auf die erhaltenen Mengen erneut
an, erhdlt man im Limes die Cantormenge.

Abbildung 2.1: Die ersten fiinf Iterationen der Cantormenge.

Durch iterative Anwendung der Funktionen ¢; und ¢- scheint also das gesamte Intervall [0, 1] und
damit auch jeder Punkt in diesem Intervall gegen eine bestimmte Menge zu konvergieren. Es ist
intuitiv klar, dass die iterierten Funktionen dazu kontrahierend wirken miissen.

Definition 2.1 (Kontraktion). Sei D C R? kompakt und fiir die Abbildung ¢ : D — D gelte
[¢(z) — o(y)| < rlw -yl
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fiir alle x,y € D und ein 1 € (0,1). Dann ist ¢ eine Kontraktion. Gilt Gleichheit, so nennt man S
auch Ahnlichkeit.

Kontraktionen sind offensichtlich immer stetig. Ahnlichkeiten erhalten die geometrische Form von
Mengen und bilden sie auf eine kleinere Version ihrer Selbst ab. Dies gilt auch fiir die oben genutzten
Funktionen zur Erzeugung der Cantormenge, in ihrem Fall gilt [¢;(z) — ¢:(y)| = %]z — y|.

Definition 2.2 (Iterierte Funktionensysteme). FEine endliche Familie von Kontraktionen & =
{1, .y G} mit m > 2 auf einer kompakten Menge D C R® heifit iteriertes Funktionensystem

(IFS). Wir setzen ®(x) = Cj ¢i(x) firx € D.
=0

Man fordert an dieser Stelle, dass das iterierte Funktionensystem aus mindestens zwei Funktionen
besteht. Ansonsten wiirden alle Punkte nur gegen ein und den selben Grenzwert konvergieren, im
Fall des obigen Beispiels wiren dies etwa die Punkte 0 beziehungsweise % Es ist bemerkenswert,
dass, wiahrend sich die Iteration einer einzigen solchen Funktion vollkommen trivial verhéilt, die
gemeinsame Iteration von zwei oder mehr Funktionen iiberraschende und unendlich feine Strukturen
hervorbringen kann.

Diese gesuchte Menge erhélt man im Grenzwert der Iteration der Funktion ®. Damit ist klar, dass
jeder in dieser Menge liegende Punkt von ® wiederum die selbe Menge abgebildet werden muss, da
er sonst selbst nicht im Grenzwert ldge. Man macht also folgende Definition:

Definition 2.3 (Atraktor eines IFS). Wir nennen die unter ® invariante Teilmenge A C D Atrak-
tor des IFS, wenn also gilt
A=®(A).

Lemma 2.4. Alternative Darstellung des Atraktors Der Atraktor eines iterierten Funktionensys-
tems ® ldsst sich darstellen als der Grenzwert der Iteration von ® auf dem Raum D, also als
A=) o"(D).
n=0
Beweis. Fiir alle a € A gilt nach Definition, dass auch ®"(a) € A fur alle n € N. Da a auch in D
liegt folgt, dass a € (2, @™ (D). Es gilt also
Ac () e"(D).
n=0
Andererseits ist

() @™(D))= () @"(D) =[] 2"(D),
n=0 n=1 n=0

da ®°(D) = D ist und ® nur auf D abbildet. Es folgt
(12"(D)c A
n=0

und damit die Gleichheit. O
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Der Atraktor eines iterierten Funktionensystems ist durch einen Grenzwertprozess iiber Teilmengen
von D definiert. Daher ist es naheliegend, ein Maf} dafiir einzufiihren, wie gut eine Menge eine
andere approximiert. Die dafiir verwendete Hausdorff-Metrik beschreibt einen Abstand zwischen
zwei kompakten Teilmengen von D anschaulich durch den geringsten Abstand, der zwischen einem
Punkt der einen Menge und der anderen Menge liegt.

Definition 2.5 (Hausdorff-Metrik). Sei D der Raum der nicht leeren, kompakten Teilmengen von
D und sei fiir eine Menge A € D

As:={zx e D:|x—a| <¢ fireina} (2.3)
die Delta-Umgebung von A. Dann ist die Hausdorff-Metrik auf D definiert durch
dp(A,B) :=1inf{6: A C Bsund B C As}. (2.4)

Es lisst sich leicht zeigen, dass dp tatséchlich eine Metrik und (D, dp) ein vollstéindiger metrischer
Raum ist, da aufgrund der Konstruktion der Delta-Umgebungen die Eigenschaften der Metrik auf
dem vollsténdigen metrischen Grundraum D auf die Hausdorff-Metrik tibertragen werden.
Mithilfe der Hausdorff-Metrik ldsst sich nun folgende Aussage iiber den Atraktor treffen.

Satz 2.6. Der Atraktor A eines IFS ® ist eindeutig, geschlossen und nicht leer.
Beweis. Fir A, B € D gilt

ap(@(4), 2(B)) = dp (| 6.(4), | ¢u(B)) < max dp(6u(4), 6. (B))

n=1

Unter Ausnutzung der Definition von dp und der Kontraktionseigenschaft von & folgt

dn(®(A), B(B)) < ( max r.)do(A, B)
Damit ist ® eine Kontraktion auf dem vollstindigen metrischen Raum (D, dp) und es folgt aus
dem Banachschem Fixpunktsatz, dass ® einen eindeutigen Fixpunkt in D besitzt, d.h. dass eine

eindeutige, nicht leere und kompakte Teilmenge A von D existiert, sodass ®(A) = A ist.
[Fall4, Theorem 9.1] O

Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt auch, dass die Iteration eines beliebigen Startpunktes in
D in dp gegen den Fixpunkt, also den Atraktor konvergiert. Dies bedeutet, dass man die Iteration
®"(F) mit einer beliebigen nicht leeren kompakten Menge F' C D beginnen kann und

O"(F)— A

in der Hausdorff-Metrik konvergiert. Diese Eigenschaft lédsst sich sehr schon graphisch demonstrie-
remn.
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2.1.1 Visualisierung mit OpenSCAD

Ein bekanntes Beispiel ist das Sierpinskidreiek. Dieses wird durch das iterierte Funktionensystem
® auf D = [0, 1]? bestehend aus den Funktionen

$1(w1,22) :g(xlaﬂﬂz)

pa2(z1, 22) =%($1,9€2) +(0,1)

¢3(w1,22) :1(5517162) + (Lg

2 5 0)

erzeugt und besteht aus ineinander verschachtelten gleichseitigen Dreiecken. Mithilfe der Software
OpenSCAD lassen sich die Iterationen verschiedener Startmengen F' darstellen. In Abbildung 1.2
werden ein Dreieck, ein Kreis und ein Quadrat als Startmengen der Iteration verwendet und jeweils
®L(F), ®3(F) und ®5(F) dargestellt.

>
P

Abbildung 2.2: Darstellung von ®1(F), ®3(F) und ®°(F). Die Konvergenz gegen den gleichen
Atraktor ist deutlich erkennbar.

OpenSCAD ist ein open source Grafikprogramm, mit dem sich iiber ein Skript zwei- oder dreidi-
mensionale Objekte darstellen lassen. Das Skript basiert auf einer eigenen, funktionalen Program-
mierung. Dies ermoglicht es, graphische Objekte iiber Rekursionen zu definieren. Rekursionen hier
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sind besonders geeignet, um die Iteration einer Menge von Funktionen ® auf einer Startmenge dar-
zustellen.

Die rekursive Funktion besteht aus einer Schleife mit der Anzahl der Durchldufe n entsprechend
der gewiinschten Zahl der Iterationen, die wiederum eine if-Abfrage enthilt. Diese ruft fiir n > 0
die Funktion jeweils nach Anwendung aller Funktionen ¢; des IFS erneut auf, fiir n = 0 wird die
gewihlte Startmenge eingefiigt. Auf diese werden dann im rekursiven Wiederaufstieg alle Kombina-
tionen der Funktionen ¢; angewandt. Damit ldsst sich iiber endliche Iterationen eine Approximation
des Atraktors erreichen. Sehr hohe Zahlen an Iterationen sind aber schwierig, da in jedem Schritt
das Bild sehr vieler Punkte bestimmt werden muss und der Rechenaufwand der Rekursion mit e™
exponentiell wéchst.

Die Darstellung von Iterationen mit OpenSCAD ist eine der beiden Methoden, mit denen alle noch
folgenden Grafiken erzeugt wurden

2.2 Symbolische Darstellung

Die fraktale Geometrie des Atraktors macht es schwierig, direkt mit ihm zu arbeiten. Er ist unendlich
fein gestiickelt und iiber den Raum D verteilt. Gesucht ist also eine vereinfachende Parametrisierung,
die es erlaubt, Punkte auf dem Atraktor zu identifizieren und zu manipulieren.

Um eine solche Darstellung zu finden nutzt man die eben gezeigte Form des Atraktors

A= ﬁ " (D)
n=0

m

wobei jeweils ®(D) = |J ¢:(D) gilt. Daraus folgt, dass es fiir jeden Punkt a € A eine Folge (wy,)nen
i=0

in der Indexmenge {1, ...,m} des iterierten Funktionensystems ® geben muss, sodass fiir alle n

a € ¢y, (D)

liegt. Auf diese Weise kann man jeden Punkt a € A mit einer Folge in der Indexmenge {1,...,m}
identifizieren.

Zunéchst betrachten wir den als symbolischen Zustandsraum bezeichneten Folgenraum. Die folgende
Konstruktion des symbolischen Raumes basiert auf Kapitel 1 von [PY98].

Definition 2.7 (Symbolischer Zustandsraum). Der einem IFS ® zugeordnete Folgenraum §Q ist

definiert als
Q:={1,..,m}"

wobei {1,...,m} die Indexmenge des IFS ® = {¢1,..., o} ist. Fiir ein Element w € Q bezeichnen
wir mit w, das n te Folgenglied.
Um eine Metrik auf Q zu erhalte, definiert man N(w,®) := min{N € N : w,, # @&, } fir w,o € Q
sowie
1 w.0 . ~
d(w, @) = {(2)N< D fiirw 4 &

0 firw=w

Lemma 2.8. (Q,d) ist ein kompakter metrischer Raum
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Beweis. Es lisst sich leicht nachrechnen, dass d eine Metrik ist. Wir zeigen mithilfe eines Diago-
nalarguments, dass © folgenkompakt ist. Sei (w(™), ey eine Folge in Q. Da fiir alle n w{ in der
endlichen Menge {1,...,m} liegt, muss ein wy € {1,...,m} unendlich oft in {w{ }nen vorkommen.
Ein solches w wird als erstes Element der Teilfolge (w(™));cy gewithlt. Durch induktive Wieder-
holung erhalten wir eine Folge in €2, deren n’te Folgenglieder jeweils auf den ersten n der jeweils
ihrigen Folgengliedern iibereinstimmen. Damit konvergiert diese Teilfolge (w(”i))ieN in der Metrik
d gegen einen Grenzwert in €. O

Um nun von dem Folgenraum €2 auf den Atraktor A abzubilden, also jede Folge w € 2 auf einen
Punkt a € A, wihlt man im n'ten Iterationsschritt jeweils die Funktion ¢, aus dem iterierten
Funktionensystem & aus. Diese Abbildung ermdglicht die codierung von Punkten des Atraktors
durch Folgen.

Uberraschenderweise miissen diese Funktionen nicht auf den gesamten Raum D angewandt werden,
sondern es reicht aus, sie auf einen beliebigen Punkt x € D anzuwenden. Das Folgende findet sich
in [BD85], Abschnitt 2.2.

Definition 2.9 (coding map). Seiw € Q und ¢y, (x) = ¢u, © ... 0 ¢y, (x) sowie x € D beliebig.
Dann ist die coding map definiert als

T: Q— A
w i m @y, ()

n— oo

Lemma 2.10. Die coding map 7 st stetig und bildet unabhdingig von dem gewdhlten x € D sur-
jektiv auf den gesamten Atraktor A ab.

m

Fir alle x € D konvergiert die Iteration der Funktion ®(x) = | ¢:i(X) fiir einen beliebigen Start-
i=1

punkt x in der Hausdorff-Metrik gegen den Atraktor A

" (x) =37 A.

Beweis. Fiir ein beliebigen Punkt x € D sowie eine beliebige Folge w € 2 folgt aus der Konstruktion
des Atraktors, dass der Wert der coding map

m(w) = lim @y, ()

n—roo

in dem Atraktor liegt. Sei ® das iterierte Funktionensystem und r; die Skalierungen der Kontrak-
tionen sodass

[9(x) — d(y)| < 7ifx -y

fiir alle z,y € D und ¢ € ®. Sei r := max{r;} der der langsamsten Kontraktion entsprechende
Faktor.. Dann folgt aus wiederholter Anwendung der Kontraktionsbedingung

mit §(D) = maz{|z — y| : z,y} < oo, und damit die Unabhingigkeit des Grenzwertes 7(w) von
dem gewihlten Startpunkt z.

10
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Um zu zeigen, dass 7 stetig ist, wéhlen wir ein € > 0 und ein m € N, sodass r"§(D) < e. Man
wihle zweil w,w € (Q fiir die gilt

d.h. die mindestens auf den ersten m Stellen iibereinstimmen. Die Stetigkeit von 7 folgt, da

r(w) ~ w(@)| = | lm Gu(e) — lim_ g (2)]

= ‘¢w|m(nlggo ¢(wn+m)nEN|n(x)) - ¢u§|m(nlggo ¢(:U,L+,,,L)neN\n(x))|
<r"§(D)
<€

Zuletzt ist zu zeigen, dass 7 surjektiv auf A abbildet. Sei also a € A beliebig. Da wir wissen, dass
sich A schreiben lésst als

A= ﬁ 3" (D)
n=0

folgt auch a € N, —, ®"(D). Damit muss fiir alle n € N gelten, dass a € ®™(D) ist. Daraus folgt,
dass fiir alle n eine Folge w™ € Q existiert, sodass gilt

a < ((bw'{z 0...0 (bwz)(ﬂ (bn(,f))

n=0

Man erhélt also eine Folge (w("))neN in Q. Deren Folgenglieder, selbst wiederum Folgen in {1, ...,m},
besitzen die Eigenschaft, dass jeweils die ersten n der ihrigen Folgenglieder der Beginn einer
moglichen Folge sind, die ein z unter der coding map auf a abbilden wiirde.

Da Q kompakt ist, besitzt die Folge w(™ eine Teilfolge w(™), die gegen ein w € Q konvergiert. Da
7 stetig ist, konvergiert auch 7(w(n;)) gegen 7(w) = a. Dass der Grenzwert nicht vom jeweiligen
Startwert & abhingt wurde schon gezeigt. O

Die coding map 7 ist also eine surjektive Abbildung von  auf A. Allerdings ist w im Allgemeinen
nicht injektiv. Dies ist beispielsweise dann der Fall, wenn sich die Bildmengen ¢;(D) zweier Funk-
tionen des IF'S schneiden. Dann kann die Anwendung verschiedener Folgen von Funktionen gegen
den selben Punkt in A konvergieren. Sind die Bilder jedoch disjunkt, dann ist die Darstellung ein-
deutig. Dies folgt, da die Mengen ¢;(D) ebenfalls kompakt und damit abgeschlossen sind, weshalb
sie mindestens einen Abstand von € haben miissen, sie ’beriithren’ sich also nicht.

2.2.1 Symbolische Dynamik

Eine natiirliche Operation auf dem symbolischen Raum ist die Linksverschiebung, d.h. die Abbil-
dung, die jedes Glied einer Folge w € 2 um eine stelle nach links verschiebt

(w1, wa,ws,...) = (w2, ws, w4, ...).
Definition 2.11 (Linksverschiebung). Wir bezeichnen als Linksverschiebung o die Abbildung

o: Q= Q, (Wp)nen = (Wnt1)nen

11



KAPITEL 2. KONSTRUKTION

Das Paar (9, 0) wird auch als symbolische Dynamik bezeichnet.
Lemma 2.12. Die Linksverschiebung o ist stetig.

Beweis. Seien w,® €  mit
17’L
dw,w) < =
(.0) < 5
d.h. w und @ stimmen auf den ersten n Stellen iiberein. Damit stimmen o(w) und o(©) auf den
ersten n — 1 Elementen iiberein und es gilt

[PY98, Lemma 1.2] O

Durch die Iteration der auch als shift map bezeichneten Abbildung o auf € erhilt man ein diskretes
dynamisches System, definiert durch das Tupel (N, , o).

Die Linksverschiebung auf dem Raum 2 korrespondiert zu der Anwendung des Urbilds unter dem
iterierten Funktionensystem ® auf A. Ist die coding map jedoch nicht injektiv, ist das Inverse ®~!
nicht eindeutig bestimmt.
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Kapitel 3

Mafle auf dem Atraktor

Bei der Betrachtung dynamischer Systeme unter einem maftheoretischem Gesichtspunkt ist man
besonders an einem unter der Iteration invarianten Maf interessiert, d.h. an einem Mafle u, fiir das
gilt
-1
u(f~(E)) = p(E)

fiir alle messbaren Mengen E. In diesem Kontext geht es darum, auf dem unter der Iteration
invariantem Atraktor eines iterierten Funktionensystems ein ebenso invariantes Mafl zu definieren.
Dabei bietet es sich an, A als Repeller von f aufzufassen und ein Maf3 zunéchst auf dem shift space
zu definieren. So erhélt man etwa auch das hiufig verwendete Bernoulli Maf.

3.1 Das Bernoullimaf3

Definition 3.1 (Bernoulli Mafl). Sei {1,...,m} die Indexmenge des IFS. Man wdihle einen Vektor

p:=(P1,-,Pm)

mit

Durch den Vektor p wird also ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ p(i) = p; auf der Indexmenge {1,...,m}
definiert. Man bezeichnet mit P den Raum aller dieser WahrscheinlichkeitsmafSe auf {1,...,m}. Das
Bernoulli Maf$ auf einer Teilmenge [w;, ...,wj+n];-+” C Q ist dann definiert durch das Produkt des
Mafes p

n
tp([wr, ...,wn];+n) = pr,,
i=1

Dabei sind die Mengen [wj, ...7wj+n]§+” C , sogenannte Zylinder, dadurch definiert, dass sie je-
weils alle Folgen w enthalten, deren Folgenglieder j bis j + n durch die genannten Werte festgelegt
sind. Die Menge [1,2]7 beispielsweise enthélt alle Folgen, deren ersten Gliedern 1 und 2 sind. Je
mehr Folgenglieder weiter festgelegt werden, desto kleiner wird die Menge derer Folgen, die diese

13



KAPITEL 3. MASSE AUF DEM ATRAKTOR

Eigenschaft erfiillen.

Zylinder der Form [wy, ...,w,]}, die die ersten n Stellen einer Folge festlegen, lassen sich beziiglich
der Metrik d auf dem symbolischen Raum als offene Biille mit Radius %n um eine beliebige Folge
w € [wi,...,ws]7 auffassen. Daher bilden Zylinder eine Basis der durch die Metrik d induzierten
Topologie auf Q und erzeugen folgich auch die Borel o-Algebra B(f2). Es reicht daher aus, das Maf§
pp auf allen Zylindern zu definieren, da es sich so auf ganz B(Q2) erweitern ldsst.

Es gilt

j+n 1

7)) = (g oy wianlf 1] Hp% = pp([w, ooy wnl] )

MP(U_l([wjv ey W]

Damit ist u, invariant unter der Linksverschiebung.
Auf dem Atraktor A definiert man das Bernoulli Mafl dann mithilfe der coding map als

Vvp = T (p)-

3.1.1 Weitere invariante Mafle

An dieser Stelle ist zu erwihnen, dass Bernoullimafle, wenn auch die wichtigste, doch nicht die
einzige Klasse shift-invarianter Wahrscheinlichkeitsmafie auf dem Atraktor eines IFS sind. Eine
weitere Klasse solcher Mafle ldsst sich mithilfe eines unter der shift-map n-periodischen Punktes
konstruieren, also eines Punktes w(™) € Q fiir den gilt

o™ (w™) = w™, (3.1)
Das periodische-Orbit-Maf8 (i, ist dann fiir eine Menge E € B(Q2) definiert als

121

pipn(E) = - > Soi(p) (E) (3.2)
1=0

wobei d,:(,) das Dirac-Maf} bezeichnet. Man sieht leicht, dass p,, ,, nichtnegativ ist, ppn(0) =0 und
tp.n(Q) =1 gilt. Fur eine abzidhlbare Menge disjunkter Mengen E; € B(Q) gilt

12

:U’P,n(U Ej) = - Z oi(p) U (33)

=0

3

p—1 oo

> Soitn) () (3.4)

i=0 j=1

Sl

oo p—1

=3 i (E)) (3.5)

j=11i=0

= ZNPJL(EJ') (3.6)
=1

3|+~
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KAPITEL 3. MASSE AUF DEM ATRAKTOR

wobei im vorletzten Schritt (1.9) verwendet wird, dass Z doi(py(Ej) € {0;1} ist, da die Mengen

E; disjunkt sind. Damit ist gezeigt, dass pipn tatsachhch ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf 2 ist. Die
Invamanz unter der Linksverschiebung folgt aus

- 1 p—1 - 1 p—1 1 p—1
Hpn(0 7 (B) = = 0oy (07 (B) = =D 001y ()= D b (E) = tip ().
i=0 =0 i=0

3.2 Pseudo-Bernoullimafl

In ihrer Arbeit [DS17] erweitern die Autoren die Klasse der Bernoullimafie auf ) auf eine weitere
Klasse allgemein nicht mehr shift-invarianter Mafle. Diese Mafle werden genutzt, um eine Metho-
de zur Berechnung der Hausdorffdimension zu entwickeln. Die Verallgemeinerung der einfachen
Bernoullimafle wird ebenfalls {iber ein Produkt definiert, aber anstatt dafiir ein festes Wahrschein-
lichkeitsmafl p € P zu wihlen betrachtet man eine Funktion

r: (0,00) = P. (3.7)

Fiir ein « > 0 ist r(z) also ein Maf auf {1,...,m} und das Ma8 eines i € {1,...,m} bezeichnen wir
mit (r(z));. Fiir ein A > 0 nennt man eine solche Funktion exponentiell A-periodisch, wenn fur alle
x € (0,00) gilt r(Ax) = r(z). Fiir ein konsistentes Verhalten im Grenzwert A N\, 1 definiert man
eine exponentiell 1-periodische Funktion als konstant. Die Menge der exponentiell A-periodischen

Funktionen wird mit Ry bezeichnet und mit R = (J R deren Vereinigung.
A>1

Definition 3.2 (Das pseudo-Bernoullimafl). Das pseudo-Bernoullimaf$ auf einem Zylinder
[wr, ...,wn];—Jrn C Q st fiir ein r € R definiert als

n

pr(wr, ey wnlf ) = T (D) (3.8)

i=1

Um ein Maf$ auf dem Atraktor zu erhalten, wird wieder der pushforward des Mafles . unter der
coding map verwendet:

Vp = T (fhr)-

Beispiel 3.3. Ein A-periodisches Pseudo-Bernoullimaf3 auf €2 ist gegeben durch die Funktionen

1 2
r(1),, =1+ 3 sin(% log w;)

1—r(1),,

r(2uw, = . =1(M)w, = m—1

Wiéhlt man die Funktion r als konstant, erhélt man das Produktmaf eines einzigen Wahrscheinlich-
keitsmafles auf {1,...,m} und damit ein Bernoullimaf}. Die Bernoullimafle sind also eine Teilmenge
der pseudo-Bernoullimafle. Diese sind aber im allgemeinen nicht shift-invariant.
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Kapitel 4

Graphische Darstellung durch das
Chaos Game

Eine andere Moglichkeit, den Atraktor eines iterierten Funktionensystems graphisch darzustellen,
ist das sogenannte chaos game. Dieser Algorithmus beginnt mit einem beliebigen Punkt x € D, auf
welchen in jedem Iterationsschritt eine zufillig gewédhlte Funktion ¢; aus dem iterierten Funktionen-
system ® angewendet wird. Der so erhaltene neue Punkt dient im nichsten Schritt als Startwert.
Plottet man die so erhaltene Menge von Punkten in D, so zeigt sich eine mit zunehmender Anzahl
der durchgefiihrten Iterationen immer genauere Approximation des Atraktors des IFS.

Dies gilt unabhéngig davon, ob der gewéhlte Startwert selbst im Atraktor liegt oder nicht. Tut er
das nicht, liegen oft auch einige der ersten Punkte erkennbar auflerhalb des Atraktors. Die folgenden
Iterationen niahern sich dem Atraktor aber immer mehr an, es fallen keine Punkte mehr weit aufler-
halb des Atraktors und jeder Punkt des Atraktors wird mit zunehmender Anzahl der Iterationen
beliebig genau approximiert.

Ein bekanntes Beispiel ist das Sierpinskidreiek. Dieses wird durch das iterierte Funktionensystem
® auf D = [0,1]? bestehend aus den Funktionen

é1(z1,22) =%(a?1,x2)

Bal1,2) =5 (1,22) + (0,1)

V3

Balan,22) =5 (@1,22) + (5,0)

erzeugt und besteht aus ineinander verschachtelten gleichseitigen Dreiecken. Die folgenden Plots zei-
gen die Iterationen eines beliebigen Startpunktes unter einer dieser in jedem Schritt erneut zufillig
ausgewéhlten Funktionen.
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KAPITEL 4. GRAPHISCHE DARSTELLUNG DURCH DAS CHAOS GAME
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Da der Startpunkt nicht in dem Atraktor liegt, erscheint der Plot von nur 50 Iterationen weitgehend
chaotisch und ohne Struktur. Bei 200 Iterationen ist die Form bereits klarer erkennbar, allerdings
sind einige Bereiche des Atraktors noch nicht mit Punkten gefiillt und eine erkennbare Anzahl von
Punkten liegt deutlich auflerhalb des Atraktors. Erhoht man die Anzahl der Iterationen weiter, zum
Beispiel auf 1000, wird der Atraktor klar und vollstdndig erkennbar und nur sehr wenige Punkte
liegen erkennbar auflerhalb.

4.1 Konvergenz

Wir wollen diesen Prozess nun formalisieren. Man betrachtet das chaos game fiir einen beliebigen
Startpunkt zo € D. Dabei bezeichnet {z,}22, die Menge aller durch den obigen Algorithmus
erzeugten Punkte mit 2,11 = ¢;(x,,) fiir ein in jedem Schritt zufillig gewihltes ¢ € {1,...,m}. Die
beschriebene Konvergenzeigenschaft des Verfahrens entspricht der Konvergenz der Menge {x,,}5°
gegen A fir N — oo in der bereits erwdhnten Hausdorff-Metrik dp auf dem Raum kompakter
Teilmengen von D.

Satz 4.1 (Konvergenz des Chaos Game). Sei {x,}>2, die Menge der durch eine beliebige Rea-
lisierung des chaos game fiir einen beliebigen Startpunkt xq € D erzeugten Punkte. Sei p das
Bernullimaf$ auf ), definiert durch gleiche Wahrscheinlichkeiten p; = % fiir alle i € {i,...,m}.
Dann gilt p-fast sicher, dass fir alle e > 0 ein N € N existiert, sodass

dD({xn}ZO:N§ A) < e

Beweis. Wir wollen fiir alle ¢ > 0 und ein N zeigen, dass fast sicher

ds({zn}pl i A) i=inf{d: A C{zn )l ysund {z,}72 y C A5} <e (4.1)

Fiir den Beweis wollen wir die Darstellung durch die coding map nutzen. Wir haben die coding
map als Abbildung von dem Folgenraum €2 auf den Atraktor A definiert als die Verkniipfung einer
endlichen Zahl der ersten n durch die Folgenglieder w,, bezeichneten Funktionen ¢,,, im Limes n
gegen co. Es bietet sich daher an, diese Definition auf endliche Tupel (wy, ..., w;,) zu erweitern, indem
man lediglich auf den Limes n — oo verzichtet und die Verkniipfung von n Funktionen betrachtet.
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KAPITEL 4. GRAPHISCHE DARSTELLUNG DURCH DAS CHAOS GAME

Sei also €, = {(w1,...,wn) : w; € {1,...,m}} die Menge aller n-Tupel in der Indexmenge des
iterierten Funktionensystems. Wir erweitern den Folgenraum €2 nun um alle endlichen Tupel:

mit Q C Q. Die coding map 7 lisst sich auf den Raum € natiirlich erweitern durch

T: Q=D
lim ¢, 0...0¢,, (r) we
WH n—oo
Guwy © ... 0 P, () weN,

Die Bildmenge von 7 ist jetzt aber nicht mehr nur der Atraktor A, sondern liegt nun allgemein in
D. Die Metrik d lisst sich ebenso leicht von Q auf Q verallgemeinern, indem man die maximale
Ubereinstimmung von zwei Elementen in Q auch auf einer endlichen Zahl von Folgengliedern be-
trachtet. Die Abbildung 7 ist weiterhin stetig. Daher kann man, statt (4.1) in dem Raum D zu
betrachten, die analoge Aussage in der symbolischen Darstellung untersuchen. Es ist hierbei zu
zeigen, dass fiir alle e > 0 ein N existiert, sodass fast sicher gilt:

inf{6: Q c ({0} )5 und {B ™M}y € s} < e,

wobei 7(Q) = A und 7({0™}2 ) = {x(M}2  ist. Zunéchst zeigen wir {@Myee o C Q, fiir
alle € > 0 und ein ausreichen grofies N. Sei also @™ € Q fiir n > N ein beliebiges n-Tupel. Dann
existiert eine Folge w € €, die auf den ersten n Folgengliedern mit dem n-Tupel &(™) {ibereinstimmt.

Es gilt also

n 1N

d@™;w) <= <=
2 2

Sei nun w € 2 eine beliebige Folge. Nun ist zu zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 ein N existiert, sodass es
p-fast sicher ein ein n-Tupel @™ mit n > N gibt, dass wiederum gilt

<e.

d@™;w) <e (4.2)

Dafiir muss es p-fast sicher fiir alle N ein n > N geben, sodass das Tupel (™ auf mindestens den
ersten N Stellen mit der gewihlten Folge w iibereinstimmt.

Ein neues Folgenglied &1 der Folge (GJ("))nGN wird erzeugt, indem ein neues zufillig gewéhltes
Element aus {1,...,m} an der ersten Stelle eingefiigt und alle weiteren Elemente eine Stelle nach
links verschoben werden. Wir betrachten die Teilfolge ((*¥));cn bestehend aus den N'ten Elemente.
Sei E; das Ereignis, dass das Tupel GN) auf den ersten N Stellen mit der Folge w iibereinstimmt.
Die Ereignisse {F; : i € N} sind offensichtlich stochastisch unabhéngig und besitzen jeweils alle das
Wahrscheinlichkeitsmaf

LN
w(E;) = o
Damit gilt
oo oo 1
ZH(Ei) = Z(E)NZ 00
=1 =1
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KAPITEL 4. GRAPHISCHE DARSTELLUNG DURCH DAS CHAOS GAME

Daraus folgt mit dem Lemma von Borel-Cantelli, dass

u(limsup E;) = 1.
1—00
Dies bedeutet, dass bei unendlicher Wiederholung ein &), welches auf den ersten N Stellen mit w
iibereinstimmt, mit Wahrscheinlichkeit 1 sogar unendlich oft auftritt. Dieses &™) erfiillt

d@™;w) <e. (4.3)
Daraus folgt die urspriingliche Behauptung. O

4.1.1 Implementierung mit Python

Die Abbildung zeigt Beispiele dreier Atraktoren, die durch das chaos game mit einer hohen Zahl
von 100000 Tterationen visualisiert wurden. Neben dem bereits erwéhnten Sierpinskidreieck (d) ist

der Sierpinskiteppich (e) abgebildet, der durch ein IFS von 8 selbstihnlichen Kontraktionen mit
Kontraktionsfaktor % erzeugt wird sowie ein weiteres Fraktal (f) erzeugt durch eine etwas andere

Anordnung von 5 solcher Kontraktionen.

1.01

0.8 A

0.6

0.41

0.21

0.01

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(d) Sierpinslddreieck (e) Sierpinskiteppich (f) Atraktor erzeugt durch fiinf
Funktionen mit r = %

Fiir eine Implementierung des chaos game zur Darstellung von Atraktoren in zwei Dimensionen
eignet sich Python gut. Die eben gezeigten und weitere Beispiele sind mit Python realisiert. Die z-
und y-Koordinate sind in einem Array gespeichert, das mit einem beliebigen Wertepaar initialisiert
wird. Fiir die Berechnung der weiteren Punkte verwendet man eine Schleife mit der gewiinschten
Anzahl der Iterationen, die in jedem Durchlauf zuféllig eine der Funktionen ¢; auswihlt und auf die
jeweils letzten Werte des Arrays anwendet. Die so erhaltenen neuen z- und y-Koordinaten werden
dem Array hinzugefiigt. Ist die Schleife durchgelaufen werden alle Punkte des Arrays geplottet.
Fiir das chaos game muss in jedem Schritt nur das Bild eines einigen Punktes berechnet werden
und die Anzahl der Operationen skaliert nur linear mit der Zahl der Iterationen. Dies ermoglicht
es, sehr viele Iterationen zu verwenden um eine gute Approximation des Atraktors zu erhalten.
Die gleiche Methode liee sich auch auf den dreidimensionalen Fall anwenden. Ein dreidimensionaler
Plot von vielen tausenden Punkten ist jedoch sehr uniibersichtlich und macht es schwer, die Struktur
des Atraktors zu erkennen. Daher ist OpenSCAD, das klare geometrische Formen verwendet und
einen Schattenwurf simulieren kann, fiir dreidimensionale Objekte besser geeignet.
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4.2 FErgodizitit

Durch eine Modifikation des chaos game lésst sich die Dichte eines Bernoullimafles auf einem Atrak-
tor visualisieren. Dazu wé#hlt man in jedem Schritt nicht mehr eine der Funktionen ¢, ..., ¢,,, mit
gleicher Wahrscheinlichkeit, sondern jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p;.

Entsprechend sind die Punkte der Iteration nicht mehr gleichméfig iiber den Atraktor verteilt, son-
dern haufen sich entsprechend der Wahrscheinlichkeiten in der Néhe jener Punkte des Atraktors,
gegen die die Iteration der jeweiligen Funktionen einzeln konvergieren wiirde.

1.0 A

0.8

0.6

0.4 -

0.2 -

Abbildung 4.1: Visualisierung der Dichte eines Bernoullimafles auf dem Sirpinskidreieck, welches
durch den Vektor (&, 2, %) definiert ist.

Umgekehrt fiithrt die Zuordnung der gleichen Wahrscheinlichkeit fiir alle Funktionen zu einer gleichméfigen
Verteilung der Punkte iiber den ganzen Atraktor. Diese Eigenschaft ist entscheidend dafiir, dass

auch die endliche Ausfithrung des chaos game tatséchlich eine gute Approximation des Atraktors
liefert.

Um den Zusammenhang zwischen der mittleren Dichte der durch das chaos game erzeugten Punkte

in einer bestimmten Teilmenge und deren Bernoullimafl genauer zu betrachten, benttigt man den
Begriff der Ergodizitit. [PY98] behandelt dieses Thema in Kapitel 9 und 10.

Definition 4.2 (Ergodizitit). Sei (X, T) mit T : X — X ein dynamisches System und (X, B(Q), )
ein Wahrscheinlichkeitsraum sowie das MafS o T-invariant. Dann heifst das MafS ergodisch, wenn
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fir alle T-invarianten Mengen B € B mit o(B) = B gilt, dass entweder u(B) = 0 oder pu(B) =1
18¢.

Anschaulich betrachtet ist ein dynamisches System also ergodisch, wenn es sich, abgesehen von
Nullmengen, nicht in mehrere abgeschlossene Teilsysteme zerlegen lésst. Ist ein System ergodisch,
lassen sich einige méchtige Aussagen treffen.

In diesem Fall benotigt man zunéchst einen Weg, die Anwendung des chaos game auf einen Punkt auf
dem Atraktor als ein ergodisches dynamisches System zu verstehen. Auf dem Raum {2 betrachtet
besteht ein Iterationsschritt darin, alle Folgenglieder einer Folge w(™ eine Stelle nach rechts zu
verschieben und ein neues, zufillig gewéhltes erstes Folgenglied einzufiigen, also
W wl™ ) e G wl™wl™) ) = @ Wt )

mit einem zufilligen ¢ € {1,...,m}. Diese etwas umsténdliche Darstellung ist nétig, da der Fol-
genraum ) nur einseitige Folgen enthélt. Man kann allerdings auch annehmen, das ) beidseitige
Folgen {1,...,m}% enthalte wihrend die coding map weiterhin nur die Folgenglieder w,, mit n > 1
betrachtet. In diesem Rahmen kann man eine rechtsseitige Folge, die iiber die coding map einen
Punkt a € A bezeichnet, beliebig durch zufillige Folgenglieder nach links vorgesetzt denken. Ein
Iterationsschritt des chaos game entspricht dann der Verschiebung einer solchen beidseitigen Folge

um eine Stelle nach rechts, also des Inversen shift map o~ !:

ot (Wn)nez = (Wn—1)nez (4.4)

Lemma 4.3. Sei (X,T) ein dynamisches System und u ein T-invariantes MafS auf X. Dann ist p
genau dann ergodisch, wenn fiir alle messbaren Mengen A, B C X gilt

N-—1
Jim S TN B) = pA(E) (4.5)

Beweis. Sei (4.5) erfiillt. Sei C' C X eine messbare Menge, die invariant unter 7" ist, fiir die also gilt
T'Cc=C

Man wéhle in der Formel (4.5) die Mengen A und B beide gleich C. Es folgt

N-1
. 1 —n
w(C)? = lim N E w(T~"C'N D)

N—o0

n=0
N-1
= Jim = ;M(T CND)
N-1
=, 2 (E)
=u(C)
Daraus folgt u(C) € {0;1} und damit die Ergodizitét des Mafles u. Die Gegenrichtung folgt direkt
aus dem Satz von Von Neumann, ist hier aber nicht relevant. O
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Mithilfe dieses Lemmas lésst sich leicht sehen, dass die Verschiebung nach Rechts auf dem beid-
seitigen Folgenraum ergodisch ist: Es wurde bereits gezeigt, dass das Bernoullima$ invariant unter
der shift map ist. Es ist wiederum ausreichend, (4.5) fiir Zylinder der Form [wy, ...,w,L];Jrn CcQzu
zeigen, die die Borell-o-Algebra auf Q) erzeugen.

Seien also A = [wy, ...,wy, ] und B = [wy, ..‘,wk]fk zwei Zylinder. Man sieht leicht, dass fiir alle

n > (j + k) — i die Mengen 0™ A und B disjunkt sind. Damit gilt fiir alle solche n
u(e" AN B) = pu(o" A)u(B) = p(A)u(B).

Daraus folgt im Limes (1.5) und die Ergodizitit. Dies erlaubt es nun, ein wichtiges Ergebnis aus
der Ergodentheorie anzuwenden.

Satz 4.4 (Birkhoffscher Ergodensatz). Sei f € LY(Q, B, 1) und p ergodisch. Dann gilt fiir u-fast
alle w € Q)

im ~ 3 f(o"(w) = / fdu. (4.6)

[PY98, Theorem 10.2]

Anders ausgedriickt besteht die Aussage des Birkoffschen Ergodensatzes darin, dass unter den ge-
nannten Voraussetzungen der durchschnittliche Wert einer Funktion f entlang einem Orbit iiber un-
endlich viele Iterationsschritte dem durchschnittlichen Wert der Funktion auf dem gesamten Raum
gewichtet mit dem ergodischen Wahrscheinlichkeitsmafl mwu entspricht. Die Ergodizitéit liefert also
eine Verbindung zwischen dem dynamischen System und einem dazu passenden Wahrscheinlich-
keitsma$.

Mit dieser Vorarbeit ldsst sich nun bestimmen, wie oft im die Iteration des chaos game im Durch-
schnitt in einer bestimmten Teilmenge U des Atraktors liegt, sofern der Startpunkt w ebenfalls im
Atraktor liegt. Dafiir withlt man die Funktion f im Birkoffschen Ergodensatz als f = 1y und o~!
als Iterationsvorschrift 7" und erhélt das folgende Ergebnis.

Lemma 4.5 (Mittlere Hdufigkeit beim chaos game). Sei p ein Bernoullimaf$ auf Q und w € .
Dann gilt

]\}iinm %{1 <n<N:0"w)eU}=pul,). (4.7

Die mittlere Héufigkeit, mit der die Menge U durch das chaos game besucht wird, entspricht al-
so gerade dem Bernoullimaf dieser Menge. Diese Uberlegungen gelten allerdings nur, wenn der
Startpunkt selbst bereits in dem Atraktor liegt. Tut er das nicht, sonder liegt allgemein in D,
wird auch keine Iteration dieses Punktes im Atraktor selbst liegen, sich diesem aber aufgrund der
Kontraktionseigenschaft der iterierten Funktionen wie bereits gezeigt beliebig anndhern:

Damit gibt es fiir alle § > 0 ein n, sodass der weitere Orbit nur noch héchstens § von dem eines
Punktes in A unter der Anwendung der selben Folge von Funktionen entfernt liegt. Daraus folgt
mit (4.7), dass die Iteration eines solchen Punktes mit einer relativen Hiaufigkeit von mindestens
w(U) in einer Umgebung Us von U in D liegt. Nidherungsweise gilt (4.7) also auch fiir beliebige
Startpunkte des chaos game.
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Kapitel 5

Die Hausdorffdimension

5.1 Konstruktion der Hausdorffdimension

Das n-dimensionale Lebesgue-Mafl misst Volumen beziehungsweise Flédchen von Objekten ganzzah-
liger Dimension. Dabei liefert fiir ein n dimensionales Objekt nur das n-dimensionale Lebesgue-Maf3
einen endlichen Wert. So ist beispielsweise das eindimensionale Lebesgue-Ma$, also die Lénge, einer
Fldche unendlich und das dreidimensionale Maf}, also das Volumen, gleich null. Fiir eine fraktale
Menge wie die eingangs erwidhnte Cantor-Menge zeigt sich ein dhnliches Verhalten. Die Cantor-
Menge ist konjugiert zu dem iiberabziihlbaren symbolischen Raum {1,2} und ist damit ebenfalls
Uberabzihlbar und besitzt ein unendliches null-dimensionales Lebesgue-MaB. In jeder Iteration be-
sitzt die Approximation ®" ([0, 1]) aber das eindimensionale Lebesgue-Mafl %n — 0, womit mit dem
Satz von der dominierten Konvergenz folgt, dass die Cantormenge eine Nullmenge des eindimen-
sionalen Lebesgue-Mafles ist. Daher stellt sich die Frage, ob ein auf nicht ganzzahlige Dimensionen
verallgemeinertes Lebesgue-Maf fiir eine Dimension zwischen Null und Eins der Cantor-Menge ein
endliches Mafl zuordnet. Ein solches Maf} ist das Hausdorff Mafs.

Definition 5.1 (Hausdorff Ma8). Fiir eine Menge F C RY nennt man eine abzihlbare Familie von
Mengen {U;} eine 6-Ubderdeckung von F, wenn F C \J;2, U; und fir alle i gilt diam(U;) < 6. Wir
definieren fir ein s,0 > 0:

Hi(F) := inf{ Z |Ui|* : {U;} ist eine § Uberdeckung von F'}

i=1

Da sich die Zahl der méglichen Uberdeckungen fiir ein kleineres & reduziert, fillt das Infimum nicht
und der Grenzwert 6 — 0 existiert. Das s-dimensionale Hausdorff Maf ist daher definiert als

H(F) = lim H5(F)

Fiir ganzzahlige Dimensionen s entspricht das Hausdorff-Maf} jeweils dem s-dimensionalen Lebesgue-
Maf. Ein n-dimensionaler offener Ball lisst sich nur durch §-Bélle iiberdecken, deren gemeinsames
Volumen ), 67 mindestens dem des urspriinglichen Balls entspricht. Das es sich auch fiir allge-
meine Dimensionen wie ein Volumen verhélt zeigt sich im Verhalten des Hausdorff-Mafles unter
Skalierung. Fiir eine ganzzahlige Dimensionen n skaliert das Volumen, beziehungsweise die Fldche
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KAPITEL 5. DIE HAUSDORFFDIMENSION

oder Lange einer Menge mit A" fiir eine Skalierung um ein A > 0. Das gleiche Verhalten zeigt das
Hausdorff-Ma# fiir beliebige Dimensionen.

Lemma 5.2 (Skalierungseigenschaft des Hausdorfft-MafBes). Sei f : D — D eine Ahnlichkeit mit
Skalierungsfaktor A > 0 und F C D. Dann gilt

H(f(F)) = AH(F) (5.1)
Beweis. Sei {U;} eine §-Uberdeckung von F. Dann gilt
[f(FNU| <AMFNU;] < U] < A6

Damit ist {f(F NU;)} eine Ad-Uberdeckung von f(F). Damit ist > |f(F N U;|* < A* Y |U;]* und
es folgt H3;(f(F)) < MHS(F'). Im Grenzwert § — 0 folgt l

H(F(F)) < AHS(F). (5.2)

Im Fall einer Ahnlichkeitstransformation erhilt man die Gleichheit, indem man die selbe Aussage
auch fiir die inverse Transformation f~! betrachtet. O

Damit ist auch das Hausdorff-Maf} invariant unter Rotation und Translation, was von einem Maf}
fiir das Volumen einer Menge ebenfalls zu erwarten ist.

Man beobachtet, dass sowohl 3 als folglich auch H? fiir ein § < 1 nicht wachsend in s sind. Dariiber
hinaus gilt fiir ein ¢ > s und eine 6-Uberdeckung {U;} einer Menge F':

DU <Y U <80y (U

?

7

und damit
HE < 5"5HS

Im Grenzwert § — 0 folgt daraus, dass, wenn fiir ein bestimmtes s gilt H*(F') < oo, dass dann
HY(F) = 0 fiir alle t > s gelten muss. Folglich kann H*(F) nur fiir ein bestimmtes § > 0 einen
endlichen Wert annehmen und betrégt fiir kleinere Werte von s unendlich sowie fiir gréfiere s Null.
Die Existenz einer solchen Sprungstelle des Hausdorffmafles motiviert zu der folgenden Definition:

Definition 5.3 (Hausdorff-Dimension). Die Hausdorff Dimension einer Menge F C RN ist definiert
als
dimg (F) :=inf{s > 0: H*(F) =0} =sup{s > 0: H*(F) = oo}.

Die Hausdorff-Dimension einer Menge ist also genau der Parameter s, bei welchem der Sprung des
HausdorffmafBles dieser Menge von oo auf 0 erfolgt.

Die Hausdorff-Dimension erfiillt eine Reihe von Elementaren Eigenschaften, die man auch von ei-
nem Begriff der Dimension erwarten wiirde und die fiir Abschétzungen niitzlich sein kénnen.

Die Hausdorffdimension ist monoton. Das heifit, fiir zwei Mengen A, B C R™ mit A C B ist
auch dimg(A) < dimpy(B). Dies folgt aus den Mafleigenschaften des zugrundeliegenden Hausdorff-
Mafes, fiir das gilt H*(A) < H*(B).

Ist {F;} eine abzéhlbare Menge von Teilmengen F; C R™, dann ist folglich dimy |, F; > dimpyF;
fir alle i. Sei nun s > dim g F; fiir alle ¢, dann ist H*(F;) = 0 und damit H*(|J, F;) < ii H*(F;) = 0.
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KAPITEL 5. DIE HAUSDORFFDIMENSION

Damit folgt, dass fiir die Dimension der Vereinigungen gilt dimg(|J; F;) = sup;{dimu F;}.

Da dass Hausdorff-Maf eines offenen Balls im R™ seinem (Lebesgue)-Volumen entspricht, also end-
lich und nicht Null ist, folgt, dass die Hausdorff-Dimension eines solchen Balls gleich n ist. Damit
ist die Hausdorff-Dimension einer offenen Menge grofier-gleich n.

Daraus folgt, dass der Raum R"™ Dimension n besitzt, da er abzihlbar durch offene Mengen
iiberdeckt werden kann.

Schlussendlich besitzen so auch allgemeine offene Mengen in R", da sie einen offenen Ball enthalten,
die Hausdorff-Dimension n.

Beispiel 5.4 (Cantor-Menge). Mit dieser Definition und mit Hilfe von Lemma 5.2 ldsst sich die
Hausdorff-Dimension der Cantormenge nun zumindest heuristisch bestimmen. Dazu kann man be-
obachten, dass sich die Cantormenge A in zwei selbstdhnliche Stiicke unterteilen lisst, ndmlich
AL = AN0,% und Ag = AN [%,1]. Man sieht leicht, dass beide Hélften eine um den Faktor &
verkleinerte Kopie der urspriinglichen Menge sind und A = Ap U Ag die disjunkte Vereinigung ist.
Damit gilt mit Lemma 5.2

HI(A) = HO(A) +H (Ag) = § HO(A) + 5 HE(A).

Nun muss angenommen werden, dass das Hausdorff-Maf} endlich ist, also 0 < H*(A) < oo gilt. Dies
ist hier noch nicht klar, ist aber zumindest naheliegend. Dann kann man durch H*(A) teilen und
erhdlt mit s = dimy(A) = ng wie bereits vermutet einen Wert zwischen Null und Eins. Der noch
nachfolgende Satz 6.5 wird diese Uberlegung bestétigen und das gleiche Ergebnis liefern.

[vergl. [Fall4] S.47 ff]

5.2 Einfache Abschitzungen

Lemma 5.5 (Obere Schranke der Hausdorffdimension). Wenn fiir den Atraktor A eine Folge von
Uberdeckungen aus je nyp Elementen mit einem Durchmesser von héchstens dy existiert, sodass
0 — 0 fiir k — oo, dann gilt fiir die Dimension von A:

log ny,

. < lim —
dim (4) < klggo log d,

Beweis. Es gilt die Abschéitzung:

H3(A) =inf{ Z |Ui|* : {U;} ist eine § Uberdeckung von F}

i=1

Da der Atraktor A in den R™ eingebettet ist, ist die Hausdorffdimension von A durch n beschrankt
und das Volumen eines Balls skaliert mit dem Radius in einer endlichen Potenz. Daher existiert ein
s, sodass der Ausdruck nd; fiir alle k beschrénkt ist, also das gilt

ngdy < c.

25



KAPITEL 5. DIE HAUSDORFFDIMENSION

Durch Umstellung folgt daraus
loge  lognyg

5= logd,  logdy

Im Limes 0 — 0 verschwindet der erste Term und es H°(A) ist beschrankt fiir

Daraus folgt dimpg(A) < s fiir ein solches s und

dimg(A) < lim —

O

Lemma 5.6 (Massenverteilungs-Prinzip). Sei p ein Maff auf A und fiir ein s > 0 seien ¢ > 0 und
€ >0, sodass

u(U) < c|uf?
fiir alle offenen Mengen U C A mit |U| < e. Dann ist H*(F) > 2A) ynd

C

dimg(A) > s.

Beweis. Sei {U;} eine beliebige Uberdeckung von A, dann gilt
0 < pu(A) < p(JU)< Y i) <> Ul

Daraus folgt, nach Beachtung des Infimums, H3(A) > A owie auch HE(A) > A Da so dass

c - .

s-dimensionale Hausdorff-Mafl von A nicht gleich 0 ist folgt, dass dimg(A) > s. O

5.3 Dynamische Dimension

Definiert man auf einem Atraktor ein Maf, ist man haufig an der Dimension des Support des Mafles
interessiert und mdochte Nullmengen vernachléssigen.

Definition 5.7 (Hausdorff Dimension eines Mafles).
dimpg(p) := inf{dimpg(F) : E € B(A) und u(E) > 0}

Da das Infimum iiber die Dimensionen von Teilmengen von A betrachtet wird, sieht man unmittel-
bar, dass fiir alle Mafle p auf A immer gilt

dimpg (p) < dimg(A). (5.3)

Gilt Gleichheit, sagt man, das Maf3 habe volle Dimension. Mafle voller Dimension sind oft von beson-
derem Interesse, da sie, wenn sie die Dynamik auf dem Atraktor in gewisser Weise fast vollstéindig,
d.h. bis auf eine Nullmenge beschreiben und diese Nullmenge auch nichts zur Dimension des Atrak-
tors beitrdgt. Das bedeutet, sie konnen genutzt werden, das ”typische” Verhalten des dynamischen
Systems zu beschreiben.

Ist es aber nicht moglich, ein solches Maf} zu finden, stellt sich die Frage, ob es moglich ist ein Mafl
mit dieser Eigenschaft zu approximieren.
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KAPITEL 5. DIE HAUSDORFFDIMENSION

Definition 5.8 (Dynamische Dimension). Die dynamische Dimension von ® ist definiert als

dimp(A) :== szp(dimH (mse(p))

mit dem Supremum tber alle shift-invarianten Wahrscheinlichkeitsmafle p auf €.
Lemma 5.9.
Es folgt direkt aus (1.27), dass gilt

dimp(A) < dimpy(A).

Die Dimension eines Mafles und die dynamische Dimension werden in Abschnitt 6.5 erneut eine
Rolle spielen.
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Kapitel 6

Klassifizierung von Fraktalen

6.1 Selbstaffine Mengen

Selbstaffine Mengen sind eine recht allgemeine Klasse von Fraktalen, die auch alle im Weiteren
genannten umfassen. Sie werden erzeugt durch iterierte Funktionensysteme, welche aus selbstaffinen
Abbildungen bestehen, also Abbildungen der Form

¢ z— Mz +v

wobei M eine n x n Matrix und v € D ein Vektor. Damit ¢; die Kontraktioneigenschaft erfiillt muss
|M] < 1 gelten, wobei | - | die euklidische Matrixnorm bezeichnet. Selbstaffine Transformationen
sind also eine Kombination aus Translation, Rotation und Streckung in verschiedene Richtungen.
Ein besonders schones Beispiel fiir eine selbstaffine Menge ist der sogenannte Barnsley-Farn. Er
wird erzeugt durch das IFS & bestehend aus

d1(w) = (8 026) o

0.85 0.04 0
$a(z) = <—0.04 0.85> v (1-6)

020 —0.26 0
¢3(z) = <0.23 0.22 > v (1-6)

—0.15 0.28 0
Pa(z) = ( 0.26 0,24) T (0.44)

Die folgende Abbildung zeigt die Iterationen der Startmenge [0,1]? unter ®. Die Bildmenge der
Funktion ¢, bildet den diinnen Stiel des Farns, die Funktion ¢5 bildet auf das grofle Rechteck oben
ab, dass das Hauptblatt darstellt und die Funktionen ¢3 und ¢4 erzeugen die beiden seitlichen Arme
des Farns.
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Abbildung 6.1: Darstellung der Mengen ®([0,1]2), ®3([0,1]?) und ®*°([0, 1]?) mit OpenSCAD.

Dieses Beispiel zeigt, dass sich mit recht einfachen selbstaffinen Transformationen Atraktoren mit
komplexen, sehr organisch wirkenden Formen beschreiben lassen. Variationen der Parameter erlau-
ben es, auch andere Farne, Baume und dhnliches zu erzeugen.

An diesem Beispiel werden auch Vor- und Nach-
teile der beiden Methoden zur Darstellung von
fraktalen Atraktoren deutlich. Wihrend bei
vorherigen Beispielen die Darstellung der ite-
rierten Bildmenge ®" (D) schon fiir recht kleine
n ein guten Eindruck des Atraktors vermittelt
haben, zeigt sich in Abbildung 1.4 eine Schwie-
rigkeit. Sowohl die Menge ®(D) als auch ®3(D)
zeigt wenig Ahnlichkeit mit dem tatsiichlichen
Atraktor, der erst bei n = 10 besser erkennbar
wird. Aber auch hier sind in Form der griinen
Rechtecke Artefakte der endlichen Aproximati-
on zu erkennen. FEine noch héhere Anzahl von
Iterationen fithrt zu einem sehr hohen Rechen-
aufwandt, der Aufgrund der verwendeten Re-
kursion exponentiell mit n wéchst.

10 A

Abbildung 6.2 zeigt den Barnsley-Farn erzeugt -2 0 2 4 6 8
durch das chaos game mit 40000 Iterationen.
Da der Rechenaufwandt hier nur linear mit n Abbildung 6.2

wéchst ist eine viel hohere Anzahl an Iteratio-

nen und damit ein besserer Detailgrad in der

Darstellung moglich. Der Unterschied zeigt sich hier besonders an den Spitzen der Blétter.

Die Hausdorffdimension eines durch ein, nicht notwendigerweise selbstaffines, IF'S erzeugten Atrak-
tors ldsst sich durch eine einfache Formel nach oben Abschétzen. Die so erhaltene obere Schranke
der Dimension nennt man auch Ahnlichkeitsdimension.
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Satz 6.1 (Ahnlichkeitsdimension). Sei ® eine Familie von m Kontraktionen mit Kontraktionsfak-
toren r;, also mit

|¢i(x) — di(y)| < rifw —yl.
Dann gilt fir die Hausdorffdimension des Atraktors dimpy(A) < s, wobei s gegeben ist durch

m

er =1.

=1

Beweis. Um die obere Schranke dimy(A) < s zu finden konstruieren wir eine d-Uberdeckung des
Atraktors A, sodass H5 und damit H® endlich sind.
Sei ), die Menge aller k-Tupel (w1, ...,wy) in {1,...,m}. Fiir eine Menge A schreiben wir

Awl ..... wy T ¢w1 0...0 ¢wk o A.

Wir erinnern uns, dass fiir den Atraktor A gilt
A=o(4) = ai(a).

Durch wiederholte Anwendung folgt daraus, dass fiir alle k € N gilt

A= (I)(A) = UAwl,‘..,wk,'
Qp

Die Mengen A, ... ., bilden also eine Uberdeckung von A. Aufgrund der Kontraktionseigenschaft
und der Kompaktheit von A kann man fiir jedes § > 0 ein k € N wihlen, sodass

|Aw1,~~~>wk| < (maxri)k|A| <.
Damit ist {A,, .., } eine -Uberdeckung von A. Es gilt

H3(A) <Y [Auy ]’ (6.1)
Qg

.....

<Y ()AL (6.2)
Qp

m m

= Q)= QorlAr (6.3)
= |4P (6.4)

wobei Zeile (6.3) durch ausmultiplizieren folgt, da in Zeile (6.1) und (6.2) jeweils iiber alle Elemente
m

von €, summiert wird. In Zeile (6.4) geht die Bedingung > 7§ = 1 ein. Daraus folgt H*(A) < |A|®
i=1

und endlich dimg(A) < s. O

Im Fall des Barnsley-Farns besitzen die Matrizen die Matrixnormen |M;| ~ 0.16, |Ma| =~ 0.85,
M;3| = 0.34 und |My| = 0.38, die den jeweiligen Kontraktionsfaktoren r; entsprechen. Satz 1.29
liefert nun fiir die Dimension des Barnsley-Farns die Abschéitzung

dimpg(A) < s~ 1.69.
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6.2 Baranski-Mengen

Um die Berechnung der Hausdorff-Dimension von Fraktalen zu erleichtern, fordert man haufig die
Erfilllung der Baranski- oder Offene-Mengen-Bedingung.

Definition 6.2 (Offene-Mengen-Bedingung). Ein iteriertes Funktionensystem ® erfillt die Offene-
Mengen-Bedingung, wenn eine nicht leere offene Menge V' C D existiert, fir die gilt

e O(V)CV
e Die Mengen ¢;(V') sind paarweise disjunkt.

Anschaulich gesprochen begrenzt die Offene-Mengen-Bedingung den Grad der Uberlappung zwi-
schen den Bildern ¢;(D) der einzelnen Funktionen. So ist im extremen Fall von zwei gleichen
Funktionen ¢; = ¢; die Offene-Mengen-Bedingung offensichtlich nicht erfiillt. Andererseits ist die
Offene-Mengen-Bedingung immer erfiillt, sind die gesamten Bilder der Funktionen ¢;(D) paarweise
disjunkt. In diesem Fall erfiillt die das Innere der Menge D, also D° die Bedingungen von Defini-
tion 6.2. Ist jedoch beides nicht der Fall, muss man zum Nachweis der Offenen-Mengen-Bedingung
versuchen eine Menge V entsprechend 6.2 zu finden, was im Allgemeinen schwierig sein kann.

6.3 Sierpinski-Schwimme

Sierpinski-Schwdmme beziehungsweise im zweidimensionalen Fall Sierpinski- Teppiche sind die Atrak-
toren eines iterierten Funktionesystems ® bestehend aus Funktionen der Form

-1 ai,1
ml ma

pi(r) = x+ | . (6.5)

—1 ai,n
n My

Dabei sind die a;,j € N mit 0 < a;,j < m;. Angewendet auf eine Startmenge [0, 1]” bedeutet dies,
dass man zun#chst diese Menge in m; X ... X m,, Rechtecke bzw. Quader zerteilt. Jede Funktion ¢;
bildet dabei affin auf genau einen dieser Quader ab. Ein Fraktal entsteht dadurch, dass immer nur
auf eine durch ® bestimmte Auswahl von Quadern abgebildet wird.

Daraus folgt, dass die Bilder ¢;(D) disjunkt sind, woraus folgt, dass Sierpinski-Schwimme immer
die Offene-Mengen-Bedingung erfiillen.

Ein zweidimensionales Beispiel ist das sogenannte "Tempelfenster’ in Abbildung 6.3. Die Startmenge
D = [0,1]? wird 4 x 5 kleinere Rechtecke unterteilt. ® bildet auf alle bis auf 7 innere Rechtecke ab.
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Abbildung 6.3: Sierpinski-Teppich als "Tempelfenster’. Darstellung der Mengen ®([0, 1]2), ®3([0, 1]?)
und ®1°([0,1]3) mit OpenSCAD.

Erzeugt wird dieses Fraktal durch ein IFS bestehend aus 13 Funktionen der Form

1 a,1
¢i: 5 x + ai1 (66)
(6 D)

mit 13 Paaren (a; 1, a;,2), die das in Abbildung 1.6 erkennbare Muster beschreiben. Die Funktionen
¢; erfiillen also offensichtlich

1
6(2) — 6(w)| < 1l — ol
Damit ldsst sich die Dimension anhand von Satz 1.29 nach oben abschéatzen durch

log 13

) <
dimpg(A) < Tog

~ 185 (6.7)

Es existiert jedoch auch eine exakte Formel fiir die Hausdorffdimension eines zweidimensionalen
Sierpinski-Teppichs, die von McMullen in [McM84] gezeigt wurde.

Satz 6.3 (Hausdorffdimension von Sierpinski-Teppichen). Sei A C [0,1]? ein Sierpinski- Teppich
erzeugt durch die Unterteilung von [0, 1)? in p x q¢ Rechtecke. Sei N; fiir j € {1,...,p} die Anzahl der
Rechtecke in der j’ten Spalte, auf die eine Funktion des IFS abbildet. Dann gilt fir die Hausdorff-
Dimension des Atraktors

1

dimpg(A) = log ZNlogp/logq)logp

j=1

(6.8)

Im Beispiel des *Tempelfensters’ (1.24) ist p = 5, ¢ = 4 sowie Ny = N5 = 4, Ny = N3 = 2 und
N3 = 1. Damit folgt aus (1.25)

dzmH(A) ~ 1.70
Im Vergleich dieses exakten Wertes mit (6.7) zeigt sich die Ahnlichkeitsdimension also als eine

recht gute obere Abschitzung der Hausdorffdimension. Dies liegt in diesem Fall daran, dass sich die
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Kontraktionsfaktoren in den beiden Richtungen, also 411 und %, nur wenig unterscheiden. Wahren

sie gleich, wiirde man die Funktionen ¢; als selbstihnlich bezeichnen. Im folgenden Abschnitt wird
sich zeigen, dass in diesem Fall die Ahnlichkeitsdimension gleich der Hausdorffdimension ist.

Zu bemerken ist hier, dass in (6.8) die Dimension nicht nur von den Kontraktionsfaktoren und der
Anzahl der Funktionen des iterierten Funktionensystems abhéngt, sondern auch, tiber die N;, von
der Anordnung der Bildmengen in dem p x ¢ Raster. Eine einfache Verschiebung von Volumen kann
also zu einer unterschiedlichen Hausdorffdimension fithren. Abbildungen 6.4 und 6.5 zeigen zwei
Beispiele von Sierpinski-Teppichen, deren IFS der Form von (6.6) entsprechen. Nur die a; ; sind
hier anders gewihlt, die Bildmengen der 13 affinen Kontraktionen also nur anders angeordnet.

Abbildung 6.4: Sierpinski-Teppich mit relativ gleichm#figer Verteilung der Bildmengen auf [0, 1]2.

In Abbildung 6.4 sind die Bildmengen méglichst gleichméBig iiber den Raum [0, 1]? verteilt. Man
erhilt Ny = No = Ny = 2, N3 =4 und N_3. Damit liefert (6.8) eine etwas kleinere Dimension von

dimp(A) ~ 1.63.

Abbildung 6.5: Sierpinski-Teppich mit kompakter Verteilung der Bildmengen.
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Eine kompaktere Anordnung der Bildmengen wie in Abbildung 6.5 jedoch fithrt zu einer etwas
grofferen Hausdorffdimension. Hier erhélt man mit

dimp (A) ~ 1.72

einen Wert, der iiber dem der beiden weniger kompakten Beispielen liegt.

6.4 Selbstihnliche Mengen

Selbstihnliche Fraktale sind eine recht enge Klasse von Mengen, die durch ein iteriertes Funktio-
nensystem bestehend aus Transformationen der Form

¢i(z) =Mz +v (6.9)

erzeugt werden, wobei wieder v € D ist, aber |M| = r; gelten muss fiir ein r; € (0, 1). Dass bedeutet,
dass zwar Translation, Rotation und Skalierung moglich ist, aber keine Streckung um verschiedene
Faktoren in verschiedene Richtungen. Selbstédhnliche Transformationen bilden also Kreise auf Kreise,
Quadrate auf Quadrate u.s.w. ab.

Die Eigenschaft der Selbstédhnlichkeit in Verbindung mit der Offenen-Mengen-Bedingung erméglicht
es, eine vergleichsweise Einfache und elegante Formel fiir die Hausdorff-Dimension des Atraktors zu
finden. Fiir den Beweis benotigt man jedoch noch das folgende technische Lemma.

Proposition 6.4. Sei {V;} eine Menge von paarweise disjunkten offenen Teilmengen von R™,
sodass jedes V; einen Ball mit Radius a1 enthdlt und in einem Ball mit Radiu_s as enthalten ist.
Dann schneidet ein Ball B mit Radius r hochstens (1 + 2az)™a; ™ der Mengen V;.

Beweis. Schneidet ein V; den Ball B, dann ist V; enthalten in einem mit B konzentrischen Ball mit
Radius (1 + 2as)r. Angenommen, ¢ Mengen V; schneiden B, dann sind alle diese Mengen jeweils in
dem Ball mit Radius (1 + 2a2)r enthalten und enthalten selbst einen Ball mit Radius a;r. Daraus
folgt, dass das Volumen des &ufleren Balls grofier-gleich der Summe der Volumen der inneren Biille
ist, da die V; und damit auch die in ihnen enthaltenen Bille disjunkt sind. Es gilt also:

g(arm)™ < (14 2a2)"r™.
O

Satz 6.5 (Dimension selbstihnlicher Schwimme). Sei ® eine Familie m kontrahierender Ahnlichkeiten
mit Kontraktionsfaktoren r;, die die offene-Mengen-Bedingung erfiillt. Dann gilt fiir die Hausdorff-
dimension des Atraktors dimg(A) = s, wobei s gegeben ist durch

Beweis. Die obere Schranke dimp(A) < s folgt direkt aus Satz 6.1. Es bleibt zu zeigen, dass die
Ahnlichkeitsdimension unter den genannten Voraussetzungen nicht nur eine obere Schranke liefert,
sondern den exakten Wert der Hausdorff-Dimension. s muss also auch eine untere Schranke fiir
dimp (A) darstellen. Hierfiir nutzt man das Massenverteilungs-Prinzip. Dafiir muss zunéchst der
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Atraktor mit einem Maf} versehen werden. Man verwendet das Bernoullimaf3 auf €2, welches definiert
ist durch Wahrscheinlichkeiten

s
pi=T;

fiir Folgenglieder w;. Diese Konstruktion liefert aufgrund der Bedingung Y~ rf = 1 ein Wahrschein-
i=1
lichkeitsmaf} auf 2. Um nun mit dem Massenverteilungsprinzip eine untere Schranke der Hausdorff-
dimension zu erhalten, muss man zeigen, dass fiir alle offenen Mengen U C A mit |U] < e fiir einen
Faktor ¢ gilt
v(U) < U

Da ® die offene-Mengen-Bedingung erfiillt, existiert eine offene, nicht-leere und beschrankte Menge
V C A, fiir die gilt

o(V)cCV.
Damit gilt auch - -

oV)cV
und wie anfinglich bereits gezeigt wurde konvergiert die Folge der Iterierten ®%(V) gegen A. Sei
B C A ein Ball mit Radius » < 1. Wir wollen das Mafl von B abschitzen durch das Maf} der
Mengen V., ..., , welche B schneiden.
Fiir jede Folge w € €2 bezeichnen wir hier mit &k die kleinste natiirliche Zahl, fiir die gilt

Ty Twy, ST

und schneiden die Folge w nach an dieser Stelle ab, um ein k-Tupel zu erhalten. Die Menge aller
solcher Tupel wird mit Q bezeichnet.

Da Vi, ..., V,, nach der offene-Mengen-Bedingung disjunkt sind, sind dies folglich auch jeweils die
Mengen Vi, ... wi.ls s Vor oo wrm - Nun wihlen wir fiir eine solche offene Menge V ein a1, ag > 0,
sodass V in einen Ball mit Radius a; enthélt und selbst in einem Ball mit Radius as enthalten ist.
Fiir alle Tupel (w1, ...,ws) € Q ist folglich in der Menge V,,, .., ein Ball mit Radius 7y, ...r,, a1
enthalten und ein Ball mit Radius 7, ...r,, * as enthélt V,,, ., .

Mit Q; C Q bezeichnen wir diejenigen Tupel (w1, ...,wy), fir die le,...,wk den bereits erwiahnten
Ball B schneidet.

Aus der Proposition 6.4 folgt, dass die Menge Q; endlich ist und hochstens g := (142a2)™a] "™ (min; ;) ™"
Elemente enthélt. Dann gilt fiir das Maf} des Balls B

v(B)=v(BNA) (6.10)
= u(r"Y (BN A)) (6.11)
< ([ lwrs s wilf) (6.12)
(95}
< (Wi, ey wie]F) (6.13)

Q1

= Z(ml.-.mk)s (6.14)
Q1

<Ny ot (6.15)

<r’g (6.16)
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wobei in Zeile (6.12) die Vereinigung iiber alle Zylinder erfolgt, welche in , der Menge der Folgen
in {1,..,m}, enthalten sind, die jeweils auf ihren festgelegten Elementen mit denen eines Tupels aus
Q; iibereinstimmen. In Zeile (6.14) nutzt man die Definition des Mafles p und in Zeile (6.15), dass
k gerade so gewéhlt ist, dass (1, ...7w, ) < rist. In (6.16) wird schliefllich verwendet, dass nach der
Proposition die Menge Q1 endlich ist und hochstens g Elemente besitzt.

Da jede Menge U in einem Ball mit Radius r = |U| enthalten ist, gilt auch v(U) < |U|*q und aus
dem Massenverteilungs-Prinzip 5.6 folgt endlich, dass dimg(A) > s.

Damit folgt die Gleichheit.

[Fall4, Theorem 9.3] O

Der Satz 6.5 ermoglicht es, die Hausdorffdimension von durch entsprechende IFS erzeugte Fraktale
sehr leicht zu berechnen. Fiir manche Gruppen von Fraktalen lasst sich der Satz aber noch verein-
fachen.

Die offene-Mengen-Bedingung ist erfiillt, wenn die Bilder der einzelnen Funktionen ¢, (D), ..., ¢ (D)
disjunkt sind.

Sind weiterhin die Kontraktionsfaktoren r; aller Funktionen gleich ry = ... = r,,, = r, dann verein-
facht sich die Bedingung

er =mr®=1
i=1
fiir die Dimension dimg(A) = s zu
logm
di A)=— : 1
imp(A) o (6.17)

Die Formel ist auch intuitiv sinnvoll, mehr ’Kopien’ des Kérpers sowie ein kleinerer Kontraktions-
faktor fithren zu mehr Volumen und damit zu einer gréfieren Hausdorffdimension. Damit ldsst sich
die Dimension von Atraktoren, die diese Bedingungen erfiillen quasi auf einen Blick feststellen.

S

Abbildung 6.6: Der bekannte Menger-Schwamm in drei Iterationen

Der Menger-Schwamm wird erzeugt durch 20 selbstéhnliche Transformationen, die jeweils einen
Kontraktionsfaktor von % besitzen. Die skalierten Bilder der Startmenge [0, 1]® sind disjunkt entlang
der Kanten des Wiirfels angeordnet. Durch Iteration entsteht eine schwammartige Struktur. Formel
(6.17) liefert fiir die Hausdorffdimension
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Abbildung 6.7: Zum Menger-Schwamm komplementére Anordnung der Bilder. Die Atraktoren sind
jedoch nicht komplementér.

Abbildung 6.7 zeigt eine ’Schneeflocke’ erzeugt durch ein IFS aus 7 selbstdhnlichen Transformatio-
nen mit Kontraktionsfaktor von ebenfalls %, deren Bilder gerade den Raum fiillen, der im Fall den
Menger-Schwamms 6.6 frei gelassen wird. Die ersten Iterationen von Abb. 6.7 und 6.6 sind daher
Komplemente, nicht jedoch die eigentlichen Atraktoren. Formel (6.17) liefert

_log7

~ 1.77

Abbildung 6.8: Variante von Abb. 6.7 mit unterschiedlichen Skalierungsfaktoren.

Satz 6.5 ermoglicht es, auch die Dimension von Atraktoren zu berechnen, deren iterierte Funktio-
nensysteme nicht nur Transformationen mit gleichen Kontraktionsfaktoren enthalten. Abbildung
6.8 zeigt die Iteration einer Modifikation des IFS von Abbildung 6.7. Hier werden nicht mehr alle
sieben Bilder um % skaliert, sondern das mittlere um % und die sechs dufleren um %L. Satz 6.5 liefert

durch Losung der Gleichung 6-1° + 1% =1

_log3

~ 1.59

6.5 Baranski-Schwimme

Eine sehr spezielle Klasse von Fraktalen wird in der Arbeit [DS17] von Das und Simmons verwendet,
um ein Fall zu konstruieren, in dem die dynamische Dimension echt kleiner der Hausdorffdimension
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ist. Diese werden als Baranski-Schwdmme bezeichnet. Es sind Baranski-Mengen auf auf der Start-
menge D = [0,1]3, deren iterierte Funktionensysteme aus dem Produkt von drei Kontraktionen auf
dem Intervall [0, 1] bestehen. Ein Beispiel fiir eine solche Menge ist wiederum der Menger-Schwamm
aus Abbildung 6.6.

Mit Theorem 2.15 liefert [DS17] eine Methode zur Berechnung der Dimension eines Mafles auf
einem Baranski-Schwamm. Dalfiir sind einige technische Definitionen nétig. Sei p ein Wahrschein-
lichkeitsma8 auf {1, ...,m}, das ein Bernoullima$} v, definiert sowie j eine Raumrichtung. Dann ist
der Lyapunov Exponent definiert als

G0 == [ log(13;0i)dpl) (6.18)
Die Entropie von p in Bezug auf eine Auswahl von Raumrichtungen I ist definiert als

(Tip) =~ [ Tog(rll)doo). (6.19)
wobei mit [i]; alle Elemente des Alphabets {1,...,m} gemeint sind, deren Funktionen ¢; auf den

mit der Menge I bezeichneten Raumrichtungen iibereinstimmen.
Theorem 2.15 in [DS17] liefert nun fiir die Dimension eines Bernoullimafies v,

dimp(vp) = /OOO h({i € D:b<xi(p)~'};p)db. (6.20)

Wie erwidhnt wird der Menger-Schwamm durch 20 Funktionen erzeugt. Sei p nun ein Maf, dass
jedem Element des Alphabets {1,...,20} eine Wahrscheinlichkeit zuordnet und ein Bernoullimafl
definiert.

Die Lyapunov Exponenten berechnen sich zu

20
o) = = [ 10g(10;6:)dp0) = Y log(3)p: = log3
i=1
und damit gilt fiir die Dimension des Bernoullimafes v,

dimp (vp) = / h({i € D:b<xi(p)~'}ip)db
0
1
~ log3

h(D;p)

= — [ “logpdp(i
Tog 3 og pidp(i)

20

1 1
= Toe3 Zlog(;)pi-

i=1 g

Sind alle Wahrscheinlichkeiten gleich, gilt also p; = 2% fiir alle Richtungen ¢, dann ergibt sich die
log 20

Dimension des Mafles mit dimpg(vp) = g

gleich der nach Satz 6.5 berechneten Dimension des

38



KAPITEL 6. KLASSIFIZIERUNG VON FRAKTALEN

Atraktors. Dieses Bernoullimafl besitzt also volle Dimension. Fiir andere Wahlen der Wahrschein-
lichkeiten p; kann die Dimension jedoch auch echt kleiner sein. Die dynamische Dimension ist damit
durch das Supremum in diesem Beispiel aber gleich der Hausdorffdimension.

Die Dynamische Dimension auf einem Baranski-Schwamm ldsst nach [DS17] durch dass Supremum
iiber die Dimensionen aller Bernoullimafle berechnen.

Durch eine leichte Verallgemeinerung lésst sich dieses Verfahren auch nutzen, um auch die Dimensi-
on von Pseudo-Bernoullimafien zu bestimmen. Das Supremum in diesem Fall kann zur Bestimmung
der Hausdorffdimension eines Baranski-Schwamms verwendet werden.

Der Unterschied zwischen dynamischer und Hausdorffdimension, der so nachgewiesen werden kann
tritt nur in dreidimensionalen Baranski-Schwimmen sehr spezieller Konstruktion auf. Die Autoren
verwenden ein Funktionensystem, dass sich wiederum aus drei Funktionensystemen mit unterschied-
lichen Kontraktionsfaktoren zusammensetzt. Insgesamt wird die Zahl der bendtigten Funktionen
unter Umstédnden sehr gro8. Einen konkreten Baranski-Schwamm, der diese Bedingungen erfiillt zu
konstruieren ist mir daher nicht gelungen. Die Autoren zeigen jedoch, dass die Klasse der solcher
Schwéamme einer offenen Menge auf dem Parameterraum entspricht, was bedeutet, dass dieses Ver-
halten nicht nur auf eine vernachléssigbar geringe Zahl von Fillen beschrinkt ist. Die Suche nach
einem solchen Beispiel konnte eine hierauf aufbauende Arbeit darstellen.
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